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Notations

Ω Ouvert de C.

H(Ω) Ensemble des fonctions holomorphes sur Ω.
∑

Symbole de sommation.
∏

Symbole de multiplication.

Γ Fonction indicatrice Gamma.

ζ Fonction indicatrice Zêta.

n! Factorielle de n ; n! = 1.2 . . . n.

D Disque unité.

D(a, r) Disque ouvert de centre a et de rayon r.

D(a, r) Disque fermé.

U Disque unité ouvert.

X Espace métrique localement compact.

K Partie compact.

C(X) L’espace des fonctions continues sur X.

H∞ Ensemble des fonctions holomorphes bornées sur Ω.

f (k) Dérivée k-fois d’une fonction f.

Res [Γ(z);n] Résidu de Γ en n.

ii



Introduction générale
De nombreuses fonctions peuvent être représentées par différentes manières, par exemple,

elle peuvent être représentés par des polynômes, des séries de Fourier ou encore des pro-
duits infinis. Cette dernière notion est apparu en 1579 dans le travail de F. Vieta. Plusieurs
autres savants ont étudie et développer cette notion comme L. Euler, Cauchy, . . . .

Le but de ce travail est d’étudier le concept des produit infinis des nombres et des
fonctions. Ce mémoire est composé de cinq chapitres.

Le premier chapitre porte sur les rappels indispensables pour les autres chapitres. Le
deuxième chapitre est consacré à l’étude des différents modes de convergence d’un produit
infini des nombres complexes et réels. Une étude analogue pour les produits infinis des
fonctions est étudié dans le troisièmes chapitre.

Dans le chapitre quatre, on s’intéresse à l’étude des théorèmes de Weierstrass. Plus pré-
cisément, on étudie le théorème de factorisation de Weierstrass qui généralise le théorème
fondamental de l’algèbre (tout polynôme peut être factorisé dans C comme produit de
fonction de la forme (x− αi) où αi étant les zéros du polynôme) au fonction entière dans
C avec des zéros finis ou infinis. La formule de Jensen et le produit de Blaschke sont aussi
étudiés dans ce chapitre.

Enfin dans le dernier chapitre, on étudie la fonction Gamma d’Euler qui peut être
définie par un produit infini en appliquant le théorème de factorisation de Weierstrass.
Ainsi on exprime la fonction Zêta de Riemann comme produit infini.
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Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on rassemble quelques résultats et notions de base d’analyse complexe
que nous utiliserons par la suite, on donne les définitions des fonctions holomorphes, méro-
morphes, harmoniques et quelques propriétés. Ainsi on donne les critères et les théorèmes
de convergences.

1.1 Rappels sur les fonctions à variables complexes

Fonctions holomorphes
Dans toute la suite, on désigne par Ω un ouvert de C et

f : Ω −→ C
z 7−→ f(z) = w

une fonction complexe d’une variable complexe z = x+ iy, (x, y ∈ R).

Définition 1.1.1. La fonction f est dite holomorphe dans Ω si elle est dérivable en tout

point de Ω.

On désigne par H(Ω), l’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert Ω.

Une fonction à variable complexe f peut écrire sous la forme f(z) = u(x, y) + iv(x, y),
où u(x, y) est la partie réelle de f , notée Re(f) et v(x, y) est la partie imaginaire de f ,
notée Im(f). Les fonctions u(x, y) et v(x, y) sont des fonctions réelles de deux variables
réelles x et y.

Remarque 1.1.1. L’ensemble H(Ω) est un espace vectoriel muni des lois usuelles.
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Définition 1.1.2. On dit qu’une fonction f : Ω −→ C est analytique au point z0 ∈ Ω

si elle admet un développement en série entière dont le rayon de convergence r n’est pas

nul.

On dit que f est analytique sur Ω si elle l’est en tout point z0 ∈ Ω. On écrit

f(z) =
∞∑
k=0

uk(z − z0)k , z ∈ Ω

où |z − z0| < r et (uk) est une suite de nombres complexes.

Définition 1.1.3. Soit f une fonction holomorphe dans Ω, la dérivée logarithmique de f

est la forme f
′

f
.

Définition 1.1.4. 1) On dit qu’un point z0 est un zéro de la fonction f si f(z0) = 0.

2) Le point z0 est un zéro d’ordre m de f si

f(z0) = f ′(z0) = . . . = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) 6= 0.

3) On dit que le point z0 est un zéro isolé de f si et seulement si il existe δ > 0 tel

que le cercle |z − z0| = δ ne contient pas d’autre zéro autre que z0. Autrement dit,

s’il existe un voisinage de z0 ne contenant pas de zéro autre que z0.

Théorème 1.1.1. (Principe des zéros isolés). [4] Soit f une fonction holomorphe non

identiquement nulle définie dans Ω à valeur dans C. Alors les zéros de f sont isolés.
Autrement dit, l’ensemble des zéros de f dans Ω est discret.

Fonctions méromorphes

Définition 1.1.5. Une fonction f est dite méromorphe si ses seules singularités sont des

pôles.
Autrement dit, une fonction f est méromorphe dans Ω s’il existe une partie localement
finie A de Ω telle que la fonction f soit holomorphe sur Ω \ A et tout point de A soit un
pôle de f .
Notons parM(Ω) l’ensemble des fonctions méromorphes dans Ω.

Théorème 1.1.2. [3] Toute fonction méromorphe dans un ouvert Ω est le quotient de

deux fonctions holomorphes dans Ω.
La réciproque de ce théorème est vrai.
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Fonctions entières

Définition 1.1.6. Une fonction qui est holomorphe en tout point z de C (partout sauf à

z =∞) est appelée une fonction entière.

Théorème 1.1.3. Soit f une fonction holomorphe dans Ω de C et a un point dans Ω, le

développement de f en série de (z − a) est :

f(z) =
∞∑
n=0

(z − a)n

n! f (n)(a).

Cette série est appelée la série de Taylor de fonction f au voisinage de z = a.

Remarques 1.1.1. 1) Les fonctions ez, sin z, cos z. . . sont des fonctions entières.

2) Une fonction entière peut être représentée par une sérié de Taylor ayant un rayon

de convergence infinie.

Fonctions harmoniques
Une fonction f définie sur un ouvert Ω est de classe C1 si f est dérivable sur Ω et la

première dérivée f ′ est continue sur Ω. On dit que la fonction f est de classe Ck sur Ω si
elle est k fois dérivable et que la fonction f (k) continue sur Ω.

Définition 1.1.7. Soit f une fonction, f : Ω −→ C. On dit que f est harmonique sur Ω

si f est de classe C2 sur Ω et si ∆f ≡ 0 sur Ω, où ∆f est le Laplacien de f défini par

∆f = ∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 .

Remarque 1.1.2. Toute constante, toute forme linéaire est harmonique. L’ensemble des

fonctions harmoniques est un espace vectoriel pour le corps C.

Proposition 1.1.1. [12] Toute fonction holomorphe est harmonique.

Théorème 1.1.4. [3] Si f ∈ H(Ω) et si f ne s’annule pas dans Ω, alors la fonction ln |f |

est harmonique sur Ω.

1.2 Quelques notions de compacité
– On dit qu’une partie K de Ω est compacte si toute suite possède une suite extraite
convergente.
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– Un espace métrique X de Ω est localement compact s’il est séparé, et tout point de
X admet un voisinage compact.

– Une partie V d’un espace X est dite relativement compacte si son adhérence est
une partie compacte de X.

– Tout espace compact est localement compact.
– Dans un espace localement compact, tout compact est inclus dans un ouvert relati-
vement compact.

1.3 Convergence de série de fonction

Définition 1.3.1. On dit qu’une suite de fonctions (fn)n définies sur Ω converge unifor-

mément sur tout compact de Ω vers une fonction f définie de Ω dans C si, quel que soit

le compact K ⊂ Ω, la suite des restrictions fn |K converge uniformément vers f |K.

Autrement dit, si
∀K ⊂ Ω, lim

n→∞
‖ fn(z)− f(z) ‖K= 0,

où ‖ f ‖K= sup
z∈K
|f(z)| est la norme de la convergence uniforme sur K. De même, on

dit que la série de fonctions
∑
n

fn converge uniformément (respectivement normalement)

sur tout compact si et seulement si pour tout compact K ∈ Ω, la série des restrictions∑
n

fn |K converge uniformément, c’est-à-dire, la suite des sommes partielles
(

n∑
k=0

fk |K
)

converge uniformément (respectivement s’il existe une suite (un)n de réels positifs, telle
que |fn(z)| ≤ un, ∀z ∈ K et

∑
n

un converge).

Théorème 1.3.1. [4] Soit (fn)n une suite de fonctions de classe C1 de [a, b] dans R.

i) Si la suite (fn)n converge simplement en x0 ∈ [a, b] et si la suite des dérivées (f ′n)

converge uniformément sur [a, b], alors la suite (fn)n converge uniformément vers f

sur [a, b], f est de classe C1 et on a

(
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x).

ii) Si la série
∑
n

fn converge simplement en x0 ∈ [a, b] et si la série des dérivées
∑
n

f ′n

converge uniformément sur [a, b], alors la série
∑
n

fn converge uniformément vers l

sur [a, b], l est de classe C1 et on a
( ∞∑
n=1

fn(x)
)′

=
∞∑
n=1

f ′n(x).
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Théorème 1.3.2. (théorème de convergence de Weierstrass). [12]

1) Si (fn)n est une suite de fonctions holomorphes dans Ω qui converge uniformément

sur tout compact de Ω vers une fonction f , alors on a

i) La fonction f est holomorphe dans Ω.

ii) La suite des dérivées
(
f (k)
n

)
n
converge uniformément sur tout compact de Ω vers

f (k), avec k ∈ N.

2) Soit
∑
n

fn une série de fonctions holomorphes sur Ω. On suppose que cette série

converge uniformément (respectivement normalement) sur tout compact de Ω. Alors

i) La somme de cette série est holomorphe sur Ω.

ii) La série est dérivable terme à terme sur Ω. En outre, la série
∑
n

f (k)
n converge

uniformément (respectivement normalement) sur tout compact de Ω.

Remarques 1.3.1. i) La conclusion du théorème (1.3.2) n’est pas vraie en général

dans le cas des fonctions à variable réelle, le fait que la convergence uniforme sur tout

compact entraîne le même type de convergence pour les suites (séries) des dérivées

est faux dans le domaine réel.

ii) En pratique, on peut utiliser le fait qu’une suite de fonctions (fn)n définies sur

Ω converge uniformément sur tout compact de Ω si et seulement si elle converge

uniformément sur tout disque compact de Ω.

iii) Rappelons que la limite d’une suite uniformément convergente de fonctions conti-

nues est une fonction continue.

Théorème 1.3.3. (Test M de Weierstrass). Soit (fn)n une suite de fonctions définie de Ω

dans C, supposons qu’il existe une suite de nombres positive (Mn)n, tell que |fn(x)| 6Mn,

pour tout n > 1, x ∈ Ω. Si
∞∑
n=1

Mn < ∞, alors la série
∞∑
n=1

fn(x) est uniformément

convergente (normalement convergente) dans Ω.

Pour la preuve voir [1].

Théorème 1.3.4. (Critère de Weierstrass). Soit (un)n une suite à valeurs réels. Si

|fn(x)| ≥ un, ∀x ∈ Ω et si la série numérique
∞∑
n=1

un converge, alors la série de fonc-
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tions
∞∑
n=1

fn converge absolument et uniformément sur Ω.

Pour la preuve voir [12].

Remarque 1.3.1. La série de fonctions
∞∑
n=1

fn converge normalement dans Ω si on peut

lui appliquer le critère de Weierstrass. Autrement dit, si
∞∑
n=1
‖fn‖ converge où ‖fn‖ =

sup
x∈Ω
|fn(x)| ≤ ∞, ∀n ∈ N∗ (la convergence normale implique la convergence uniforme et

la convergence absolue).
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Chapitre 2

Produits infinis des nombres

Ce chapitre se compose de deux parties, la première partie traite le produits infinis des
nombres complexes, après avoir défini un produit infini, on étudié les différents types de
convergence (convergence simple, absolue,. . . ).
Dans la deuxièmes partie, on étudie les propriétés d’un produit infini des nombres réels.

2.1 Produit infini des nombres complexes

Définitions et convergence simple

Définition 2.1.1. Soit (un)n une suite d’éléments dans C. On appelle produit infini de

terme général un, la suite définie par :

u0.u1.u2 . . . un. . . . .

On le note par
∞∏
n=0

un.

Les produits partiels de rang k, Pk sont définis de la manière suivante :

P1 = u1,
P2 = u1.u2,
P3 = u1.u2.u3,

...

Pk = u1.u2 . . . uk =
k∏

n=1
un.

Un produit infini est dit convergent si le produit partiel de rang n, Pn, admet une limite
l dans C.
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Si le produit
∏
n

un converge, on note par
∞∏
n=1

un = l. D’une autre manière, le produit infini
∞∏
k=1

uk converge si et seulement s’il existe un nombre j tel que

lim
n→∞

j+n∏
k=j

uk = l.

Dans ce cas, si le produit infini converge, sa valeur égale à l ·
j−1∏
k=1

uk.

Le produit infini est divergent si lim
n

∏
n

un =∞ ou lim
n

∏
n

un = 0.

Quand la limite l est non nulle, on dit parfois que le produit infini est strictement
convergent.
Les produits pour lesquels lim

n
Pn = 0 sont appelés nilproduits.

Soit P =
∞∏
n=0

un. Supposons que un = 0 pour un nombre fini de valeur de n, et soit un 6= 0.

Alors, pour n > m on peut écrire

Pn = (u1u2 . . . um) (um+1 . . . un) = (u1u2 . . . um)Pm,n,

où Pm,n = (um+1 . . . un) .
– Si lim Pm,n = q, avec q une valeur finie non nul, alors le produit infini converge vers
zéro u1u2 . . . um.q = 0.

– Si lim Pm,n = 0 ou limPm,n = ∞, ou si Pm,n n’a pas de limite, alors le produit est
divergent.

Supposons que un = 0 pour une infinité de valeurs de n, alors le produit est divergent.
Les produits infinis de ce type ne se produisent pas dans la pratique généralement.

Étudions quelques exemples

Exemples 2.1. 1. Le produit infini de terme général un = 1
2 diverge.

2. Le produit infini de terme général un = 1 converge.

3. Considérons le produit infini défini par 0.2.0.2 . . . où u2k−1 = 0 et u2k = 2, avec

k = 1, 2, . . . diverge, car il contient un nombre infini de zéros.

Il n’existe pas un nombre fini non nulle l telle que le produit partiel Pn ne tend pas

vers 0.

4. Le produit infini défini par
∞∏
k=1

1
k

= 1.12 .
1
3 . . .

1
k
. . . diverge malgré qu’il ne contient

pas de zéros, lim
n→∞

Pn = 0.

5. Le produit infini défini par
∞∏
k=1

k = 1.2. . . . .n. . . ., diverge car lim
k→∞

Pk =∞.
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6. Le produit P défini par 0.0.1.1.1. . . . où uk = 0, pour k = 1, 2 et uk = 1, pour

k = 3, 4, 5, . . . converge, on a
2∏

k=1
uk = 0,

∞∏
k=3

uk = 1. La valeur de ce produit infini

égal à 1.

7. Le produit partielle

Pm =
m∏
n=2

(
1− 1

n

)
=

m∏
n=2

(
n− 1
n

)

=
m∏
n=2

(n− 1) .
m∏
n=2

1
n

=
m−1∏
n=2

n ·
m∏
n=2

1
n

= 1 · 1
m

= 1
m
.

Donc quand m tend vers l’infini ce produit
∞∏
n=2

(
1− 1

n

)
tend vers 0 et le produit est

diverge.

8. Le produit partielle

Pm =
m∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

m∏
n=2

(n− 1) (n+ 1)
n2

=
m∏
n=2

(n− 1) ·
m∏
n=2

(n+ 1) ·
m∏
n=2

1
n2

=
m−1∏
n=1

n ·
m+1∏
n=3

n ·
m∏
n=2

1
n2

= 2m (m+ 1) · 1
4 ·

1
m2

= m+ 1
2m .

Le produit
∏
n≥2

(
1− 1

n2

)
converge et sa valeur est 1

2 .

On conclus que le produit
∞∏
n=1

(
1− 1

nα

)
converge pour α > 1 et diverge pour α ≤ 1.

Propriétés 2.1.1. [5] Soient
∏
n

un et
∏
n

vn deux produits infinis de nombres complexes.

i) Si les deux produits convergent alors le produit
∏
n

unvn converge.

ii) Si l’un des deux produits converge et l’autre diverge alors le produit
∏
n

unvn diverge.

iii) Si les deux produits divergent vers 0 alors le produit
∏
n

unvn diverge vers 0.
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Remarque 2.1.1. En général, on ne peut rien conclure si les deux produits divergent

comme le montrent les exemples suivants : un = 1
2 et vn = 2 pour tout n ∈ N, et

un = vn = 1
2 pour tout n ∈ N.

Le théorème suivant présente le critère de Cauchy pour la convergence d’un produit
infini.

Théorème 2.1.1. Le produit infini
∞∏
n=1

un converge si et seulement si pour tout ε > 0, il

existe un entier n0 tel que m > n ≥ n0 entraîne que

∣∣∣∣∣∣
m∏

k=n+1
uk − 1

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Démonstration. Supposons d’abord que le produit
∞∏
n=1

un converge, on peut supposer

qu’aucun un est nul (en écartant un nombre fini de termes si nécessaire). Soient

Pn = u1.u2 . . . un et P = lim
n→∞

Pn,

donc, on a Pn 6= 0 ; et il existe un M > 0 tel que |Pn| > M pour tout n ≥ 1. Puisque

(Pn)n satisfait le critères de Cauchy pour les suites, pour ε > 0, il existe un entier n0 tel

que m > n ≥ n0 entraine que |Pm − Pn| < ε ·M .

En divisant par |Pn|, nous obtenons

∣∣∣∣∣∣
m∏

k=n+1
uk − 1

∣∣∣∣∣∣ < ε pour tout m > n ≥ n0.

Inversement, supposons que pour tout ε > 0, il existe un entier n0 tel que∣∣∣∣∣∣
m∏

k=n+1
uk − 1

∣∣∣∣∣∣ < ε, pour tout m > n ≥ n0. (2.1)

Notons que si m > n0, alors ceci implique que um 6= 0, puisque 0 < ε < 1, en prenant

n = m− 1, on a

||am| − 1| < |um − 1| < ε.

C’est-à-dire

0 < 1− ε < |um| < 1 + ε pour tout m > n0.

Maintenant on prends ε = 1
2 et soit qm = un0+1.un0+2 . . . um.

Pour m > n0, on a
1
2 < |qm| <

3
2 .
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Par conséquent, si (qm)m converge, elle ne peut pas converger vers zéro.

Pour voir que la suite (qm)m converge effectivement, soit ε > 0 tel que, 0 < ε <
1
2, alors

il existe un n0 tel que ∣∣∣∣∣qmqn − 1
∣∣∣∣∣ < 2

3ε.

Ceci implique que

|qm − qn| <
2
3ε |qn| <

3
2 .

2
3ε = ε, pour m > n ≥ n0.

Ainsi, la suite (qm)m est une suite de Cauchy de nombres réels, et donc converge. D’où le

produit infini
∞∏
n=1

un converge.

Remarque 2.1.2. Prenant n = m − 1 dans (2.1), on voit que si le produit infini
∞∏
n=1

un

converge, alors lim
n→∞

un = 1.

Pour cette raison, les facteurs du produit sont souvent écrits sous la forme 1+un, de sorte

que la convergence du produit
∞∏
n=1

(1 + un) implique que lim
n→∞

un = 0.

Exemples 2.2. 1. Le produit partielle
m∏
n=1

(
1 + 1

n

)
=

m∏
n=1

(
n+ 1
n

)

=
m∏
n=1

(n+ 1) ·
m∏
n=1

1
n

=
m+1∏
n=2

n ·
m∏
n=1

1
n

= m+ 1.

Le produit infini
∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)
diverge vers l’infini et lim

n→∞
un = lim

n→∞

1
n

= 0.

2. Le produit infini
∞∏
n=2

(
1− 1

n

)
diverge vers 0 et lim

n→∞
un = 0.

Théorème 2.1.2. Si le produit infini
∞∏
n=1

un est strictement convergent, alors la suite

(un)n tend vers 1 quand n tend vers l’infini.

Démonstration. Soit l 6= 0 la limite des Pn, on a :

Pn−1 = u1.u2 . . . un−1 et Pn = u1 . . . un−1.un

12



Calculons la limite un, on obtient

lim
n
un = lim

n

Pn
Pn−1

= l

l
= 1.

Corollaire 2.1.1. Si la suite (un)n ne tend pas vers 1 quand n tend vers l’infini, le produit

infini diverge.

Convergence des produits infinis relativement à la convergence

des séries infinies
Considérons la partie produit Pn avec la condition supplémentaire que P0 = 1 et la

formule de récursivité Pi = (1 + ui)Pi−1 = Pi−1 + uiPi−1. Donc, on a :

Pn = Pn−1 + unPn−1

= Pn−2 + un−1Pn−2 + unPn−1

= Pn−3 + un−2Pn−3 + un−1Pn−2 + unPn−1
... ...

Par conséquent,

Pn = 1 +
n∑
i=1

uiPi−1. (2.2)

Si le produit infini converge, alors lim
n→∞

Pn existe, donc la série (2.2) est convergente avec
une somme égale à la valeur du produit.

Inversement, si la série est convergente, alors lim
n→∞

Pn existe et le produit converge vers
une valeur égale à la somme des séries :

∞∏
n=1

(1 + un) = 1 +
∞∑
n=1

unPn−1,

d’où la définition suivante.

Définition 2.1.2. Les séries 1 +
∞∑
n=1

unPn−1, s’appelle la série équivalente au produit

infini.

Au moyen de la formule
∞∏
n=1

(1 + un) = 1 +
∞∑
n=1

unPn−1. (2.3)

13



Un produit infini peut être transformé en une série infinie. Inversement, la somme partielle
Sn d’une série Sn = u1 + u2 + . . . + un peut être transformé en produit. D’après ce qui
précède, on a

1 = ui
Si−1

= Si
Si−1

, pour i > 1,

ceci implique que

Sn = u1 +
∏
i=2

n

(
1 + ui

Si−1

)
. (2.4)

Remarque 2.1.3. En général, les formules (2.3) et (2.4) ne sont pas applicables en pra-

tique, car il est difficile d’exprimer les produits partiels Pn et les sommes partielles Sn

sous une forme simple. Cependant, ils ont une valeur théorique.

Théorème 2.1.3. Supposons que la série
∑
n

|un|k+1 <∞ pour un certain k ∈ N. Alors le

produit
∏
n

(1+c·un) est convergent pour tout c ∈ C si et seulement si
∑
n

un,
∑
n

u2
n, . . . ,

∑
n

ukn

converge.

Démonstration. Pour tout n assez grand, on a

ln(1 + c · un) = c · un −
1
2c

2 · u2
n + . . .+ (−1)k−1

k
ck · ukn + rck+1 · uk+1

n , |r| ≤ 1.

Donc le produit
∏
n

(1 + c · un) est convergent pour tout c ∈ C, si et seulement si la série

∑
n

{
c · un −

1
2c

2 · u2
n + . . .+ (−1)k−1

k
ck · ukn + rck+1 · uk+1

n

}
(2.5)

est convergente pour tout c ∈ C.

Par conséquent, une direction de la preuve est triviale, supposons maintenant que la série

(2.5) converge pour tout c ∈ C. Remplacez c par c · eπik et ajoutez les deux expressions

dans l’expression résultante, remplacez c par c.e
πi

(k−1) et ajoutez les deux expressions, etc,

alors la série
∑
n

c(1 + e
πi
2 )(1 + e

πi
3 ) . . . (1 + e

πi
k )un est convergente. Donc la série

∑
n

un

est convergente. Maintenant, si le produit
∏
n

(1 + c · un) converge pour tout c ∈ C alors∏
n

(1 + c · ukn) l’est aussi pour tout k ∈ N, puisque

1 + uk = (c1 + u) . . . (ck + u) pour tout u ∈ C et ck0 = c.

On obtient ∏
n

(1 + c0c
−1
1 un) . . . (1 + c0c

−1
k un) =

∏
n

(1 + c · ukn).

D’où la conclusion.
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Lemme 2.1.1. Soient u0, . . . , un ∈ C, Pn =
k∏

n=0
(1 + un) et Qn =

k∏
n=0

(1 + |un|) .

Alors Qn ≤ e(|u0|+...+|un|) et |Pn − 1| ≤ Qn − 1.

Démonstration. La première inégalité est évidente en utilisant le développement en série

entière de l’exponentielle. La seconde est claire si n = 0. Raisonnons par récurrence, il

vient Pn−1 = Pn−1(1 + un)− 1 = (Pn−1 − 1)(1 + un) + un.

D’où

|Pn − 1| ≤ (Qn − 1)(1 + |un|) + |un| = Qn − 1.

Définition 2.1.3. Le produit infini
∏
n

un est dit commutativement convergent si, pour

toute permutation σ de N, le produit infini
∏
n

uσ(n) est convergent.

Proposition 2.1.1. Soit (un)n une suite de nombres complexes. On suppose que la série∑
n

un est absolument convergente. Alors, on a

i) Le produit infini
∏
n

(1 + un) est convergent. Il n’est pas strictement convergent si et

seulement si l’un des un est égal à −1.

ii) Pour toute permutation σ de N, on a :

∞∏
n=0

(1 + un) =
∞∏
n=0

(1 + uσ(n)).

Démonstration. D’après les hypothèses et le lemme ( 2.1.1), il existe un réel C tel que

|Pn| ≤ C pour tout n ∈ N. D’autre part, si ε ∈
]
0, 1

2

[
, il existeN0 ∈ N tel que

∞∑
n=N0

|un| ≤ ε.

Soit σ une permutation de N. Notons Tn le produit partiel associé à
∏

(1 + uσ(n)). Si

N ≥ N0, pour M assez grand, on a {0, 1, . . . , N} ⊂ {σ(0), σ(1), . . . , σ(M)}.Par suite,

TM−PN = PN

∏
k∈A

(1 + uk)− 1
 , avec A = {σ(0), . . . , σ(M)}

{0, 1, . . . , N} . D’après le lemme (2.1.1),

on obtient

|TM − PN | ≤ |PN | (eε − 1) ≤ 2 |PN | ε ≤ 2Cε. (2.6)

Prenant σ = idN, on voit alors que la suite (Pn)n vérifie le critère de Cauchy, elle est donc

convergente. Ainsi, le produit
∏
n

(1 + un) est convergent.
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On obtient |PM − PN0| ≤ 2 |PN0| ε, si M > N0, donc |PM | ≥ (1− 2ε) |PN0|, puis

|l| ≥ (1− 2ε) |PN0|. Par suite, P = 0 si et seulement si PN0 = 0. D’où le point (i). Enfin,

la deuxième assertion résulte trivialement de l’égalité (2.6).

Série logarithmique associée
Étudions la relation entre la théorie des produits infinis et la théorie des séries infinies

en prenant des logarithmes. La définition suivante est nécessaire pour la suite.

Définition 2.1.4. La série
∞∑
n=1

ln(1 + un) est appelée série logarithmique associée du

produit infini
∞∏
n=1

(1 + un).

Les théorèmes suivants relient la convergence et la divergence de la série logarithmique
associée à la convergence et la divergence de la série infinie associée.

Théorème 2.1.4. Le produit infini
∞∏
n=1

(1+un), avec (un)n une suite numérique, un 6= −1

pour tout n et la série logarithmique
∞∑
n=1

ln(1 + un) sont convergent ou divergent simulta-

nément.

Démonstration. Supposons que le produit
∞∏
n=1

(1 + un) converge. Alors Pn =
n∏
i=1

(1 + ui)

s’approche à une limite finie non nulle, notée l. Posons

λn =
n∑
i=1

ln(1 + ui).

Alors lnPn = λn et Pn = eλn . Car le produit infini
∞∏
n=1

(1 + un) est convergent, Pn tend

vers une limite finie non nulle l, donc λn tend vers une limite, notée λ, et l = eλ. Par

conséquent, la série
∞∑
n=1

ln(1 + un) converge.

Réciproquement, on suppose que la série
∞∑
n=1

ln(1 + un) converge, alors λn =
n∑
i=1

ln(1 + ui)

tend vers l 6= 0. Comme la série
∞∑
n=1

ln(1 + un) est la série logarithmique associée à le

produit
∞∏
n=1

(1 + un) et lnPn = λn et comme lim
n→∞

λn = λ ; lim
n→∞

Pn = l et lnP = λ.

Les preuves de la divergence du produit et de ses séries logarithmiques associées sont
immédiates.
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Théorème 2.1.5. La série à termes positive
∞∑
n=1

un et
∞∑
n=1

ln(1 + un) convergent ou di-

vergent simultanément.

Démonstration. Le développement en série entière de ln (1 + un) est valable pour |un| < 1

ln(1 + un) = un −
u2
n

2 + u3
n

3 . . .

Si un < 1, alors d’après la théorie des séries alternées, on sait que

un > ln(1 + un) > un −
u2
n

2 = un(1− un
2 ) > un

2 .

Donc les deux séries,
∞∑
n=1

un,
∞∑
n=1

ln(1 + un) convergent ou divergent, par le test de compa-

raison.

Dans la pratique la convergence d’une série de la forme
∞∑
n=1

ln(1+un) est généralement

pas facile. Le théorème suivant appelé le test de Coriollis.

Théorème 2.1.6. Si les séries
∞∑
n=1

un et
∞∑
n=1

u2
n sont convergentes, alors la série logarith-

mique
∞∑

n=m+1
ln(1 + un) et le produit infini

∞∏
n=m+1

(1 + un) sont convergents.

Démonstration. Considérons

ln(1 + un) = un −
1
2u

2
n + 1

3u
3
n −

1
4u

4
n + . . . .

Posons kn = 1
2 −

1
3un + 1

4u
2
n + . . ., qui converge si |un| < 1. Alors ln(1 + un) = un− knu2

n.

Car la série
∞∑
n=1

un est supposé convergente, lim
n→∞

un = 0 et kn tend vers 1
2 quand un tend

vers 0, kn a une borne supérieure k. Donc pour tout entier r > 0,

m+r∑
n=m+1

ln (1 + un) =
m+r∑

n=m+1
un −

m+r∑
n=m+1

k.u2
n.

Les séries
∞∑
n=1

un et
∞∑
n=1

u2
n ont été supposés convergentes et la différence de deux séries

convergentes est convergente, alors
∞∑

n=m+1
ln(1 + un) est convergente.

Si la série
∞∑

n=m+1
ln (1 + un) est convergente, alors le produit

∞∏
n=m+1

(1 + un) est convergent.
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Théorème 2.1.7. [9] Le produit infini
∞∏
n=1

(1 + un) converge si et seulement s’il existe n0

tel que |un| < 1, quel que soit n ≥ n0 et la série
∞∑

n=n0

ln(1 + un) convergent.

Exemple 2.1. Montrons que le produit infini
∞∏
n=1

(
1 + 1

n2

)
converge.

D’après le théorème (2.1.7), on doit montrer que la série
∞∑
n=1

ln
(

1 + 1
n2

)
est convergente.

Puisque la série
∑
n

1
n2 converge et

lim
n→∞

ln
(

1 + 1
n2

)
1
n2

= lim
t→0

ln (1 + t)
t

= lim
t→0

1
1 + t

= 1.

On conclut que la série
∞∑
n=1

ln
(

1 + 1
n2

)
converge en appliquant le test de comparaison.

Proposition 2.1.2. [4] Soit (un)n une suite de nombres complexes non nuls de limite 1.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le produit infini
∏
n

un est strictement convergent.

ii) La série
∑
n

ln un est convergente.

Convergence absolue d’un produit infini

Un produit infini absolument convergent n’est pas un produit
∞∏
n=1

un pour lequel
∞∏
n=1
|un| converge. Une telle définition n’a aucune valeur car tous les produits infinis se-

raient absolument convergents. La définition de la convergence absolue est comme suite.

Définition 2.1.5. On dit que le produit infini
∞∏
n=1

(1 + un) converge absolument si le

produit
∞∏
n=1

(1 + |un|) converge. Le produit est dit conditionnellement convergent (ou semi-

convergent) lorsque le produit
∞∏
n=1

(1 + un) converge mais le produit
∞∏
n=1

(1 + |un|) diverge.

Exemple 2.2. Le produit infini défini par
∏
n

(
1 + einθ

nα

)
, où α > 0 et θ ∈ R n’est pas

un multiple entier de 2π converge. Il n’est pas absolument convergent si α ≤ 1.

Le produit infini défini par
∏
n

(
1 + in!

nln(n)

)
est absolument convergent.
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Théorème 2.1.8. [1] Si le produit infini
∞∏
n=1

(1 + un) converge absolument, alors il converge.

La réciproque du théorème (2.1.8) est fausse. Comme par exemple le produit infini
∞∏
n=1

(
1 + (−1)n+1

n

)
converge vers 1 mais ne converge pas absolument.

Remarques 2.1.1. La convergence absolue, au sens où le produit
∏
n

|1 + un| converge,

n’implique pas la convergence du produit
∏
n

(1 + un).

Exemple 2.3. On considère pour n ∈ N, un = i

n
.

∞∏
n=1

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣ et
∞∏
n=1

(
1 + i

n

)
.

D’une part, on a ∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣ =
(

1 + 1
n2

)1/2
= 1 + 1

2n2 + ε(n),

d’où la convergence stricte du produit
∏
n

∣∣∣∣1 + i

n

∣∣∣∣.
D’autre part, le produit

∞∏
n=1

(
1 + i

n

)
diverge car la série

∑
n

ln
(

1 + i

n

)
diverge.

La définition d’un produit infini absolument convergent conduit à considérer le théo-
rème suivant.

Théorème 2.1.9. Si la série infinie
∞∑
n=1
|un| converge, alors le produit

∞∏
n=1

(1 + un) converge

absolument.

Démonstration. Sachant que toute suite monotone bornée est convergente, si la série
∞∑
n=1
|un| converge, alors

∞∏
n=1

(1 + |un|) converge. Puisque le produit
∞∏
n=1

(1 + |un|) converge,

par la définition de la convergence absolue, alors le produit
∞∏
n=1

(1 + un) converge absolu-

ment.

Exemple 2.4. Considérons le produit infini défini par
∞∏
n=1

(
1 + 1

(2 + i)n
)
, on a

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ 1
(2 + i)n

∣∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1(√
5
)n .

Puisque la série
∞∑
n=1

1(√
5
)n est convergente, alors le produit infini est absolument convergent.
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La réciproque du théorème (2.1.9) est aussi vrai, on peut faire une démonstration
analogue.

On peut prouver que si un produit infini est absolument convergent, alors ses facteurs
peuvent être réordonnés sans affecter la valeur du produit. Le théorème suivant traite ce
cas.

Théorème 2.1.10. Si le produit infini
∞∏
n=1

(1 + un) est absolument convergent, sa valeur

est indépendante à l’ordre de ses facteurs.

Démonstration. Considérons le produit infini absolument convergent suivant

∞∏
n=1

(1 + un). (2.7)

D’après la réciproque du théorème (2.1.9), la convergence absolue du produit (2.7) im-

plique la convergence de la série
∞∑
n=1
|un|.

Soit
∞∑
n=1

vn une série obtenue en réarrangeant les termes
∞∑
n=1

un dans n’importe quel ordre,

en étant sûr d’inclure tous les termes. Posons |un| = an et |vn| = bn, alors

Un = (1 + u1) . . . (1 + un) , Vn = (1 + v1) . . . (1 + vn).

An = (1 + a1) . . . (1 + an) , Bn = (1 + b1) . . . (1 + bn).

Puis choisissons p > n pour que Up contienne la totalité de Vn. Par conséquent, Ap contient

l’ensemble de Bn, en multipliant, il est évident que Ap
Bn

− 1 contient tous les termes de
Up
Vn
− 1, mais avec les signes rendus positifs. D’où

∣∣∣∣UpVn − 1
∣∣∣∣ ≤ Ap

Bn

− 1.

et Vn ≤ Un, avec
∣∣∣∣Up − VnVn

∣∣∣∣ ≤ Ap −Bn

Bn

.

Donc, on a

|Up − Vn| ≤ Ap −Bn.

Comme expliqué dans le théorème (2.2.4), lim
n→∞

Bn = lim
n→∞

An = A pour, 0 < ui < 1, avec

i = 1, 2, . . . , n.

Par conséquent, on peut trouver un n0 tel que : A > Ap > Bn > A− 1
2ε , si p > n > n0.

Donc, Ap −Bn <
1
2ε , si n > n0, ainsi |Up − Vn| <

1
2 , si n > n0.
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Mais lim
p→∞

Up = U , et donc si p > n > n1, |U − Up| <
1
2ε, alors si n

′ > n0 et n′ > n1,

|U − Vn| < ε si, n > n′.

C’est-à-dire, lim
n→∞

Vn = U .

D’une manière analogue avec les séries infinies, un produit infini non absolument
convergent peut être amené à converger vers n’importe quelle valeur, ou de diverger,
en modifiant l’ordre des facteurs. Considérons le produit

∞∏
k=0

(1 + z2k).

Clairement, la série
∞∑
k=0

z2k converge absolument pour |z| < 1 et donc le produit converge

absolument pour |z| < 1. Maintenant, on voit

(1− z)P0(z) = 1− z2

(1− z)P1(z) = (1− z2)(1 + z2) = 1− z22

... ...
(1− z)Pn(z) = (1− z2n)(1 + z2n) = 1− z2n+1

,

et donc, pour |z| < 1, on obtient

(1− z) lim
n→∞

Pn(z) = lim
n→∞

(1− z2n+1) = 1.

Plus généralement, on a

∞∏
k=0

(
1 +

(
z

R

)2k
)

= R

R− z
pour |z| < R.

En particulier,
∞∏
k=1

(
1 +

(
z

R

)2k
)

= R2

R2 − z2 pour |z| < R.

Théorème 2.1.11. [12] Le produit infini
∏
n

un converge commutativement si et seulement

s’il converge absolument.

Corollaire 2.1.2. [4] Soit (un)n une suite de nombres complexes non nuls et de limite 1.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le produit infini
∏
n

un est strictement convergent et commutativement convergent.

ii) La série
∑
n

ln un est absolument convergente.
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2.2 Produits infinis des nombres réels
Si une suite réelle (xn)n∈N remplit les conditions de Coriollis (théorème (2.1.6)) alors

nécessairement non seulement le produit
∏
n

(1 + xn) converge, mais aussi le produit∏
n

(1 + cxn) converge pour tout c ∈ R. Il s’avère que cette ou même la convergence des

produits
∏
n

(1 + c1xn) et
∏
n

(1 + c2xn) pour deux nombres réels différents de zéro c1, c2

est équivalent au conditions de Coriollis.
Il reste un cas particulier de convergence d’un produit réel qui est caractérisé par les

propriétés suivantes :
∏
n

(1+cxn) converge,
∑
n

xn =
∑
n

x2
n =∞, dans ce cas l’équilibre des

facteurs est détruit par toute mise à l’échelle des écarts par rapport à l’unité
∏
n

(1 + cxn)

diverge pour c ∈ R− {0, 1}.

Théorème 2.2.1. Soit (un)n une suite de nombres réels vérifiant 0 ≤ un < 1 pour tout

n ∈ N, on a
∞∏
n=1

(1− un) > 0 si et seulement si
∞∑
n=1

un <∞.

Démonstration. Si PN = (1 − u1)(1 − u2) . . . (1 − uN), on a P1 ≥ P2 ≥ . . . ≥ PN > 0,

c’est-à-dire que la limite P de PN existe lorsque N tend vers l’infini. Si la série
∑
n

un <∞,

le théorème (3.1.2) implique P > 0. Réciproquent

P ≤ Pn =
N∏
n=1

(1− un) ≤ e−u1−u2−...−uN .

Si la série
∑
n

un = ∞ alors lim
N→∞

e−u1−u2−...−uN = 0. Donc la série
∑
n

un converge. Ceci

implique que P > 0.

Théorème 2.2.2. Soit (xn)n∈N une suite de nombres réels.

i) Si deux des quatre expressions

∞∏
n

(1 + xn) ,
∞∏
n

(1− xn)

∞∑
n=1

xn ,
∞∑
n=1

x2
n

sont convergentes, alors cela vaut aussi pour les deux autres.

ii) Si la série
∞∑
n=1

xn est convergente et la série
∞∑
n=1

x2
n ne l’est pas, alors le produit

∞∏
n=1

(1 + xn) diverge vers zéro.
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iii) Si la série
∞∑
n=1

x2
n est convergente et la série

∞∑
n=1

xn ne l’est pas, alors

N∏
n=1

(1 + xn)

e

(
N∑
n=1

xn

)
tend vers une limite finie pour N tend vers ∞.

iv) Si le produit
∞∏
n=1

(1 +xn) est convergent et la série
∞∑
n=1

x2
n ne l’est pas, alors la série

∞∑
n=1

xn =∞.

v) Si le produit
∞∏
n=1

(1 + cxn) est convergent pour deux valeurs différentes c ∈ R\ {0},

alors le produit est convergent pour tout c ∈ R.

Pour la démonstration de ce théorème voir [13].

Exemples 2.3. 1. Le produit défini par
(

1− 1√
2

)(
1 + 1√

2

)(
1− 1√

3

)(
1 + 1√

3

)
. . .

diverge vers 0,
N∏
n=2

(
1− 1

n

)
= 1
N
, par conter la série − 1√

2
+ 1√

2
− 1√

3
+ 1√

3
− . . .

est convergente.

2. Le produit défini par
(

1− 1
4
√

2

)(
1 + 1

4
√

2

)(
1 + 1√

2

)(
1 + 1

2

)(
1− 1

4
√

3

)(
1 + 1

4
√

3

)(
1 + 1√

3

)(
1 + 1

3

)
. . .

est convergent,
N∏
n=2

(
1− 1

n2

)
= (N + 1)

2N ), par contre la série ∑
n
xn = − 1

4
√

2
+

1
4
√

2
1√
2

+ 1
2 −

1
4
√

3
+ . . . , ainsi la série

∑
n

(
xn −

1
2x

2
n

)
divergent, remarquons que

ln(1 + xn) = xn −
1
2x

2
n +O(x3

n)) .

On a le théorème de Weierstrass sur les inégalités suivant.

Théorème 2.2.3. Si u1, u2, . . . , un, . . . avec n = 1, 2, 3, . . . , sont des séries de terme

positif inférieur à 1, (P1 est exclu), alors on a les assertions suivantes :

i) (1 + u1)(1 + u2)(1 + u3) . . . (1 + un) > 1 + (u1 + u2 + u3 + . . .+ un).

ii) (1− u1)(1− u2)(1− u3) . . . (1− un) > 1− (u1 + u2 + u3 + . . .+ un).

De plus, si
∞∑
n=1

ui < 1, alors

iii) (1 + u1)(1 + u2)(1 + u3) . . . (1 + un) < [1− (u1 + u2 + u3 + . . .+ un)]−1.

iv) (1− u1)(1− u2)(1− u3) . . . (1− un) < [1 + (u1 + u2 + u3 + . . .+ un)]−1.
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v)
(

1−
∞∑
n=1

un

)−1

>
∞∏
n=1

(1 + un) > 1 +
∞∑
n=1

un.

vi)
(

1 +
∞∑
n=1

un

)−1

>
∞∏
n=1

(1− un) > 1−
∞∑
n=1

un.

Démonstration. Faisons un raisonnement par récurrence pour démontrer l’assertion (i).

Pour n = 2, on a (1 + u1)(1 + u2) = 1 + u1 + u2 + u1u2 > 1 + (u1 + u2) est vraie.

Supposons que l’assertion (i) est vrai pour n = k.

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + uk) > 1 + (u1 + u2 + . . .+ uk) (2.8)

et démontrons que l’assertion (i) reste vrai pour n = k + 1.

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + uk+1) > 1 + (u1 + u2 + . . .+ uk+1). (2.9)

Multiplier les deux membres de l’inéquation (2.8) par (1 + uk+1)

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + uk)(1 + uk+1) > (1 + u1 + u2 + . . .+ uk)(1 + uk+1).

Par suite,

1 +u1 +u2 + . . .+uk +uk+1 +u1uk+1 +u2uk+1 + . . .+ukuk+1 > 1 + (u1 +u2 + . . .+uk+1).

D’où l’inéquation (2.9). De même, l’assertion (ii) peut être prouvée par récurrence.

Pour n = 2, (1− u1)(1− u2) = 1− u1 − u2 − u1u2 > 1− (u1 + u2).

Supposons que l’assertion (ii) est vrai pour n = k.

(1− u1)(1− u2) . . . (1− uk) > 1− (u1 + u2 + . . .+ uk) (2.10)

et démontrons quelle est aussi vrai pour n = k + 1.

(1− u1)(1− u2) . . . (1− uk+1) > 1− (u1 + u2 + . . .+ uk+1) . (2.11)

Multiplions les deux membres de l’inéquation (2.10) par (1− uk+1), on obtient

(1− u1)(1− u2) . . . (1− uk)(1− uk+1) > [1− (u1 + u2 + . . .+ uk)] (1− uk+1),

= [1− u1 − u2 − . . .− uk] [1− uk+1] .
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Par suite,

(1− u1 − u2 . . .− uk − uk+1 + u1uk+1 + u2uk+1 + . . .+ ukuk+1) > 1−(u1 + u2 + . . .+ uk+1) .

D’où l’inéquation (2.11).

Maintenant démontrons l’assertion (iii). On a 1 + ui = 1− u2
i

1− ui
<

1
1− ui

.

Par conséquent,

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) < 1
(1− u1)(1− u2) . . . (1− un) ,

et puisque
n∑
i=1

ui < 1, alors on utilisons l’assertion (ii), on trouve

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) < [1− (u1 + u2 + . . .+ un)]−1 .

Finalement montrons l’assertion (iv). On a 1− ui = 1− u2
i

1 + ui
<

1
1 + ui

.

Par conséquent,

(1− u1)(1− u2) . . . (1− un) < [(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un)]−1 ,

utilisons l’assertion (i), on voit que

(1− u1)(1− u2) . . . (1− un) < [1 + u1 + u2 + . . .+ un]−1 .

Combinons ces résultats et prenons les limites, on obtient les inégalités

(v)
(

1−
∞∑
n=1

un

)−1

>
∞∏
n=1

(1 + un) > 1 +
∞∑
n=1

un.

(vi)
(

1 +
∞∑
n=1

un

)−1

>
∞∏
n=1

(1− un) > 1−
∞∑
n=1

un.

En plus des inégalités de Weierstrass nécessaires dans la démonstration du théorème
reliant la convergence des produits infinis à celle de la convergence des séries infinies.

Théorème 2.2.4. Si u1, u2, ..., un, . . . sont comprises tous entre 0 et 1, alors la condition

nécessaire et suffisante pour la convergence des produits infinis
∞∏
n=1

(1 + un) et
∞∏
n=1

(1− un)

est la convergence de la série
∞∑
n=1

un.
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Démonstration. Posons

Pn = (1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) et Qn = (1− u1)(1− u2) . . . (1− un).

C’est évident que la suite (Pn)n est croissante et la suite (Qn)n est décroissante car

u1, u2, . . . , un, sont compris entre 0 et 1.

Supposons que la série
∞∑
n=1

un est convergente et montrons que les produits infinis
∞∏
n=1

(1 + un) et
∞∏
n=1

(1− un) sont convergents.

Puisque la série
∞∑
n=1

un converge, on peut trouver un N tel que, si

Sm = um+1 + um+2 + . . . > 1,

alors, 1
1− Sm

>
1

1− (um+1 + um+2 + . . .+ un) ,

mais Pn
Pm

= (1 + um+1)(1 + um+2) . . . (1 + un) avec, (m > n).

En utilisant maintenant l’inégalité de Weierstrass, l’inégalité (iii) du théorème (2.2.3), on

obtient
Pn
Pm

<
1

1− (um+1 + um+2 + . . .+ un) .

Par conséquent, Pn
Pm

<
1

1− Sm
, ou encore

Pn <
Pm

1− Sm
avec (n > m). (2.12)

De même, Qn

Qm

> 1− (um+1 + um+2 + . . .+ un) ,
Qn

Qm

> (1− Sm),

Qn > Qm(1− Sm) avec (n > m). (2.13)

La suite (Pn)n est croissante et l’inégalité (2.12) montre qu’elle est bornée supérieure.

La suite (Qn)n est décroissante et bornée inférieure d’après l’inégalité (2.13), donc ces

deux suites ont des limites

l <
Pm

1− Sm
et l′ > Qm(1− Sm),

puisque toute suite monotone borné est convergente, alors elle sont convergentes. Donc

les produits infinis
∞∏
n=1

(1 + un) et
∞∏
n=1

(1− un) sont convergents.
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Supposons que la suite
∞∑
n=1

un est divergente, alors on peut trouver un nombre m tel

que pour tout nombre positif j, u1 + u2 + . . . + un > j pour n > m. Rappelons que

Pn = (1 + u1) . . . (1 + un), d’après l’inégalité (i) du théorème (2.2.3),

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) > 1 + (u1 + u2 + . . .+ un),

où Pn > 1 + j. De même, Qn = (1− u1)(1− u2) . . . (1− un), d’après l’inégalité (ii) du

théorème (2.2.3), on a

(1− u1)(1− u2) . . . (1− un) < 1
1 + (u1 + u2 + . . .+ un) ,

alors Qn <
1

1 + j
avec n > m.

D’où lim
n→∞

Pn = ∞ et lim
n→∞

Qn = 0. Donc les deux produits sont divergents. Reste à

montrer que si
∞∏
n=1

(1 +un) et
∞∏
n=1

(1−un) sont convergents, la série
∞∑
n=1

un est convergente.

Tout d’abord, supposons que le produit
∞∏
n=1

(1 + un) est convergent. Comme
∞∏
n=1

(1 + un)

est convergent, lim
n→∞

Pn = l, où Pn = (1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un). Puisque 0 < ui < 1,

alors c’est une suite croissante et donc

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) < l.

Utilisons l’inégalité (i) du théorème (2.2.3),

(1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) > 1 + (u1 + u2 + . . .+ un).

Donc 1 + (u1 +u2 + . . .+un) < l, où
∞∑
i=1

ui < l− 1 = r, c’est à dire
∞∑
i=1

ui < r. Puisque

0 < ui < 1 pour tout i, la série
∞∑
i=1

ui est monotone, et comme elle est bornée supérieure

elle est convergente.

Un résultat analogue peut être obtenu pour le produit
∞∏
n=1

(1− un).

Exemple 2.5. 1. Puisque la série
∞∑
n=1

1
n2 est convergente, les produits infinis

∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
et

∞∏
n=1

(
1 + 1

n2

)
sont convergents.
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2. Puisque la série
∞∑
n=1

1
n

diverge, les produits
∞∏
n=2

(
1− 1

n

)
et

∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)
sont diver-

gents.

Le théorème de réarrangement de produits infinis et comme suite.

Théorème 2.2.5. Lorsque u1, u2, . . . , un, . . . sont comprise entre 0 et 1, les valeurs des

deux produits infinis P = (1 + u1) (1 + u2) (1 + u3) . . . ; Q = (1− u1) (1− u2) (1− u3) . . .,

sont tous deux indépendants de l’ordre des facteurs.

Démonstration. Soit les réarrangement de P et Q respectivement P ′ et Q′. Il faut prendre

les facteurs de P ′ et Q′ pour inclure les n premiers facteurs de P et Q. Alors

P ≥ P ′r > Pn ; Q ≤ Q′r < Qn, pour (r ≥ n).

Maintenant, n peut être pris suffisamment grand pour amener Pn et Qn, aussi près de P

et Q, respectivement.

Par conséquent, lim
r→∞

P ′r = P et lim
r→∞

Q′r = Q. De même, si P diverge à l’infini, alors P ′

aussi et si Q diverge vers 0, Q′ est aussi.

Remarque 2.2.1. Si le produit infini
∞∏
n=1

(1− un) converge vers 0, le théorème (2.2.4)

est faux, comme dans le cas un = 1
n+ 1 .

Dans tous les travaux précédents, on a par hypothèse que u1, u2, . . . , un, . . . sont tous
inférieurs à un. Cette hypothèse peut être faite sans aucune perte de généralité, car il
ne peut y avoir qu’un nombre fini de ui de valeur supérieure à un. Si cela était faux, le
produit serait diverger. Par conséquent, ces facteurs peuvent être omis sans affecter la
convergence du produit.
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Chapitre 3

Produits infinis de fonctions

Ce chapitre est consacré à l’étude des différents critères des différents modes de conver-
gence (convergence simple, absolue, uniforme, normale,. . . ) des produits infinis des fonc-
tions et celles de fonctions holomorphes. Dans la dernière section de ce chapitre, on étudié
le développement des fonctions trigonométriques en produit infini.

3.1 Critères de convergence

Convergence uniforme
Le concept de la convergence uniforme des produits infinis est défini par analogie avec

des séries ou suites infinies.

Définition 3.1.1. Soient (fn)n une suite des fonctions Pn(z) =
n∏
i=1

(1 + fi(z)), P (z) =
∞∏
n=1

(1 + fn(z)), pour chaque point z ∈ Ω. On dit que Pn(z) converge uniformément vers

P (z) sur un ouvert Ω, si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N, dépend uniquement de ε et non

du valeur particulière de z dans Ω, telle que

|Pn(z)− P (z)| < ε, pour tout n > N.

Le théorème suivant associe la convergence uniforme de produits infinis à la conver-
gence uniforme de la série logarithmique associée.

Théorème 3.1.1. Le produit infini
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) = P (z) est uniformément convergent

dans Ω si et seulement si la série λ(z) =
∞∑
n=1

ln (1 + fn(z)) est uniformément convergente

dans Ω.
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Démonstration. Si la série logarithmique associée
∞∑
n=1

ln (1 + fn(z)) est uniformément conver-

gente alors dans un ouvert Ω, pour ε > 0, il existe un N , dépend de la valeur particulier

de z dans Ω, tel que

|λn(z)− λ(z)| < ε pour n > N.

Posons λ(z) = λn(z) + µn(z), c’est-à-dire λ(z) − λn(z) = µn(z). Il existe alors N et

ε > 0, tels que pour n > N ; |µn(z)| < ε, pour tout z dans Ω. Puisque lnP (z) = λ(z),

lnPn(z) = λn(z), alors

P (z) = eλ(z) = eλn(z)+µn(z)

= eλn(z) · eµn(z)

= Pn(z) · eµn(z).

Par conséquent, Pn(z) = P (z)·e−µn(z) ; P (z)−Pn(z) = P (z)−P (z)·e−µn(z) et |P (z)− Pn(z)| =

|P (z)|
∣∣∣1− e−µn(z)

∣∣∣ . Puisqu’il existe N et ε > 0, tels que pour n > N ; |µn(z)| < ε. pour

tout z dans Ω, µn(z) sa limite tend vers zéro uniformément lorsque n tend vers l’infini,

donc e−µn(z) tend vers 1 uniformément lorsque n tend vers l’infini.

Puisque P (z) est fini et e−µn(z) tend vers 1 uniformément lorsque n tend vers l’infini,

|P (z)− Pn(z)| < ε′ et le produit
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) doit être uniformément convergent dans

Ω.

Inversement, si le produit est uniformément convergent dans Ω, il existe N et ε > 0 tels

que, pour n > N ; |P (z)− Pn(z)| < ε pour tout z dans Ω. Posons

P (z) = Pn(z) (1 + φn(z)) = Pn(z) + Pn(z)φn(z). (3.1)

Alors

|P (z)− Pn(z)| = |Pn(z)| |φn(z)| < ε.

Puisque |Pn(z)| est fini et supérieur à zéro, il existe N et ε2 > 0 tels que pour n > N ,

|φn(z)| < ε2, pour tout z dans ω.

Comme lnP (z) = λ(z) et lnPn(z) = λn(z). Appliquons la fonction logarithme dans

30



l’équation (3.1), on obtient

λ(z) = λn(z) + ln (1 + φn(z)) et λ(z)− λn(z) = ln (1 + φn(z)) .

Puisqu’il existe N et ε2 > 0 tels que pour n > N ; |φn(z)| < ε2, pour tout z dans Ω, φn(z)

tend vers zéro uniformément lorsque n tend vers l’infini et ln (1 + φn(z)) tend vers zéro

uniformément lorsque n tend vers l’infini, ce qui implique que

|ln (1 + φn(z))| < ε3 et |λ(z)− λn(z)| < ε3 ; pour n > N, ε3 > 0 pour tout z dans Ω.

Ce qui prouve que la série
∞∑
n=1

ln (1 + fn(z)) converge uniformément dans Ω.

Le théorème suivant montre que la convergence uniforme du produit infini
∞∏
n=1

(1 + fn(z))

est liée à la convergence de la série infinie
∞∑
n=1

fn(z).

Théorème 3.1.2. Si la série à termes positifs
∞∑
n=1
|fn(z)| est uniformément convergente

dans Ω, tel que les fonctions fn(z) prend la valeur −1 lorsque z varie sur Ω, alors le

produit infini
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) converge uniformément dans Ω.

Démonstration. Pour démontrer ce théorème on utilise l’identité suivante

ln (1 + fn(z)) = fn(z)− fn(z)2

2 + fn(z)3

3 − . . .+ (−1)n−1fn(z)n
n

+ . . .

= fn(z)
(

1− fn(z)
2 + fn(z)2

3 − . . .+ (−1)n−1fn(z)n−1

n
+ . . .

)
= fn(z).gn.

Puisque la série
∞∑
n=1

fn(z) est uniformément convergente alors elle est convergente, donc

lim
n→∞

fn(z) = 0. Ainsi, gn converge pour 0 < fi < 1, avec i = 1, 2, . . . , n. Comme fn tend

vers 0, gn tend vers 1, alors gn admet une borne supérieure pour chaque n. Notons par G

la plus grande de ces bornes supérieure. Alors∣∣∣∣∣∣
n+p∑
i=n+1

ln (1 + fi(z))

∣∣∣∣∣∣ ≤ |G| .
n+p∑
i=n+1

|fi(z)| .

La série
∞∑
n=1

(1 + fn(z)) est uniformément convergente et d’après le théorème (3.1.1), le

produit infini Pn(z) =
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) est uniformément convergent dans Ω.
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De plus si (n1, n2, n3, . . .) est une permutation quelconque de (1, 2, 3, . . .), alors on a

Pn(z) =
∞∏
n=1

(
1 + fσ(n)(z)

)
, avec z ∈ Ω.

Le théorème suivant est l’analogue du M-test de Weierstrass pour les séries infinies (théo-
rème (1.3.3)).

Théorème 3.1.3. Si la série à termes positifs
∞∑
n=1

Mn est convergente et si pour tout n

et pour tout z dans Ω,

|fn(z)| ≤Mn.

Alors le produit infini
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) est uniformément convergent pour tout z dans Ω.

Démonstration. On utilise le M-test de Weierstrass pour les séries infinies. Si la série à

termes positifs
∞∑
n=1

Mn est convergente et si pour tout n et pour tout z dans Ω, on a

|fn(z)| ≤ Mn, alors la série infinie
∞∑
n=1

fn(z) converge uniformément pour tout z dans Ω.

D’après le théorème (3.1.2), le produit infini
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) est uniformément convergent

pour tout z dans Ω.

Convergence localement uniformément
SoitX un espace métrique localement compact. Notons par C(X) l’espace des fonctions

continues sur X à valeurs dans C. Considérons le produit infini défini par
∞∏
n=1

(1 + fn(z))

pour (fn)n, n = 1, 2, . . . , une suite des fonctions définie sur C(X).

Définition 3.1.2. Le produit infini est appelé localement uniformément convergente dans

Ω, si pour tout ensemble compact K dans Ω, il existe un indice m = m(K) tel que la suite

Pm,n := fmfm+1 . . . fn, pour n ≥ m, converge uniformément sur K à une fonction non

nul Lm.

On appelle la fonction f : X → C la limite du produit et on écrit : f =
∏
n

fn, sur le

compact K on a f |K = (f0|K) . . . (fm−1|K) .Lm.
Étudions quelque propriété de la convergence localement uniformément.

Propriétés 3.1.1. [2]
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i) Si le produit infini
∏
n

fn converge localement uniformément vers f dans X, alors

f est continue dans X et la suite (fn)n converge localement uniformément dans X

vers 1.

ii) Si les produits
∏
n

fn,
∏
n

gn convergent localement uniformément dans X, alors le

produit
∏
n

fngn converge localement uniformément et

∏
n

fngn =
(∏

n

fn

)(∏
n

gn

)
.

Exemples 3.1.

1) Les fonctions fn =
(

1 + 2z
2n− 1

)(
1 + 2z

2n+ 1

)−1
, pour tout n ≥ 1 sont holomorphes

dans le disque unité D. On a

P2,k =
(

1 + 2
3z
)(

1 + 2z
2k + 1

)−1
∈ H(D).

Par conséquent, lim
n
P2,k = 1 + 2

3z, et donc le produit
∞∏
n=1

fn est localement uniformément

convergent dans D vers la fonction f(z) = 1 + 2z.

2) Soit fn(z) = z pour tout n ≥ 0. Le produit
∞∏
n=0

fn ne converge pas dans le disque unité

D. Puisque la suite Pm,k = zk−m+1 converge vers zéro pour tout m.

Le théorème suivant présente le critère de convergence.

Théorème 3.1.4. Soit (fn)n une suite de fonctions continues sur X à valeurs dans C.

Supposons qu’il existe m ∈ N tel que toute fonction fn, avec n ≥ m, ait un logarithme

ln fn ∈ C(X).

Si la série logarithmique λn(z) =
∑
n≥m

ln fn converge localement uniformément dans X

vers λ(z) ∈ C(X) pour tout z ∈ X, alors le produit P (z) =
∏
n≥1

fn converge localement

uniformément dans X vers f0f1f2 . . . fm−1.e
λ.

Pour la démonstration de ce théorème voir [2].

Convergence normale
Rappelons le concept de la convergence normale d’une série de fonctions. Soit X un

espace localement compact, la série
∑
n

fn avec fn ∈ C(X) est normalement convergente
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dans X si et seulement si la série
∑
n

|fn|K <∞ pour tout ensemble compact K ⊂ X. Les

séries normalement convergentes sont localement uniformément convergentes, la conver-
gence normale est préservée au passage aux sommes partielles et aux réarrangements
arbitraires.

Définition 3.1.3. Un produit
∏
n

(1 + fn) dans C(X) est appelé normalement convergent

sur X si la série
∑
n

fn converge normalement sur X.

Propriétés 3.1.2. [2] Soit
∏
n>0

fn converge normalement dans X, alors

i) Chaque sous-produit
∏
j>0

fnj converge normalement dans X.

ii) Si les deux produits
∏
n

fn et
∏
n

gn sont normalement convergent dans X, alors le

produit
∏
n

(fngn) converge aussi normalement dans X.

Théorème 3.1.5. [2] Si le produit
∏
n>0

fn converge normalement dans C, alors il converge

localement uniformément.

On a le théorème de réarrangement suivant.

Théorème 3.1.6. Soit le produit
∏
n≥0

fn converge normalement dans X. Alors il existe

une fonction f de X dans C telle que pour toute permutation σ : N −→ N, le produit du

réarrangement
∏
n≥0

fσ(n) converge localement uniformément vers f dans X.

Démonstration. Soit z un élément dans le disque unité D, on a ln(1+z) =
∑
n≥1

(−1)n−1

n
zn.

Ceci implique que

|ln (1 + z)| ≤ |z|
(
1 + |z|+ |z|2 + . . .

)
.

Par conséquent, |ln(1 + z)| ≤ 2 |z| si |z| ≤ 1
2.

Soit K ⊂ X un ensemble compact et soit gk = fk − 1. Il existe alors m ∈ N tel que :

|gk|K ≤
1
2 pour k ≥ m. Pour tout k, on a

ln (fk) =
∑
n

(−1)n−1

n
gnk ∈ C(K), où |ln (fk)|K ≤ 2 |gk|K .

On voit que
∑
n≥m
|ln(fn)|K ≤

∑
n≥m
|gn|K <∞. Par conséquent, on a pour toute permutation

σ de Nm := {k ∈ N : k ≥ m}, la série
∑
n≥m

ln(fσ(n)) converge uniformément dans K vers
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∑
n≥m

ln fn. D’après ce qui précède, on a pour tel σ les produits
∏
n≥m

fσ(n) et
∏
n≥m

fn convergent

uniformément dans K à la même fonction limite. Mais une permutation quelconque σ

de N = ne diffère que par un nombre fini de transpositions (qui n’ont aucun effet sur

la convergence) d’une permutation σ′ : N −→ N avec σ′(Nm) = Nm. Il existe donc une

fonction f de X dans C telle que tout produit
∏
n≥0

fσ(n) converge localement uniformément

dans X vers f .

Les produits peuvent converger localement uniformément sans être normalement convergent,
comme l’indique l’exemple suivant.

Exemple 3.1. Soit le produit infini
∏
n≥1

(1 + gn), avec gn = (−1)n−1

n
. Il est toujours vrai

que (1 + g2n−1) (1 + g2n) = 1 d’où P1,k = 1 pour k pair et P1,k = 1 + 1
k
pour k impair. Le

produit
∏
n≥1

(1 + gn) converge localement uniformément vers 1 dans C.

Remarquons que dans cet exemple le sous-produit
∏
n≥1

(1 + g2n−1) n’est pas convergent.

3.2 Produits infinis de fonctions holomorphes

Définition 3.2.1. Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert Ω. Le

produit infini
∏
n≥1

fn(z) converge dans Ω si le produit partiel P1,n = f1f2 . . . fn de fonctions

holomorphes converge uniformément sur une partie A de Ω.

S’il en est ainsi, la limite f(z) des Pn est holomorphe dans Ω. On introduit d’autres
notions de convergence qui nous permettrons d’obtenir des résultats intéressants.

Définition 3.2.2. Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes dans Ω et A une partie

de Ω. On dit que le produit infini
∏
n

fn(z), converge absolument uniformément (respecti-

vement converge normalement) sur A si les conditions suivantes sont réalisées :

i) La suite fn(z) converge uniformément vers la fonction constante 1, sur A, c’est-

à-dire ;

∃n0 ∈ N : n ≥ n0, z ∈ A⇒ |fn − 1| < 1.

ii) La série
∑
n≥n0

|ln fn(z)|, définie sur A pour n assez grand, converge uniformément

(respectivement normalement) sur A.
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D’après l’hypothèse i), la suite (fn)n converge uniformément vers 1 sur A, donc la suite
(|ln fn|)n est bien définie sur A, ce qui entraîne que la détermination principale ln fn(z)
est définie sur A. Comme ln est la détermination principale du logarithme complexe (sa
partie imaginaire est dans ]−π, π[), ln fn(z) est défini et l’on a

lnP1,n(z) = ln
n∏

k=k0

fk =
n∑

k=k0

ln fk(z).

Par ailleurs, sur C \ R−x , on sait que ln est continue, donc si la série
∞∑

k=k0

ln fk converge

uniformément sur A, alors

ln lim
n→∞

P1,n(z) = lim
n→∞

lnPn(z) =
n∑

k=k0

ln fk(z) = gz.

et g est une fonction continue.
∞∏

k=k0

fk = lim
n→∞

Pn(z) = eg(z).

Proposition 3.2.1. Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω. Soit

A une partie de Ω, posons fn = 1 +un, avec (un)n une suite d’éléments de H(Ω). Alors le

produit infini
∏
n

fn(z) converge absolument uniformément (respectivement normalement)

sur A si et seulement si la série
∑
n

|un| converge absolument uniformément (respective-

ment normalement) sur A.

Démonstration. La fonction z → ln(1 + z)
z

a une singularité en 0. Elle se prolonge en une

fonction f holomorphe et sans zéro dans le disque unité D. Par suite, il existe c1, c2 ∈ R∗+

tels que c1 ≤ |f(z)| ≤ c2 si 2 |z| ≤ 1. Ainsi, si 2 |z| ≤ 1 :

c1 |z| ≤ |ln(1 + z)| ≤ c2 |z| .

Les deux conditions impliquent que la suite (un)n converge uniformément vers 0 sur A.

Ainsi, il existe un entier N tel que, pour n ≥ N , on ait 2 |un(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ A. Par

suite, si m ≥ N et z ∈ A.

c1 ‖um‖A ≤ ‖ln(1 + um)‖A ≤ c2 ‖um‖A ,

c1

∞∑
n=m
|un(z)| ≤

∞∑
n=m
|ln(1 + un(z))| ≤ c2

∞∑
n=m
|un(z)| .
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Exemple 3.2. Montrons que le produit infini
∞∏
n=0

(
1 + z2n

)
converge normalement sur

tout compact du disque unité D et que pour tout z ∈ D

∞∏
n=0

(
1 + z2n

)
= 1

1− z .

En effet, soit K un compact de D. Pour tout z ∈ K tel que |z| ≤ r < 1, on a |z2n| ≤

r2n. La série
∑
n

r2n converge et d’après le critère de Weierstrass, théorème (1.3.4), la

série
∑

z2n converge normalement sur K. D’après la proposition (3.2.1), le produit infini

converge normalement sur K. Puisque la fonction 1
1− z est holomorphe sur D. posons

Pn(z) =
∞∏
k=0

(
1 + z2k

)
, on obtient (1 + z)Pn(z) = 1−z2n+1, pour |z| < 1 et lim

n→∞
z2n+1 = 0,

donc lim
n→∞

Pn(z) = 1
1− z d’où le résultat.

Propriétés 3.2.1. [2, 4]

i) Le produit infini
∏
n

fn converge absolument uniformément (respectivement normale-

ment) sur tout compact de Ω si, pour tout compact K de Ω, le produit infini
∏
n

(fn|K)

converge absolument uniformément (respectivement normalement).

ii) Tout produit
∏
n

fn des fonction fn holomorphes dans Ω qui converge localement

uniformément dans Ω a une limite holomorphe dans Ω.

Théorème 3.2.1. Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω. On

suppose que le produit infini
∏
n

fn converge absolument uniformément (respectivement

normalement) sur tout compact K de Ω. Alors on a :

i) La fonction f =
∞∏
n=0

fn est holomorphe sur Ω.

ii) Pour tout n ∈ N∗, m ∈ N, on a f = f0f1 . . . fm
∞∏

n=m+1
fn.

iii) Pour toute permutation σ de N, on a :
∞∏
n=0

fn(z) =
∞∏
n=0

fσ(n)(z).

iv) Z(f) = ⋃
n
Z(fn), mZ(f) =

∑
n

mZ(fn), où Z(f) (respectivement Z(fn)) désigne

l’ensemble des zéros de f (respectivement fn) et mZ(f) (respectivement mZ(fn)) est

l’ordre de multiplicité du zéro de f (respectivement fn).

Pour la démonstration voir [4].

37



Théorème 3.2.2. Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert Ω telle

que le produit infini
∏
fn converge absolument uniformément (respectivement normale-

ment) sur tout compact de Ω. Soit f =
∞∏
n=0

fn. Alors la série de fonctions méromorphes

∑ f ′n
fn

, converge absolument uniformément (respectivement normalement) sur tout com-

pact de Ω et sa somme est la dérivée logarithmique,

f ′(z)
f(z) =

∞∑
n=0

f ′n(z)
fn(z) .

Démonstration. Soit V un ouvert relativement compact de Ω, tel que pour tout n > p la

fonction ln(fn) est définie sur V . Comme le produit
∏
n

fn converge normalement sur V ,

alors la suite (fn)n converge uniformément vers 1 sur V , c’est-à-dire

∃n0 ∈ N : n > n0, z ∈ V ⇒ |fn(z)− 1| < 1,

et en outre, la série
∑
n>n0

ln(fn), converge normalement sur V . On a

p∏
n=1

fn = f1 . . . fn0 .fn0+1 . . . fp = g.
p∏

n=n0+1
fn,

où g =
n0∏
n=1

fn. Comme

f = g.
∞∏

n=n0+1
fn, alors ln(f) = ln(g).

∞∑
n=n0+1

ln(fn).

Or la série
∞∑

n=n0+1
ln(fn) de fonctions holomorphes ln(fn), (n > n0), est uniformément

convergente dans V et d’après le théorème de Weierstrass, on peut la dériver terme à

terme et on a dans V ,

f ′

f
=

n0∑
n=1

f ′n
fn

+
∞∑

n=n0+1

d
dz ln(f[n) =

n0∑
n=1

f ′n
fn

+
∞∑

n=n0+1

f ′n
fn

=
∞∑
n=1

f ′n
fn
.
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3.3 Développement des fonctions trigonométriques

en produits infinis
Les fonctions trigonométriques sin x et cosx sont à développer dans cette section. Le

développement de sin x est comme suit. L’identité

sinnx = u0 sinn(x) + u1 sinn−1(x) + . . .+ un−1 sin(x).

où n est un entier impair et les coefficients ui sont des nombres entiers seront utilisés pour
développer le produit infini de sin x.

Posons sin x = t,

sinnx = Fn(t) = u0t
n + u2t

n−1 + ...+ un−1t, pour n fini.

Puisque Fn(t) est un polynôme de degré n, Fn(t) doit avoir n racines, qui correspondent
aux valeurs de x comprises entre −π2 et π2 qui font sinnx = 0, pour n fini, à savoir,

0, ± sin π
n
, ± sin 2π

n
, . . . ,± sin n− 1

2 .
π

n
.

La fonction Fn(t) peut s’écrire sous la forme suivante.

Fn(t) = u0t
(
t− sin π

n

)(
t+ sin π

n

)(
t− sin 2π

n

)
. . .
(
t− sin n− 1

2 .
π

n

)
= u0t

(
t2 − sin2 π

n

)(
t2 − sin2 2π

n

)
. . . . . .

(
t2 − sin2 n− 1

2 .
π

n

)
= u0 sin x

(
sin2 x− sin2 π

n

)(
sin2 x− sin2 2π

n

)
. . .
(

sin2− sin2 n− 1
2 .

π

n

)
.

Multiplions et divisons le membre droit par sin2 π

n
. sin2 2π

n
. . . sin2 n− 1

2 .
π

n
. On obtient,

sinnx = k. sin x

1− sin2 x

sin2 π

n


1− sin2 x

sin2 2π
n

 . . .
1− sin2 x

sin2 n− 1
2 .

π

n

 . (3.2)

où k est une constante. Divisons (3.2) par sin x, et remarquons que lim
x→0

sinnx
sin x = n, donc

k est égal à n. Remplaçons maintenant x par x
n

et k = n. Alors

sin x = n. sin x
n
.

n− 1
2∏

r=1

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

 .

Posons, P (x) =
∞∏
r=1

(
1− x2

r2π2

)
, alors

P (sin x, n) =
∞∏
r=1

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

 , λ(x) = lnP (x) =
∞∑
r=1

ln
(

1− x2

r2π2

)
;
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λ(sin x, n) = lnP (sin x, n) =
∞∑
r=1

ln

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

 .
Écrivons,

λ(sin x, n) = λm(sin x, n) + λ̄m(sin x, n).

Alors λm(sin x, n) =
m∑
r=1

ln

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

 et λ̄m(sin x, n) =
∞∑

r=m+1
ln

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

.
Utilisons la même notation, écrivons λ(x) = λm(x) + λ̄m(x). Alors

|λ(sin x, n)− λ(x)| ≤ |λm(sin x, n)− λm(x)|+
∣∣∣λ̄m(sin x, n)

∣∣∣+ ∣∣∣λ̄m(x)
∣∣∣ .

Montrons que si 0 < x <
π

2 , alors
x

2 < sin x < x. c’est-à-dire 1
2 <

sin x
x

< 1.

Soit f(x) = sin x
x

. Calculons la dérivée de f , on a

f ′(x) = x. cosx− sin x
x2 = cosx.(x− tan x)

x2 < 0.

Puisque f ′ < 0, f est décroissante, donc f(x) atteint son maximum lorsque x se rapproche
à 0 et son minimum lorsque x se rapproche à π2 . Lorsque x tend vers 0, f(x) tend vers 1

et lorsque x tend vers π2 , f(x) approche à 2
π
.
2
π
>

1
2. Donc

1
2 <

sin x
x

< 1 et
x

2 < sin x < x.

Si 0 < x <
π

2 ,
x

2 < sin x < x, r est supérieur à un certains m,

sin2 x

n

sin2 rπ

n

>

x2

4n2

r2π2

n2

= x2

4r2π2 .

Par conséquent, pour m1 tel que x

m1
< 1,

ln

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

 < ln
(

1− x2

4π2r2

)
avec r > m. (3.3)

Ensuite, montrons l’inégalité − ln(1−u) < u+ ku2, pour 0 < u < 1, k est une constante.
Considérons l’inégalité :

− ln(1− u) = u+ u2

2 + u3

3 + u4

4 + . . .

= u+ u2

2

[
1
2 + u

3 + u2

4 + . . .

]
.
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Soit la suite kn = 1
2 + u

3 + u2

4 + . . ., qui est convergente pour |u| < 1. Alors, comme
montrons le théorème (2.1.6), kn admet une borne supérieure, k et − ln(1− u) < u+ ku2

pour k une constante, 0 < u < 1. Par conséquent,

−
∞∑

r=m1

ln
(

1− x2

4π2r2

)
<

∞∑
r=m1

x2

4π2r2 + k.
∞∑

r=m1

(
x2

4π2r2

)2

<
x2

4π2

∞∑
r=m1

1
r2 + k.

x4

16π4

∞∑
r=m1

1
r4 .

Mais les séries
∞∑

r=m1

1
r2 et

∞∑
r=m1

1
r4 sont convergentes, donc

∞∑
r=m1

ln
(

1− x2

4π2r2

)
est conver-

gente, ce qui implique que
∞∏

r=m1

(
1− x2

4π2r2

)
est convergent. D’après l’inégalité (3.3), on

a

λ(sin x, n) =
∞∑

r=m1

ln

1−
sin2 x

n

sin2 rπ

n

 ,
est convergente. Par conséquent, si m est suffisamment grand, ceci implique que∣∣∣λ̄m(sin x, n)

∣∣∣ < ε

3 et
∣∣∣λ̄m(x)

∣∣∣ < ε

3 .

Finalement montrons que
|λm(sin x, n)− λm(x)| < ε

3 . (3.4)

Considérons

lim
n→∞

1−
sin2 x

n

sin2 π

n

 . . .
1−

sin2 x

n

sin2 mπ

n


(

1− x2

π2

)
. . .

(
1− x2

π2m2

) (3.5)

On a

lim
n→∞

sin2 x

n

sin2 π

n

= lim
n→∞

sin2 x

n
.
x2

n2 .
π2

n2

sin2 π
2

n2 .
x2

n2 .
π2

n2

= lim
n→∞

sin2 x

n
x2

n2

.

π2

n2

sin2 π

n

.

x2

n2

π2

n2

−→ x2

π2 .

On peut voir que la limite (3.5) tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini. Mais la
limite (3.5) est égal à lim

n→∞
[λm(sin x, n)− λm(x)] qui tend vers 0. Ceci implique que

|λm(sin x, n)− λm(x)| < ε

3, qui est égal à l’équation (3.4). Alors

|λ(sin x, n)− λ(x)| < ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε.
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D’où lim
n→∞

λ(sin x, n) = λ(x). Par suite,

lim
n→∞

P (sin x, n) = lim
n→∞

eλ(sinx,n) = eλ(x) = P (x).

Donc

lim
n→∞

(
n sin x

n

)
= lim

n→∞
x.

sin x
n

x

n

= x.

D’où
sin x = x.

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
.

La représentation du produit infini de cosx peut être dérivée de celui de sin x. L’identité
sin 2x = 2 sin x. cosx sera utilisé.

cosx = 1
2 .

2x
x
.

∞∏
n=1

(
1− 4x2

n2π2

)
∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)

=

∞∏
m=1

(
1− x2

m2π2

)
∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

) .
∞∏
m=1

(
1− 4x2

(2m− 1)2π2

)
.

Par conséquent,

cosx =
∞∏
n=1

(
1− 4x2

(2n− 1)2π2

)
.
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Chapitre 4

Théorèmes de Weierstrass

Après avoir définir les produits infinis des nombres et des fonctions, dans ce quatrième
chapitre, on va exploiter cette notion et donner les théorèmes de Weierstrass et théorème
de factorisation de Weierstrass, la formule de Jensen et le produit de Blaschke sont aussi
étudiés dans ce chapitre.

4.1 Théorème du produit de Weierstrass
Considérons maintenant la factorisation des fonctions entières. Soitf une fonction

entière qui ne s’annule pas dans C. Alors on peut exprimer f(z) comme e(g(z)), où g(z) est

une fonction entière. Comme f ′(z)
f(z) est analytique dans C, f

′(z)
f(z) possède une primitive

g(z) sur C, g′(z) = f ′(z)
f(z) , pour une certaine fonction entière g. Utilisons ceci, on voit que(

f(z)e−g(z)
)′

= 0 c’est-à-dire f(z) = c.eg(z) pour une constante c. D’où la représentation.
Ensuite, étant donné un ensemble fini de nombres complexes {0, z1, z2, . . . , zn} (zk 6= 0

pour 1 ≤ k ≤ n), on peut toujours trouver une fonction entière ayant des zéros à ces points
d’ordre m,m1, . . . ,mn, respectivement. Puisque une telle fonction entière est analytique
dans C sans aucune singularités sauf en l’infini, une telle fonction entière est le polynôme

P (z) = zm
∞∏
n=1

(
1− z

uk

)mk
.

De plus, si f est une fonction entière avec un nombre fini de zéros à 0, zk (zk 6= 0) pour
1 ≤ k ≤ n, d’ordre m, mk (1 ≤ k ≤ n) respectivement, alors

h(z) = f(z)
P (z) .

Il s’ensuit alors que h(z) définit une fonction entière qui n’as pas de zéro dans C. Par
conséquent,

f(z) = eg(z)P (z) = eg(z)zm
∞∏
k=1

(
1− z

uk

)mk
.
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Donc f(z) peut être exprimé comme produit d’un polynôme.
Enfin, la question se pose de savoir si une fonction entière peut être trouvé dont les seuls

zéros sont à une suite des points quelconque. Malheureusement, la réponse est non. Par
exemple, si une fonction entière a des zéros à 1

n
, pour n ∈ N, puisque la suite

( 1
n

)
converge

vers zéro, alors la fonction entière doit être identiquement nulle. Plus généralement, une
fonction entière non constante doit être non identiquement nulle dans C. Par conséquent,
l’ensemble des zéros d’une fonction entière qui a une infinité de zéros dans C doit avoir
l’infini comme point limite uniquement. Par exemple,

0 = cos z = eiz + e−iz

2 =⇒ e2iz = −1 = ei(π+2kπ)

=⇒ z = (2k + 1)π/2, k ∈ Z,

0 = sin z = eiz − e−iz

2 =⇒ e2iz = 1 = e2kπi

=⇒ z = kπ, k ∈ Z.

avec ez − 1 = 0 =⇒ z = 2kπi pour k ∈ Z. Donc, dans chaque cas, le point limite des
zéros des fonctions cos z, sin z et ez est l’infini. Montrerons cependant que si le suite de
zéros d’une fonction entière n’a pas de point limite fini, alors la question concernant la
factorisation peut recevoir une réponse affirmative. Supposons qu’une suite (un)n≥1 tend
vers l’infini soit arrangée de telle sorte que

0 < |u1| ≤ |u2| ≤ |u3| ≤ . . .

Une supposition naïve pour une telle fonction entière est

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

un

)
.

Le produit
∞∏
n=1

(
1− z

un

)
peut diverge. Si f(z) est une fonction entière, alors la fonction

doit être nulle des zéros seulement aux points de la suite (un)n.

Exemple 4.1. Considérons le produit infini
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
qui admet des zéros dans z =

±n, n ∈ N. Fixons R > 0. Si |z| ≤ R, choisissons N assez grand pour que∣∣∣∣ zn
∣∣∣∣ ≤ R

n
< 1, pour tout n ≥ N

et donc
(

1− z2

n2

)
6= 0 pour |z| ≤ R et pour n ≥ N . On peut écrire

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
= PN−1(z)

∞∏
n=N

(
1− z2

n2

)
= PN−1(z)FN(z).

Notons que PN−1(z) est entière et n’admet des zéros qu’aux points z = ±n, (n < N) et

FN(z) est un produit infini sans zéro dans |z| ≤ R. Ainsi,
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ z2

n2

∣∣∣∣∣ = |z|2
∞∑
n=1

1
n2 ≤ R2

∞∑
n=1

1
n2 <∞.
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Par conséquent, d’après le théorème (3.1.3), le produit infini est uniformément convergent

pour |z| ≤ R et donc, sur tout sous-ensemble compact de C. On conclus que
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
est entier et le produit infini est nul seulement qu’en z = ∓n, n ∈ N.

Déterminons les restrictions sur (un)n pour lesquelles f(z) est entière. Supposons que
∞∑
n=1

1
|un|

converge. Fixons R > 0. Si |z| ≤ R, alors
∣∣∣∣ zun

∣∣∣∣ ≤ R

|un|
et une application du

théorème (3.1.3) montre que Pn(z) converge uniformément vers f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

un

)
avec |z| ≤ R et donc, sur tout sous-ensemble compact de C. Alors f(z) doit être une
fonction entière. Par exemple, on peut construire une fonction entière dont les seuls zéros
sont à 1, 4, 9, 16, . . .. Le produit

∞∏
n=1

(
1− z

n2

)
est une telle fonction.

Cependant, il est plus difficile de construire une fonction entière dont les zéros sont
aux nombres entiers positifs.

Propriété 4.1.1. L’expression
∞∏
n=1

(
1− z

n

)
ne représente pas une fonction entière.

Démonstration. En effet, posons z = −1 on voit que

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + 1

k

)
= lim

n→∞
(n+ 1) =∞.

Si la série
∞∑
n=1

1
|un|

diverge mais
∞∑
n=1

1
|un|2

converge, on peut montrer que le produit

∞∏
n=1

(
1− z

un

)
e
z
un

est une fonction entier. Montrerons d’abord que

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n (4.1)

est une fonction entière. Posons

1 + fn(z) =
(

1− z

n

)
e
z
n .

Pour déterminer la convergence uniforme du produit, on doit trouver une borne supérieure

pour |fn(z)|. Écrivons

1 + fn(z) = eln(1− z
n

)+ z
n .
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Choisissons R > 0. Si |z| ≤ R, alors choisissons N assez grand pour que N ≥ 2R. Alors∣∣∣∣ zn
∣∣∣∣ ≤ R

n
< 1 pour tout n ≥ N , et donc l’identité

ln
(

1− z

n

)
= −

∞∑
k=1

1
k

(
z

n

)k
(4.2)

est valable pour |z| ≤ R. On obtient,

∣∣∣∣ln(1− z

n

)
+ z

n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−

∞∑
k=2

1
k

(
z

n

)k∣∣∣∣∣ ≤ 1
2

∞∑
k=2

(
R

n

)k

= 1
2 ·

R2

n2

1− R

n

≤ R2

n2 .

Car R < 2R ≤ N ≤ n. Donc

|fn(z)| =
∣∣∣∣e(ln(1− z

n)+ z
n) − 1

∣∣∣∣
≤ e|ln(1− z

n)+ z
n | − 1

≤ e

(
R2
n2

)
− 1

≤
(
R2

n2

)
e

(
R2
n2

)
, (car ex − 1 ≤ xex pour x ≥ 0)

≤ e

(
R2
n2

)
= Mn, (car R

n
< 1)

Par suite,
∞∑
n=N
|fn(z)| ≤ eR2

∞∑
n=N

1
n2 <∞ (N > 2R).

D’après le théorème (2.1.7), le produit
∞∏
n=1

(1+fn(z)) converge uniformément pour |z| ≤ R.

D’où

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n =

N−1∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n =

∞∏
n=N

(
1− z

n

)
e
z
n ,

est une fonction entière. Une autre fonction de ce type peut être obtenu simplement en

multipliant f(z) par une fonction entière non nulle.

De même, f(z) =
∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−

z
n est une fonction entière qui admet des zéros simple

seulement aux entiers négatifs. Par conséquent, une fonction entière ayant un zéro simple
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à chaque entier est donnée par

z
∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n

∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−

z
n = z

∞∏
n=1

(
1− z

n

)(
1 + z

n

)
e
z
n
− z
n

= z
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Le réarrangement des facteurs dans la première égalité se justifie par la convergence
absolue des produits infinis.

Une méthode plus générale pour construire une fonction entière avec zéros est indiqué
par l’égalité (4.2).

Exemple 4.2. Supposons qu’on cherche une fonction entière admet des zéros aux points

z =
√
n, n ∈ N. Puisque

ln
(

1− z√
n

)
= − z√

n
− 1

2

(
z√
n

)2

− 1
3

(
z√
n

)3

− . . . ,

la méthode précédente montre que
∞∏
n=1

(
1− z√

n

)
e

(
z√
n

+ 1
2 ·
z2
n

)
est la fonction cherché.

De même, une fonction entière qui admet des zéros simples sur l’axe réel seulement aux

points z = ±n 1
4 (n ≥ 0), est donné par

z
∞∏
n=1

(
1− z2
√
n

)
e

(
z2
√
n

+ 1
2 ·
z4
n

)
.

Plus généralement, si la série
∞∑
n=1

1
|un|m+1 converge pour un certain nombre entier positif

p, alors

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

un

)
Ep

(
z

un

)
(4.3)

est une fonction entière dont les seuls zéros sont à z = un, où

Ep(z) = ez+
1
2 z

2+...+ 1
p
zp

est appelé facteur de convergence.

Construirons maintenant une fonction entière dont les zéros apparaissent aux points

lnn (n = 2, 3, 4, . . .). On ne peut pas utiliser l’égalité (4.3) car la série
∞∑
n=2

(
1

(lnn)p

)
diverge pour tout m.

On a le théorème du produit de Weierstrass.
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Théorème 4.1.1. Pour tout suite complexe n’ayant pas de point limite fini, il existe une

fonction entière qui a des zéros à ces points et seulement à ces points.

Démonstration. Supposons que la fonction f(z) à construire admet des zéros aux points

(un)n telle que 0 < |u1| ≤ |u2| ≤ |u3| ≤ . . .. Sans perte de généralité, on peut supposer

qu’aucun des un soit nul, alors zkf(z) a la propriété désirée. Pour chaque n, on a

Pn(z) = z

un
+ 1

2

(
z

un

)2
+ . . .+ 1

n

(
z

un

)n
.

Donc, ePn(z) = En

(
z

un

)
, où En(z) est le facteur de convergence. Montrons que la fonction

∞∏
n=1

(
1− z

un

)
En

(
z

un

)

satisfait les conditions du théorème. Il suffit de montrer que la série

∞∑
n=1

[
ln
(

1− z

un

)
+ Pn(z)

]
,

converge uniformément sur un sous-ensemble compact arbitraire |z| ≤ R dans Ω. Choi-

sissons |un| assez grand telle que |un| ≥ 2R ≥ 2 |z|. Alors on a

∣∣∣∣ln(1− z

un

)
+ Pn(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣−
∞∑

k=n+1

1
k

(
z

un

)k∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n+ 1

∞∑
k=n+1

∣∣∣∣ zun
∣∣∣∣k

≤ 1
n+ 1

∣∣∣∣ zun
∣∣∣∣n ∞∑
k=1

1
2k

≤
∣∣∣∣ zun

∣∣∣∣n ≤ 1
2n .

Posons 1 + fn(z) = eln(1− z
un

)+Pn(z), alors on obtient

|fn(z)| ≤ e
1

2n − 1 ≤
( 1

2n
)
e.

D’après le théorème (2.1.7), le produit
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) converge uniformément vers f(z)

pour |z| ≤ R. Comme R est choisi arbitrairement, le produit infini définit une fonction

entière avec des zéros.
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Remarques 4.1.1. i) Le théorème n’exclut pas le cas des zéros multiples, il est pos-

sible que uk = uk+1 pour un certain k.

ii) La fonction f(z) n’est pas uniquement déterminée par les zéros. Par exemple, on a

vu que
∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n est un fonction entière ayant des zéros aux nombres entiers

positifs. Dans la preuve du théorème précèdent, on a montré que

∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e
z
n

+ 1
2 ( z
n

)2+...+( 1
n

)( z
n

)n

est une autre fonction de ce type. On peut aussi montrer que

∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e( z

n
)+( 1

2 )( z
n

)2
,

∞∏
n=1

(
1− z

n

)
e( z

n
)+( 1

2 )( z
n

)2+( 1
3 )( z

n
)3
,

et une infinité d’autres fonctions entières qui ont les seuls zéros aux entiers positifs.

Supposons que deux fonctions entières aient les mêmes zéros avec les mêmes multipli-
cités. Comment les deux fonctions se comparent-elles ?

Théorème 4.1.2. [1] Si f(z) et g(z) sont des fonctions entières dont les zéros coïncident

en emplacement et en multiplicité, alors il existe une fonction entière ϕ(z), telle que

f(z) = eϕ(z)g(z).

Le théorème de Weierstrass montre que pour une suite de points prédéfinie, on peut
construire un produit infini qui représente une fonction entière ayant des zéros à cette
suite. Réciproquement, étant donné une fonction entière dont les zéros sont connus. Alors
on a le théorème suivant.

Théorème 4.1.3. Soit (un)n≥1 une suite de nombres complexes non nuls et f(z) une

fonction entière qui a des zéros à un, répertorié avec des multiplicités. Supposons que f

ait un zéro d’ordre k ≥ 0 à zéro. Alors il existe une fonction entière g(z) telle que

f(z) = zkeg(z)
∞∏
n=1

(
1− z

un

)
En

(
z

un

)
.

Pour la démonstration de ce théorème voir [1].
Plus généralement, on peut remplacer le produit, dans la dernière équation, par

∞∏
n=1

(
1− z

un

)
Epn

(
z

un

)
,

où (pn)n≥1 est une suite dans N telle que pour chaque R > 0, on a
∞∑
n=1

(
R

|un|

)pn+1

<∞.
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Supposons que Pn(z) =
n∏
k=1

(1 + fk(z)) est un produit fini de fonctions holomorphes
sur un domaine C simplement connexe. La dérivé logarithmique de P (n) donne

P ′n(z)
Pn(z) =

∞∑
k=1

f ′k(z)
1 + fk(z) ,

Notons que P
′
n(z)
Pn(z) a des pôles aux zéros de Pn(z). Cette procédure reste valable pour les

produits infinis uniformément convergents de fonctions holomorphes.

Théorème 4.1.4. Soit (fn(z))n≥1 une suite de fonctions holomorphes dans un domaine

C simplement connexe et soit
n∏
n=1

(1 + fn(z)) convergent uniformément dans C vers f(z).

Alors
f ′(z)
f(z) =

∞∑
k=1

f ′k(z)
1 + fk(z) ,

où la somme converge uniformément dans C lorsque f(z) 6= 0.

Pour la démonstration de ce théorème voir [1].

Exemple 4.3. Développement de la fonction sin(πz) en produit infini. Considérons le

produit infini

fn(z) = z
∏
n>1

(
1− z2

n2

)
(4.4)

Ce produit converge normalement sur tout compact du plan C, car la série
∑
n

z2

n2 converge

normalement sur tout compact, puisque la série numérique
∑
n

1
n2 est convergente. Donc

f(z) est une fonction holomorphe dans C, et ses zéros sont toutes les valeurs entières de

z, ils sont simples. D’après le théorème (3.2.2), la dérivé logarithmique de f(z) donne la

série de fonctions méromorphes, normalement convergente sur tout compact de Ω,

f ′(z)
f(z) = 1

z
+
∑
n>1

2z
z2 − n2 . (4.5)

La série (4.5) est une série de fonctions méromorphes son terme générale est égale à
z

n(z − n) , qui converge normalement et sa somme est

1
z

+
∑
n>1

2z
z2 − n2 = π

tan πz .

π

tan πz = g′(z)
g(z) ,
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en posant g(z) = sin πz. Ainsi f
′

f
= g′

g
d’où

f(z)
z

= c
sin πz
z

.

Il reste à déterminer la constante c. D’après l’égalité (4.4), f(z)
z

tend vers 1 lorsque z

tend vers 0, et comme sin πz
z

a pour l’imite π, on voit que c = 1
π
.D’où

sin πz
πz

=
∏
n>1

(
1− z2

n2

)
.

C’est-à-dire

sin πz = πz
∏
n>1

(
1− z2

n2

)
.

4.2 Théorème de factorisation du Weierstrass
Le théorème de factorisation du Weierstrass est donné par.

Théorème 4.2.1. [3] Soit f une fonction entière pour laquelle f(0) 6= 0, et soit u1, u2, . . .,

la suite des zéros de f , chacun compté avec son ordre de multiplicité. Il existe une fonction

entière g et une suite d’entiers non négatifs (pn)n, telle que

f(z) = eg(z)
∞∏
n=1

Epn

(
z

un

)
. (4.6)

Démonstration. Soit le produit infini P (z) =
∞∏
n=0

Epn

(
z

un

)
, construit à partir des zéros

de la fonction f . La fonction f

P
ne possède que des singularités dans le plan complexe,

donc est une fonction entière. Puisque f

P
ne possède aucun zéro sur ce même plan, qui

est simplement connexe, pour une certaine entière g on a f

P
= eg.

Remarques 4.2.1. i) Lorsque f possède un zéro d’ordre k en z = 0, ce qui précède

s’applique à la fonction f(z)
zk

.

ii) La factorisation (4.6) n’est pas unique : une unicité peut être établie pour des

fonction f dont les zéros satisfont la condition requise pour la convergence d’un

produit canonique.
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Théorème 4.2.2. [11] Soit f(z) une fonction entière possède des zéros uk d’ordre nk.

Supposons que F (z) = f ′(z)
f(z) vérifie la condition

lim
n→∞

∫
Cn

F (ξ)
ξ − z

dξ = 0 pour des courbes férmes Cn.

De plus, supposons que f(0) 6= 0. Alors la fonction f(z) peut être représenté par

f(z) = f(0)
∞∏
n=1

(
1− z

uk

)mk
qui est uniformément convergente dans Ω.

Exemple 4.4. Développons en produit infini la fonction suivante.

f(z) =


sin z
z

, si z 6= 0,

1 sinon

En effet, la dérivée logarithmique de f(z) est

P (z) = f ′(z)
f(z)

=

(sin z
z

)′
(sin z

z

)

=

(cos z
z
− sin z

z2

)
(sin z

z

)
= cot z − 1

z
.

Dans ce cas les zeros de f(z) sont zk = kπ, pour k = ±1,±2, . . . ,

sin z
z

=
∞∏

k=−∞,k 6=0

(
1− z

kπ

)

= lim
n→∞

n∏
k=1

(
1− z

kπ

) n∏
k=1

(
1 + z

kπ

)

=
∞∏
k=1

(
1− z2

k2π2

)
.

Alors
sin z
z

=
∞∏
k=1

(
1− z2

k2π2

)
.
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4.3 Formule de Jensen
La formule de Jensen procure une inégalité où interviennent les valeurs frontières des

fonctions holomorphes bornées sur Ω (rappelons que la famille de telles fonctions a été
notée H∞). La formule rend possible la détermination explicite des conditions que doivent
satisfaire les zéros d’une fonction non constante f ∈ H∞.

Le lemme suivant permettons d’évaluer d’une certaine intégrale définie.

Lemme 4.3.1. L’intégrale 1
2π

2π∫
0

ln
∣∣∣1− eiθ∣∣∣ dθ = 0.

Démonstration. Soit Ω = {z : Re(z) < 1} . Puisque (1−z) 6= 0 sur Ω et Ω est simplement

connexe, il existe une fonction h ∈ H(Ω) telle que, pour tout z dans Ω eh(z) = 1− z.

Cette fonction h est déterminée de façon unique si on suppose h(0) = 0. Puisque Re(1−

z) > 0 dans Ω, on a

Re (h(z)) = ln |1− z| ; |Im(z)| < π

2 avec z ∈ Ω. (4.7)

Pour ε > 0, on définit le chemin Λ par,

Λ(t) = eit avec ε ≤ t ≤ 2π − ε,

et η un arc circulaire center en 1 qui passe par eiε à e−iε tout en restant dans un sous

ensemble de Ω. Dans ce cas

1
2π

2π−ε∫
ε

ln
∣∣∣1− eiθ∣∣∣ dθ = Re

 1
2πi

∫
Λ

h(z)dz
z


= Re

 1
2πi

∫
η

h(z)dz
z

 .
(4.8)

La dernière égalité provient du théorème de Cauchy. On note que h(0) = 0.

La longueur de η est inférieure à πε, donc l’égalité (4.7) montre que la valeur absolue

de la dernière intégrale dans l’égalité (4.8) est inférieure à c · ε ln
(1
ε

)
, pour une certaine

constante c. D’où le résultat quand on fait tendre ε vers 0 dans l’égalité (4.8).

Le théorème suivant nous donne la formule de Jensen.

Théorème 4.3.1. [3] Soient Ω = D(0, R) le disque de centre 0 et de rayon R, la fonction

f ∈ H(Ω), avec f(0) 6= 0, 0 < r < R, et soit α1, α2, . . . , αN les zéros de f appartenant à
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D(0, r), rangés avec leur ordre de multiplicité. Alors

|f(0)|
N∏
n=1

r

|αn|
= e

(
1

2π
π∫
−π

ln|f(reiθ|dθ
)
. (4.9)

Démonstration. Ordonons les points αj de sorte que α1, α2, . . . , αm appartiennent àD(0, r)

et |αm+1| = . . . = |αN | = r. (On peut avoir m = N ou m = 0). Possons

g(z) = f(z)
m∏
n=1

r2 − αnz
z(αn − z)

N∏
n=m+1

αn
αm − z

. (4.10)

La fonction g ∈ H(D) où D = D(0, r + ε) pour un certain ε > 0. La fonction g n’admet

pas de zéro dans D, donc ln |g| est une fonction harmonique dans D d’après le théorème

(1.1.4) et par conséquent

ln |g(0)| = 1
2π

π∫
−π

ln
∣∣∣g(reiθ)

∣∣∣ dθ. (4.11)

Grâce à l’égalité (4.10), on a

|g(0)| = |f(0)|
m∏
n=1

r

|αn|
. (4.12)

Pour 1 ≤ n ≤ m, les facteurs de la formule (4.10) ont un module égale à 1 si |z| = r. Si

αn = reiθn, pour m < n ≤ N , alors

ln
∣∣∣g (reiθ)∣∣∣ = ln

∣∣∣f (reiθ)∣∣∣− N∑
n=m+1

ln
(∣∣∣1− ei(θ−θn)

∣∣∣) . (4.13)

D’après le lemme (4.3.1), l’intégrale dans l’égalité (4.11) ne change pas si on remplace g

par f . Comparons l’égalité (4.12) avec l’égalité (4.11), on obtient l’égalité (4.9).

Remarque 4.3.1. L’hypothèse f(0) 6= 0 ne pose pas de problème dans les applications

car, si f admet un zéro d’ordre k en 0, il suffit d’appliquer cette formule à f(z)
zk

.

Zéros des fonctions entières
Soit f une fonction entière, M(r) = sup

θ

∣∣∣f(reiθ)
∣∣∣ pour 0 < r < ∞, et n(r) le nombre

de zéros de f appartenant à D(0, r). Supposons que f(0) = 1. La formule de Jensen nous
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donne

M(2r) ≥ e

 1
2π

π∫
−π

ln
∣∣∣f(2reiθ)

∣∣∣ dθ


=
n(2r)∏
n=1

2r
|αn|

≥
n(r)∏
n=1

2r
|αn|

≥ 2n(r),

où (αn)n est la suite des zéros de f rangé de façon que |α1| ≤ |α2| ≤ |α3| . . .. Alors

n(r) ln(2) ≤ lnM(2.r). (4.14)

La densité des zéros de f est cotrôlée par la croissance de M(r). Supposons que pour un
certain r assez grands, on a l’estimation

M(r) < eRr
k

, (4.15)

avec R et k sont des nombres positifs donnés. La relation (4.14) conduit à

lim sup
r→∞

lnn(r)
ln r = k. (4.16)

Ceci montre qu’il n’est pas possible d’améliorer l’estimation donnée dans l’égalité (4.16).

4.4 Produits de Blaschke
À partir de maintenant, on notera U le disque unité ouvert. Le cercle unité, qui est la

frontière de U dans le plan complexe sera noté T .

Théorème 4.4.1. [3] Soit (αn)n une suite dans U telle que αn 6= 0 et
∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞,

si k est un entier non négatif et si

B(z) = zk
∞∏
n=1

αn − z
1− αnz

.
|αn|
αn

pour z ∈ U. (4.17)

Alors la fonction B ∈ H∞ et elle ne possède pas d’autres zéros que les points αn (l’origine

si k > 0).

Démonstration. Pour |z| ≤ r, le n-ième terme de la série
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣1− αn − z
1− αnz

.
|αn|
αn

∣∣∣∣∣ est égal à∣∣∣∣∣ αn + |αn| z
(1− ᾱnz)αn

∣∣∣∣∣ (1− |αn|) ≤ 1 + r

1− r (1− |αn|) .

D’après le théorème (3.1.2), B ∈ H(U) et B n’a pas d’autres zéros que les points αn.

Puisque chaque facteur de formule (4.17) a une valeur absolue inférieure à 1 dans U , on

en déduit |B(z)| < 1, ce qui termine la démonstration.
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Remarque 4.4.1. 1) La fonction B est appelée produit de Blaschke.

2) Notons que certains des αn peuvent être répétés, ce qui fournit un zéro multiple

pour B en ce point et que chaque facteur de (4.17) a une valeur absolue égale à 1

sur T .

3) Le terme "produit de Blaschke" pourra être utilisé dans le cas d’un nombre fini de

facteurs et éventuellement s’il n’y a pas de facteur du tout en posant B(z) = 1.

Le théorème précédent (4.4.1) montré que
∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞, (4.18)

est une condition suffisante pour l’existence d’une fonction f ∈ H∞ dont l’ensemble de
zéros est (αn). Cette condition est nécessaire car si les zéros d’une fonction f ∈ H∞ et f
est non identiquement nulle les zéros de f vérifiant la relation (4.18). Notons que cette
condition est nécessaire pour une classe plus générale de fonction, décrivons cette classe.

Pour tout nombre réel t, on défini ln+ t = ln t si t ≥ 1 et ln+ t = 0 si t < 1. Considérons
N la classe des fonctions f ∈ H(U) telles que

sup
0<r<1

1
2π

π∫
−π

ln+
∣∣∣f(reiθ)

∣∣∣ dθ <∞. (4.19)

Il est évident que H∞ ⊂ N . Notons que (4.19) impose une restriction sur la croissance de
|f(z)| lorsque |z| tend vers 1, tandis que l’hypothèse des bornes d’intégrales

1
2π

π∫
−π

ln
∣∣∣f(reiθ)

∣∣∣ dθ, (4.20)

imposent aucune restrictions. La formule (4.20) est indépendant de r si f = eg pour toute
fonction g ∈ H(U). La formule (4.20) peut rester petite car ln |f | prendra des valeurs
négatives grandes en valeurs absolues, aussi bien que de grandes valeurs positives, tandis
que ln+ |f | ≥ 0.

Théorème 4.4.2. [3] Soient f ∈ N une fonction non identiquement nulle dans U et

α1, α2, . . ., les zéros de fonction f , numérotés selon leur multiplicité. Alors

∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞. (4.21)

Supposons que f possède une infinité de zéros dans U . Car autrement la somme
précédente (4.21) étant finie, il n’y a rien à prouver. Aussi, |αn| ≤ |αn+1|.

Démonstration. Si f possède un zéro d’ordre m à l’origine et g(z) = z−mf(z), alors la

fonction g ∈ N et elle possède les mêmes zéros que f sauf à l’origine. On peut donc
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supposer sans perdre de généralité que f(0) 6= 0. Soit n(r) le nombre des zéros de f dans

D(0, r). Fixons k et choisissons r < 1 de sorte que n(r) > k. D’après la formule de Jensen

|f(0)|
n(r)∏
n=1

r

|αn|
= e

 1
2π

π∫
−π

ln
∣∣∣f(reiθ)

∣∣∣ dθ

. (4.22)

Cette dernière implique que

|f(0)|
k∏

n=1

r

|αn|
≤ e

 1
2π

π∫
−π

ln+
∣∣∣f(reiθ)

∣∣∣ dθ

. (4.23)

L’hypothèse f ∈ N équivaut à l’existence d’une constante c <∞, qui dépasse le membre

droit de l’égalité (4.23) pour tout r tel que 0 < r < 1. On obtient

k∏
n=1
|αn| ≥ c−1 |f(0)| rk. (4.24)

L’inégalité reste vraie pour tout k et quand r tend vers 1. D’où

∞∏
n=1
|αn| ≥ c−1 |f(0)| > 0. (4.25)

Utilisons le théorème (2.2.1), on voit que l’égalité (4.25) implique l’égalité (4.21).
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Chapitre 5

Fonction Gamma d’Euler et la

fonction Zêta de Riemann

Après avoir définir les théorèmes de Weierstrass et donner leurs propriétés, dans ce
chapitre on a donner leurs applications les deux fonction Gamma d’Euler et Zêta de
Riemann.

5.1 Fonction Gamma d’Euler
L’une des fonctions spéciales les plus célèbres en mathématiques apparaît tout natu-

rellement dans le contexte des produits infinis de fonction holomorphe. C’est la fonction
Gamma de Leonhard Euler (1707-1783), notée Γ.

D’après la formule (4.1) la fonction

f(z) =
∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−

z
n

est une fonction entière avec des zéros simples en z = 0,−1,−2, . . . . De même pour a
fonction f(z − 1),

f(z − 1) = eg(z)zf(z), (5.1)

où g(z) est une fonction entière. Ensuite, nous montrons que g(z) est une constante. En
formant la dérivée logarithmique dans l’égalité (5.1 ), nous obtenons

f ′(z − 1)
f(z − 1) = g′(z) + 1

z
+ f ′(z)
f(z)

le théorème (4.1.4), donne
∞∑
n=1

( 1
n+ z − 1 −

1
n

)
= g′(z) + 1

z
+
∞∑
n=1

( 1
n+ z

− 1
n

)
. (5.2)
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La somme du membre gauche de l’égalité (5.2) peut être exprimée comme
(1
z
− 1

)
+
∞∑
n=2

( 1
n+ z − 1 −

1
n

)
= 1

z
− 1 +

∞∑
n=1

[( 1
n+ z

− 1
n

)
+
( 1
n
− 1
n+ 1

)]

= 1
z
− 1 +

∞∑
n=1

( 1
n+ z

− 1
n

)
+ 1

= 1
z

+
∞∑
n=1

( 1
n+ z

− 1
n

)
.

En comparant cela avec le membre droit de l’égalité (5.2), trouvons que g′(z) = 0. Ainsi
g(z) = γ, pour γ est une constante. Pour déterminer γ, on pose z = 1 dans l’égalité (5.1).
On obtient

1 = f(0) = eγf(1) = eγ
∞∏
n=1

(
1 + 1

n

)
e−

1
n ,

où e−γ = lim
n→∞

[
(1 + 1)

(
1 + 1

2

)
. . .
(

1 + 1
n

)
e−(1+ 1

2 +...+ 1
n)
]
. Par conséquent, en utilisant

le logarithme, trouvons

γ =
∞∑
n=1

[ 1
n
− ln

(
1 + 1

n

)]

= lim
n→∞

[
1 + 1

2 + 1
3 . . .+

1
n
− ln(n+ 1)

]
.

(5.3)

La constante γ dans l’égalité (5.3) s’appelle la constante d’Euler, sa valeur numérique est

d’environ 0,577. . . . Alors que cette limite existe et la série
∞∑
n=1

1
n

diverge. La fonction

Γ(z) = 1
eγzzf(z) := e−γz

z

∞∏
n=1

(
1 + z

n

)−1
e
z
n (5.4)

s’appelle la fonction Gamma d’Euler. Elle représente une fonction analytique en tous
points sauf les entiers négatifs et zéro, où il a des pôles simples. Puisque g(z) = γ dans
l’égalité (5.1), on a f(z) = eγ(z + 1)f(z + 1).

Étudions l’équation fonctionnelle de la fonction Gamma d’Euler.

Γ(z + 1) = 1
eγ(z+1) (z + 1) f(z + 1) = 1

eγzf(z) = zΓ(z). (5.5)

Lorsque z = n un entier positif, l’égalité (5.5) montre que

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1) = . . . = n(n− 1) . . . 2Γ(1).

Mais
Γ(1) = 1

eγf(1) = 1
eγe−γ

= 1,

on obtient alors Γ(n+ 1) = n!.
Résumons les résultats précédents dans le théorème suivant.
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Théorème 5.1.1. [1] La fonction Gamma d’Euler est holomorphe dans Ω, pour z 6=

0,−1,−2 . . .. Ainsi,

Γ(z + 1) = Γ(z) et Γ(n+ 1) = n!, pour n ∈ N. En outre,

1
Γ(z) = zeγz

∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−

z
n , avec z 6= 0,−1,−2 . . .

est une fonction entière.

Il existe une relation intéressante entre la fonction Gamma d’Euler et la fonction sinus.
Appliquons les relations

sin πz = πzf(z)f(−z) et f(z) = 1
zeγzΓ(z) ,

par l’égalité (5.4), on obtient

sin πz = π

eγzΓ(z)(−z)e−γzΓ(−z) = π

−zΓ(−z)Γ(z) .

Puisque, −zΓ(−z) = Γ(1− z), alors

π

sin(πz) = Γ(z)Γ(1− z)

, pour toutes les valeurs non entières de z. En particulier, pour z = 1
2, trouvons

Γ2
(1

2

)
= π. Comme Γ est une fonction positive sur R∗+, on déduit que Γ

(1
2

)
=
√
π.

Donc, la fonction Γ(z) est différent de zéro car pour z 6= 0,−1,−2, . . . , la fonction Gamma
d’Euler est donnée par un produit infini convergent de facteurs non nuls. De plus, pour
n ∈ N, on obtient

Γ
(2n+ 1

2

)
=
(2n− 1

2

)
Γ
(2n− 1

2

)
= 1.3.5. . . . (2n− 1)

2n Γ
(1

2

)
,

alors l’identité précédant donne

Γ
(
−2n+ 1

2

)
= π

sin π
(
n+ 3

2

) · 1

Γ
(2n+ 3

2

) = (−1)n+1π

Γ
(2n+ 3

2

) = (−1)n+1 · 2n+1√π
1 · 3 · 7 . . . (2n+ 1) .

Remarques 5.1.1. 1) Dans l’analyse réelle. La fonction Gamma d’Euler définie par

l’égalité (5.4) peut être exprimée sous cette forme intégrale pour toutes les valeurs

réelles positives de z.

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1e−tdt, pour x > 0. (5.6)
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2) On peut aussi évaluer la fonction Γ
(1

2

)
par la définition 5.6. Nous avons

Γ
(1

2

)
=
∫ ∞

0
t−

1
2 e−tdt.

Remplacent t par y2, on obtient

Γ
(1

2

)
= 2

∫ ∞
0

e−y
2dy = 2

√
π

2 =
√
π.

Proposition 5.1.1. [1] La dérivée logarithmique de la fonction Gamma d’Euler est don-

née par
Γ′(z)
Γ(z) = −1

z
− γ + z

∞∑
n=1

1
n(z + n) = −1

z
− γ −

∞∑
n=1

( 1
z + n

− 1
n

)
,

pour z 6= 0,−1,−2 . . . .

Exemple 5.1. D’après le théorème (5.1.1), la fonction Gamma d’Euler définie par l’éga-

lité (5.4) est une fonction méromorphe dans Ω qui admet des pôles simples en 0,−1,−2, . . .

et l’équation Γ(z + 1) = Γ(z) montre que

Γ(z + n) = (z + n− 1) Γ (z + n− 1) = (z + n− 1) . . . (z + 1) zΓ(z),

pour z 6= 0,−1,−2, . . .. Par conséquent,

lim
z→−n

(z + n)Γ(z) = lim
z→−n

Γ(z + n+ 1)
(z + n− 1) . . . (z + 1)z

= Γ(1)
(−1)(−2) . . . (−n+ 1)(−n) = (−1)n

n! .

D’où Res [Γ(z);−n] = (−1)n
n! .

5.2 Fonction Zêta de Riemann

Formule du produit d’Euler pour la fonction Zêta de Riemann

En 1734, Euler a découvert que

ζ(2) =
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 ,
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et il trouva plus tard des formules pour

ζ(4) =
∞∑
n=1

1
n4

ζ(6) =
∞∑
n=1

1
n6

ζ(8) =
∞∑
n=1

1
n8

...

mais il n’a pas réussi à trouver une formule pour ζ(3) =
∞∑
n=1

1
n3 .

Définition 5.2.1. On appelle fonction zêta de Riemann, noté ζ, la fonction défini pour

tout z dans le demi plan ouvert {w ∈ C, Re(z) > 1}, par la somme suivante

ζ(z) =
∞∑
n=1

1
nz
.

Remarques 5.2.1. La fonction zêta de Riemann est bien défini pour z réel dans l’inter-

valle ]1,+∞[ car c’est une série de Riemann. On voit notamment que la fonction ζ ne

s’annule pas sur ]1,+∞[.

Étudions le lien entre les produits infinis et les nombres premiers. Le théorème suivant
présente la formule du produit d’Euler.

Théorème 5.2.1. Soit pk le k-ième nombre premier, pour z réel, z > 1, on a

ζ(z) =
∞∏
k=1

1
1− p−zk

,

et le produit infini converge absolument.

Démonstration. Pour m > 1, soit Pm =
m∏
k=1

1
1− p−zk

le m-ième produit partiel du produit

infini. Ećrivons chaque facteur comme une série géométrique convergente, on obtient

Pm =
m∏
k=1

(
1 + 1

pzk
+ 1
p2z
k

+ . . .

)
,

qui est un produit d’un nombre fini de séries infinies absolument convergentes, en mul-

tipliant ces séries et en réarrangeant les termes selon des dénominateurs croissants, on

obtient une autre série infinie absolument convergente,

1
pa1z

1 .pa2z
2 . . . pamzm

= 1
nz
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où n = pu1z
1 .pu2z

2 . . . pumzm et ui > 0, pour i = 1, 2, . . . ,m. Donc

Pm =
∑{ 1

nz
tous les facteurs de n sont inférieurs ou égal à pm

}
.

On voit que chacun de ces n apparaît exactement une fois dans la sommation. Donc

ζ(z)− Pm =
∑{ 1

nz
tous les facteurs premiers de n sont supérieur à pm

}

et puisque ces facteurs premiers variant parmi les entiers n > pm, on a

|ζ(z)− Pm| 6
∑
n>pm

1
nz
.

Lorsque m tend vers l’infini, la somme tend vers 0, puisque la série
∞∑
n=1

1
nz

converge. Par

conséquent,

lim
m→∞

Pm = ζ(z).

Enfin, le produit est de la forme
∞∏
n=1

(1 + un) où un = 1
pzn

+ 1
p2z
n

+ . . . , et la série
∞∑
n=1

un

converge absolument si elle est de la forme
∞∑
n=1

1
nz

, donc le produit infini
∞∏
n=1

(1 + un)

converge absolument.

Le théorème suivant présente l’équation fonctionnelle de la fonction Zêta de Riemann.

Théorème 5.2.2. Pour Re(z) > 1, on la relation suivante

ζ(1− z) = 2
(2π)z ζ(z)Γ(z) cos

(
πz

2

)
.

Alors la fonction ζ admet un prolongement méromorphe dans C et vérifie

ζ(z)Γ
(
z

2

)
π−

z
2 = ζ(1− z)Γ

(1− z
2

)
π−

1−z
2 .

Pour la démonstration de ce théorème voir [10].
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Conclusion
Dans ce mémoire, on a étudié les propriétés fondamentales, les types de convergences
et les principaux théorèmes des produits infinis des nombres complexes et réels, produit
infinis des fonctions holomorphes avec les différents théorèmes de Weierstrass. Comme
application on étudié les fonctions Gamma d’Euler et Zêta de Riemann.
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 ملخّص

هولومورفيك. ندرس معايير التقارب المختلفة  لدوالاللانهائية  الجدائات هذا العمل هو دراسة بعض تطبيقات الهدف من

و عواقبه كتطبيق لهده النظرية الأخيرة. تحديد وظيفة غاما  فيرستراس، نظرية العوامل و الدوالمن الأرقام  ي لانهائ لجداء 

لانهائي.  كجداءلاولير   

كلمات مفتاحية : جداء لانهائي، نظرية  فيرستراس، تحليل عوامل فيرستراس، صيغة جونسن، جداء بلاشك، دالة.زيتا 
دالة غاما لاولر. ،ريمان  

 

 

Résumé 
L'objectif de  ce travail est l'étude de quelques applications des produits infinis des fonctions 

holomorphes. On étudie les différents critères de convergence d'un produit infini des nombres 

et des fonctions, le théorème de factorisation de Weierstrass et ses conséquences. Comme  

application de ce dernier théorème, on définit la fonction Gamma d'Euler  comme produit 

infini. 

Mots clés :  produits infinis, théorème de Weierstrass, factorisation de Weierstrass, formule 

de Jensen, produit de Blaschke, fonction Zêta de Riemann, fonction Gamma d'Euler.   

 

 

Abstract 
The aim of this work is the study of some applications of infinite products of holomorphic 

functions. We study the different criteria of convergence of an infinite product of numbers 

and functions, the Weierstrass factorization theorem and  its consequences. As an application, 

we define Euler's Gamma function as an infinite product. 
 

Keywords :   infinite products, Weierstrass theorem, Weierstrass factorization, Jensen 

formula, Blaschke product, Riemann's Zêta  function, Euler's Gamma function. 

 


