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Notations

Q Ouvert de C.

H($2) Ensemble des fonctions holomorphes sur €2.
Z Symbole de sommation.

H Symbole de multiplication.

r Fonction indicatrice Gamma.

¢ Fonction indicatrice Zéta.

n! Factorielle de n ; n!l =1.2...n.

D Disque unité.

D(a,r) Disque ouvert de centre a et de rayon r.
D(a,r) Disque fermé.

U Disque unité ouvert.

X Espace métrique localement compact.

K Partie compact.

C(X) L’espace des fonctions continues sur X.
H> Ensemble des fonctions holomorphes bornées sur 2.
) Dérivée k-fois d’une fonction f.

Res[I'(z);n] Résidu de I' en n.

i



Introduction générale

De nombreuses fonctions peuvent étre représentées par différentes manieres, par exemple,
elle peuvent étre représentés par des polynomes, des séries de Fourier ou encore des pro-
duits infinis. Cette derniére notion est apparu en 1579 dans le travail de F. Vieta. Plusieurs
autres savants ont étudie et développer cette notion comme L. Euler, Cauchy, . ...

Le but de ce travail est d’étudier le concept des produit infinis des nombres et des
fonctions. Ce mémoire est composé de cing chapitres.

Le premier chapitre porte sur les rappels indispensables pour les autres chapitres. Le
deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des différents modes de convergence d’un produit
infini des nombres complexes et réels. Une étude analogue pour les produits infinis des
fonctions est étudié dans le troisiemes chapitre.

Dans le chapitre quatre, on s’intéresse a 1’étude des théoremes de Weierstrass. Plus pré-
cisément, on étudie le théoreme de factorisation de Weierstrass qui généralise le théoreme
fondamental de I’algebre (tout polyndme peut étre factorisé dans C comme produit de
fonction de la forme (z — a;) ou «; étant les zéros du polynéme) au fonction entiere dans
C avec des zéros finis ou infinis. La formule de Jensen et le produit de Blaschke sont aussi
étudiés dans ce chapitre.

Enfin dans le dernier chapitre, on étudie la fonction Gamma d’Euler qui peut étre
définie par un produit infini en appliquant le théoréeme de factorisation de Weierstrass.
Ainsi on exprime la fonction Zéta de Riemann comme produit infini.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on rassemble quelques résultats et notions de base d’analyse complexe
que nous utiliserons par la suite, on donne les définitions des fonctions holomorphes, méro-
morphes, harmoniques et quelques propriétés. Ainsi on donne les criteres et les théoremes
de convergences.

1.1 Rappels sur les fonctions a variables complexes

Fonctions holomorphes

Dans toute la suite, on désigne par €2 un ouvert de C et

f:Q — C
z — f(z)=w

une fonction complexe d’une variable complexe z = x + iy, (z,y € R).

Définition 1.1.1. La fonction f est dite holomorphe dans € si elle est dérivable en tout
point de ).
On désigne par H(Q2), l'ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert €).

Une fonction a variable complexe f peut écrire sous la forme f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
ou u(z,y) est la partie réelle de f, notée Re(f) et v(x,y) est la partie imaginaire de f,
notée I'm(f). Les fonctions u(x,y) et v(x,y) sont des fonctions réelles de deux variables
réelles = et y.

Remarque 1.1.1. L’ensemble H(S2) est un espace vectoriel muni des lois usuelles.



Définition 1.1.2. On dit qu’une fonction f : Q@ — C est analytique au point zy € 2
st elle admet un développement en série entiere dont le rayon de convergence r n’est pas
nul.

On dit que f est analytique sur € si elle l’est en tout point zy € 2. On écrit

oo
f(z) = Zuk(z — zo)k , z2€0Q
k=0
ol |z — zo| <1 et (uy) est une suite de nombres complexes.

Définition 1.1.3. Soit f une fonction holomorphe dans 2, la dérivée logarithmique de f
/

est la forme —.

Définition 1.1.4. 1) On dit qu’un point zy est un zéro de la fonction f si f(z9) = 0.

2) Le point zy est un zéro d’ordre m de f si

f(z0) = f(z0) = ... = f" D(z) =0, f™ (%) #0.

3) On dit que le point zy est un zéro isolé de f si et seulement si il existe § > 0 tel
que le cercle |z — zg| = d ne contient pas d’autre zéro autre que zy. Autrement dit,

s’il existe un voisinage de zy ne contenant pas de zéro autre que z.

Théoréme 1.1.1. (Principe des zéros isolés). [4] Soit f une fonction holomorphe non

identiquement nulle définie dans Q a valeur dans C. Alors les zéros de [ sont isolés.

Autrement dit, 'ensemble des zéros de f dans €2 est discret.

Fonctions méromorphes

Définition 1.1.5. Une fonction f est dite méromorphe si ses seules singularités sont des

poles.

Autrement dit, une fonction f est méromorphe dans € s’il existe une partie localement
finie A de Q telle que la fonction f soit holomorphe sur Q \ A et tout point de A soit un
pole de f.

Notons par M(£2) I'ensemble des fonctions méromorphes dans 2.

Théoréme 1.1.2. [3] Toute fonction méromorphe dans un ouvert 2 est le quotient de

deux fonctions holomorphes dans €.

La réciproque de ce théoréme est vrai.



Fonctions entiéeres

Définition 1.1.6. Une fonction qui est holomorphe en tout point z de C (partout sauf d

z = 00) est appelée une fonction entiére.

Théoréme 1.1.3. Soit f une fonction holomorphe dans €2 de C et a un point dans €1, le

développement de f en série de (z —a) est :

[e.9]

Z Z—(l (a)

Cette série est appelée la série de Taylor de fonction f au voisinage de z = a.

Remarques 1.1.1. 1) Les fonctions €*, sinz, cos z. .. sont des fonctions entiéres.
2) Une fonction entiére peut étre représentée par une sérié de Taylor ayant un rayon

de convergence infinie.

Fonctions harmoniques

Une fonction f définie sur un ouvert € est de classe C! si f est dérivable sur Q et la
premiére dérivée f’ est continue sur 2. On dit que la fonction f est de classe C* sur € si
elle est k fois dérivable et que la fonction f*) continue sur Q.

Définition 1.1.7. Soit f une fonction, f : Q) — C. On dit que f est harmonique sur 2
si f est de classe C? sur Q) et si Af =0 sur ), o Af est le Laplacien de f défini par
0?f  O*f

Af =G5+ g0

Remarque 1.1.2. Toute constante, toute forme linéaire est harmonique. L’ensemble des
fonctions harmoniques est un espace vectoriel pour le corps C.

Proposition 1.1.1. [12] Toute fonction holomorphe est harmonique.

Théoréme 1.1.4. [3] Si f € H(Q) et si f ne s’annule pas dans Q, alors la fonction In |f|

est harmonique sur €).

1.2 Quelques notions de compacité

— On dit qu'une partie K de €2 est compacte si toute suite possede une suite extraite
convergente.



— Un espace métrique X de €2 est localement compact s’il est séparé, et tout point de
X admet un voisinage compact.

— Une partie V' d’un espace X est dite relativement compacte si son adhérence est
une partie compacte de X.

— Tout espace compact est localement compact.

— Dans un espace localement compact, tout compact est inclus dans un ouvert relati-
vement compact.

1.3 Convergence de série de fonction

Définition 1.3.1. On dit qu’une suite de fonctions (f,), définies sur £ converge unifor-
mément sur tout compact de ) vers une fonction f définie de Q dans C si, quel que soit
le compact K C Q, la suite des restrictions f, |k converge uniformément vers f |k.

Autrement dit, si
VK € Q, lim || fu(2) = £(2) =0,

ou || f |lk= sup|f(2)| est la norme de la convergence uniforme sur K. De méme, on
z€EK
dit que la série de fonctions » _ f, converge uniformément (respectivement normalement)
n
sur tout compact si et seulement si pour tout compact K € €2, la série des restrictions

n
Z fn |k converge uniformément, c’est-a-dire, la suite des sommes partielles <Z fr | K>
n

k=0
converge uniformément (respectivement s’il existe une suite (u,), de réels positifs, telle

que | fn(2)] < up, Vz € K et Y u, converge).

Théoréme 1.3.1. [4] Soit (f,), une suite de fonctions de classe C* de [a,b] dans R.
i) Si la suite (f,)n converge simplement en xo € [a,b] et si la suite des dérivées (f))
converge uniformément sur |a,b|, alors la suite (f,), converge uniformément vers f

sur [a,b], f est de classe Ct et on a

/7

(hm fn(a:)> = lim f/(x).

n—o0 n— o0

it) Sila série Z fn converge simplement en xo € [a,b] et si la série des dérivées Z f
n n

converge uniformément sur [a,b], alors la série Z fn converge uniformément vers |
n

sur [a,b], [ est de classe C' et on a

(s fn(x)>/ -3 f1t0)



Théoréme 1.3.2. (théoréme de convergence de Weierstrass). [12]

1) Si (fn)n est une suite de fonctions holomorphes dans Q qui converge uniformément
sur tout compact de 2 vers une fonction f, alors on a
i) La fonction f est holomorphe dans Q.
it) La suite des dérivées (f}lk))n converge uniformément sur tout compact de §2 vers

f® qvec k € N.

2) Soit an une série de fonctions holomorphes sur 2. On suppose que cette série
converge uniformément (respectivement normalement) sur tout compact de Q. Alors
i) La somme de cette série est holomorphe sur Q.
it) La série est dérivable terme da terme sur Q. En outre, la série Z fék) converge

n

uniformément (respectivement normalement) sur tout compact de €.

Remarques 1.3.1. i) La conclusion du théoréme (1.3.2) n’est pas vraie en général
dans le cas des fonctions a variable réelle, le fait que la convergence uniforme sur tout
compact entraine le méme type de convergence pour les suites (séries) des dérivées
est faur dans le domaine réel.

it) En pratique, on peut utiliser le fait qu’une suite de fonctions (f,)n définies sur
Q converge uniformément sur tout compact de €2 si et seulement si elle converge
uniformément sur tout disque compact de €.

iii) Rappelons que la limite d’une suite uniformément convergente de fonctions conti-

nues est une fonction continue.

Théoréme 1.3.3. (Test M de Weierstrass). Soit (f,)n une suite de fonctions définie de
dans C, supposons qu’il existe une suite de nombres positive (M,),, tell que |f,(x)] < M,,

oo o0

pour tout n > 1, x € Q. Si ZMn < o0, alors la série an(a:) est uniformément
n=1 n=1

convergente (normalement convergente) dans Q.

Pour la preuve voir [1].

Théoreme 1.3.4. (Critére de Weierstrass). Soit (uy), une suite a valeurs réels. Si
(0.9}
|fu(z)] = u,, Yo € Q et sila série numérique Zun converge, alors la série de fonc-

n=1



oo
tions converge absolument et uniformément sur €.
n

n=1

Pour la preuve voir [12].

o0
Remarque 1.3.1. La série de fonctions Z fn converge normalement dans 2 si on peut
n=1 o
lui appliquer le critére de Weierstrass. Autrement dit, si > _ || fa|| converge ot || fo| =
n=1

Sug |fn(x)] < 00, Vn € N* (la convergence normale implique la convergence uniforme et
Te

la convergence absolue).



Chapitre 2

Produits infinis des nombres

Ce chapitre se compose de deux parties, la premiere partie traite le produits infinis des
nombres complexes, apres avoir défini un produit infini, on étudié les différents types de
convergence (convergence simple, absolue,. .. ).

Dans la deuxiemes partie, on étudie les propriétés d'un produit infini des nombres réels.

2.1 Produit infini des nombres complexes

Définitions et convergence simple

Définition 2.1.1. Soit (u,), une suite d’éléments dans C. On appelle produit infini de

terme général u,, la suite définie par :

Ug- U UQ . . . Up. oo .

On le note par H Up.-

n=0
Les produits partiels de rang k, P, sont définis de la maniere suivante :

Pl = Uy,

P2 = U1.U9,

Pg = U1.Ug.Ug3,
k

P, =uwuy. . uy = Hun
n=1

Un produit infini est dit convergent si le produit partiel de rang n, P,, admet une limite
[ dans C.



(o]
Si le produit H u, converge, on note par H u, = [. D’une autre maniere, le produit infini

n n=1
00

H uy, converge si et seulement s’il existe un nombre j tel que
k=1

Jjt+n

lim Huk—l

n—oo

j—1
Dans ce cas, si le produit infini converge, sa valeur égale a [ - H Up.
k=1
Le produit infini est divergent si lim H U, = 00 ou lim H up = 0.
n n

n n
Quand la limite [ est non nulle, on dit parfois que le produit infini est strictement
convergent.
Les produits pour lesquels lim P, = 0 sont appelés nilproduits.
n

o]

Soit P = H Uy,. Supposons que u,, = 0 pour un nombre fini de valeur de n, et soit u,, # 0.
n=0

Alors, pour n > m on peut écrire

P, = (ujug ... Up) (U1 - - Up) = (UrUs . .. Upy) Py,

ou Py = (Umg1---Up) -
— Silim P, ,, = ¢, avec ¢ une valeur finie non nul, alors le produit infini converge vers
Z6ro U Us . . . Up,.q = O.
~ Silim P, , = 0 ou lim P, ,, = 0o, ou si P, , n’a pas de limite, alors le produit est
divergent.
Supposons que u,, = 0 pour une infinité de valeurs de n, alors le produit est divergent.
Les produits infinis de ce type ne se produisent pas dans la pratique généralement.
Etudions quelques exemples

1
Exemples 2.1. 1. Le produit infini de terme général u, = 3 diverge.
2. Le produit infini de terme général u,, = 1 converge.

3. Considérons le produit infini défini par 0.2.0.2... ot ug,_1 = 0 et ug, = 2, avec
k=1,2,... diverge, car il contient un nombre infini de zéros.
1l n’existe pas un nombre fini non nulle | telle que le produit partiel P, ne tend pas

vers ().

. diverge malgré qu’il ne contient

wM—‘
l\')\}—t
w\}—t

4. Le produit infini défini par H

pas de z€ros, lim P, =0.

5. Le produit infini défini par H k=12..... n...., diverge car hm P, =
k=1



6. Le produit P défini par 0.0.1.1.1.... ot ux =0, pour k = 1,2 et up = 1, pour

2 00

k=3,4,5,... converge, on a H up = 0, H ur = 1. La valeur de ce produit infini
k=1 k=3

égal a 1.

7. Le produit partielle

e TL00) = )

n=2 n=2
m m
= [Ie-0.11-
n=2 n=2
m—1 m 1
— n - _
n=2 nl;[zn
1 1
- =
m

m
. . . T 1 .
Donc quand m tend vers l’infini ce produit H (1 — ) tend vers 0 et le produit est
n=2 n
diverge.

8. Le produit partielle

n=2 n2 n=2 n2
m m m 1
= II TL—-l II +‘ II EE
n=2 n=2 n=2
=TT 11
i TR S L
2m (m + 1) Lo
— m(m [ —
4 m?
o om+1
T 2m
) 1 1
Le produit H (1 — n?) converge et sa valeur est 3
n>2
a 1
On conclus que le produit H (1 — a) converge pour o > 1 et diverge pour o < 1.
n=1 n

Propriétés 2.1.1. [5] Soient [Ju, et [[va deuz produits infinis de nombres complezes.

i) St les deux produits convergent alors le produit Hunvn converge.
n

it) Sil’un des deux produits converge et l'autre diverge alors le produit H Upv, diverge.

iii) Si les deux produits divergent vers 0 alors le produit Hunvn diverge vers 0.

10



Remarque 2.1.1. En général, on ne peut rien conclure si les deux produits divergent
1
comme le montrent les exemples suivants : u, = 3 et v, = 2 pour tout n € N, et
1
Uy, = Uy = 3 pour tout n € N,

Le théoreme suivant présente le critere de Cauchy pour la convergence d’un produit
infini.

oo
Théoreme 2.1.1. Le produit infini H u, converge si et seulement si pour tout € > 0, 4l

n=1

II uk——l

existe un entier ng tel que m > n > ng entraine que < €.
k=n+1
(o)

Démonstration. Supposons d’abord que le produit H u, converge, on peut supposer
n=1

qu’aucun u, est nul (en écartant un nombre fini de termes si nécessaire). Soient

P, =uiuy...u, et P = lim P,,
n—oo

donc, on a P, # 0; et il existe un M > 0 tel que |P,| > M pour tout n > 1. Puisque
(P,), satisfait le criteres de Cauchy pour les suites, pour € > 0, il existe un entier ng tel
que m > n > ng entraine que |P,, — P,| <e- M.
En divisant par | P, |, nous obtenons ﬁ up — 1

k=n+1
Inversement, supposons que pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que

< € pour tout m > n > ny.

II ’uk——l

k=n+1

<€, pour tout m >n > ny. (2.1)

Notons que si m > nyg, alors ceci implique que u,, # 0, puisque 0 < € < 1, en prenant
n=m-—1,ona

llam| — 1] < |um — 1] <e.

C’est-a-dire

0<l—e<|um| <l4+e  pourtout m > ny.

1
Maintenant on prends € = 3 et Soit ¢, = Ung+1-Ung+2 - - - U

Pour m > ng, on a

},< ‘ ’ < §
g Sl =5

11



Par conséquent, si (g ),, converge, elle ne peut pas converger vers zéro.
1
Pour voir que la suite (gy,),, converge effectivement, soit € > 0 tel que, 0 < € < > alors

il existe un ng tel que

m 2
q——l < —€.
In 3
Ceci implique que
| < Zelgal < 2.2 on >
m— Gn| < =€lgn] < =.=€ =€, our m >n > ny.
q q 3 q 9'3 p 0

Ainsi, la suite (g, ),, est une suite de Cauchy de nombres réels, et donc converge. D’ou le

[e.9]

produit infini H U, converge. O
n=1
Remarque 2.1.2. Prenant n = m — 1 dans (2.1), on voit que si le produit infini H Up,
n=1

converge, alors lim u, = 1.
n—oo

Pour cette raison, les facteurs du produit sont souvent écrits sous la forme 1+u,,, de sorte

que la convergence du produit H (14 u,) implique que 77}1—{20 u, = 0.
n=1

Exemples 2.2. 1. Le produit partielle

- 1 o o/n+1
() = 1(55)
n=1 n n=1 n
m m 1
= [[(r+1) -] -
n=1 n=1 n
m—+1 mo |
_ n-I[ =
n=2 n=1 n
= m+1
L duit infi ﬁ <1+ 1) di ers l'infini et lim wu lim L 0
e produit infini — | diverge v n = —=0.
as 1
2. Le produit infini H <1 — > diverge vers O et li_}rn u, = 0.
Théoreme 2.1.2. Si le produit infini H u, est strictement convergent, alors la suite
n=1

(tun)n tend vers 1 quand n tend vers linfini.

Démonstration. Soit [ # 0 la limite des P,, on a :

Pn—l = Up. U2 ...Up-1 et Pn =U1L...Up_1.-Up

12



Calculons la limite u,,, on obtient

P, l
=- =1
n—1 l

li1£n Uy = lirrln
O

Corollaire 2.1.1. Si la suite (u,), ne tend pas vers 1 quand n tend vers l'infini, le produit

infini diverge.

Convergence des produits infinis relativement a la convergence

des séries infinies

Considérons la partie produit P, avec la condition supplémentaire que Py = 1 et la
formule de récursivité P, = (1 + w;)P,_y = P,_1 +u;P;_;. Donc, on a :

Pn = Pn—l—l_unpn—l
= Pn72 + unflpan + unpnfl
Pn—S + un—QPn—S + un—lpn—Q + unPn—l

Par conséquent,
Pn = 1+ Zuiﬂ_l. (22)

Si le produit infini converge, alors ILm P, existe, donc la série (2.2) est convergente avec
n (o]

une somme égale a la valeur du produit.
Inversement, si la série est convergente, alors li_>m P, existe et le produit converge vers
n o

une valeur égale a la somme des séries :

H 1+un _1+Zun n—1;
n=1

d’ou la définition suivante.

o0

Définition 2.1.2. Les séries 1 + ZunPn,l, s’appelle la série équivalente au produit
nfini. "
Au moyen de la formule
ﬁl—i—un —1—|—Zunn1 (2.3)
n=1 n=1

13



Un produit infini peut étre transformé en une série infinie. Inversement, la somme partielle
S, d’une série S,, = uy + us + ... + u, peut étre transformé en produit. D’apres ce qui
précede, on a

Uj Si

1= = , our 1 > 1,
S Sia Y

ceci implique que

Sn:u1+Hn<1+ ul) (2.4)
Sifl

1=2

Remarque 2.1.3. En général, les formules (2.3) et (2.4) ne sont pas applicables en pra-
tique, car il est difficile d’exprimer les produits partiels P, et les sommes partielles S,
sous une forme simple. Cependant, ils ont une valeur théorique.

k+1

Théoréeme 2.1.3. Supposons que la série Z lun|" < 0o pour un certain k € N. Alors le

produit H(H—c-un) est convergent pour tout ¢ € C si et seulement si Z U, Z ui, ceey Z ufi

converge.

Démonstration. Pour tout n assez grand, on a

1 1y
ln(l—i—c'un):c~un—202'ui—i—...+(lzck-uﬁ—l—rck*l-uﬁ“, Ir| < 1.

Donc le produit H(l + ¢ u,) est convergent pour tout ¢ € C, si et seulement si la série
n

Lo o DM ek k1 kel
> €Uy = 5C -un+...+TC cUy 1T (2.5)

est convergente pour tout ¢ € C.

Par conséquent, une direction de la preuve est triviale, supposons maintenant que la série
(2.5) converge pour tout ¢ € C. Remplacez ¢ par ¢ - e¥ et ajoutez les deux expressions
dans 'expression résultante, remplacez ¢ par c.eTD et ajoutez les deux expressions, etc,

alors la série Y (1 + e)(1+e%)...(1+ e )u, est convergente. Donc la série > u,

est convergente. Maintenant, si le produit H(l + ¢ - uy,) converge pour tout ¢ € C alors
n

H(l + ¢ - uf) lest aussi pour tout k € N, puisque

1+u* = (c; +u)...(cx +u) pour tout u € C et cf = c.
On obtient

[T+ cociun) ... (1 + cocy un) = JT(A + - ul).

n n

D’ou la conclusion. O
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Lemme 2.1.1. Soient ug,...,u, € C, P, =[] (1 +uy,) et Q= [] (1 + |ual)-

Alors Q, < ellwoltetlunl) e 1P, —1] <Q, — 1.
Démonstration. La premiere inégalité est évidente en utilisant le développement en série
entiere de I'exponentielle. La seconde est claire si n = 0. Raisonnons par récurrence, il
vient Poy=P1(1+u,) — 1= Py — )14 up) + up.
D’ou

[P = 1] < (Qn = D1 + [un]) + |un| = @n — 1.

]

Définition 2.1.3. Le produit infini Hun est dit commutativement convergent si, pour

toute permutation o de N, le produit infini Hug(n) est convergent.

Proposition 2.1.1. Soit (u,), une suite de nombres complexes. On suppose que la série

Z“n est absolument convergente. Alors, on a
n

i) Le produit infini H (1 + uy,) est convergent. Il n’est pas strictement convergent si et
seulement si l'un des u,, est égal a —1.
ii) Pour toute permutation o de N, on a :
[1(+wua) = [T+ togm)-
n=0 n=0

Démonstration. D’apres les hypotheses et le lemme ( 2.1.1), il existe un réel C' tel que

1 [ee]
|P,| < C pour tout n € N. D’autre part, sie € }0, 5 {, il existe Np € Ntel que > |u,| <e.
n=Ny
Soit ¢ une permutation de N. Notons 7, le produit partiel associé a H(l + Ug(ny). Si

N > Ny, pour M assez grand, on a {0,1,...,N} C {0(0),0(1),...,0(M)}.Par suite,

{a(0),...,0(M)}
Ty — Py = Py ]g(1+uk)—1>,avecA= 0,1,...,N}

. D’apres le lemme (2.1.1),

on obtient

Prenant o = idy, on voit alors que la suite (P,), vérifie le critéere de Cauchy, elle est donc

convergente. Ainsi, le produit [[(1 4 u,) est convergent.

15



On obtient |Pyy — Py, | < 2|Pyy,| €, si M > Ny, donc |Py| > (1 — 2¢) | Py, |, puis
lI| > (1 — 2¢) | Py,|. Par suite, P = 0 si et seulement si Py, = 0. D’ou le point (7). Enfin,

la deuxieme assertion résulte trivialement de I’égalité (2.6). O

Série logarithmique associée

Etudions la relation entre la théorie des produits infinis et la théorie des séries infinies
en prenant des logarithmes. La définition suivante est nécessaire pour la suite.

Définition 2.1.4. La série Zln(l + u,) est appelée série logarithmique associée du

n=1

produit infini [T(1+ u,).

n=1

Les théoremes suivants relient la convergence et la divergence de la série logarithmique
associée a la convergence et la divergence de la série infinie associée.

Théoréme 2.1.4. Le produit infini [ [ (1+u,), avec (uy), une suite numérique, u,, # —1

n=1
[

pour tout n et la série logarithmique Z In(1 + w,) sont convergent ou divergent simulta-
n=1
nément.

n

Démonstration. Supposons que le produit [[(1 + u,) converge. Alors P, = [J(1 + w;)
n=1 i=1
s’approche a une limite finie non nulle, notée [. Posons

Ao = In(1+4 w).
i=1

Alors In P, = \, et P, = e*. Car le produit infini H (1 + u,) est convergent, P, tend

n=1
vers une limite finie non nulle {, donc )\, tend vers une limite, notée A, et [ = e*. Par

conséquent, la série Z In(1 + u,) converge.

n=1
o0

Réciproquement, on suppose que la série Z In(1+ u,) converge, alors \,, = Z In(1+ u;)
i=1

n=1

tend vers [ # 0. Comme la série Z In(1 4 wu,) est la série logarithmique associée a le
n=1
produit H(l + u,) et In P, = A\, et comme nlgIolo Ap = A nlg& P,=letlnP =\ O

n=1

Les preuves de la divergence du produit et de ses séries logarithmiques associées sont
immédiates.
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o0 oo

Théoréme 2.1.5. La série a termes positive Y  u, et Y _In(1+ u,) convergent ou di-
n=1 n=1

vergent simultanément.

Démonstration. Le développement en série entiere de In (1 + u,,) est valable pour |u,| <1

u
2

23
In(1+u,) = u, — ”+§”

Si u,, < 1, alors d’aprées la théorie des séries alternées, on sait que

2
u u u
Up, > In(1 4+ uy,) >un—?" :un(l—?n) > ?n
o oo
Donc les deux séries, Z Up, Z In(1+ u,) convergent ou divergent, par le test de compa-
n=1 n=1
raison. 0
[o.¢]
Dans la pratique la convergence d’une série de la forme Z In(1+u,) est généralement
n=1
pas facile. Le théoreme suivant appelé le test de Coriollis.
o0 oo
Théoreme 2.1.6. Si les séries Z u, et Z u? sont convergentes, alors la série logarith-
- n=1 n=1 -
mique »  In(1+uy,) et le produit infini  [[ (14 w,) sont convergents.
n=m+1 n=m+1
Démonstration. Considérons
1 1 1
In(1 + uy,) :un—§ui+§ui—1ui+... :
1 1, . . 2
Posons k, = 5~ 3ln + 7ln + ..., qui converge si |u,| < 1. Alors In(1 + u,) = u, — k,u;.
o
1
Car la série Z u, est supposé convergente, lim w, = 0 et k, tend vers — quand u,, tend
— n—00 2
vers 0, k,, a une borne supérieure k. Donc pour tout entier r > 0,
m+r m+4r m+r
Yo ln(l4u,) = > u— Y. kul.
n=m-+1 n=m-+1 n=m+1
(0.) oo
Les séries Z U, et Z u? ont été supposés convergentes et la différence de deux séries
n=1 n=1 ~
convergentes est convergente, alors Y In(1+ u,) est convergente.
n=m+1

oo o0
Silasérie > In(1+ u,) est convergente, alors le produit [ (1 + u,) est convergent.
n=m-+1 n=m+1

]
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Théoréme 2.1.7. [9] Le produit infini [[(1+ u,) converge si et seulement s’il existe ng
n=1

tel que |u,| < 1, quel que soit n > ng et la série Y _ In(1+ w,) convergent.
n=ng

n=1

Exemple 2.1. Montrons que le produit infini H <1 + 2) converge.
n

n=1

D’aprés le théoréme (2.1.7), on doit montrer que la série Z In (1 + 2) est convergente.
n

1
Puisque la série Z — converge et
n
n

1
t 1
lim 1712:11mn(+):11m:1.
t—0 t t—0 1+ ¢

n—00
n2

> 1
On conclut que la série Z In <1 + 2) converge en appliquant le test de comparaison.
n

n=1
Proposition 2.1.2. [/ Soit (u,), une suite de nombres complexes non nuls de limite 1.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le produit infini Hun est strictement convergent.
n

it) La série Zln u, est convergente.

n

e}

Convergence absolue d’un produit infini

Un produit infini absolument convergent n’est pas un produit H u, pour lequel
n=1

o0

I |un| converge. Une telle définition n’a aucune valeur car tous les produits infinis se-
n=1

raient absolument convergents. La définition de la convergence absolue est comme suite.

n=1

Définition 2.1.5. On dit que le produit infini H (1 +w,) converge absolument si le

produit [ (1 + |u,|) converge. Le produit est dit conditionnellement convergent (ou semi-

n=1
convergent) lorsque le produit [] (1 + w,) converge mais le produit [ (1 + |u,|) diverge.
n=1

n=1

ein@
), ot > 0 et 0 € R n’est pas

Exemple 2.2. Le produit infini défini par H <1 +
n ’]’La
un multiple entier de 2w converge. Il n’est pas absolument convergent si o < 1.

Z‘n!
Le produit infini défini par H <1 + 1(n)> est absolument convergent.
n n
n

18
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Théoréme 2.1.8. [1] Si le produit infini [ (1 + u,) converge absolument, alors il converge.

n=1
La réciproque du théoréeme (2.1.8) est fausse. Comme par exemple le produit infini

n+1
H (1 + ( ) ) converge vers 1 mais ne converge pas absolument.

Remarques 2.1.1. La convergence absolue, au sens ou le produit H |1+ u,| converge,
n

nimplique pas la convergence du produit H(l + up).

i
Exemple 2.3. On considere pour n € N, u, = —.
n

o fie)

n=1

I+
n=1

D’une part, on a

1\? 1
:<1+n2) — 14 = +e(n),

7
1 _
‘ * n 2n2

i
14—
n

D’autre part, le produit H (1 + 2) diverge car la série Z In <1 + Z) diverge.
n — n

n=1

La définition d’un produit infini absolument convergent conduit a considérer le théo-
réme suivant.

o0 [e.o]
Théoréme 2.1.9. i la série infinie Y _ |u,| converge, alors le produit ] (1 + w,) converge
n=1 n=1

absolument.

Démonstration. Sachant que toute suite monotone bornée est convergente, si la série

> |uy| converge, alors [ (1 + |u,|) converge. Puisque le produit [ (1 + |u,|) converge,

n=1 n=1 n=1

par la définition de la convergence absolue, alors le produit H (1 + u,) converge absolu-
n=1

ment. ]

s 1
Exemple 2.4. Considérons le produit infini défini par H (1 + M) ,on a
n=1 ¢

%

——5 est convergente, alors le produit infini est absolument convergent.

2—1—2

Puisque la série Z

% (V5)
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La réciproque du théoreme (2.1.9) est aussi vrai, on peut faire une démonstration
analogue.

On peut prouver que si un produit infini est absolument convergent, alors ses facteurs
peuvent étre réordonnés sans affecter la valeur du produit. Le théoreme suivant traite ce
cas.

Théoréme 2.1.10. Si le produit infini ] (1 + u,) est absolument convergent, sa valeur

n=1
est indépendante a 'ordre de ses facteurs.

Démonstration. Considérons le produit infini absolument convergent suivant

101(1 + ). (2.7)

D’apres la réciproque du théoreme (2.1.9), la convergence absolue du produit (2.7) im-

o0
plique la convergence de la série Y |u,]|.
n=1
o0 oo
Soit Z v, Une série obtenue en réarrangeant les termes Z u, dans n’importe quel ordre,
n=1 n=1

en étant siir d’inclure tous les termes. Posons |u,| = a, et |v,| = b,, alors
Up=Q4u)...(14+u,), Vio=0+v1)...(14v,).
An=04a1)...(1+an), By=(1+b))...(1+0by,).

Puis choisissons p > n pour que U, contienne la totalité de V,,. Par conséquent, A, contient

A
I'ensemble de B, en multipliant, il est évident que —2 — 1 contient tous les termes de
n
U,
Vp — 1, mais avec les signes rendus positifs. D’ou
n

U, A
L1 < -1
vol=s

<& =B

u,-V,
et V,<U,, avec ‘ P < 3

Va

Donc, on a

U, —V,| < A, — B,.

Comme expliqué dans le théoreme (2.2.4), lim B, = lim A, = A pour, 0 < u; < 1, avec
1=1,2,...,n.

, r .
Par conséquent, on peut trouver un ny tel que: A > A, > B, > A— 3¢ sip>n > ng.

1 . . |
Donc, Ap—Bn<§€,SlTL>7’L0,aHlSl |Up—Vn|<§,81n>no.
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- . 1 .
Mais lim U, = U, et donc si p >n > ny, |U—U,| < z¢, alors si n' > ng et n’ > nyq,
p—00 2

U -V, <e si, n>n'.
C’est-a-dire, lim V,, =U. O
n—oo
D’une maniere analogue avec les séries infinies, un produit infini non absolument
convergent peut étre amené a converger vers n’importe quelle valeur, ou de diverger,
o0

en modifiant 'ordre des facteurs. Considérons le produit H (1+ sz).
k=0

oo
Clairement, la série E z*" converge absolument pour |z| < 1 et donc le produit converge

k=0
absolument pour |z| < 1. Maintenant, on voit

(1—2)Py(z) = 1—22
(1-2)P(z) = 1-2)1+22)=1-2%

2n+l

(1—=2)P,(2) = (1-22)1+2")=1-2"",
et donc, pour |z| < 1, on obtient

(1—2) lim Py(z) = lim (1—2*"") = 1.

n—oo n—oo
Plus généralement, on a
00 ok
z R
1 - = — < R.
kl:[()( +<R) ) 7o, bour |2

En particulier,
o0 2\ 2" R2
1 — = — < R.
M (3) )=t o 1o

Théoréme 2.1.11. [12] Le produit infini | [ w, converge commutativement si et seulement
n

s’il converge absolument.

Corollaire 2.1.2. [4] Soit (uy,), une suite de nombres complexes non nuls et de limite 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le produit infini Hun est strictement convergent et commutativement convergent.

n

it) La série Zln u, est absolument convergente.
n
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2.2 Produits infinis des nombres réels

Si une suite réelle (x,,)nen remplit les conditions de Coriollis (théoreme (2.1.6)) alors

nécessairement non seulement le produit J[(1 + ;) converge, mais aussi le produit
n

[I(1 + cz,) converge pour tout ¢ € R. Il s’avére que cette ou méme la convergence des

n
produits H(l + c1xy,) et H(l + cox,,) pour deux nombres réels différents de zéro ¢y, co
n n
est équivalent au conditions de Coriollis.
Il reste un cas particulier de convergence d’un produit réel qui est caractérisé par les
propriétés suivantes : H(l +cx,) converge, Z Ty = Z 12 = 00, dans ce cas 'équilibre des
n n n
facteurs est détruit par toute mise a I’échelle des écarts par rapport a I'unité H(l + cxy)

n

diverge pour ¢ € R — {0, 1}.

Théoréme 2.2.1. Soit (uy,), une suite de nombres réels vérifiant 0 < w, < 1 pour tout

neN, ona H(l—un)>0 si et seulement si Zun<oo.

n=1 n=1
Démonstration. Si Py = (1 —uy)(1 —ug)...(1 —uyn),ona P, > P, > ... > Py >0,

¢’est-a-dire que la limite P de Py existe lorsque N tend vers l'infini. Si la série Z Uy < 00,
n

le théoreme (3.1.2) implique P > 0. Réciproquent

N
P<P,=]]Q—u,) <e ey,

n=1

Si la série Zun = oo alors lim e " ~"277“N = (). Donc la série Z“n converge. Ceci

N—oo
n n

implique que P > 0. O

Théoréme 2.2.2. Soit (z,),en une suite de nombres réels.

i) St deux des qualre expressions

(o) o0
H(l + xn) ) H(l - xn)
n n
[e.e] [ee]
2
DBE D BE
n=1 n=1
sont convergentes, alors cela vaut aussi pour les deux autres.
o0 o0
it) Si la série an est convergente et la série in ne l’est pas, alors le produit
n=1 n=1

[T+ =,) diverge vers zéro.
n=1
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ﬁ(1+mn

[e.o] o0

i) Si la série Y x2 est convergente et la série > x, ne lest pas, alors n=l <
n=1 n=1 > In)
e \n=1
tend vers une limite finie pour N tend vers oco.
oo [e.e]
i) Si le produit H (1+x,) est convergent et la série Z xi ne l’est pas, alors la série
n=1 n=1

9
S 1, = 0o
n=1

v) Si le produit [[ (1 + cxzy,) est convergent pour deus valeurs différentes ¢ € R\ {0},
n=1

alors le produit est convergent pour tout ¢ € R.

Pour la démonstration de ce théoréme voir [13].

1 1 1 1
Exemples 2.3. 1. Le produit défini par (1 — \/§> (1 + \/§> (1 — 3) (1 + \/5) e

di 0 ﬂ(1 1) ! ter la série ——— + 1 1
werge vers v, — — | = -, par conter ia Seriec ———= _— — —=
J A=) =7 V2 V2 V3

est convergente.

2. Le produit défini par

(o) () (e ) () (- ) () e ) ()

N
1 (N+1)
t t 1 —_ = — t l 51 n = —
est convergent, 111;[2< n2> 5N ), par contre la série %:x 73 +
LR U S U "l”'Z< 12>d. )
——=+ - — —= + ..., ainsi la série T, — =z, | divergent, remarquons que
V22 23 - 9 9 q q
1
In(l+z,) =z, — §:cn +0(23)) .
On a le théoreme de Weierstrass sur les inégalités suivant.
Théoreme 2.2.3. Si uj,ug,...,Uy,... avec n = 1,2,3,..., sont des séries de terme

positif inférieur a 1, (Py est exclu), alors on a les assertions suivantes :
i) (T+u)(I+u)(4us)...(L4+u,) > 1+ (ug +us+us+ ...+ uy).
i) (1—u)(1—ug)(l—wug)...(1—up) >1—(ug +ug+us+...+uy,).
De plus, si i u; < 1, alors

n=1

iii) (14+uy)(1+ug)(L4ug) ... (14+u,) < [1— (ug +ug+us+ ... 4u,)]

) (1—up)(1—ug)(1—us). .. (1—up) < [1+ (ug +ug+ug+...+u,) "
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) (1_§un>l >ﬁ1(1+u"> > 1+n§:1un.
i) (1—1—216”)

1 o0 o0
> —uy) >1=) u,.
n=1 n=1
Démonstration. Faisons un raisonnement par récurrence pour démontrer 'assertion ().

Pour n =2, ona (1 4+uy)(1+ug) =1+ ug + ug + ugug > 1+ (ug + ug) est vraie.

Supposons que 'assertion (i) est vrai pour n = k.
(T4+u)(T+ug). .. (T 4+ug) > 14 (ug +ug+ ... + uyg) (2.8)

et démontrons que l’assertion (i) reste vrai pour n = k + 1.

(T+u)(T4+ug) .. . (Tt uper) > 14 (ug +us + ... + ugs1)- (2.9)
Multiplier les deux membres de 'inéquation (2.8) par (1 + 1)

(T+wu)(T+ug) ... (T 4+ up) (I +uprr) > (L +up +us+ oo+ ug) (14 uggr).

Par suite,
T+up+ug+. oo+ up+ uprg + Uity + ugtprr + .o uppr > 1+ (g +us+ .o upy)-

D’ou I'inéquation (2.9). De méme, assertion (iz) peut étre prouvée par récurrence.
Pour n = 2, (I —up)(1 —ug) =1 —uy —ug —ugug > 1 — (ug + uz).

Supposons que I'assertion (i) est vrai pour n = k.
(I—up)(l—wug) ... (1 —ug) >1— (ug +us+ ...+ ug) (2.10)
et démontrons quelle est aussi vrai pour n =k + 1.
(I—wu)(I—ug)e o (T —upq1) > 1 — (ug +ug + ...+ upgy1) - (2.11)
Multiplions les deux membres de l'inéquation (2.10) par (1 — ug41), on obtient
(T —wu)(I —ug) . (T =) (1 —ugpgr) > [1— (ug +ug 4+ ...+ ug)] (1 — ugsq),

=1 —u —ug— ... —ug|[1 — ugg1].
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Par suite,
(1 — U — Uy ... — U — Uyl T U1Ug+1 + U2Uy1 + - .. —|—’U,kuk+1) > 1—(U1 +Ug + ...+ uk+1) .
D’ou I'inéquation (2.11).

1—u?< 1

Maintenant démontrons l’assertion (7iz). On a 1+ u; =

Par conséquent,

1
(1—u)(1—wug)...(1—wuy)’

(T4+u)(I+ug)... (L +u,) <

n
et puisque » wu; < 1, alors on utilisons 'assertion (z¢), on trouve
i=1

(T4+u)(T+ug)...(1+u,) < [1—(u1+uQ+...+un)]_1

1—u? 1
Finalement montrons I'assertion (iv). Ona 1 —u; = L < .
Par conséquent,

(1 —u)(1—ug) ... (1 —up) < [(14u)(1+ug) ... (14u,)] ",

utilisons ’assertion (7), on voit que

(1—U1)(1—u2)...(1—un)<[1+u1+u2+“.+un]—1

Combinons ces résultats et prenons les limites, on obtient les inégalités

(v) (1—72%) ﬁ1+un >1+nzlu”
(vi) <1+§1un>_ ﬁl—un >1_nzlu"
_ _ O

En plus des inégalités de Weierstrass nécessaires dans la démonstration du théoréme
reliant la convergence des produits infinis a celle de la convergence des séries infinies.

Théoreme 2.2.4. 57 uy, us, ..., Uy, . .. SOnt comprises tous entre 0 et 1, alors la condition

nécessaire et suffisante pour la convergence des produits infinis

[T(1+uy) et [T —u)
n=1 n=1
est la convergence de la série Z Up .
n=1
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Démonstration. Posons
Po=004u)l4u)...(1+u,) et Qpn=(1—u)(l—ug)...(1—uy,).

C’est évident que la suite (P,), est croissante et la suite (Q,), est décroissante car

U1, Us, - - . , Uy, sont compris entre 0 et 1.
o0

Supposons que la série Z u, est convergente et montrons que les produits infinis
n=1

1@+ w,) et J[T(1 — w,) sont convergents.
n=1 n=1

Puisque la série Z u, converge, on peut trouver un N tel que, si
n=1
S = U1 + Upao + ... > 1,

1 1
> ;
1—Snm 1= (Upp1 + Umgo + ...+ uy)

alors,

mais P—n = (14 tms1) (I + Upmy2) ... (L +u,) avec, (m >n).

En utilisant maintenant I'inégalité de Weierstrass, l'inégalité (iii) du théoréme (2.2.3), on

obtient
P, 1
— < .
) R (T e
P 2 t by < !
ar conséquent, P “1-5. ou encore
P
P, < avec (n>m). (2.12)
1-5,
. Qn @n
De méme, —— >1— (Upy1+Upio+ ...+ u,) , —>(1-=5,),
Qm Qm
Qn > Qun(1—35,,) avec (n>m). (2.13)

La suite (P,), est croissante et I'inégalité (2.12) montre qu’elle est bornée supérieure.
La suite (@), est décroissante et bornée inférieure d’apreés l'inégalité (2.13), donc ces

deux suites ont des limites

et I'>Qn(l—S5,),

puisque toute suite monotone borné est convergente, alors elle sont convergentes. Donc

les produits infinis J] (1 + u,) et J](1 — u,) sont convergents.

n=1 n=1
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o]
Supposons que la suite Z u, est divergente, alors on peut trouver un nombre m tel
n=1

que pour tout nombre positif j, u; + us + ... + u, > 7 pour n > m. Rappelons que

P,=(14u)...(1+u,), dapres I'inégalité (i) du théoreme (2.2.3),
(I4+u)(A+u)...(T4u,) >14 (ug +us+ ... +uy,),

ou P,>1+j Deméme, Q, = (1—u)(l—us)...(1—u,), dapreés l'inégalité (i) du
théoreme (2.2.3), on a

1

1
alors (), < —— avec n > m.
1+

D’ou nlggo P, = oo et 11113010 @, = 0. Donc les deux produits sont divergents. Reste a

o o0 oo
montrer que si [](1+u,) et J](1—wu,) sont convergents, la série Y _ u,, est convergente.

n=1 n=1 n=1

Tout d’abord, supposons que le produit H (1 + uy,) est convergent. Comme H (1+ uy)
n=1 n=1

est convergent, lim P, = [, ot P, = (1 + u)(1 4 ug) ... (1 + up). Puisque 0 < u; < 1,
alors c’est une suite croissante et donc
(T+u)(I4+ug)...(L+u,) <L
Utilisons l'inégalité (i) du théoreme (2.2.3),
(T4+u)(T+ug). .. (T 4+uy) > 1+ (ug +ug + ... + uy).

Donc 1+ (u;+us+...+u,) <l,ou Zul <l—1=r, clest adire Zul < r. Puisque

i=1 i=1
o, ¢]
0 < u; < 1 pour tout ¢, la série Z u; est monotone, et comme elle est bornée supérieure
i=1
elle est convergente.
oo
Un résultat analogue peut étre obtenu pour le produit H (1 —uy,). O
n=1

> 1 s 1
Exemple 2.5. 1. Puisque la série Z —,; est convergente, les produits infinis H (1 — 2)
n n

n=1 n=2

b 1
et H (1 + n2) sont convergents.
n=1
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> 1 s 1 s 1
2. Puisque la série g — diverge, les produits H (1 — ) et H <1 + ) sont diver-
n=1 n=2 n n=1 n

gents.

Le théoreme de réarrangement de produits infinis et comme suite.

Théoréme 2.2.5. Lorsque uy, us, ..., Uy, ... sont comprise entre 0 et 1, les valeurs des
deuz produits infinis P = (1 4+uy) (1 +ug) (14+ug)...; Q= (1—up) (1 —ug) (1 —ug)...,

sont tous deux indépendants de l’ordre des facteurs.

Démonstration. Soit les réarrangement de P et (Q respectivement P’ et (Q'. Il faut prendre

les facteurs de P’ et Q' pour inclure les n premiers facteurs de P et (). Alors
P>P >P, ; Q<Q.<Q, pour (r>n).

Maintenant, n peut étre pris suffisamment grand pour amener P, et ), aussi pres de P
et @), respectivement.
Par conséquent, rli_}r& Pl =P et rli_}rgo Q.. = Q. De méme, si P diverge a l'infini, alors P’

aussi et si () diverge vers 0, Q) est aussi. O]

Remarque 2.2.1. Si le produit infini [[ (1 — u,) converge vers 0, le théoréme (2.2.4)

n=1
est faux, comme dans le cas u, = ——.
n+1
Dans tous les travaux précédents, on a par hypothese que wuy, us, ..., Uy, ... sont tous
inférieurs a un. Cette hypothese peut étre faite sans aucune perte de généralité, car il
ne peut y avoir qu'un nombre fini de u; de valeur supérieure a un. Si cela était faux, le
produit serait diverger. Par conséquent, ces facteurs peuvent étre omis sans affecter la
convergence du produit.
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Chapitre 3

Produits infinis de fonctions

Ce chapitre est consacré a 1’étude des différents criteres des différents modes de conver-
gence (convergence simple, absolue, uniforme, normale,...) des produits infinis des fonc-
tions et celles de fonctions holomorphes. Dans la derniere section de ce chapitre, on étudié
le développement des fonctions trigonométriques en produit infini.

3.1 Criteres de convergence

Convergence uniforme

Le concept de la convergence uniforme des produits infinis est défini par analogie avec
des séries ou suites infinies.

Définition 3.1.1. Soient (f,), une suite des fonctions P,( H (1+ fi(2)), P(z) =
I (1 + fu(2)), pour chaque point = € Q. On dit que P,(z) converge uniformément vers
n=1

P(2) sur un ouvert €2, si pour tout € > 0, il existe N € N, dépend uniquement de € et non

du valeur particuliere de z dans €2, telle que

|P.(2) — P(2)| <€,  pour tout n > N.
Le théoreme suivant associe la convergence uniforme de produits infinis a la conver-

gence uniforme de la série logarithmique associée.

Théoréme 3.1.1. Le produit infini [[ (1 + f.(2)) = P(z) est uniformément convergent

n=1

dans Q si et seulement si la série \(z Z In (14 fn(2)) est uniformément convergente

dans §).



o
Démonstration. Silasérie logarithmique associée > In (1 + f,(z)) est uniformément conver-
n=1
gente alors dans un ouvert €2, pour € > 0, il existe un N, dépend de la valeur particulier
de z dans (2, tel que

|IAn(2) = A(z)| <€ pour n> N.

Posons A(z) = Au(2) + pn(z), cest-a~dire A\(z) — \(2) = pn(z). 1l existe alors N et
e > 0, tels que pour n > N; |u,(2)| < €, pour tout z dans €. Puisque In P(z) = A(2),

In P,(z) = A\ (2), alors

P(z) = ) = ) Faalz)
— (2 ppn(2)
= Pu.(2)- ehn(2)

Par conséquent, P, (z) = P(z2)-e ") ; P(2)—P,(2) = P(2)—P(2)-e7#&) et |P(2) — P,(2)| =

|P(2)] ‘1 — e~ ()| Puisqu'il existe N et € > 0, tels que pour n > N; |u,(2)| < e. pour

tout z dans 0, p,(z) sa limite tend vers zéro uniformément lorsque n tend vers 'infini,

donc e #(?) tend vers 1 uniformément lorsque n tend vers I'infini.

Puisque P(z) est fini et e #2(*) tend vers 1 uniformément lorsque n tend vers 'infini,
o0

|P(z) — Pu(2)| < € et le produit [] (14 fu(2)) doit étre uniformément convergent dans
n=1

Q.

Inversement, si le produit est uniformément convergent dans €2, il existe NV et € > 0 tels

que, pour n > N ; |P(z) — P,(2)| < € pour tout z dans 2. Posons

P(z) = Pa(2) (1 + ¢n(2)) = Pu(2) + Pa(2)dn(2). (3.1)
Alors
|P(2) = Pu(2)| = [Pa(2)] [#n(2)| <

Puisque |P,(2)| est fini et supérieur a zéro, il existe N et ea > 0 tels que pour n > N,
|pn(2)] < €2, pour tout z dans w.

Comme InP(z) = A(z) et InP,(z) = A,(z). Appliquons la fonction logarithme dans
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I’équation (3.1), on obtient
AMz) = (2)+In(1+0,(2)) et Az) = A(2) =In(1+ ¢n(2)).

Puisqu'il existe N et €5 > 0 tels que pour n > N ; |¢,(2)| < €2, pour tout z dans Q, ¢,(z)
tend vers zéro uniformément lorsque n tend vers U'infini et In (1 + ¢,,(z)) tend vers zéro

uniformément lorsque n tend vers l'infini, ce qui implique que

In (1 + ¢n(2))| < €3 et |A(z) — A\u(2)| < €3 ; pour n > N, €3 > 0 pour tout z dans €.

Ce qui prouve que la série Y In(1+ f,(z)) converge uniformément dans . O
n=1
o0
Le théoréme suivant montre que la convergence uniforme du produit infini [ (1 + f,.(2))
o n=1
est liée & la convergence de la série infinie »  f,(z2)
n=1

Théoréme 3.1.2. Si la série d termes positifs > |fu(2)| est uniformément convergente
n=1
dans ), tel que les fonctions f,(z) prend la valeur —1 lorsque z wvarie sur 2, alors le

produit infini ] (1+ f,(2)) converge uniformément dans Q.

n=1

Démonstration. Pour démontrer ce théoréeme on utilise ’identité suivante
| Il )"

n(l1+ f.(2) = falz)— 5 + 3 — ...+ (-1 .
= fu(2) <1—f”2(2)+f”(;> —...+(—1)”1J%(’Zn)n_+...>

= fn(z>gn

Puisque la série Y _ f,(2) est uniformément convergente alors elle est convergente, donc
n=1

ILm fn(2z) = 0. Ainsi, g, converge pour 0 < f; < 1, avec : = 1,2,...,n. Comme f, tend

n—oo

vers 0, g, tend vers 1, alors g, admet une borne supérieure pour chaque n. Notons par G

la plus grande de ces bornes supérieure. Alors

n+p n+p
Yo In(1+fi(2)| <Gl Y Ifilz
i=n+1 i=n+1

La série > (14 fu(2)) est uniformément convergente et d’aprés le théoreme (3.1.1), le

n=1
produit infini P,(z) = [] (1 + f,(2)) est uniformément convergent dans Q. O
n=1
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De plus si (n, ng, ns, ...) est une permutation quelconque de (1,2,3,...), alors on a

ﬁ(1+fan ), avec z € ().

Le théoréme suivant est ’analogue du M-test de Weierstrass pour les séries infinies (théo-
reme (1.3.3)).

Théoréme 3.1.3. Si la série a termes positifs Z M,, est convergente et si pour tout n
n=1
et pour tout z dans €2,

Alors le produit infini [] (14 fu(2)) est uniformément convergent pour tout z dans (2.
n=1

Démonstration. On utilise le M-test de Weierstrass pour les séries infinies. Si la série a
o0

termes positifs Z M, est convergente et si pour tout n et pour tout z dans €2, on a

n=1

| fu(2)] < M, alors la série infinie » _ f,(z) converge uniformément pour tout z dans Q.

n=1

D’apres le théoréme (3.1.2), le produit infini ] (14 f.(2)) est uniformément convergent
n=1

pour tout z dans €. n

Convergence localement uniformément
Soit X un espace métrique localement compact. Notons par C(X) I'espace des fonctions
[e.@]

continues sur X a valeurs dans C. Considérons le produit infini défini par ] (1 + f.(2))
n=1
pour (fn)n, n=1,2,..., une suite des fonctions définie sur C(X).

Définition 3.1.2. Le produit infini est appelé localement uniformément convergente dans
Q, si pour tout ensemble compact K dans Q, il existe un indice m = m(K) tel que la suite
Pon = fofm+1 ... fn, pour n > m, converge uniformément sur K a une fonction non
nul L,,

On appelle la fonction f : X — C la limite du produit et on écrit : f = H fn, sur le

compact K on a f|K = (fo|K)...(fm-1|K) .Ln
Etudions quelque propriété de la convergence localement uniformément.

Propriétés 3.1.1. /2]
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i) Si le produit infini an converge localement uniformément vers f dans X, alors

[ est continue dans X et la suite (f,), converge localement uniformément dans X
vers 1.

it) Si les produits H fns Hgn convergent localement uniformément dans X, alors le

produit H fngn converge localement uniformément et

- (14) (1)

Exemples 3.1.

2
1) Les fonctions f, = <1 + Z) (1 +
2n —1

dans le disque unité D. On a

2z

—1
> , pour tout n > 1 sont holomorphes
2n+1

Py = (1 + 2z> (1 4% )1 € H(D).

3 2k +1
Par conséquent, lirrln Py =1+ gz, et donc le produit ﬁ fn est localement uniformément
convergent dans D vers la fonction f(z) =1+ 2z. =
2) Soit fn.(z) = z pour tout n > 0. Le produit ﬁ fn ne converge pas dans le disque unité
D. Puisque la suite P, = 2" converge v:;;] z€éro pour tout m.

Le théoreme suivant présente le critere de convergence.

Théoréme 3.1.4. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur X d valeurs dans C.

Supposons qu’il existe m € N tel que toute fonction f,, avec n > m, ait un logarithme

In f, € C(X).

Si la série logarithmique \,(z) = Z In f,, converge localement uniformément dans X
n>m

vers N(z) € C(X) pour tout z € X, alors le produit P(z) = [] f» converge localement

n>1
uniformément dans X vers fofifa... fm_1.€>.

Pour la démonstration de ce théoreme voir [2].

Convergence normale

Rappelons le concept de la convergence normale d'une série de fonctions. Soit X un

espace localement compact, la série Z fn avec f, € C(X) est normalement convergente
n
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dans X si et seulement si la série Z | fulje < 00 pour tout ensemble compact K C X. Les

n
séries normalement convergentes sont localement uniformément convergentes, la conver-
gence normale est préservée au passage aux sommes partielles et aux réarrangements
arbitraires.

Définition 3.1.3. Un produit [[ (1 + f.) dans C(X) est appelé normalement convergent

sur X si la série Z fn converge normalement sur X.
n

Propriétés 3.1.2. [2] Soit [[ f. converge normalement dans X, alors

n=0
i) Chaque sous-produit H Jn,; converge normalement dans X.
j=0
i) Si les deux produits an et Hgn sont normalement convergent dans X, alors le

produit H (fngn) converge aussi normalement dans X .
n

Théoréme 3.1.5. [2] Si le produit H fn converge normalement dans C, alors il converge
n=0
localement uniformément.

On a le théoreme de réarrangement suivant.

Théoréme 3.1.6. Soit le produit H fn converge normalement dans X. Alors il existe
n>0
une fonction f de X dans C telle que pour toute permutation o : N — N, le produit du

réarrangement H Jom) converge localement uniformément vers f dans X.
n>0

-1 n—1
Démonstration. Soit z un élément dans le disque unité D, on aln(1+2z) = ) Lz".

n>1 n
Ceci implique que

I (14 2)] < [2] (14 |2l + 2+ ...

1
Par conséquent, In(l1+42)| <2|z| si |z < 5
Soit K C X un ensemble compact et soit g = fr — 1. Il existe alors m € N tel que :

1
lgk] 5 < 3 pour k > m. Pour tout k, on a

()= 3 O

n

gr € C(K), ot [In (fe)lx < 2|9kl -

On voit que > [In(fu)lx < D |gnlx < oc. Par conséquent, on a pour toute permutation

n>m n>m

ocdeN,,:={keN : k>m}, lasérie > In(fyu)) converge uniformément dans K vers

n>m

34



Z In f,,. D’apres ce qui précede, on a pour tel o les produits H Jon) et H fn convergent

n>m n>m n>m

uniformément dans K a la méme fonction limite. Mais une permutation quelconque o

de N = ne différe que par un nombre fini de transpositions (qui n’ont aucun effet sur

la convergence) d’'une permutation ¢’ : N — N avec ¢/(N,,) = N,,,. Il existe donc une

fonction f de X dans C telle que tout produit H fo(n) converge localement uniformément
n>0

dans X vers f. O]

Les produits peuvent converger localement uniformément sans étre normalement convergent,
comme l'indique I'exemple suivant.

(-1

Exemple 3.1. Soit le produit infini H (14 gn), avec g, = ————. Il est toujours vrai
n

n>1
1
que (1 + gon—1) (1 + go) =1 d’ou Py, = 1 pour k pair et Py =1+ 7 pour k impair. Le
produit H (14 gn) converge localement uniformément vers 1 dans C.

n>1

Remarquons que dans cet exemple le sous-produit H (1 + gon—1) n’est pas convergent.
n>1

3.2 Produits infinis de fonctions holomorphes

Définition 3.2.1. Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert ). Le
produit infini H fn(2) converge dans §2 si le produit partiel Py, = fifs... fn de fonctions
holomorphes gozriverge uniformément sur une partie A de Q.

S’il en est ainsi, la limite f(z) des P, est holomorphe dans €. On introduit d’autres
notions de convergence qui nous permettrons d’obtenir des résultats intéressants.
Définition 3.2.2. Soit (f,,), une suite de fonctions holomorphes dans € et A une partie
de ). On dit que le produit infini an(z), converge absolument uniformément (respecti-
vement converge normalement) su;A si les conditions suivantes sont réalisées :

i) La suite f,(z) converge uniformément vers la fonction constante 1, sur A, c’est-
a-dire ;

dngeN : n>ng, 2z€ A= |f, — 1] < 1L

it) La série Y |In fu(2)|, définie sur A pour n assez grand, converge uniformément
n>ng
(respectivement normalement) sur A.
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D’apres 'hypothese i), la suite ( f,,), converge uniformément vers 1 sur A, donc la suite
(lIn f,.|)n est bien définie sur A, ce qui entraine que la détermination principale In f,(z)
est définie sur A. Comme In est la détermination principale du logarithme complexe (sa
partie imaginaire est dans |—m, 7[), In f,,(z) est défini et 1'on a

InP ,(z) =1In ﬁ fr = i In fr(2).

k=ko k=ko
[o.¢]
Par ailleurs, sur C \ R, , on sait que In est continue, donc si la série Z In f;. converge
k=ko

uniformément sur A, alors

In lim P ,(z) = lim InP,(2) = Z In fx(2) = g..

n—00 n—00
k=ko

et g est une fonction continue.

o0

[T fi = Jim Pale) = e

k=ko
Proposition 3.2.1. Soit (f,,), une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2. Soit
A une partie de Q, posons f, = 1+u,, avec (u,), une suite d’éléments de H(S2). Alors le
produit infini [[ fn(z) converge absolument uniformément (respectivement normalement)

n

sur A si et seulement si la série Y _ |u,| converge absolument uniformément (respective-

n

ment normalement) sur A.

In(1+ z2)
2

Démonstration. La fonction z — a une singularité en 0. Elle se prolonge en une

fonction f holomorphe et sans zéro dans le disque unité D. Par suite, il existe ¢;, ¢, € R

tels que ¢; < [f(2)] < g si2]z| < 1. Ainsi, si2]z] < 1:
a2zl < In(l+ 2)| < ez

Les deux conditions impliquent que la suite (u,), converge uniformément vers 0 sur A.
Ainsi, il existe un entier N tel que, pour n > N, on ait 2 |u,(z)| < 1 pour tout z € A. Par

suite, sim > N et z € A.

e flumll 4 < (L +um)ll 4 < €2 llumll4

a3 ) < 3 M+ u ()] < S ()],

n=m
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Exemple 3.2. Montrons que le produit infini H (1 + 22") converge normalement sur
n=0
tout compact du disque unité D et que pour tout z € D

711_[0(1—1—22’””>:1_Z.

En effet, soit K un compact de D. Pour tout z € K tel que |z| < r < 1, on a |2*"] <
r2". La série ZTQ” converge et d’aprés le critére de Weierstrass, théoréme (1.3.4), la

série Z 22" converge normalement sur K. D’aprés la proposition (3.2.1), le produit infini

est holomorphe sur D. posons

converge normalement sur K. Puisque la fonction 7

Pu(z) = I (1 +2%), on obtient (14 2) Pu(2) = 1=22"*1, pour |2| < 1 et lim 22" =0,
k=0

donc lim P,(z) =
n—oo

d’ou le résultat.
—z

Propriétés 3.2.1. /2, 4]
i) Le produit infini H fn converge absolument uniformément (respectivement normale-
ment) sur tout conr;pact de Q) si, pour tout compact K de §2, le produit infini H(fn|K)
converge absolument uniformément (respectivement normalement). '

i) Tout produit an des fonction f, holomorphes dans 2 qui converge localement

uniformément dans €2 a une limite holomorphe dans Q.

Théoréme 3.2.1. Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2. On

suppose que le produit infini an converge absolument uniformément (respectivement
n

normalement) sur tout compact K de €. Alors on a :

i) La fonction f = H fn est holomorphe sur ).

n=0

it) Pour toutn e N*, meN, ona f=fofi...fm [ fo

n=m+1
iti) Pour toute permutation o de N, on a : [[ fu(2) = [ form) (2)
n=0 n=
w) Z(f) = UZ(fn Zmz fn), ou Z(f) (respectivement Z(f,)) désigne
l’ensemble des zéros de f (respectwement fn) et mz(f) (respectivement my(f,)) est

Uordre de multiplicité du zéro de f (respectivement f,).

Pour la démonstration voir [4].
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Théoréme 3.2.2. Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert €2 telle

que le produit infini H fn converge absolument uniformément (respectivement normale-

ment) sur tout compact de Q. Soit f = H fn. Alors la série de fonctions méromorphes

n=0
!

= converge absolument uniformément (respectivement normalement) sur tout com-

fu

pact de €2 et sa somme est la dérivée logarithmique,

f'(2) X fa?)
fz) g::ofn(Z)'

Démonstration. Soit V un ouvert relativement compact de €2, tel que pour tout n > p la
fonction In(f,,) est définie sur V. Comme le produit H fn converge normalement sur V,
n

alors la suite (f,), converge uniformément vers 1 sur V', c’est-a-dire
dng €N : n>=ng, z€V = |fulz) — 1] <1,

et en outre, la série Z In(f,), converge normalement sur V. On a

nzng

I fo=f fafrosr-fo=9 11 fu
n=1

n=ng+1

no
oug= H fn. Comme

f=g ﬁ fn, alors In(f)=In(g). i In(f,).
n=ngp+1 n=ngp+1

oo
Or la série > In(f,) de fonctions holomorphes In(f,), (n > ng), est uniformément
n=ng+1
convergente dans V' et d’apres le théoreme de Weierstrass, on peut la dériver terme a

terme et on a dans V,

f/ no f/ 00 d no / 00 f/ 00 f/
f n=1 f” n%o:—‘rl dZ [ nZ::l n n=nop+1 f” nz::l n
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3.3 Développement des fonctions trigonomeétriques

en produits infinis

Les fonctions trigonométriques sinx et cosz sont a développer dans cette section. Le
développement de sinz est comme suit. L’identité

sinna = ug sin”(x) + uy sin™ H(2) + ... 4+ u,_y sin(x).

ou n est un entier impair et les coefficients u; sont des nombres entiers seront utilisés pour
développer le produit infini de sin x.
Posons sinz = t,

sinnz = F,(t) = ugt" + ugt™ ' + ... +up_1t, pour n fini.

Puisque F,,(t) est un polynéme de degré n, F,(t) doit avoir n racines, qui correspondent

aux valeurs de x comprises entre —— et 5 qui font sinnz = 0, pour n fini, a savoir,
LT . 2w . n—1m7
0, £sin —, +sin —,...,£sin —.
n n n

La fonction F,(t) peut s’écrire sous la forme suivante.

. . .27 . n—1m
F.(t) = wupt (t—sm) <t+sm) <t—sm)...<t—sm )
n n n 2 n

2 n—1m
= ugt (t2 — sin? > (t2 n? ) ...... (t2 —sin? —— .= )
n n 2 n
. . .o T . . 9 2T n—1m
= ypsinzx <sm2 r — sin? ) <sm2 x — sin® ) (51112 — sin? ) > )
n n 2 n
T 2w oon—1m7 .
Multiplions et divisons le membre droit par sin? —.sin? = .. .sin? .—. On obtient,
n n n
) ) sin? x sin? x sin?
sinnx = k.sinz | 1 — = — 1— (3.2)
: 92 . 9 27T .9 n — 1 m
sm-= — sin® — sin —
n n 2 n
sin nx
ou k est une constante. Divisons (3.2) par sinz, et remarquons que lim =n, donc
T z—=0 singx
k est égal a n. Remplagons maintenant x par — et k = n. Alors
n
x
" n—3 sin? =
. o . - _ 77’1/
sinx = n.sin H 1 T
r=1 sin® —
n
o) 2
Posons, P <1 - 2), alors
i r2m
T
0o sin? = 22
P(sinz,n) H 1— 727’7r , AMz)=InP(x Zln 1_r27r2 :
r=1 sin® —
n
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21‘

sin? —
A(si —
(sinz,n) = In P(sinz,n) Zln 1 ST
sin? —
n
Ecrivons, ~
A(sinz,n) = Ay (sinz, n) + Ay (sinzx, n).
x x
sm2 - ~ 51112 =
Al — —
ors  Ap(sinz,n) Zln 1 7 et Ap(sinz,n) Z In|1 7
sin® — r=m-1 sin® —

n _ n
Utilisons la méme notation, écrivons A(z) = A, (z) + A (z). Alors

A(sinz, n) = Mz)| < [Am(sinz, n) = An(@)] + [Am(sinz, n)| + A ()|

. s x ) , . 1 sinz
Montrons que si 0 < x < 5 alors 5 <sinz < z. c’est-a-dire - <

Soit f(z) =

< 1.

sin x

. Calculons la dérivée de f, on a

) = T.cOST —sinT cosz.(x — tanx) <o

2 22

Puisque f" < 0, f est décroissante, donc f(z) atteint son maximum lorsque z se rapproche

7
a 0 et son minimum lorsque x se rapproche a —. Lorsque = tend vers 0, f(z) tend vers 1

7r
et lorsque x tend vers BL f(z) approche & —.— > —. Donc
T

1 sin x

<
2 T

Y .
<1 et §<smx<m.

. ™ X . - N .
Sio<z< 3 5 < sinx < x, r est supérieur a un certains m,

sin“ — — 2
n - 4n2 X
T 2.2 29"

sin? T 4rg
n n2

) x
Par conséquent, pour m, tel que — < 1,

my
sin? % 22
In|1-— 2T <In (1 - 47T2r2> avec 1 > m. (3.3)
n

Ensuite, montrons I'inégalité —In(1 —u) < u+ ku?, pour 0 < u < 1, k est une constante.
Considérons l'inégalité :

4

w?oouwd w
+U2 1+U+U2+
= Uu — | = — — R
2 12 3 4



u U2

. . 1 :
Soit la suite k, = 3 + 3 + T + ..., qui est convergente pour |u| < 1. Alors, comme

montrons le théoréme (2.1.6), k,, admet une borne supérieure, k et —In(1 —u) < u + ku?
pour k une constante, 0 < u < 1. Par conséquent,

2 0 ZEQ e’} 372 2
— | < — + k. S
szl n< 472 7“2) szl 422 + Tz;m (4#27“2)

,,Zm 167?4 Z

rm1

1
7

00 1 00 1 00 SL’2
Mais les séries Z — et Z — sont convergentes, donc Z In (1 — > est conver-

202
r=mi1 r=mi r=mi 4mer

2
x
gente, ce qui implique que H (1 — > est convergent. D’apres 'inégalité (3.3), on

2,2
=i 4dmér
x
st -
A(sinz,n) Z In|1- —r |
r=mji sm —

n
est convergente. Par conséquent, si m est suffisamment grand, ceci implique que

- . € - €
‘/\m(smx,n)‘ <3 et ‘/\m(:c)‘ <3
Finalement montrons que
€
| Am(sinz, n) — A\ (x)]| < 3 (3.4)
Considérons
o T 5 T
sin® — sin® —
_ n _ n
1 5T 1 5 T
sin® — sin® —
lim Js — (3.5)
n—oo €T X
=] (1= ==
T w2m
On a
., x x?
sin® — sin® —. — . —
lim —7% = lim — 7500
sin® — :
n S1n RGN
n?n?n
L ,x  m a?
st o S 72
= lim 5 T 5
11 .
e I gin?2 - T d
n2 nop2

On peut voir que la limite (3.5) tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Mais la
limite (3.5) est égal a Jim [Am(sinz, n) — Ay (x)] qui tend vers 0. Ceci implique que

[ Am(sinz, n) — A\, (z)| < %, qui est égal a 'équation (3.4). Alors

|IA(sinz,n) — A(x)| < §+ % + % =€
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Don lim A(sinz,n) = A(z). Par suite,

lim P(sinz,n) = lim eMn@m) — A@ — p(g),
n—oo n—oo
Donc
oz
. sin —
lim (nsin > = lim z. xn = 7.
n—00 n n—00 -
n
D’ou

00 1'2
sinx = x. H 1-— .
n2m?
n=1

La représentation du produit infini de cosx peut étre dérivée de celui de sin z. L’identité
sin 2z = 2sin x. cos x sera utilisé.

Par conséquent,
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Chapitre 4

Théoremes de Welerstrass

Apres avoir définir les produits infinis des nombres et des fonctions, dans ce quatrieme
chapitre, on va exploiter cette notion et donner les théoremes de Weierstrass et théoreme
de factorisation de Weierstrass, la formule de Jensen et le produit de Blaschke sont aussi
étudiés dans ce chapitre.

4.1 Théoreme du produit de Weierstrass

Considérons maintenant la factorisation des fonctions entieres. Soitf une fonction
entiére qui ne s’annule pas dans C. Alors on peut exprimer f(z) comme e9Z) o g(z) est

f'(2) f'(2)

une fonction entiere. Comme est analytique dans C, = posséde une primitive
Comne 72 7(2)

z
g(z)sur C, ¢'(z) = M, pour une certaine fonction entiere g. Utilisons ceci, on voit que

f(2)

/
(f(z)efg(z)> = 0 c'est-a-dire f(2) = c.e9*) pour une constante c. D’ott la représentation.

Ensuite, étant donné un ensemble fini de nombres complexes {0, 21, 22, ..., 2, } (2 # 0
pour 1 < k < n), on peut toujours trouver une fonction entiére ayant des zéros a ces points
d’ordre m, my, ..., m,, respectivement. Puisque une telle fonction entiere est analytique
dans C sans aucune singularités sauf en l'infini, une telle fonction entiere est le polynéme

P(z) = zmnlojl (1 - ;)mk :

De plus, si f est une fonction entiére avec un nombre fini de zéros a 0, z; (zx # 0) pour
1 <k <n, dordre m, my (1 <k < n) respectivement, alors

h(z) = ]J;((?)

Il s’ensuit alors que h(z) définit une fonction entiere qui n’as pas de zéro dans C. Par
conséquent,

f(z) =e?PP(2) = eg(z)zmkl—ll (1 - Z) .

Uy,
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Donc f(z) peut étre exprimé comme produit d'un polynoéme.
Enfin, la question se pose de savoir si une fonction entiere peut étre trouvé dont les seuls

zéros sont a une suite des points quelconque. Malheureusement, la réponse est non. Par

1
exemple, si une fonction entiere a des zéros a —, pour n € N, puisque la suite () converge
n

vers zéro, alors la fonction entiere doit étre identiquement nulle. Plus généralement, une
fonction entiere non constante doit étre non identiquement nulle dans C. Par conséquent,
I’ensemble des zéros d’une fonction entiére qui a une infinité de zéros dans C doit avoir
I'infini comme point limite uniquement. Par exemple,

e’LZ + e*’LZ

0=cosz = f _ 62i2 = _1= ei(w+2k7r)
= z=02k+1)n/2, keZ,
0=sinz = _Te 2 — 2k

= z=km, keZ.

avec e — 1 = 0 = z = 2kmi pour k € Z. Donc, dans chaque cas, le point limite des

zéros des fonctions cos z, sin z et e* est l'infini. Montrerons cependant que si le suite de

zéros d’une fonction entiere n’a pas de point limite fini, alors la question concernant la
D . , . , .

factorisation peut recevoir une réponse affirmative. Supposons qu'une suite (un)n21 tend

vers l'infini soit arrangée de telle sorte que

0< |U1‘ S |UQ| S |U3| S
Une supposition naive pour une telle fonction entiere est

=T (1- ).

n=1 Un

s z
Le produit J] (1 — ) peut diverge. Si f(z) est une fonction entiere, alors la fonction
n=1 n

doit étre nulle des zéros seulement aux points de la suite (u,),,.

] 2
z
Exemple 4.1. Considérons le produit infini H <1 — 2) qui admet des zéros dans z =
n=1 n
+n, n € N. Fizons R > 0. Si |z| < R, choisissons N assez grand pour que
z R
-1 < —<1, pourtout n>N
n n
52
et donc (1 — 2) # 0 pour |z| < R et pour n > N. On peut écrire
n

nf:[l <1 - f;) = Pn_a(2) ﬁ (1 — f;) = Py_1(2)Fn(2).

n=N

Notons que Px_1(z) est entiére et n’admet des zéros qu’aux points z = £n, (n < N) et

Fn(z) est un produit infini sans zéro dans |z| < R. Ainsi,

00 22 200 200 1
—| = 7| — <R — < 0.
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Par conséquent, d’aprés le théoréme (3.1.3), le produit infini est uniformément convergent

00 22
pour |z| < R et done, sur tout sous-ensemble compact de C. On conclus que H (1 - —
n=1 n

est entier et le produit infini est nul seulement qu’en z = Fn, n € N.

Déterminons les restrictions sur (u,), pour lesquelles f(z) est entiere. Supposons que
o0

R
Z ﬁ converge. Fixons R > 0. Si |z| < R, alors < ﬁ et une application du
= |un Un, Up,
théoréme (3.1.3) montre que P,(z) converge uniformément vers f(z) = [] (1 — Z)
n=1 Un

avec |z| < R et donc, sur tout sous-ensemble compact de C. Alors f(z) doit étre une
fonction entiere. Par exemple, on peut construire une fonction entiere dont les seuls zéros

a z
sont a 1,4,9,16,.... Le produit H (1 — 2) est une telle fonction.
n=1 n
Cependant, il est plus difficile de construire une fonction entiere dont les zéros sont

aux nombres entiers positifs.
a z
Propriété 4.1.1. L’expression H <1 — ) ne représente pas une fonction entiére.
n
n=1

Démonstration. En effet, posons z = —1 on voit que

n 1
JL%;E(lJFk) = lim (n +1) = oco.

(o] 1 (o]
Si la série Z diverge mais Z —— converge, on peut montrer que le produit
n=1 |u”| n=1 |Un|
o0
¥ z
[L(1-y ) e
n=1 Un

est une fonction entier. Montrerons d’abord que

=11 (1-2)ei (1)

n=1 n

est une fonction entiere. Posons
zZ\  :
14 fu(z) = (1 - ) ei.
n

Pour déterminer la convergence uniforme du produit, on doit trouver une borne supérieure

pour | f,(2)|. Ecrivons

L4 fo(2) = eMO-5145
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Choisissons R > 0. Si |z| < R, alors choisissons N assez grand pour que N > 2R. Alors

R
< — < 1 pour tout n > N, et donc l'identité

n(-2)=-£10) a

k=1 n

‘Z‘
n

est valable pour |z| < R. On obtient,

ln(l—z>+z
n n

k=2 n k=2 T
RQ
..
2 1_E_n2
n

Car R < 2R < N < n. Donc

@)l = |eln=8)8) — 1]
< elln(l_%)+£‘ -1
R2
< e(" ) —1
2\ (&2
< <RQ> e(" >, (car €® — 1 < ze® pour x > 0)
n
R?
< 6(” ) = M, (Car§<1)
n
Par suite,
o0 o0 1
n=N n:Nn

D’apres le théoreme (2.1.7), le produit [ (14 f,.(z)) converge uniformément pour |z| < R.
n=1
D’ou

s 2\ . Nt AN s AN

fz)=11 (1—>en: 11 (1—>en: 11 (1—>en,
n=1 n n=1 n n=N n

est une fonction entiere. Une autre fonction de ce type peut étre obtenu simplement en

multipliant f(z) par une fonction entiere non nulle.
S z 2
De méme, f(z) = H (1 + ) e~ n est une fonction entiere qui admet des zéros simple
n
n=1
seulement aux entiers négatifs. Par conséquent, une fonction entiere ayant un zéro simple
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a chaque entier est donnée par

]

Le réarrangement des facteurs dans la premiere égalité se justifie par la convergence
absolue des produits infinis.

Une méthode plus générale pour construire une fonction entiere avec zéros est indiqué
par I'égalité (4.2).

Exemple 4.2. Supposons qu’on cherche une fonction entiére admet des zéros aux points

z =+/n, n € N. Puisque

(=) )

. . - 2\ (&+= . .
la méthode précédente montre que H (1 — ) e(\”‘ 2 ") est la fonction cherché.

NG

De méme, une fonction entiere qui admet des zéros simples sur l'aze réel seulement aux

n=1

points z = 4ni (n >0), est donné par
S Z2 > (i+l£)
z 1— =]e\V 2"/,
ni-3

[e.9]

Plus généralement, si la série Z W converge pour un certain nombre entier positif
n=1 n

p, alors

=1 (-2)5(2) (43)

n=1 Unp Unp,

est une fonction entiére dont les seuls zéros sont a z = u,, o
ozl 4l
E,(z)=¢€""2 z

est appelé facteur de convergence.

Construirons maintenant une fonction entiere dont les zéros apparaissent aux points

> 1
1Mm:mAJOmmemmﬂ®M@$WmeXay)
nn

n=2
diverge pour tout m.

On a le théoreme du produit de Weierstrass.
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Théoreme 4.1.1. Pour tout suite complexe n’ayant pas de point limite fini, il existe une

fonction entiére qui a des zéros a ces points et seulement d ces points.

Démonstration. Supposons que la fonction f(z) a construire admet des zéros aux points
(un)n telle que 0 < |uy| < |ug| < Jus| < .... Sans perte de généralité, on peut supposer
qu’aucun des u, soit nul, alors 2*f(2) a la propriété désirée. Pour chaque n, on a
z 1/ z2\? 1/ 2\"
Pn(z):+<> +...+<> |
Up 2 \Up n \Up,

z
Donc, /) = B, (), ou F,(z) est le facteur de convergence. Montrons que la fonction

I(-5) ()

n=1

satisfait les conditions du théoreme. Il suffit de montrer que la série

nfjl m(1-2)+pe)],

Unp

converge uniformément sur un sous-ensemble compact arbitraire |z| < R dans 2. Choi-

sissons |uy,| assez grand telle que |u,| > 2R > 2|z|. Alors on a
-2l
k=n+1 k Un,

1 o0
n+1, 22,

1
n—+1

n

<

‘ln (1 - Z) + P,(2)

Unp

> |k

Un
n001
2. 3%

k=1

z

Unp

z

Unp

IN

1
o’

Posons 1+ f,(z) = ™7 %) ") alors on obtient

rnQMSe%—lg(;Ja

D’apreés le théoréme (2.1.7), le produit [] (1 + f,.(2)) converge uniformément vers f(z)
n=1

pour |z| < R. Comme R est choisi arbitrairement, le produit infini définit une fonction

entiere avec des zéros. O
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Remarques 4.1.1. i) Le théoréme n’exclut pas le cas des zéros multiples, il est pos-
sible que up = ugiq pour un certain k.
i) La fonction f(z) n’est pas uniquement déterminée par les zéros. Par exemple, on a

oo
z z . .\ . .
VU que H (1 — ) en est un fonction entiere ayant des zéros aux nombres entiers
n=1 n
positifs. Dans la preuve du théoréme précedent, on a montré que
oo

II <1 _ Z) oI HEE D))

n=1 n
est une autre fonction de ce type. On peut aussi montrer que
a z 1 > z 1 1
11 (1 _ ) (HRE? ] (1 _ ) cHBGEHEE?®
n=1 n n=1 n
et une infinité d’autres fonctions enticres qui ont les seuls zéros aux entiers positifs.

Supposons que deux fonctions entieres aient les mémes zéros avec les mémes multipli-
cités. Comment les deux fonctions se comparent-elles ?

Théoreme 4.1.2. [1] Si f(z) et g(z) sont des fonctions entiéres dont les zéros coincident

en emplacement et en multiplicité, alors il existe une fonction entiére o(z), telle que

Le théoreme de Weierstrass montre que pour une suite de points prédéfinie, on peut
construire un produit infini qui représente une fonction entiere ayant des zéros a cette
suite. Réciproquement, étant donné une fonction entiere dont les zéros sont connus. Alors
on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.3. Soit (u,)n,>1 une suite de nombres complexes non nuls et f(z) une
fonction entiére qui a des zéros a u,, répertorié avec des multiplicités. Supposons que f

ait un zéro d’ordre k > 0 a zéro. Alors il existe une fonction entiére g(z) telle que
— Ske9(2) (1 Z)E<Z>
f(z Z"e | | n .

Pour la démonstration de ce théoréme voir [1].
Plus généralement, on peut remplacer le produit, dans la derniere équation, par

(-5 ()

n=1

0o R pn+1
ol (pn)n>1 est une suite dans N telle que pour chaque R > 0, on a Z < ) < 00.

n=1 ’un’
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Supposons que P, (z) = ﬁ (1 + fr(2)) est un produit fini de fonctions holomorphes
k=1

sur un domaine C' simplemeng connexe. La dérivé logarithmique de P(n) donne

e e}

Zl—i-fk

P (z
Notons que P”E; a des poles aux zéros de P,(z). Cette procédure reste valable pour les
(2

produits infinis uniformément convergents de fonctions holomorphes.

Théoréme 4.1.4. Soit (f,.(2))n>1 une suite de fonctions holomorphes dans un domaine

C simplement conneze et soit [[ (1 + f.(2)) convergent uniformément dans C vers f(z).
n=1

Alors

P& A
7o) =T+ )

ot la somme converge uniformément dans C' lorsque f(z) # 0.

Pour la démonstration de ce théoreme voir [1].

Exemple 4.3. Développement de la fonction sin(mz) en produit infini. Considérons le

produit infini

=z]] <1 — ) (4.4)

n=1

2
. L. z
Ce produit converge normalement sur tout compact du plan C, car la série E —5 converge
n
n

1
normalement sur tout compact, puisque la série numérique Z — est convergente. Donc
n
f(2) est une fonction holomorphe dans C, et ses zéros sont toutes les valeurs entiéres de
z, ils sont simples. D’aprés le théoréme (3.2.2), la dérivé logarithmique de f(z) donne la

série de fonctions méromorphes, normalement convergente sur tout compact de €2,

f(z) =z =122 —n?

fle) 1, P (4.5)

La série (4.5) est une série de fonctions méromorphes son terme générale est égale d
z

———, qui converge normalement et sa somme est
n(z —n)
1 " 2z s
. 2 _ 2 :
Z 317 n tan mz




!/ /
en posant g(z) = sinmz. Ainsi = = I dou

[
f(z)  sinmz
z oz
Il reste a déterminer la constante c. D’aprés ['égalité (4.4), /() tend vers 1 lorsque z
z

sinmz

1
tend vers 0, et comme a pour imite 7, on voit que ¢ = —.D’o1
v

C’est-a-dire
22
Sin’/TZ:WZH (1— ) )
n=1
4.2 Théoreme de factorisation du Weierstrass

Le théoreme de factorisation du Weierstrass est donné par.

Théoréme 4.2.1. [3] Soit f une fonction entiére pour laquelle f(0) # 0, et soit uy, us, . . .,
la suite des zéros de f, chacun compté avec son ordre de multiplicité. Il existe une fonction

entiére g et une suite d’entiers non négatifs (p,)n, telle que

F(z) = €90 nf:[l E, <Z> . (4.6)

Unp,

Démonstration. Soit le produit infini P(z) = [[ E,. (Z
n=0 u

) , construit a partir des zéros
n

de la fonction f. La fonction IJ; ne possede que des singularités dans le plan complexe,

donc est une fonction entiere. Puisque 2 ne possede aucun zéro sur ce méme plan, qui

est simplement connexe, pour une certaine entiere g on a P ev. ]
Remarques 4.2.1. i) Lorsque f posséde un zéro d’ordre k en z = 0, ce qui précéde
f(z)

s’applique a la fonction —=.
z
ii) La factorisation (4.6) n’est pas unique : une unicité peut étre établie pour des
fonction f dont les zéros satisfont la condition requise pour la convergence d’un

produit canonique.
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Théoréme 4.2.2. [11] Soit f(z) une fonction entiére posséde des zéros wy d’ordre ny.

_f'(?)

Supposons que F(z) = vérifie la condition

f(2)
lim ()

n—00 g_z

dé =0  pour des courbes férmes C,,.

n

De plus, supposons que f(0) # 0. Alors la fonction f(z) peut étre représenté par

z

e =51 (1-2)"

n=1 Uk

qui est uniformément convergente dans €.

Exemple 4.4. Développons en produit infini la fonction suivante.

sin z

, stz # 0,

1 sinon

P(z) =

= cotz— —.
z

Dans ce cas les zeros de f(z) sont zp = km, pour k = +1,£2, ...,

sin z Z
- 05)
& k=—00,k£0 ke

Alors




4.3 Formule de Jensen

La formule de Jensen procure une inégalité ou interviennent les valeurs frontieres des
fonctions holomorphes bornées sur 2 (rappelons que la famille de telles fonctions a été
notée H>). La formule rend possible la détermination explicite des conditions que doivent
satisfaire les zéros d’une fonction non constante f € H™.

Le lemme suivant permettons d’évaluer d’une certaine intégrale définie.

do = 0.

2w
1 )
Lemme 4.3.1. L’intégrale oy /ln ‘1 — e
T
0

Démonstration. Soit 2 = {z: Re(z) < 1}. Puisque (1 —z) # 0 sur Q et £ est simplement
connexe, il existe une fonction h € H(1Q) telle que, pour tout z dans Q e =1 — 2.
Cette fonction h est déterminée de fagon unique si on suppose h(0) = 0. Puisque Re(1 —

z) > 0 dans , on a
Re(h(z)) =In|l — 2| ; [Im(2)| <g avec z € Q. (4.7)
Pour € > 0, on définit le chemin A par,
A(t) = e avec e <t<2m—cg,

et n un arc circulaire center en 1 qui passe par e a e tout en restant dans un sous

ensemble de €. Dans ce cas

2m—e B T
1 0l 10 1 dz
‘ - : (4.8)
1 dz
— — ()=
el o n/ ()7

La derniére égalité provient du théoreme de Cauchy. On note que h(0) = 0.

La longueur de 7 est inférieure a e, donc I'égalité (4.7) montre que la valeur absolue

1

de la derniére intégrale dans 1’égalité (4.8) est inférieure a ¢ - €ln <>, pour une certaine
€

constante ¢. D’ou le résultat quand on fait tendre € vers 0 dans I’égalité (4.8). O

Le théoréme suivant nous donne la formule de Jensen.

Théoréme 4.3.1. [3] Soient Q = D(0, R) le disque de centre 0 et de rayon R, la fonction

feHQ), avec f(0) #0, 0 <r < R, et soit a1,qs,...,ayn les zéros de [ appartenant d
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D(0,7), rangés avec leur ordre de multiplicité. Alors

1
n re’e
(27? 7] 1 \ f( ‘d&)

4.9
Ol - - (1.9
Démonstration. Ordonons les points a; de sorte que oy, a, . . ., ayy,, appartiennent a D(0, r)
et |ami1| = ... = |an| =r. (On peut avoir m = N ou m = 0). Possons
mop? g, XN o
2] —= ]I - (4.10)
n=1 Z(Oén - Z) n=m+1 Ay — 2

La fonction g € H(D) ou D = D(0,r + €) pour un certain € > 0. La fonction g n’admet
pas de zéro dans D, donc In |g| est une fonction harmonique dans D d’apres le théoréme

(1.1.4) et par conséquent

In |g(0) —/ln ret? (4.11)

Gréace a I'égalité (4.10), on a

(4.12)

Pour 1 < n < m, les facteurs de la formule (4.10) ont un module égale a 1 si |z| = r. Si

o, = re?™ pour m < n < N, alors

ing (re) [ =Inf (re®)| = 3 Tn (|1 — 0

n=m-+1

). (4.13)

D’apres le lemme (4.3.1), 'intégrale dans 1’égalité (4.11) ne change pas si on remplace g

par f. Comparons 1'égalité (4.12) avec I’égalité (4.11), on obtient I’égalité (4.9). O

Remarque 4.3.1. L’hypothése f(0) # 0 ne pose pas de probléme dans les applications

f(2)

2k

car, si [ admet un zéro d’ordre k en 0, il suffit d’appliquer cette formule a
Zéros des fonctions entieres

Soit f une fonction entiere, M (r) = sup ‘f(rew)’ pour 0 < r < oo, et n(r) le nombre
0

de zéros de f appartenant a D(0,r). Supposons que f(0) = 1. La formule de Jensen nous
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donne

M@2r) > e
n(2r) n(r)
_ ST 2 s o,
n=1 |Oén| n:l| n|
ou (av,), est la suite des zéros de f rangé de fagon que |ay| < |as| < |az|.... Alors
n(r)In(2) <In M(2.r). (4.14)

La densité des zéros de f est cotrolée par la croissance de M (r). Supposons que pour un
certain r assez grands, on a l’estimation

M(r) < ™", (4.15)
avec R et k sont des nombres positifs donnés. La relation (4.14) conduit a

1
lim sup nn(r)
7—+00 nr

=k (4.16)

Ceci montre qu'’il n’est pas possible d’améliorer 1'estimation donnée dans 1'égalité (4.16).

4.4 Produits de Blaschke

A partir de maintenant, on notera U le disque unité ouvert. Le cercle unité, qui est la
frontiere de U dans le plan complexe sera noté 7'

Théoréme 4.4.1. [3] Soit (av,), une suite dans U telle que cv, # 0 et %o: (1—ay|) < o0
n=1

si k est un entier non négatif et si

2F H 2 ol pour z € U. (4.17)

1 —Qpz

Alors la fonction B € H™ et elle ne posséde pas d’autres zéros que les points o, (I’origine

sik>0).
Démonstration. Pour |z| < r, le n-ieme terme de la série » |1 — 1@"_' | est égal a
= —Qpz
ap + || 2 L+
(1 —|a]) < 1 — o).
12| (1=l < 177 (1~ Ja)

D’apres le théoreme (3.1.2), B € H(U) et B n’a pas d’autres zéros que les points «,.
Puisque chaque facteur de formule (4.17) a une valeur absolue inférieure a 1 dans U, on

en déduit |B(z)| < 1, ce qui termine la démonstration. O
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Remarque 4.4.1. 1) La fonction B est appelée produit de Blaschke.
2) Notons que certains des «, peuvent étre répétés, ce qui fournit un zéro multiple
pour B en ce point et que chaque facteur de (4.17) a une valeur absolue égale d 1
sur T
3) Le terme "produit de Blaschke" pourra étre utilisé dans le cas d’un nombre fini de

facteurs et éventuellement s’il n’y a pas de facteur du tout en posant B(z) = 1.

Le théoreme précédent (4.4.1) montré que
Z (1 —ay|) < o0, (4.18)

est une condition suffisante pour 'existence d’une fonction f € H* dont ’ensemble de
zéros est (a,,). Cette condition est nécessaire car si les zéros d'une fonction f € H™® et f
est non identiquement nulle les zéros de f vérifiant la relation (4.18). Notons que cette
condition est nécessaire pour une classe plus générale de fonction, décrivons cette classe.

Pour tout nombre réel ¢, on défini InT¢t =Intsit > letIntt =0sit < 1. Considérons
N la classe des fonctions f € H(U) telles que

sup —/ln d@ < 0. (4.19)

0<T<1

Il est évident que H*> C N. Notons que (4.19) impose une restriction sur la croissance de
|f(2)| lorsque |z| tend vers 1, tandis que I'hypothése des bornes d’intégrales

™

1

gy / In ’f(rew)‘ de, (4.20)

imposent aucune restrictions. La formule (4.20) est indépendant de r si f = €9 pour toute
fonction g € H(U). La formule (4.20) peut rester petite car In|f| prendra des valeurs

négatives grandes en valeurs absolues, aussi bien que de grandes valeurs positives, tandis
que In™ | f| > 0.

Théoréme 4.4.2. [3] Soient f € N une fonction non identiquement nulle dans U et

a1, Qa, ..., les zéros de fonction f, numérotés selon leur multiplicité. Alors

fj (1 - |an|) < co. (4.21)

Supposons que f possede une infinité de zéros dans U. Car autrement la somme
précédente (4.21) étant finie, il n’y a rien a prouver. Aussi, |a,| < |a,11].

Démonstration. Si f posseéde un zéro d’ordre m a l'origine et g(z) = 2~™f(z), alors la

fonction ¢ € N et elle posseéde les mémes zéros que f sauf a Porigine. On peut donc
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supposer sans perdre de généralité que f(0) # 0. Soit n(r) le nombre des zéros de f dans

D(0,7). Fixons k et choisissons r < 1 de sorte que n(r) > k. D’apres la formule de Jensen

™

1 .
e (%/ln‘f(rew)‘de)
11 =e :

f(0 - 4.22
| ()|n:1|%| (4.22)
Cette derniere implique que
L7 - if
. —/ln F(re®)| 6
r 2T
1FO) T <e\ -7 : (4.23)

L’hypotheése f € N équivaut a I'existence d’une constante ¢ < oo, qui dépasse le membre

droit de I’égalité (4.23) pour tout 7 tel que 0 < r < 1. On obtient

k
IT ol = < O] ", (124)

L’inégalité reste vraie pour tout k et quand r tend vers 1. D’ou

IT ol > < 1 O)] > 0. (4.25)
n=1
Utilisons le théoreme (2.2.1), on voit que 1'égalité (4.25) implique 1'égalité (4.21). O
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Chapitre 5

Fonction Gamma d’Euler et la

fonction Zéta de Riemann

Apres avoir définir les théoremes de Weierstrass et donner leurs propriétés, dans ce
chapitre on a donner leurs applications les deux fonction Gamma d’Euler et Zéta de
Riemann.

5.1 Fonction Gamma d’Euler

L’une des fonctions spéciales les plus célebres en mathématiques apparait tout natu-
rellement dans le contexte des produits infinis de fonction holomorphe. C’est la fonction
Gamma de Leonhard Euler (1707-1783), notée I'.

D’apres la formule (4.1) la fonction

est une fonction entiere avec des zéros simples en z = 0,—1,—2,.... De méme pour a
fonction f(z — 1),
flz—=1) =9z f(2), (5.1)

ol g(z) est une fonction entiere. Ensuite, nous montrons que g(z) est une constante. En
formant la dérivée logarithmique dans ’égalité (5.1 ), nous obtenons

f/(Z—l) = d(z 1 f/(Z)
CES AR e

le théoreme (4.1.4), donne

() o R () 52

n=1 n z n=1 n
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La somme du membre gauche de 1’égalité (5.2) peut étre exprimée comme

C-0 G - el )
Sl Y

1 \n+2z n
1 > 1 1
N z+nz_:1<n+z_n)

En comparant cela avec le membre droit de 1'égalité (5.2), trouvons que ¢'(z) = 0. Ainsi
g(z) =, pour 7 est une constante. Pour déterminer v, on pose z = 1 dans ’égalité (5.1).

On obtient
1= g0y = ep@) =TT (1+ 1) e

1 1
o e = Jim [+ 1) (14 5) - (140 )elris)

. Par conséquent, en utilisant
n—00 n

le logarithme, trouvons

(5.3)

La constante v dans I’égalité (5.3) s’appelle la constante d’Euler, sa valeur numérique est
oo

d’environ 0,577.... Alors que cette limite existe et la série Z — diverge. La fonction
n=1
1 e E = AN
r — - 1 — n 5.4
(2) ez f(2) z nl;[l( +n) ‘ (5:4)

s’appelle la fonction Gamma d’Euler. Elle représente une fonction analytique en tous
points sauf les entiers négatifs et zéro, ou il a des pdles simples. Puisque g(z) = v dans
Iégalité (5.1), on a f(z) =e’(z+1)f(z+ 1).

Etudions I'équation fonctionnelle de la fonction Gamma d’Euler.

1 1
I'(z+1) = A G D) f T D) = () = z['(2). (5.5)

Lorsque z = n un entier positif, I’égalité (5.5) montre que
F'n+1)=nl'(n)=nn—1I'n-1)=...=n(n—1)...2T'(1).

Mais ] ]
r'a) = = =1,

eVf(l) eve™

on obtient alors I'(n + 1) = nl.
Résumons les résultats précédents dans le théoreme suivant.
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Théoréme 5.1.1. [1] La fonction Gamma d’Euler est holomorphe dans ), pour z #
0,—1,—2.... Ainsi,

I'(z+1)=T(z) et I'(n+ 1) = n!, pour n € N. En outre,

1 > z
W = 267Z£1 (1+Z> e n, avecz#0,—1,-2...

est une fonction entiére.

Il existe une relation intéressante entre la fonction Gamma d’Euler et la fonction sinus.
Appliquons les relations

1

zev* T (z)’

sinmz =7z f(2)f(—2) et f(2) =

par I’égalité (5.4), on obtient

. ™ ™
SIN7TZ = =

e I'(2)(—z)e 7" I'(—z) —z(—2)(2)

Puisque, —2I'(—z) = I'(1 — z2), alors

™

=TI --=2)

sin(mz)

, pour toutes les valeurs non entieres de z. En particulier, pour z = 2 trouvons

1 1
2 <2> = 7. Comme I' est une fonction positive sur R7, on déduit que I' (2) = /7.

Dong, la fonction I'(2) est différent de zéro car pour z # 0, —1, -2, ..., la fonction Gamma,
d’Euler est donnée par un produit infini convergent de facteurs non nuls. De plus, pour
n € N, on obtient

T (2n2—|—1> _ <2n2— 1) r <2n2— 1) _ 1.3.5...2.75271— 1)F (;)

alors l'identité précédant donne

2n+1 7r 1 (—1)"*ix (1)t ontl
F(_ 2 >_ 3\ 2n+3\ 2n+3\ 1-3-7 (2n 4+ 1)
sinw(n—i—) F( > F()
2 2 2
Remarques 5.1.1. 1) Dans l'analyse réelle. La fonction Gamma d’Euler définie par

légalité (5.4) peut étre exprimée sous cette forme intégrale pour toutes les valeurs

réelles positives de z.

[(x) = / t"letdt, pour x > 0. (5.6)
0
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1
2) On peut aussi évaluer la fonction T (2) par la définition 5.6. Nous avons

1 [e’s)
r () :/ t~2e tdt,
2 0

Remplacent t par y?, on obtient

F<1> :2/[)Ooe_y2dy:2ﬁ:ﬁ.

2 2

Proposition 5.1.1. [1] La dérivée logarithmique de la fonction Gamma d’Euler est don-

née par

pour z #0,—1,—2....

Exemple 5.1. D’apres le théoreme (5.1.1), la fonction Gamma d’Euler définie par ['éga-
lité (5.4) est une fonction méromorphe dans S qui admet des poles simples en 0, —1, =2, . ..

et léquation I'(z + 1) = I'(z) montre que

Fz+n)=C+n—-1)TEz+n—-1)=(z+n—-1)...(z+1) 2T'(2),

pour z # 0,—1,—=2,.... Par conséquent,
r 1
lim (z+n)['(z) = lim (z4n+l)
z=—n =-n(z4+n—1)...(z+ 1)z

r(1) D

—1)(=2).. . (—=n+1)(-n) nl

D’ot Res [['(z); —n] = (_1)71‘

5.2 Fonction Zéta de Riemann

Formule du produit d’Euler pour la fonction Zéta de Riemann

En 1734, Euler a découvert que

> 1 7T2
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et il trouva plus tard des formules pour

mais il n’a pas réussi & trouver une formule pour ((3) = —-
n=1 n
Définition 5.2.1. On appelle fonction zéta de Riemann, noté ¢, la fonction défini pour

tout z dans le demi plan ouvert {w € C, Re(z) > 1}, par la somme suivante

(=3 —

n=1 n* .
Remarques 5.2.1. La fonction zéta de Riemann est bien défini pour z réel dans l'inter-
valle |1, 400 car c’est une série de Riemann. On voit notamment que la fonction ¢ ne

s’annule pas sur |1, +o0l.

Etudions le lien entre les produits infinis et les nombres premiers. Le théoréme suivant
présente la formule du produit d’Euler.

Théoreme 5.2.1. Soit p;, le k-iéme nombre premier, pour z réel, z > 1, on a

> 1
C(Z) = —z)
kl;ll 1 —py
et le produit infini converge absolument.
Démonstration. Pour m > 1, soit P, = H — le m-ieme produit partiel du produit
k=1 + Pk

infini. E¢rivons chaque facteur comme une série géométrique convergente, on obtient

L 1 1

P, =11 <1+Z+2Z+...>,

k=1 Dy Pi
qui est un produit d’un nombre fini de séries infinies absolument convergentes, en mul-
tipliant ces séries et en réarrangeant les termes selon des dénominateurs croissants, on
obtient une autre série infinie absolument convergente,

1 1

a2z Qm 2 z
P27 D n

a1z
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uiz U Um 2

oun = pi* .py** . pmF et u; > 0, pour i =1,2,...,m. Donc
1 s L1 s
P, = Z {Z tous les facteurs de n sont inférieurs ou égal a pm} .
n
On voit que chacun de ces n apparait exactement une fois dans la sommation. Donc

1
((z) = Pn=>_ {TLZ tous les facteurs premiers de n sont supérieur a pm}

et puisque ces facteurs premiers variant parmi les entiers n > p,,, on a

1
()~ Pal< 3 -
n>pm
(e}
Lorsque m tend vers I'infini, la somme tend vers 0, puisque la série Z — converge. Par
n=1 n
conséquent,
A, Fn = 6(2).
: O N 1 1 —
Enfin, le produit est de la forme H (14 uy,) ou u, = —+ o +..., et la série Z U,
n=1 by n n=1
converge absolument si elle est de la forme Z —, donc le produit infini H (1 + uy,)
n=1 n n=1
converge absolument. O

Le théoreme suivant présente I’équation fonctionnelle de la fonction Zéta de Riemann.

Théoréme 5.2.2. Pour Re(z) > 1, on la relation suivante

2

(1= 2) = (Gl cos (”;) .

Alors la fonction ¢ admet un prolongement méromorphe dans C et vérifie

z

(=)l (2> 772 =((1—2)T <1;Z) .

Pour la démonstration de ce théoréme voir [10].
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié les propriétés fondamentales, les types de convergences
et les principaux théoremes des produits infinis des nombres complexes et réels, produit
infinis des fonctions holomorphes avec les différents théoremes de Weierstrass. Comme
application on étudié les fonctions Gamma d’Euler et Zéta de Riemann.
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Résumé

L'objectif de ce travail est I'étude de quelques applications des produits infinis des fonctions
holomorphes. On étudie les différents critéres de convergence d'un produit infini des nombres
et des fonctions, le théoréme de factorisation de Weierstrass et ses conséquences. Comme
application de ce dernier théoréme, on définit la fonction Gamma d'Euler comme produit
infini.

Mots clés : produits infinis, théoréme de Weierstrass, factorisation de Weierstrass, formule
de Jensen, produit de Blaschke, fonction Zéta de Riemann, fonction Gamma d'Euler.

Abstract

The aim of this work is the study of some applications of infinite products of holomorphic
functions. We study the different criteria of convergence of an infinite product of numbers
and functions, the Weierstrass factorization theorem and its consequences. As an application,
we define Euler's Gamma function as an infinite product.

Keywords : infinite products, Weierstrass theorem, Weierstrass factorization, Jensen
formula, Blaschke product, Riemann's Z&ta function, Euler's Gamma function.



