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Résumé :
Soient H2, K2

u, ( K2
u ⊂ H2), l’espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour

lesquelles la suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et l’espace modèle, avec
u est une fonction intérieure non constante. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole
φ ∈ L2(T), est donné par :

Au
φ(f) = Pu(φf)

tel que Pu est la projection orthogonale de L2(T) sur K2
u.

Le but de ce travail est de faire une étude sur les conditions nécessaires et suffisantes pour
le produit de deux opérateurs de Toeplitz tronqués reste un opérateur de Toeplitz tronqué.

Mots clés :
Espaces de Hardy, espace modèle, opérateurs de Toeplitz, opérateurs de Toeplitz
tronqués, Classe de Sedlock.



Abstract :
Let H2, K2

u, (K2
u ⊂ H2), the Hardy space be holomorphic functions on D for which

the sequence of Taylor coefficients is square-summable and model space, with u is a non-
constant inner function. The truncated Toeplitz operator with symbol φ ∈ L2(T), is given
by :

Au
φ(f) = Pu(φf)

such that Pu is the orthogonal projection of L2(T) on K2
u.

In this work, we shall study the necessary and sufficient conditions for the product of
two truncated Toeplitz operators to be an truncated Toeplitz operator.

Key words :
Hardy spaces, models spaces, Toeplitz operators, truncated Toeplitz operators, Sedlock
class.
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Notations.

C l’ensemble des nombres complexes.
T le cercle unité du plan complexe C.
D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
L2(T) l’espace de Lebesgue usuel.
Ĉ = C ∪ {∞}.
< . > produit scalaire de L2(T).
Hol(D) espace des fonctions holomorphe sur D.
dµ la mesure de lebesgue normalisée sur le cercle unité.
L(H) l’ensemble des opérateurs linéaires borné sur l’espace H.
f̂(n) n-ème coefficient de Fourier de f .
f ∗ la limite radiale de f sur T.
P projection orthogonale de L2 sur H2 .
Kλ noyau reproduisant de H2.
u fonction intérieure.
S opérateur de shift sur H2.
Tφ opérateur de Toeplitz sur H2 de symbole φ.
K2

u l’espace modèle K2
u ⊂ H2.

Pu projection ortogonale de L2 sur K2
u.

Ku
λ noyau reproduisant de K2

u.
C opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.
f̃ = Cf .
Su opérateur de shift sur K2

u.
Sα

u opérateur de shift généralisé sur K2
u, pour α ∈ D .

Au
φ opérateur de Toeplitz tronqué sur K2

u de symbole φ.
Tu l’ensemble de opérateurs Toeplitz tronqués bornés sur K2

u.
Bα

u classe de Sedlock.
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Introduction.

Ce mémoire se situe à l’interface entre l’analyse fonctionnelle, la théorie
des opérateurs et l’analyse complexe, qui consiste en l’étude des quelques
propriétés algébriques d’opérateurs sur divers espaces de fonctions analy-
tiques. On note par T le cercle unité du plan complexe. dm := dm(θ) = dθ

2π
la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité, et par L2 := L2(T, dm)
l’espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables sur le cercle unité T, il
est bien connu que L2 muni de produit scalaire défini par ⟨f, g⟩ = ∫

T fgdm.

L’espace de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions f ∈ L2 tel le coefficient
de Fourier négatives sont nulles.

H2 = {f ∈ L2, f̂(n) = 0, n < 0}, où f̂(n) =
∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθ dθ

2π, n ∈ Z.

Soient H est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et si T
est un opérateur (linéaire) continu sur H, T ̸= 0, s’il existe un sous-espace
fermé M de H non trivial (i,e différent de H et de l’espace nul) tel que
T (M) ⊂ M, on dit que M est un sous-espace invariant par T . Dans le do-
maine de l’analyse fonctionnelle, les espaces modèles sont les compléments
orthogonaux des sous-espaces invariants non triviaux de l’opérateur shift
unilatéral Sf = zf sur H2. Ces derniers sous-espaces ont été caractérisé
comme uH2 par Beurling dans son fameux article [2]. Ainsi, les espaces

K2
u := (uH2)⊥ = H2 ⊖ uH2 = {f ∈ H2, ⟨f, ug⟩ = 0,∀g ∈ H2},

sont des sous-espaces invariants par l’opérateur S∗ adjoint de S défini par
S∗f = f−f(0)

z sur H2 (pour plus de détails voir [11, 12, 18, 21]). Les opé-
rateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de mul-
tiplication sur l’espace modèle Ku. Soit Pu la projection orthogonale de
L2(T) sur K2

u. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole φ, noté Au
φ est

défini sur K2
u par

Au
φ(f) = Pu(φf).
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Une étude systématique des opérateurs Toeplitz tronqués avec des sym-
boles dans L2 a été commencée par Sarason ([21]). Cet article a jeté les
bases de la théorie et inspiré une grande partie des travaux sur ces opéra-
teurs, ainsi qu’un énorme intérêt pour cette classe d’opérateurs.

Notre travail consiste à détailler et, si nécessaire, à redémontrer les résul-
tats concernant le produit d’opérateurs de Toeplitz tronqués définis sur les
espaces modèles, lorsque ce produit est, ou non, un opérateur de Toeplitz
tronqué. Les démonstrations basés principalement sur une caractérisation
spéciale pour connaître ces opérateurs.

Le mémoire est organisé de la manière suivante : nous commençons par
rappeler les définitions et propriétés concernant les espaces de Hilbert, L2,
Hardy H2, et les opérateurs bornés dans le chapitre 1.

Le chapitre 2 est entièrement consacré aux opérateurs de Toeplitz tron-
qués sur l’espace modèle K2

u. Dans ce chapitre, nous rappelons les outils
de base nécessaires pour s’initier à notre mémoire. On y définit les espaces
modèles, et on y expose certaines propriétés qui nous seront utiles pour la
suite. Ensuite, on introduit les opérateurs de Toeplitz et Toeplitz tronqués
(Tu).

Dans le troisième chapitre, on expose le but de notre travail, concertant
les conditions nécessaires et suffisantes pour le produit de deux opérateurs
de Toeplitz tronqués soit un opérateur de Toeplitz tronqué.

3



Chapitre 1

Préliminaires.

Nous exposons dans ce chapitre les éléments de la théorie des espaces de
Hilbert qui correspond à ce cadre, notamment, les notions d’orthogonalité,
de projection, les espaces L2 et les espaces de Hardy. Notre présentation est
essentiellement inspirée des références [3, 6, 8, 14, 10, 15, 20]. On terminera
ce chapitre par une présentation sommaire de quelques opérateurs linéaires
bornés sur un espace de Hilbert.

1.1 Espace de Hilbert, définitions et propriétés.

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel sur le corps K (R ou C).
Une application ⟨., .⟩ : H×H −→ K est une produit scalaire, telle que pour
tout x, y, z ∈ H et α ∈ K, on ait :

1. ⟨x, x⟩ ⩾ 0 et, si ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0.
2. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.
3. ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩.
4. ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩ + ⟨x, z⟩.
5. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩.

Définition 1.1.2. On appelle espace préhilbertien (hermitien) un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire. On pose ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ nous verrons

que cette quantité est une norme sur un espace préhilbertien H lorsque nous
aurons énoncé les propriétés.
Théorème 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz.) Pour tout x, y ∈
H, on a :

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

4



1.1. ESPACE DE HILBERT, DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS.

Théorème 1.1.2. (Identité du parallélogramme.) Pour tout x, y ∈ H,
on a :

(∥x+ y∥)2 + (∥x− y∥)2 = 2((∥x∥)2 + (∥y∥)2).

Définition 1.1.3. Lorsqu’un espace préhilbertien H muni de la norme in-
duite par le produit scalaire est complet, on dit que H est un espace de
Hilbert.

Exemple 1.1. L’espace l2 = {x = (xj)j>0, xj ∈ C,
∞∑
j=1

|xj|2 < +∞} muni
du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
∞∑
j=1

xjyj

est un espace de Hilbert.

1.1.1 Orthogonalité.

Soit H un espace de Hilbert.

Définition 1.1.4. Soient x, y deux vecteurs de H, on dit que x est ortho-
gonal à y on not x⊥y si : ⟨x, y⟩ = 0.

Définition 1.1.5. Deux sous espaces F1, F2 d’un hilbertien H dont dits
orthogonaux si : ∀x ∈ F1,∀y ∈ F2 ; ⟨x, y⟩ = 0.

Proposition 1.1.1. Soit F un sous espace d’un hilbertien H, l’ensemble
des vecteurs de H orthogonaux a F forme un sous espace vectoriel de H,
noté F⊥

F⊥ = {x ∈ H/⟨x, y⟩ = 0,∀y ∈ F}.

Proposition 1.1.2. (Théoréme de Pythagore) soit {x1, x2, ...., xn} un sys-
téme de vecteurs orthogonnaux si xi⊥xj , i ̸= j alors

∥x1 + x2 + .........+ xn∥2 = ∥x1∥2 + ∥x2∥2 + ......+ ∥xn∥2.

Remarque 1.1.1. (Si H est un espace de Hilbert réel.)

∥x− y∥2 = ⟨x− y, x− y⟩
= ∥x∥2 + ∥y∥2 − ∥x∥∥y∥ cos θ; ou 0 ≤ θ ≤ π.

5



1.1. ESPACE DE HILBERT, DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS.

1.1.2 Projection orthogonale.

Théorème 1.1.3. Soit H un espace de Hilbert, est soit H1 un sous espace
vectoriel de H fermé, l’application

P : H → H1

x 7→ Px

est un opérateur linéaire continu et P ◦ P = P.

Théorème 1.1.4. Le point y est appelé porjection orthogonale de x sur
H1est il noté Px .

P : H → H1

x 7→ Px = inf
y∈ H1

∥y − x∥

on vient de voire que x− Px ∈ H⊥
1

Proposition 1.1.3. L’application qui à un point de H fait correspondre
sa projection orthogonale sur un sous espace fermé H1 notée (PH1(x)),
possédes les propriétés suivante :

1. PH1(αx+ βy) = αPH1(x) + βPH1(y).
2. PH1 + p(H1)⊥ = idH1.

3. (∥x∥)2 = (∥PH1(x)∥)2 + (∥(id− PH1)(x)∥)2.

4. PH1(xn) −→ PH1(x)si∥xn − x∥ −→ 0.
5. x ∈ H1 ⇔ PH1(x) = x.

6. x ∈ H⊥
1 ⇔ PH1(x) = 0.

7. H1 ⊆ H2 ⇔ pH1(pH2)(x) = pH1(x).

Théorème 1.1.5. ( Décomposition de Riez.) Soit H un espace de
Hilbert et soit H1 un sous espace vectoriel fermé de H Alors

H = H1 ⊕ H⊥
1 .

Exemple 1.2. 1. Soient H espace de Hilbert, et x1 ∈ H avec x1 ̸= 0

H1 = {x1} = {αx1, α ∈ C}.

6



1.2. ESPACE DE HARDY H2.

on a l’application

P : H → H1

x 7→ Px = λ1x1

on va chercher λ1, ona : ona :

x− λ1x1 ∈ H⊥
1 =⇒ ⟨x− λ1x1, x1⟩ = 0 =⇒ ⟨x, x1⟩ − λ1∥x1∥2 = 0

λ1 = ⟨x,x1⟩
∥x1∥2

2. Soient H espace de Hilbert, et x1, x2 ∈ H avec x1 ̸= 0, x2 ̸= 0

H1 = {x1, x2} = {αx1 + βx2, α, β ∈ C}

et x1 ⊥ x2 on a l’application

P : H → H1

x 7→ Px = λ1x1 + λ2x2

on va chercher λ1 et λ2on a : ona :
(a) ⟨x− λ1x1 + λ2x2, x1⟩ = 0 =⇒ ⟨x, x1⟩ − λ1∥x1∥2 = 0

λ1 = ⟨x,x1⟩
∥x1∥2 ( on a λ2⟨x1, x2⟩ = 0 car x1 ⊥ x2 ).

(b) ⟨x− λ1x1 + λ2x2, x2⟩ = 0 =⇒ ⟨x, x2⟩ − λ2∥x2∥2 = 0
λ2 = ⟨x,x2⟩

∥x2∥2 ( on a λ1⟨x1, x2⟩ = 0 car x1 ⊥ x2 ).

1.2 Espace de Hardy H2.

En analyse complexe, les espaces de Hardy sont des espaces particuliers
de fonctions holomorphes sur le disque unité. Nous introduisons maintenant
les espaces de fonctions holomorphes principaux que nous étudierons. Les
résultats présentés ici sont standards et peuvent être trouvés dans [8, 12].

1.2.1 Espace de Lebesgue.

Soit dm la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unitéT , c’est-à-
dire dm = dθ

2π où θ ∈
[
0, 2π

[
. Pour toute fonction mesurable f : T → C on

pose
∥f∥ = (

∫
T

|f(ζ)|2 dm(ζ)) 1
2 .

7



1.2. ESPACE DE HARDY H2.

On appelle L2 ou bien L2(T,m) l’ensemble de toutes les fonctions f de T
vers pour lesquelles ∥f∥ < ∞, dans ce cas ∥f∥ s’appelle la norme L2(T)
de f . On définit sur L2(T) produit scalaire

⟨f, g⟩ =
∫
T
f(ζ)g(ζ) dm(ζ).

Muni de ce produit scalaire et de la norme qui est définie précédemment,
L2(T) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.2.1. Soit n ∈ Z, on considère la fonction

en : T → T
ζ 7→ en(ζ) = ζn.

{en : n ∈ Z} est une base orthonormée de L2(T).

Définition 1.2.1. Soient f ∈ L2(T) et n ∈ Z . On note

f̂(n) := ⟨f, ζn⟩
=

∫
T
f(ζ)ζn dm(ζ).

f̂(n) est appelé le n-ième coefficient de Fourier de f . La série de Fourier
de f est donnée par : ∑

n∈Z
f̂(n)eint.

Proposition 1.2.2. On peut identifier L2 à l2(Z) où l2(Z) =
{(xn)n∈Z,

∑
n∈Z |xn|2 < +∞}. La correspondance est donnée par

f ∈ L2 ⇐⇒ {f̂(n) : n ∈ Z} ∈ l2(Z). (1.1)

Définition 1.2.2. L’espace L∞(T) des fonctions essentiellement bornées
sur T muni de la norme

∥f∥∞ = ess− sup
ζ∈T

|f(ζ)|,

est une algèbre de Banach.

8



1.2. ESPACE DE HARDY H2.

Proposition 1.2.3. Soit φ une fonction mesurable sur T. Les assertions
suivantes sont équivalentes

(i) φf ∈ L2(T) pour tout f ∈ L2(T).
(ii) φ ∈ L∞(T).

Démonstration. (ii) ⇒ (i) On suppose que φ ∈ L∞(T). Soit f ∈ L2(T), on
a ∫ 2π

0
|φ(eit)f(eit)|2 dt =

∫ 2π

0
|φ(eit)|2|f(eit)|2 dt

⩽
∫ 2π

0
∥φ∥2

∞|f(eit)|2 dt

= ∥φ∥2
∞

∫ 2π

0
|f(eit)|2 dt

= ∥φ∥2
∞∥f∥2

< ∞.

(i) ⇒ (ii) upposons que φf ∈ L2(T) pour tout f ∈ L2(T) et φ /∈ L∞(T).
Alors pour tout c ∈ R,m(A(c)) > 0 avec A(c) = {ζ ∈ T : |φ(ζ)| ≥ c}.
Soit c1 = 1 , on choisit c2 ≥ c1+1 tel que B1 := A(c1)\A(c2) soit de mesure
non nulle. On choisit c3 ≥ c2 + 1 tel que B2 := A(c2) \A(c3) soit de mesure
non nulle. Par itération, on construit une suite (Bn)n∈N∗ d’ensembles de
mesures positives, deux à deux disjoints vérifiant : pour tout n ∈ N∗ et
ζ ∈ Bn, |φ(ζ)| ≥ n. On pose

fn(ζ) =


1√
m(Bn)

si ζ ∈ Bn,

0 si ζ ∈ T \Bn.

Il est facile de vérifier que la suite (fn)n≥1 est une suite orthonormée de

9



1.2. ESPACE DE HARDY H2.

L2(T) et f :=
∞∑
n=1

fn
n

∈ L2(T). Soit alors N ∈ N∗, on a

∫
T

|φf(ζ)|2 ≥
∫
T

|φ(ζ)|2
∣∣∣∣∣∣
N∑
n=1

fn
n

(ζ)
∣∣∣∣∣∣
2

dm(ζ)

≥
N∑
n=1

∫
Bn

|φ(ζ)|2
[
m(Bn)

]−1

n2 dm(ζ)

≥
N∑
n=1

∫
Bn

n2
[
m(Bn)

]−1

n2 dm(ζ) (car|φ(ζ)| ≥ n)

=
N∑
n=1

m(Bn)
[
m(Bn)

]−1

= N(N + 1)
2 ,

contredit le fait que φf ∈ L2(T).

1.2.2 Espace de Hardy H2.

Dans ce paragraphe, on définit l’espace de Hardy H2 de deux manières
différentes et on montrera que ces deux définitions sont équivalentes à
un isomorphisme près. On note par H(D) l’ensemble des fonctions ho-
lomorphes sur D.

Définition 1.2.3. On définit deux types d’espace de Hardy, le premier est
un sous-espace de H(D) et le second un sous-espace de L1(T). Alors on a,
sur D

H2(D) =
{
F ∈ H(D), ∥F∥2 = sup

0≤r<1

∫ 2π

0
|F (reiθ)|2 dθ \ 2π < ∞

}
.

H∞(D) =
{
F ∈ H(D), sup

ξ∈D
|F (ξ)| < ∞

}
.

Sur T, on définit

H2(T) =
{
f ∈ L2(T), f̂(n) = 0, n < 0

}
.

H∞(T) =
{
f ∈ L∞(T), f̂(n) = 0, n < 0

}
.

ici f̂(n) est le n-ème coefficient de Fourier def ; i.e.

f̂(n) =
∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθ dθ \ 2π.
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1.2. ESPACE DE HARDY H2.

Proposition 1.2.4. D’après le théorème de Fatou, la limite radiale de
toute fonction f ∈ H2(D), qui est une fonction définie sur T par

f ∗(ζ) = lim
r→−1

f(rζ), ζ ∈ T

existe presque partout sur T. On peut montrer que f ∗ ∈ H2(T), f̂(n) = 0
pour n < 0, tel que ∫

T
log |f ∗||dζ| > −∞.

Proposition 1.2.5. On peut identifier H2(T) à l’espace H2(D). Car l’ap-
plication

χ : H2(D) → H2(T)
f 7→ f ∗

est un isomorphisme isométrique, où f ∗ est la limite radiale de f .
Proposition 1.2.6. Puisque H2(T) est un sous-espace fermé de l’espace
de Hilbert L2(T) il est aussi un espace de Hilbert muni du produit scalaire
induit par celui de L2(T) défini par :

⟨f, g⟩ = 1
2π

∫
T
f(ζ)g(ζ) |d(ζ)|.

Proposition 1.2.7. pour tous z ̸= 0 , on a L2(T) = H2 ⊕ zH2 .
Remarque 1.2.1. P désigne la projection orthogonale de L2(T) sur H2

définie par
P (f)(λ) =

∫
T

f(ζ)
1 − ζλ

dm(ζ), λ ∈ D (1.2)

On l’appelle aussi l’intégrale de Cauchy ou projection de Riesz. Comme
L2(T) ⊂ L1(T) l’intégrale 1.2 est encore définie pour tout f ∈ L1(T) donc
P admet une extension à f ∈ L1(T) avec la même expression c’est-à-dire

P (f)(λ) =
∫
T

f(ζ)
1 − ζλ

dm(ζ), f ∈ L1(T), λ ∈ D.

L’espace de Hardy possède un noyau reproduisant noté Kλ.
f(λ) = ⟨f,Kλ⟩

ou
Kλ = 1

1 − λζ
.

pour tout f ∈ H2 et λ, ζ ∈ D On l’appelle aussi noyau de Cauchy.
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1.2. ESPACE DE HARDY H2.

1.2.3 Fonction intérieure.

Définition 1.2.4. Une fonction u ∈ H2(D) telle que |u| = 1 presque par-
tout sur T s’appelle une fonction intérieure. On remarque que u ∈ H∞(D).
Toute fonction intérieure peut s’écrire comme u = bsµ où b est le produit
de Blaschke

b(z) = zm
∞∏
k=1

|λn|
λn

λn − z

1 − λnz
(1.3)

où m est l’ordre de 0 en tant que zéro de u et (λn)n≥1 est l’ensemble des
zéros non nuls (repétés autant de fois que leurs ordres) de u dans D− {0}
satisfaisant la condition de Blaschke

∞∑
n=1

(1 − |λn|) < ∞ (1.4)

(ce qui garantit la convergence du produit) et sµ est le facteur intérieur
singulier

sµ := exp(−
∫ ζ + z

ζ − z
dµ(ζ))

où µ ∈ M est une mesure singulière positive.

Bien que H2 est un espace vectoriel, c’est sa structure multiplicative
qui relève sa profonde théorie de fonction. Nous rappelons ici les outils
nécessaires pour décrire les factorisations des fonctions dans H2. Toute
fonction f ∈ H2 s’écrit comme f = WF , où W est une fonction intérieure
(W = bsµ) ,

F (z) = exp
( 1

2π
∫
T

ζ + z

ζ − z
logφ(ζ)|dζ|

)

une fonction éxtérieure.
Définition 1.2.5. [22]

1. (Théorème de convergence non-tangentielle de Fatou [9]). Une fonc-
tion f analytique sur D admet une limite non-tangentielle l au point
ω ∈ T si pour tout θ > 0, f(z) → l quand z → ω sur toute région
non-tangentielle Γθ(ω) = {z ∈ D : |z−ω| < θ(1 − |θ|)}, on note cette
limite par z non−tangentielle−−−−−−−−−→ ω.

2. Pour une fonction intérieure u et un point η ∈ T, on dit que u admet
une dérivée angulaire au sens de Carathéodory ( ADC) en η, si les
limites non-tangentielles de u et u′ existe en η, et |u(η)| = 1.
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1.3. OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

1.3 Opérateurs sur les espaces de Hilbert.

1.3.1 Opérateurs bornés.

Soient E et F deux espaces de Hilbert sur le même corps K.

Définition 1.3.1 (Opérateur). On appelle opérateur de E dans F , toute
application A défini de E dans F par :

A : E −→ F

x 7−→ Ax.

Définition 1.3.2. {Opérateur linéaire.} On dit que l’opérateur
A : E −→ F est linéaire si

∀x, y ∈ E,∀λ ∈ K : A(x+ y) = Ax+ Ay

A(λx) = λAx.

C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et l’on a A(0E) = 0F .

Définition 1.3.3. {Opérateur continu, borné.} Soit A un opérateur li-
néaire définit sur un sous ensemble G ⊂ E dans F est dite continu au
point x0 de G si on a la propriété suivante :
Pour toute suite xn de G converge vres x0, la suite Axn converge vers A(x0)
c’est-à-dire :

lim
n→∞Axn = A

(
lim
n→∞xn

)
= A(x0).

A est dite borné s’il existe une constante k > 0 telle que :

∥ A(x) ∥F≤ k∥x∥E pour tout x ∈ E.

Le théorème suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.

Théorème 1.3.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est continu .
(2) A est continu en 0 .
(3) il existe une constante c telle que ∥Ax∥ ≤ c∥x∥ pour tout x ∈ E .
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1.3. OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Notation :

On note par L(E,F ) l’ensomble des opérateurs linéaires continus entre
E et F . Quand E = F, L(E,F ) est noté L(E). Quand F = K, on note
E ′ l’espace dual (topologique) de E qui est l’espace vectoriel des formes
linéaires continues de E dans K. Par E ′′, on note le bidual de E .

Définition 1.3.4. Soit A : E −→ F un opérateur linéaire. On définit
l’image de l’opérateur A par

Im(A) = {Ax, x ∈ E}.

et le noyau de l’opérateur A par

Ker(A) = {x ∈ E : Ax = 0}.

Remarque 1.3.1. Si E est de dimension finie, alors, tout opérateur li-
néaire de E dans F est continue.
On définit maintenant la norme d’un opérateur linéaire continu.

Définition 1.3.5. {Norme d’un opérateur linéaire continu} Soit A : E −→

F un opérateur linéaire continu. Le nombre sup
x∈E,x̸=0

∥Ax∥
∥x∥

, qui est par le

Théorème 1.3.1 fini, est appelé la norme de A et est noté ∥A∥.

Remarque 1.3.2. 1. Si pour une constante c, on a ∥Ax∥ ≤ c∥x∥ pour
tout x ∈ E, alors, A est borné et ∥A∥ ≤ c. De plus, on a

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥ pour tout x ∈ E.

2. On vérifie que ∥A∥ = sup∥x∥≤1 ∥Ax∥ ainsi que

∥A∥ = inf {c : ∥Ax∥ ≤ c∥x∥ pour tout x ∈ E} .

Proposition 1.3.1. {Propriétés de la norme d’opérateur} Soient E,F et
G trois espace de Hilbert.

1. Si A ∈ L(E,F ), alors, ∥A∥ = 0 si et seulement si A = 0.
2. Si A,B ∈ L(E,F ), alors, A+B ∈ L(E,F ) et ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+∥B∥.
3. Si α ∈ K et A ∈ L(E,F ), alors, αA ∈ L(E,F ) et ∥αA∥ = |α|∥A∥.
4. Si A ∈ L(E,F ) et B ∈ L(F,G), alors B ◦A ∈ L(E,G) et ∥B ◦A∥ ≤

∥B∥∥A∥.
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1.3. OPÉRATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Notation :

La composée A ◦B de deux opérateurs A et B sera souvent noté AB.
Théorème 1.3.2. Soient E un espace de Hilbert et F un espace de Banach.
Alors, l’espace vectoriel normé L(E,F ) est un espace de Banach.

Opérateur Adjoint.

Définition 1.3.6. Soit A ∈ L(E,F ). Il existe une unique opérateur A∗ ∈
L(F,E) telle que pour tout x ∈ E et pour tout y ∈ F , on ait :

⟨A(x), y⟩ = ⟨x,A∗(y)⟩

est appelé adjointe de A. De plus on a :

∥A∗∥ = ∥A∥.

Ce qui prouve que A∗ est aussi continue.
Proposition 1.3.2. Soit A −→ A∗ un operateur antilinéaire, isométrique
de L(E,F ) dans L(F,E). De plus pour tout A ∈ L(E,F ) on a :

— (A∗)∗ = A.

— ∥ A∗A∥ = ∥A∥2.

Opérateur isométrique, normal, unitaire, positif et autoadjoint.

Définition 1.3.7. 1. U ∈ L(E,F ) est appelé unitaire si U ∗U = IE et
UU ∗ = IF .

2. U ∈ L(E,F ) est appelé isométrique (co-isométrique) si U ∗U = IF (
respectivement UU ∗ = IF ).

3. N ∈ L(E) est appelé normal si ∥N ∗(x)∥ = ∥N(x)∥ pour tout x ∈ E,
ou NN ∗ = N ∗N .

4. U ∈ L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U ∗ = U .
5. P ∈ L(E) est appelé positif (notation : P ≥ 0) si P est auto-adjoint

et si pour tout x ∈ E, ⟨P (x), x⟩ ≥ 0.
6. Deux opérateurs A : E → E et B : F → F sont unitairement équiva-

lents s’il existe un opérateur unitaire U : E → F tel que A = U ∗BU .
7. Span(x1, x2, ...., xn) le sous-espace fermé engendre par

(x1, x2, ...., xn).
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1.3.2 Opérateurs de rang 1.

Nous allons rappeler la définition et les propriétés élémentaires du pro-
duit tensoriel ou opérateur de rang 1.
Définition 1.3.8. Soient H un espace de Hilbert séparable, f, g ∈ H/{0}
alors on définit l’opérateur borné de rang 1, f ⊗ g par :

f ⊗ g : H −→ H
h 7−→ f ⊗ g(h) = ⟨h, g⟩f.

L’image de f ⊗ g est le sous-espace de dimension 1, Cf .
On peut voir réciproquement que tout opérateur A de rang 1 a la forme

peut f ⊗ g pour certains vecteurs f, g ∈ H.
En effet, comme ImA est de dimension 1, pour f ∈ ImA non nul,

ImA = Cf . Pour tout h ∈ H, il existe ch ∈ C tel que Ah = chf et la forme
linéaire h ∈ H 7→ ch est continue, par continuité de f ⊗ g. Le Théorème de
Riesz assure l’existence de g ∈ H tel que ch = ⟨h, g⟩, et alors pour

h ∈ H, Ah = ⟨h, g⟩f = f ⊗ g(h).

Proposition 1.3.3. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1, g, g1 ∈
H éventuellement non nuls, α, β ∈ C et A ∈ L(H),

1. A(f ⊗ g) = (Af ⊗ g) et (f ⊗ g)A = (f ⊗ A∗g).
2. (f ⊗ g)(f1 ⊗ g1) = ⟨f1, g⟩(f ⊗ g1).
3. (αf + βf1) ⊗ g = α(f ⊗ g) + β(f1 ⊗ g) et f ⊗ (αg + βg1) = α(f ⊗
g) + β(f ⊗ g1).

4. Ker(f ⊗ g) = (Cg)⊥ et Im(f ⊗ g) = Cf .
5. (f ⊗ g)∗ = (g ⊗ f).
6. (f ⊗ g) = (f1 ⊗ g1) avec f, f1, g, g1 tous non nuls, si et seulement si

il existe γ, λ ∈ C tels que f = γf1, g = λg1 et λγ = 1.

Démonstration. 1. Pour tout h ∈ H, A(f ⊗ g)(h) = ⟨h, g⟩Af = (Af ⊗
g)(h) et

(f ⊗ g)(Ah) = ⟨Ah, g⟩f = ⟨h,A∗g⟩f = f ⊗ (A∗g)(h).

2. Pour tout h ∈ H,

(f⊗g)(f1⊗g1)(h) = f⊗g⟨h, g1⟩f1 = ⟨h, g1⟩⟨f1, g⟩f = ⟨f1, g⟩(f⊗g1)h.
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3. Par linéarité du produit scalaire.
4. Nous avons déjà vu la seconde affirmation. Pour la première :

Ker(f ⊗ g) = {h ∈ H|f ⊗ g(h) = 0} = {h ∈ H|⟨h, g⟩ = 0} = (Cg)⊥.

5. Soient h, k ∈ H.

⟨(f ⊗ g)∗(h), k⟩ = ⟨h, f ⊗ g(k)⟩ =

⟨g, k⟩⟨h, f⟩ = ⟨h, f⟩⟨g, k⟩ = ⟨⟨h, f⟩g, k⟩ = ⟨g ⊗ f(h), k⟩.

6. Si f ⊗ g = f1 ⊗ g1 alors ils ont mêmes images. Or Imf ⊗ g = Cf
et Imf1 ⊗ g1 = Cf1 donc il existe γ ∈ C non nul tel que f = γf1.
En considérant les adjoints de ces opérateurs, l’assertion précédente
affirme que g ⊗ f = g1 ⊗ f1. Le raisonnement similaire au précédent
affirme qu’il existe λ ∈ C tel que g = λg1. Ainsi, γf1 ⊗ λg1 = f1 ⊗ g1
ce qui implique γλ = 1. La réciproque se vérifie trivialement.

1.3.3 Opérateur de multiplication sur L2.

Définition 1.3.9. Soient φ ∈ L2 et D(Mφ) = {f ∈ L2 : φf ∈ L2}. On
appelle opérateur de multiplication, de symbole φ sur L2 l’opérateur défini
par

Mφ : D(Mφ) ⊆ L2 −→ L2

f 7−→ Mφf = φf.

Il est clair que D(Mφ) est dense dans L2 puisqu’il contient l’espace des
fonctions continues à support compact sur T qui lui est dense dans L2. De
plus, si φ ∈ L∞ alors Mφ est borné et ∥Mφ∥ ≤ ∥φ∥∞ en fait le théorème
suivant, montre que les seuls symboles φ pour lesquels Mφ est borné sont
les fonctions bornées sur T.

Théorème 1.3.3. Soient φ ∈ L2 et Mφ opérateur de multiplication. Alors
les assertions suivantes sont satisfaites

(i) Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) φ ∈ L∞
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(b) D(Mφ) = L2

(c) Mφ est borné sur L2, et ∥Mφ∥ = ∥φ∥∞.
(ii) M ∗

φ = Mφ.
(iii) Mφ est normal.

Le théorème suivant donne la première caractérisation de l’opérateur de
multiplication.

Théorème 1.3.4. Un opérateur borné sur L2 est un opérateur de multi-
plication si et seulement s’il commute avec Mz. A et commute avec Mz si
et seulement si AMz = MzA.

1.3.4 Opérateur de shift (décalage).

Les opérateurs shift tiennent une place importante dans le monde des
opérateurs sur la théorie des fonctions.

Définition 1.3.10. On note S : H2 −→ H2 défini par S(f) = zf , z ∈
T l’opérateur de décalage à droite(shift), Cet opérateur est borné et une
isométrie de H2.
L’adjoint de S est l’opérateur de décalage à gauche (adjoint de Shift) noté
S∗ défini par :

S∗(f) = f(z) − f(0)
z

.

En effet, pour f, g ∈ H2, on a

⟨Sf, g⟩ = ⟨zf, g⟩ = ⟨f, zg⟩.

Soit k ∈ C, on a :

⟨zf, k⟩ = k⟨zf, 1⟩
= k⟨zf, k0⟩
= k ̂(zf)(0)
= 0.

Donc
⟨Sf, g⟩ = ⟨f, z(g(z) − g(0))⟩ = ⟨f, g(z) − g(0)

z
⟩.
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Théorème 1.3.5. {Beurling}[2] Un sous-espace fermé non trivial M ̸= ∅
de H2 est invariant par le shift si et seulement si M est de la forme :

uH2 := {uh h ∈ H2}.

où u est une fonction intérieure non constante.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz et Toeplitz
tronqués.

Dans ce chapitre on va parler quelques opérateurs très étudiés sur l’es-
pace de Hardy H2.

2.1 Espaces modèles, définitions et propriétés.

Nous allons maintenant considérer les sous-espaces fermés de H2 qui
sont invariants par le l’adjoint de shift, S, S∗. Ces sous-espaces sont connus
sous le nom d’espaces modèles. Les résultats énoncés ici ainsi que leurs
démonstrations viennent de [18, 17, 19, 12].

Définition 2.1.1. Soit u une fonction intérieure. On appelle espace mo-
dèle correspondant à u, le sous-espace de H2 défini par :

K2
u = (uH2)⊥

:= H2 ⊖ uH2

= {f ∈ H2, ⟨f, ug⟩ = 0, pour tout g ∈ H2}.

Cette définition ne suffit pas pour décrire l’espace modèle K2
u car les

éléments de K2
u se présentent pas immédiatement. La proposition suivante

donne plus d’information pour K2
u.

Proposition 2.1.1. Pour chaque fonction intérieure u, l’espace modèle
K2
u correspondant est l’ensemble des fonctions f ∈ H2 telles que f = uzg

presque partout sur T où g ∈ H2. Autrement dit, on a :

K2
u = H2(T)

⋂
uzH2(T) avec z : ζ ∈ T −→ ζ ∈ T
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Démonstration. Si f ∈ H2(T)⋂uzH2(T), il existe h ∈ H2 telle que f =
uzh presque partout sur T, et pour tout g ∈ H2, on a :

⟨f, ug⟩ = ⟨uzh, ug⟩
= ⟨zh, g⟩
=

∫
T
ζg(ζ)h(ζ)dm(ζ)

= 0

c’est-à-dire : f ∈ (uH2)⊥ = K2
u.

Réciproquement, si f ∈ K2
u, on a ⟨f, uzn⟩ = 0 pour tout n ∈ N, c’est-à-dirê(uf)(n) = 0 pour tout n ∈ N. Donc, uzf ∈ H2(T) ou encore f ∈ uzH2.

Comme les sous-espaces uH2 constituent les sous-espaces invariants non
triviaux de S. Les sous-espaces modèles K2

u jouent les rôles analogues pour
le S∗.

Corollaire 2.1. Soit u une fonction intérieure, l’espace modèle K2
u corres-

pondant est un sous-espace propre de H2 qui est invariant par S∗.

Démonstration. Soit M un sous-espace propre de H2 invariant par S∗. Pour
f ∈ M et g ∈ M⊥ on a :

⟨f, Sg⟩ = ⟨S∗f, g⟩ = 0

donc Sg ∈ M⊥ pour tout g ∈ M⊥, d’où M⊥ est un sous-espace non trivial
de H2, invariant par S. D’après le théorème de Beurling, il existe u une
fonction intérieure telle que M⊥ = uH2. D’où M = (uH2)⊥.

Corollaire 2.2. Soient u et v des fonctions intérieures. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

i) u|v c’est-à-dire ∃f ∈ H2, v = uf.

ii) K2
u ⊂ K2

v .

Remarque 2.1.1. La multiplication par une fonction intérieure est une
isométrie sur H2.
Cette remarque est utilisée dans la démonstration de cette proposition.

Proposition 2.1.2. Si u et v sont des fonctions intérieures non constantes
et u1 = uv, alors :

K2
u1

= K2
u ⊕ uK2

v
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Démonstration. Comme la multiplication par une fonction intérieure est
une isométrie, vH2 est un sous-espace fermé de H2 et donc on peut écrire :

H2 = vH2 ⊕ (vH2)⊥.

La multiplication par u1 est aussi une isométrie et on a :

uH2 = uvH2 ⊕ u(vH2)⊥

c’est-à-dire

H2 = uH2 ⊕ (uH2)⊥

= uvH2 ⊕ u(vH2)⊥ ⊕ (uH2)⊥

Ainsi :
(uvH2)⊥ = u(vH2)⊥ ⊕ (uH2)⊥

c’est-à-dire :
K2
u1

= K2
u ⊕ uK2

v .

2.1.1 Noyau reproduisant de l’espace modèle Ku.

L’espace modèle est un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert à noyau
reproduisant H2 pour chaque fonction intérieure u non constante, l’es-
pace modèle Ku possède un noyau reproduisant. Nous allons identifier ces
noyaux et leurs propriétés de base.
Soit E un sous-espace de H2 avec Kλ est le noyau reproduisant de H2,
alors le noyau reproduisant de E est la projection orthogonale PEKλ de
Kλ sur E. Donc le noyau reproduisant de K2

u est la projection orthogonale
de Kλ sur K2

u, il est donné par :

Ku
λ(z) = 1 − u(λ)u(z)

1 − λz
(λ, z) ∈ D× T.

pour toute h ∈ H2, on a

f(λ) = ⟨f,Ku
λ⟩, f ∈ K2

u

.
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Exemple 2.1. Si u(z) = zn, alors

Ku
λ(z) = 1 − λ

n
zn

1 − λz
= 1 + λz + λ

2
z2 + ...+ λ

n−1
zn−1.

Soient Mu et Mu les opérateurs de multiplication par u et u respective-
ment, la projection orthogonale de L2(T) sur K2

u, Pu donné par

Pu = P −MuPMu. (2.1)

Proposition 2.1.3. Soit f ∈ L2(T), alors

Puf(λ) = ⟨f,Ku
λ⟩, λ ∈ D. (2.2)

Démonstration. Nous avons Pu est un auto-adjoint, alors

⟨f,Ku
λ⟩ = ⟨f, PuKu

λ⟩ = ⟨Puf,Ku
λ⟩ = Puf(λ).

2.1.2 Espaces modèles de dimension finie.

Dans cette section, nous verrons que les espaces modèles les plus simples
sont ceux qui correspondent aux produits de Blaschke d’ordre fini et que ce
sont les seuls espaces modèles de dimension finie. Nous verrons aussi une
caractérisation de leurs éléments.
Proposition 2.1.4. Soit u une fonction intérieure.

i) Si u(z) = zn alors K2
u est l’ensemble des polynômes de degré (n− 1)

à coefficients dans C . C’est-à-dire :

K2
u = {a0 + a1z + a2z

2 + ...+ an−1z
n−1, a0, a1, ..., an−1 ∈ C}.

ii) Si u est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros λ1, λ2, ..., λn
comptés avec leurs ordre de multiplicité alors :

K2
u =

a0 + a1z + a2z
2 + ...+ an−1z

n−1

(1 − λ1z)(1 − λ2z)...(1 − λnz)
; (ai)0≤i≤n−1 ∈ C

 (2.3)

iii) Si u est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros deux à deux
distincts λ1, λ2, ..., λn d’ordre de multiplicités respectifs m1,m2, ...,mn

alors :

K2
u = span

d
lj−1

dz

 1
1 − λjz

 ; 1 ≤ j ≤ n et 1 ≤ lj ≤ mj

 . (2.4)
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Proposition 2.1.5. dimK2
u < ∞ si et seulement si u est un produit de

Blaschke d’ordre fini.

Démonstration. (⇐=) La proposition précédente montre que si u est un
produit de Blaschke d’ordre fini , on a dimK2

u < ∞. (=⇒) On suppose
que dimK2

u < ∞. Si u admet un facteur qui est un produit de Blaschke
admettant comme zéros la suite infini (λn)n≥1, alors K2

u contient un système
infini linéairement indépendant.
D’autre part, si u admet un facteur v ; qui est une fonction intérieure
singulière, alors v 1

n est une fonction intérieure qui divise v pour tout n ≥ 1.
Ainsi K2

v
1

1+n
⊊ K2

v
1
n
⊊ K2

v pour n > 1. Donc on peut trouver une suite
infinie orthonormale dans K2

u en prenant des vecteurs fn ∈ K2
v

1
n

⊖ K2
v

1
1+n

pour tout n ≥ 1. Il s’ensuit que dimK2
u < ∞.

2.1.3 Opérateur de conjugaison.

Définition 2.1.2. Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur de
conjugaison sur H est un opérateur C : H −→ H vérifiant :

• ⟨Cx,Cy⟩ = ⟨y, x⟩.
• C2 = IdH.

Un opérateur T défini sur H est dit C-symétrique s’il existe un opérateur
de conjugaison C sur H tel que T ∗ = CTC. Chaque espace modèle K2

u

admet un opérateur de conjugaison

C : K2
u −→ K2

u

défini par :
C[f ](z) = u(z)zf(z) f ∈ K2

u, z ∈ T. (2.5)
Dans ce qui suit, l’image de chaque fonction f par l’opérateur de conju-
gaison C défini dans la relation 2.5 est notée f̃ c’est-à-dire f̃ = C[f ].
voir[12, 21]) pour les détails sur ces opérateurs.

Lemme 2.1. Pour chaque λ ∈ D et z ∈ T, on a :
1. K̃u

λ(z) = u(z)−u(λ)
z−λ , en particulier si u(λ) = 0, K̃u

λ(z) = u(z)
z−λ .

2. f̃(λ) = ⟨K̃u
λ , f⟩, f ∈ K2

u.
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Démonstration. Montrons d’abord (1). Puisque |u| = 1 p.p sur T, pour
tout z ∈ T, nous avons :

K̃u
λ(z) = u(z)zKu

λ(z)

= u(z)z1 − u(λ)u(z)
1 − λz

= z
u(z) − u(λ)

1 − zλ

= u(z) − u(λ)
z − λ

.

La propriété (2) découle des égalités suivantes :

⟨K̃u
λ , f⟩ = ⟨CKu

λ , f⟩
= ⟨CKu

λ , C
2f⟩

= ⟨Cf,Ku
λ⟩

= ⟨f̃ , Ku
λ⟩

= f̃(λ).

Remarque 2.1.2. On not

Ku
0 = 1 − u(0)u.

Si u admet une ADC en un point η ∈ T, alors

Ku
η (z) = 1 − u(η)u(z)

1 − ηz
.

K̃u
η (z) = u(z) − u(η)

z − η
.

2.2 Opérateurs de Toeplitz sur H2.

Les opérateurs de Toeplitz sont les compressions des opérateurs de mul-
tiplication au l’espace de Hardy H2, définie comme suit.
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Définition 2.2.1. Soit φ ∈ L∞, l’opérateur de Toeplitz de symbole φ
sur H2 est défini par :

Tφ : H2 −→ H2

f −→ Tφ(f) = P (φf),

où P est la projection orthogonale de L2 sur H2.

Remarque 2.2.1. Dans le cas où φ ∈ H∞, l’opérateur de Toeplitz est
juste l’opérateur de multiplication Mφ c’est-à-dire Tφ = Mφ.

Théorème 2.2.1. L’opérateur de Toeplitz Tφ est borné si et seulement si
φ ∈ L∞(T), et l’application φ 7−→ Tφ de L∞(T) à l’ensemble des opérateurs
continu sur H2 est linéaire et injective.

Proposition 2.2.1. Soit φ ∈ L∞(T) tel que Tφ est un opérateur continu,
alors

∥Tφ∥ = ∥φ∥∞.

Quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz qui nous seront utiles
sont regroupées dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.2. Soient φ et ψ deux fonctions bornées sur T. Alors,
1. Pour tous α, β ∈ C, on a : Tαφ+βψ = αTφ + βTψ.
2. Tφ = 0 si et seulement si φ = 0.
3. L’opérateur identité I de H2(T) est l’opérateur de Toeplitz de symbole
φ = 1, et l’opérateur nul est l’opérateur de Toeplitz de symbole 0.

4. T ∗
φ = Tφ.

5. Pour tous f, g ∈ H2(T), on a : ⟨Mφf, g⟩ = ⟨Tφf, g⟩.
6. Tφ est positif si et seulement si Mφ est positif.
7. Tφ est auto-adjoint si et seulement si son symbole est à valeur réelle

presque partout sur T.

Produit d’opérateur de Toeplitz.

Dans la suite, nous allons donner quelque résultat sur le produit de deux
opérateurs de Toeplitz. Le problème sur le produit d’opérateurs de Toeplitz
a été étudié par A. Brown et P. R. Halmos dans [4].
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Théorème 2.2.2. Soient Tφ, TΨ deux opérateurs de Toeplitz bornés sur
H2. Le produit TφTΨ est un opérateur de Toeplitz si et seulement si Ψ est
anyi-analytique ou si φ est analytique. Dans ce cas on a : TφTΨ = TφΨ.

Le théoréme suivant résume les résultats sur la commutativité de deux
opérateurs de Toeplitz dans H2(T).

Théorème 2.2.3. Soient φ, ψ ∈ L∞(T). Alors TφTψ = TψTφ si et seule-
ment si l’une des trois conditions suivantes est vraie :

1. φ et ψ sont toutes les deux analytiques.
2. φ et ψsont toutes les deux analytiques.
3. il existe deux constantes a et b, non tous nuls tels que aφ + bψ est

une fonction constante.

2.3 Opérateurs de Toeplitz tronqués sur l’espace mo-
dèle.

Nous allons maintenant rappeler de nombreux résultats classiques sur
les opérateurs de Toeplitz tronqués. Ils sont des compressions des opéra-
teurs de multiplication sur l’espace modèle K2

u. Les opérateurs de Toeplitz
tronqués ont été formellement introduits par Sarason dans [21].

Définition 2.3.1. Soit φ ∈ L2, l’opérateur de Toeplitz tronqué de
symbole φ sur K2

u est défini par :

Au
φ : K2

u −→ K2
u

f −→ Au
φ(f) = Pu(φf),

où Pu est la projection orthogonale de L2 sur K2
u.

L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués sur K2
u est noté par Tu.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 2.3.1. Soient φ et ψ ∈ L2(T) telles que Au
φ, A

u
ψ ∈ Tu. Alors

1. Pour tous nombres complexes a et b, Au
aφ+bψ = aAu

φ + bAu
ψ.

2. (Au
φ)∗ = Au

φ.

Le résultat suivant montre que les opérateurs de Toeplitz tronqués bor-
nés (∈ Tu) sont C-symétriques.
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Lemme 2.2. Les opérateurs dans Tu sont C-symétriques.

Démonstration. On note par K∞
u = K2

u
⋂
H∞, le sous espace K∞

u est dense
dans K2

u. Soit φ ∈ L2(T) avec Au
φ est borné. Pour f ∈ K∞

u et g ∈ K∞
u , on

a :

⟨CAu
φCf, g⟩ = ⟨Cg,Au

φCf⟩
=

∫
T
u(ζ)ζg(ζ)φ(ζ)u(ζ)ζf(ζ)dm(ζ)

=
∫
T
φ(ζ)f(ζ)g(ζ)dm(ζ)

= ⟨Au
φf, g⟩

= ⟨(Au
φ)∗f, g⟩.

Puisque K∞
u est dense dans K2

u, on a le résultat.
La réciproque de ce résultat est fausse en général. En effet, Sarason [21]a
montré que si dimK2

u > 2, il y a des opérateurs de rang 1 sur K2
u qui sont

C-symétrique mais qui ne sont pas des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Lemme 2.3. [21] I − SuS
∗
u = Ku

0 ⊗Ku
0 et I − S∗

uSu = K̃u
0 ⊗ K̃u

0 .

Lemme 2.4. Si φ ∈ K2
u, Au

φ commute avec Su et Au
φ commute avec S∗

u.

Lemme 2.5. [21]
1. Pour tout λ ∈ D, on a :

S∗
uK

u
λ = λKu

λ − u(λ)K̃u
0 , SuK̃u

λ = λK̃u
λ − u(λ)Ku

0 (2.6)

2. Pour tout λ ∈ D \ {0} ,on a :

SuK
u
λ = 1

λ
Ku
λ − 1

λ
Ku

0 , S∗
uK̃

u
λ = 1

λ
K̃u
λ − 1

λ
K̃u

0 (2.7)

Si de plus u admet une ADC au point η ∈ T, les relations 2.6 et 2.7 sont
vraies si on replace λ par η.

Démonstration. 1. Pour la première égalité, on a

S∗
uK

u
λ = S∗((1 − u(λ)u)Kλ)

= (1 − u(λ)u)S∗Kλ +Kλ(0)S∗(1 − u(λ)u)
= λ(1 − u(λ)u)Kλ − u(λ)S∗u

= λKu
λ − u(λ)K̃u

0 .
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Et, on obtient la deuxième égalité pour appliquant C à la première
égalité :

SuK̃u
λ = CS∗

uCCK
u
λ

= CS∗
uK

u
λ

= C(λKu
λ − u(λ)K̃u

0 )
= λK̃u

λ − u(λ)Ku
0

2. Pour λ ̸= 0, on a :
SuK

u
λ = PuSK

u
λ = PuS((1 − u(λ)u)Kλ) = PuSKλ

De puis

SKλ(z) = z

1 − λz

= 1
λ

( 1
1 − λz

− 1)

= 1
λ

(Kλ(z) − 1).

On trouve
SuK

u
λ = 1

λ
Pu(Kλ − 1) = 1

λ
(Ku

λ −Ku
0 ).

Pour la deuxième égalité de 2.7 ou appliquant C à la première

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un opérateur borné sur K2

u est un opérateur de Toeplitz tronqué.
Théorème 2.3.1. [21].
Un opérateur A borné sur Ku appartient à Tu si, et seulement si, il existe
φ1, φ2 ∈ Ku tels que :

A− SuAS
∗
u = φ1 ⊗ ku0 + ku0 ⊗ φ2. (2.8)

Dans ce cas, A = Au
φ1+φ2

.
Remarque 2.3.1. En appliquant l’opérateur de conjugaison C à la relation
(2.8), on a la caractérisation équivalente : un opérateur A borné sur Ku est
un opérateur de Toeplitz tronqué si et seulement s’il existe deux fonctions
φ1, φ2 ∈ Ku tels que

A− S∗
uASu = φ1 ⊗ k̃u0 + k̃u0 ⊗ φ2. (2.9)

Dans ce cas, A = Au
φ̃2+φ̃1

.
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Théorème 2.3.2. [21] Soit φ ∈ L2. Alors Au
φ = 0 si et seulement si

φ ∈ uH2 + uH2.

Démonstration. Supposons que φ ∈ uH2 + uH2 c’est-à-dire φ = uφ + uψ
avec φ, ψ ∈ H2. Pour f ∈ K∞

u , on a :

φf = uφf + uψf, et Pu(Φf) = Pu(uφf) + Pu(uψf) = 0,

car uf ∈ H∞ ⇒ ψuf ∈ uH∞, et uf ∈ zH∞ ⇒ ψuf ∈ zH∞. Donc Au
φ = 0

sur K∞
u , et comme K∞

u est dense dans K2
u, Au

φ = 0 sur K2
u.

Réciproquement, supposons que Au
φ = 0 et notons φ = φ + ψ avec φ, ψ ∈

H2. Montrons que φ ∈ uH2 et ψ ∈ uH2, Au
φ = 0 équivaut à Au

φ = −Au
ψ
.

D’après le Lemme 2.4, Au
ψ

et Au
φ commutent respectivement avec S∗

u et Su.
Ainsi d’après le théorème 2.3.1 on a :

Au
φ(I − SuS

∗
u) = (I − SuS

∗
u)Au

φ. (2.10)

En utilisant le lemme 2.5 et en appliquant la relation 2.10 à Ku
0 , on a

⟨Ku
0 , K

u
0 ⟩AφK

u
0 = ⟨Au

φK
u
0 , K

u
0 ⟩Ku

0

c’est-à-dire Au
φK

u
0 = cKu

0 où c est constante complexe non nulle. Il s’ensuit
que

0 = (Au
φ − cI)Ku

0 = Pu[(φ− c)(1 − u(0)u)] = Pu(φ− c)
c’est-à-dire φ − c ∈ uH2 et Au

φ = cI .Comme Au
φ = −Au

ψ
,Au

ψ
= −cI .En

faisant le même raisonnement,on a ψ + c ∈ uH2 c’est-à-dire ψ + c ∈ uH2

Donc Φ = (φ− c) + (ψ + c) ∈ uH2 + uH2.

On a la proposition suivante :

Proposition 2.3.2. Soient φ, ψ ∈ K2
u . Alors Au

φ+ψ = 0 si et seulement
s’il existe c ∈ C tel que φ = cKu

0 et ψ = −cKu
0 .

Démonstration. Si φ = cKu
0 et ψ = −cKu

0 avec c ∈ C, on a

φ+ ψ = c(Ku
0 −Ku

0 )
= c(1 + u(0)u− 1 + u(0)u)
= c(u(0)u+ u(0)u)
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Donc Au
φ+ψ = Au

c(u(0)u+u(0)u) = c1A
u
u + c2A

u
u = 0 car Au

u = 0
Réciproquement, si Au

φ+ψ = 0, d’aprés la relation ??, on a

Au
φ+ψ − SuA

u
φ+ψS

∗
u = 0 = φ⊗Ku

0 +Ku
0 ⊗ ψ

c’est-à-dire
φ⊗Ku

0 = −Ku
0 ⊗ ψ

Donc il existe c ∈ C tel que φ = cKu
0 et ψ = −cKu

0 .

Le théorème suivant de Sarason [21], donne la caractérisation d’opéra-
teurs de Toeplitz tronqué de rang 1.

Théorème 2.3.3. (opérateurs de Toeplitz tronqué de rang 1.)
(i) Pour tout λ ∈ D, les opérateurs Ku

λ ⊗ K̃u
λ et K̃u

λ ⊗ Ku
λ sont des

opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole respectif u
z−λ ,

u
z−λ.

(ii) Si η ∈ T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory
en η, l’opérateur Ku

η ⊗ Ku
η est un opérateur de Toeplitz tronqué de

symbole Ku
η +Ku

η + 1.
(iii) Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués non nul de rang 1 sont des

multiples des opérateurs dans (i) et (ii).

Corollaire 2.3. I = Au
1 = Au

Ku
0

= Au
Ku

0

Démonstration. Pour tout f ∈ K2
u , on a

Au
1(f) = Pu(1f) = Pu(f)

on a f ∈ K2
u alors Au

1(f) = f = I(f).
Et

Au
Ku

0
= Au

1−u(0)u = Au − Au
u(0)u

on a u(0)u ∈ uH2 , alors Au
u(0)u = 0 , donc Au

Ku
0

= Au
1 = Au. de plus,

Au
Ku

0
= A∗

u = I∗ = I.
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Chapitre 3

Classe de Sedlock.

Dans toute la suite, on fixe u comme étant une fonction intérieure.

3.1 Opérateurs de Toeplitz tronqués de type Sedlock.

Nous allons maintenant définer de nombreux résultats d’opérateur de
Toeplitz tronqué de type Sedlock [24, 23] en 2010. On pose Ĉ = C ∪ {∞}.

Définition 3.1.1. Soit α ∈ Ĉ. Un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit
de type α (ou de type Sedlock) si et seulement s’il existe φ ∈ K2

u et c ∈ C
telle que

A =


Au
φ+αSuφ̃+c si α ∈ C,

Au
φ si α = 0,

Au
φ si α = ∞.

Définition 3.1.2. 1. On note par Bα
u l’ensemble des opérateurs de Toe-

plitz tronqués de type α.
2. Dans le cas où α = 0, on dit que Au

φ est un opérateur du type analy-
tique, et si α = ∞ on dit que Au

φ est du type anti-analytique.
3. On note par {A}′ l’ensemble des opérateurs bornés sur K2

u qui com-
mutent avec A.

Remarque 3.1.1.
Bα
u ⊂ Tu.

Définissons la notion d’un opérateur de shift généralisé. Les opérateurs
de shifts généralisés ont été définis par Sarason ([21]), ils sont la somme
deux opérateurs de Toeplitz tronqués.
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Définition 3.1.3. Soit α ∈ D, l’opérateur de shift généralisé est défini par

Sαu := Su + α

1 − u(0)α
ku0 ⊗ k̃u0 . (3.1)

Dans la proposition suivant, on a un exemple d’opérateurs de Toeplitz
tronqués de type α.

Proposition 3.1.1. [23] Soit α ∈ D . L’opérateur Sαu est un opérateur de
type α, telle que

Sαu = 1
1 − αu(0)

Au

SuKu
0 +αK̃u

0

3.2 Produit d’opérateurs de Toeplitz tronqués.

Nous présentons maintenant le premier objet de nos études, on est in-
téressé par le cas où Au

φA
u
Ψ est encore un opérateur de Toeplitz tronqué.

Bien que la somme de deux opérateurs de Toeplitz tronqués soit toujours
un opérateur de Toeplitz tronqué, le résultat n’est pas vrai pour le pro-
duit. Le problème sur le produit d’opérateurs de Toeplitz a été étudié par
N. Sedlock dans [24, 23]. Voici une condition nécessaire et suffisante pour
que ceci soit vraie.

Théorème 3.2.1. Soient φ = φ1 + φ2 , Ψ = ψ1 + ψ2 avec φ1, φ2, ψ1, ψ2 ∈
K2
u, tels que Au

φ, A
u
Ψ ∈ Tu. Alors Au

φA
u
Ψ est un opérateur de Toeplitz tronqué

si et seulement si il existe φ0,ψ0 ∈ K2
u , tel que

φ1 ⊗ ψ2 − Suφ̃2 ⊗ Suψ̃1 = φ0 ⊗Ku
0 +Ku

0 ⊗ ψ0. (3.2)

Dans ce cas le symbole du produit donné par

Au
φψ1 − ⟨ψ1, φ2⟩Ku

0 + Au
Ψφ2 + φ0 + ψ0. (3.3)

Démonstration. Soit Au
φ, A

u
Ψ ∈ Tu, alors

Au
φ1+φ2

Au
ψ1+ψ2

= (Au
φ1

+ Au
φ2

)(Au
ψ1

+ Au
ψ2

)
= Au

φ1
Au
ψ1︸ ︷︷ ︸

a

+Au
φ1
Au
ψ2︸ ︷︷ ︸

b

+Au
φ2
Au
ψ1︸ ︷︷ ︸

c

+Au
φ2
Au
ψ2︸ ︷︷ ︸

d
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comme Au
φ1
, Au

ψ1
sont commute avec Su et Au

φ2
, Au

ψ2
sont commute avec S∗

u,
alors pour l’équation (a) nous avons :

Au
φ1
Au
ψ1

− SuA
u
φ1
Au
ψ1
S∗
u = Aφ1A

u
ψ1

− Au
φ1
Au
ψ1
SuS

∗
u

= Au
φ1
Au
ψ1

(I − SuS
∗
u)

= Au
φ1
Au
ψ1

(Ku
0 ⊗Ku

0 )
= Au

φ1
Au
ψ1
Ku

0 ⊗Ku
0 .

Pour l’équation (b) nous avons :

Au
φ1
Au
ψ2

− SuA
u
φ1
Au
ψ2
S∗
u = Au

φ1
Au
ψ2

− Au
φ1
SuS

∗
uA

u
ψ2

= Au
φ1

(I − SuS
∗
u)Au

ψ2

= Au
φ1

(Ku
0 ⊗Ku

0 )Au
ψ2

= Au
φ1
Ku

0 ⊗ A∗
ψ2
Ku

0

= Au
φ1
Ku

0 ⊗ Au
ψ2
Ku

0 .

nous avons Au
φ1
Ku

0 = Puφ1K
u
0 = Puφ1(1−u(0)u) = Puφ1 −u(0)Puφ1u = φ1

(car φ1 ∈ K2
u et uφ1 ∈ uH2 \ Pu(uH2) = 0). de mêm pour Au

ψ2
Ku

0 = ψ2.

Donc Au
φ1
Au
ψ2

− SuA
u
φ1
Au
ψ2
S∗
u = φ1 ⊗ ψ2.

Pour l’équation (c) nous avons :

Au
φ2
Au
ψ1

− SuA
u
φ2
Au
ψ1
S∗
u = Au

φ2
Au
ψ1

− SuA
u
φ2

(S∗
uSu + K̃u

0 ⊗ K̃u
0 )Au

ψ1
S∗
u

= Au
φ2
Au
ψ1

− SuA
u
φ2
S∗
uSuA

u
ψ1
S∗
u︸ ︷︷ ︸

1

−SuA
u
φ2

(K̃u
0 ⊗ K̃u

0 )Au
ψ1
S∗
u︸ ︷︷ ︸

2

.

On a

SuA
u
φ2
S∗
u = Au

φ2
−Ku

0 ⊗ φ2

SuA
u
ψ1
S∗
u = Au

ψ1
− ψ1 ⊗Ku

0 .

Donc l’équation (1) égale

(Au
φ2

−Ku
0 ⊗ φ2)(Au

ψ1
− ψ1 ⊗Ku

0 )
= Au

φ2
Au
ψ1

− Au
φ2

(ψ1) ⊗Ku
0 − (Ku

0 ⊗ Au
ψ1
φ2) + (Ku

0 ⊗ φ2)(ψ1 ⊗Ku
0 )

= Au
φ2
Au
ψ1

− Au
φ2

(ψ1) ⊗Ku
0 − (Ku

0 ⊗ A∗
ψ1
φ2) + ⟨ψ1, φ2⟩Ku

0 ⊗Ku
0 .

pour l’équation (2)est égale à

SuA
u
φ2
K̃u

0 ⊗ (Au
ψ1
S∗
u)∗K̃u

0

= SuA
u
φ2
K̃u

0 ⊗ SuA
u
ψ1
K̃u

0 .
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Comme Au et C-symétrique (CAu
φC = A∗

φ = Au
φ), alors

SuA
u
φ2
K̃u

0 = SuA
u
φ2
CKu

0 = SuCCA
u
φ2
CKu

0 = SuCAφ2K
u
0 = SuCφ2 = Suφ̃2.

donc SuAu
φ2
K̃u

0 ⊗ SuA
u
ψ1
K̃u

0 = Suφ̃2 ⊗ Suψ̃1.
Alors
Au
φ2
Au
ψ1

−SuA
u
φ2
Aψ1S

∗
u = Au

φ2
ψ1 ⊗Ku

0 +(Ku
0 ⊗A∗

ψ1
φ2)−⟨ψ1, φ2⟩(Ku

0 ⊗Ku
0 )−

Suφ̃2 ⊗ Suψ̃1.
Pour l’équation (d) nous avons :

Au
φ2
Au
ψ2

− SuA
u
φ2
Au
ψ2
S∗
u = Au

φ2
Au
ψ2

− SuS
∗
uA

u
φ2
Au
ψ2

= (I − SuS
∗
u)Au

φ2
Au
ψ2

= (Ku
0 ⊗Ku

0 )Au
φ2
Au
ψ2

= Ku
0 ⊗ (Au

φ2
Au
ψ2

)∗Ku
0

= Ku
0 ⊗ A∗

φ2
A∗
ψ2
Ku

0

= Ku
0 ⊗ Au

φ2
Au
ψ2
Ku

0 .

Finalement Au
φ1+φ2

Au
ψ1+ψ2

∈ Tu si est seulment si Au
φ1+φ2

Au
ψ1+ψ2

−
SuA

u
φ1+φ2

Au
ψ1+ψ2

S∗u = Au
φ1
Au
ψ1
Ku

0 ⊗ Ku
0 + φ1 ⊗ ψ2 + Au

φ2
ψ1 ⊗ Ku

0 + (Ku
0 ⊗

A∗
ψ1
φ2) − ⟨ψ1, φ2⟩(Ku

0 ⊗Ku
0 ) − Suφ̃2 ⊗ Suψ̃1 +Ku

0 ⊗ Au
φ2
Au
ψ2
Ku

0
= φ1⊗ψ2−Suφ̃2⊗Suψ̃1+Ku

0 ⊗(Au
ψ2
Au
φ2

)+(Au
φ1
ψ1+Au

φ2
ψ1+⟨ψ1, φ2⟩Ku

0 )⊗Ku
0

⇔ φ1 ⊗ ψ2 − Suφ̃2 ⊗ Suψ̃1 = φ0 ⊗ Ku
0 + Ku

0 ⊗ ψ0. Dans ce cas le symbole
du produit donné par

Au
φψ1 − ⟨ψ1, φ2⟩Ku

0 + Au
Ψφ2 + φ0 + ψ0. (3.4)

Proposition 3.2.1. Si Au
φ est de type α, alors il existe φ0 ∈ K2

u et c ∈ C
telle que φ0(0) = 0 et Au

φ = Au
φ0+αSuφ̃0+c.

Démonstration. Par définition Au
Φ est de type α si Φ A≡ φ+αSuφ̃+ c1 avec

φ ∈ Ku et c1 ∈ C. Soit la fonction φ0 = φ− c2k
u
0 , avec c2 = φ(0)

∥ku
0 ∥2 , alors

φ0 + αSuφ̃0 + c
A≡ (φ− c2k

u
0 ) + αSu ˜(φ− c2ku0 ) + c

A≡ φ+ αSuφ̃+ c− (c2k
u
0 + c2αSuk̃u0 )

A≡ φ+ αSuφ̃+ c− c2(ku0 − αu(0)ku0 ), (car, Suk̃u0 = −u(0)ku0 )
A≡ φ+ αSuφ̃+ c− c2(1 − αu(0)), (car, ku0

A≡ ku0
A≡ 1).
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En prenant c = c1 + c2(1 − αu(0)), on a φ0 + αSuφ̃0 + c
A≡ φ+ αSuφ̃+ c1,

avec φ0(0) = 0.

Proposition 3.2.2. Soient A et B deux opérateurs C-symétriques dans
un espace de Hilbert. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. AB est un opérateur C-symétrique.
2. AB = BA.
3. (AB)∗ = A∗B∗.

Démonstration. Pour 1. ⇒ 2.) on a AB = CCABCC = C(AB)∗C =
CB∗A∗C = BA.
2. ⇒ 3.) on a (AB)∗ = (BA)∗ = A∗B∗.
3. ⇒ 1.) on a C(AB)C = CACCBC = A∗B∗ = (AB)∗.

Proposition 3.2.3. Si φ1, ψ1 ∈ K2
u et φ2, ψ2 ∈ K2

u , alors
1. Au

φ1
Au
ψ1

∈ Tu.

2. Au
φ2
Au
ψ2

∈ Tu.

Le théorème suivant donné par Sedlock qui montré dans [24, 23] que la
seule classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués qui est stable par la multi-
plication est la classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués du type Sedlock.

Théorème 3.2.2. Soient φ, ψ ∈ L2(T), tel que Au
φ et Au

ψ sont des opéra-
teurs de Toeplitz tronqués. Alors Au

φA
u
ψ est un opérateur de Toeplitz tronqué

si et seulement si l’un des deux cas suivants est vérifié :
1. cas trivial : Au

φ ou Au
ψ est égal à cI avec c ∈ C.

2. cas non trivial : il existe α ∈ Ĉ telle que Au
φ et Au

ψ sont tous les deux
de type α. Dans ce cas Au

φA
u
ψ est aussi de type α.

Démonstration. ⇐) Soit Φ,Ψ ∈ L2(T). Soit Au
Φ, A

u
Ψ ∈ Tu, alors pour les

deux cas :
cas trivial : si Au

Φ ou Au
Ψ est égal à cI avec c ∈ C, alors Au

ΦA
u
Ψ est clairement

dans Tu.
Dans le cas non trivial : si α = 0 ou ∞, le produit est clairement dans
Tu d’après la Proposition 3.2.3. Supposons donc α ∈ C \ {0}, et Φ =
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φ+Suφ̃,Ψ = ψ+Suψ̃, φ, ψ ∈ K2
u, φ(0) = 0, ψ(0) = 0, puisque SuC = CS∗

u,
on a

α(φ⊗ Suψ̃) − α[(SuS̃uφ̃) ⊗ Suψ̃] = α(φ− SuS
∗
uφ) ⊗ Suψ̃

= [(Ku
0 ⊗Ku

0 )φ] ⊗ (αSuψ̃)
= Ku

0 ⊗ [αφ(0)Suψ̃] = 0.

D’où d’après Théorème 3.2.1, Au
ΦA

u
Ψ ∈ Tu. De-plus, nous avons

Aφ+Suφ̃+c1
A
ψ+Suψ̃+c2

= Au
ΦA

u
Ψ + c2A

u
Φ + c1A

u
Ψ + c1c2I,

alors Au
ΦA

u
Ψ ∈ Tu ⇔ Au

Φ+c1
Au

Ψ+c2
∈ Tu.

⇒) Supposons Au
ΦA

u
Ψ ∈ Tu. Il suffit de montrer que l’un de Au

Φ et Au
Ψ est de

type α pour certains α. Il existe φi, ψi ∈ K2
u, i = 1, 2, tel que Φ = φ1 + φ2

et Ψ = ψ1 + ψ2. Alors d’après le Théorème 3.2.1 :

φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Φ0 ⊗Ku
0 +Ku

0 ⊗ Ψ0,

pour certains Φ0,Ψ0 ∈ K2
u, on a 5 cas possibles :

(1) φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = 0 .
(2) φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = c(Ku

0 ⊗Ku
0 ), c ∈ C \ {0}.

(3) φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Φ0 ⊗Ku
0 ,Φ0 ̸= cKu

0 .
(4) φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Ku

0 ⊗ Ψ0,Ψ0 ̸= cKu
0 .

(5) φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Φ0 ⊗Ku
0 +Ku

0 ⊗ Ψ0,Φ0,Ψ0 ̸= cKu
0 .

cas 1 : On a φ1 ⊗ ψ2 = (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) ce qui signifie que ψ2 et Suψ̃1 sont
linéairement dépendants. Tous les deux ψ2 et Suψ̃1 sont non nuls,
donc ψ2 = αSuψ̃1 pour α ̸= 0 et il s’ensuit que Au

Ψ est de type α. De
même pour φ2 = αSuφ̃1.

cas 2 : On a φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = c(Ku
0 ⊗ Ku

0 ), c ̸= 0, donc soit φ1
et Suφ̃2 sont linéairement dépendants, ou Suψ̃1 et ψ2 le sont. Dans ce
dernier cas, on obtient à encore a Au

Ψ est de type α pour un certain
α ̸= 0 supposons plutôt que φ1 = c1Suφ̃2 pour c1 ̸= 0. Il est donc que
Suφ̃2 = c2K

u
0 ce qui signifie que Au

Φ est de type holomorphe.
cas 3 : O na φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Φ0 ⊗ Ku

0 ,Φ0 ̸= cKu
0 , donc soit

φ1 et Suφ̃2 sont linéairement dépendants, soit Suψ̃1 et ψ2 le sont.
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3.3. PROPRIÉTÉS DE CLASSE DE SEDLOCK.

Dans ce dernier cas, on obtient à encore a Au
Ψ est de type α pour un

certain α ̸= 0, supposons plutôt que φ1 = c1Suφ̃2 pour c1 ̸= 0. Alors
(Suφ̃2) ⊗ (c1ψ2 −Suψ̃1) = Φ0 ⊗Ku

0 , donc c1ψ2 −Suψ̃1 = c2K
u
0 , c2 ̸= 0.

Au
Ψ est de type α pour certains α.

cas 4 : On a φ1 ⊗ ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Ku
0 ⊗ Ψ0,Ψ0 ̸= cKu

0 . Donc soit φ1
et Suφ̃2 sont linéairement dépendants, soit Suψ̃1 et ψ2 le sont, si φ1
et Suφ̃2 sont linéairement dépendant, alors il s’ensuit que φ1 = c1K

0
u

et donc Φ est de type ∞. Sinon il existe un α ̸= 0 tel que ψ2 = αSuψ̃1
ce que Au

Ψ est de type α.
cas 5 : On a φ1 ⊗ψ2 − (Suφ̃2) ⊗ (Suψ̃1) = Φ0 ⊗Ku

0 +Ku
0 ⊗ Ψ0,Φ0,Ψ0 ̸= cKu

0 .
Il existe f ∈ K2

u tel que f(0) = 0 et ⟨f,Φ0⟩ = 1. Alors on a

K0
u = (Ψ0 ⊗Ku

0 +Ku
0 ⊗ Φ0)f (3.5)

= (ψ2 ⊗ φ1)f − (Suψ̃1 ⊗ Suφ̃2)f (3.6)
= ψ2⟨f, φ1⟩ − Suψ̃1⟨f, Suφ̃2⟩. (3.7)

Si ⟨f, φ1⟩ = 0, alors cKu
0 = Suψ̃1, et donc Au

Ψ est de type ∞. De mêm,
si ⟨f, Suφ̃2⟩ = 0 alors cKu

0 = ψ2 est de type 0. Donc on suppose que
ψ2 = αSuψ̃1 + cKu

0 pour certains α ̸= 0. Donc Au
Ψ est de type α .

3.3 Propriétés de classe de Sedlock.

Nous allons donner quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz tron-
qués de type Sedlock.

Proposition 3.3.1. Soit α ∈ Ĉ. Alors

A ∈ Bα
u ⇐⇒ A∗ ∈ B1/α

u . (3.8)

Démonstration. Si α = 0 ou α = ∞ c’est évident car (Au
φ)∗ = Au

φ.
Supposons que α ∈ C∗ et soit A ∈ Bα

u . Alors d’après la proposition 3.2.1,
il existe φ ∈ Ku avec φ(0) = 0 tel que A = Au

φ+αSuφ̃+c, avec c ∈ C, on a

A∗ = Au
φ+c+αSuφ̃

.
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Nous avons

Suα̃Suφ̃ = αSuCSuCφ = αSuS
∗
uφ

= α(I −Ku
0 ⊗Ku

0 )φ = αφ− αφ(0)Ku
0

= αφ.

on pose ψ = αSuφ̃, alors

A∗ = Au
φ+c+αSuφ̃

= Au

ψ+ 1
αSuψ̃+c

∈ B1/α
u .

Proposition 3.3.2. Soient α1, α2 ∈ Ĉ tel que α1 ̸= α2, alors Bα1
u ∩ Bα2

u =
CI.

Proposition 3.3.3. Soit A un opérateur borné dans K2
u et soit α ∈ D.

Alors ASαu = SαuA si et seulement si A est de type α, dans ce cas, A =
Au
φ+αSuφ̃

, avec φ = AKu
0

1−u(0)α.

Démonstration. Soit α ∈ D. Si A est de type α et Sαu ∈ Bα
u (Proposition

(3.1.1)), d’après le théorème (3.2.2), on a ASαu de type α. Par la proposition
3.2.2, on a A commute avec Sαu .
Réciproquement, supposons ASαu = SαuA. Comme ASαu = ASu +

α
1−u(0)α(AKu

0 ⊗ K̃u
0 ), SαuA = SuA + α

1−u(0)α(Ku
0 ⊗ A∗K̃u

0 ), ASαu = SαuA et
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A∗C = CA, on a

A− SuAS
∗
u = A− (SαuA− α

1 − u(0)α
(Ku

0 ⊗ A∗K̃u
0 ))S∗

u

= A− (ASαu − α

1 − u(0)α
(Ku

0 ⊗ ÃKu
0 ))S∗

u

= A− (ASu + α

1 − u(0)α
(AKu

0 ⊗ K̃u
0 )

− α

1 − u(0)α
(Ku

0 ⊗ ÃKu
0 ))S∗

u

= A− ASuS
∗
u − α

1 − u(0)α
(AKu

0 ⊗ SuK̃u
0 )

+ α

1 − u(0)α
(Ku

0 ⊗ SuÃKu
0 )

= AKu
0 ⊗Ku

0 + u(0)α
1 − u(0)α

(AKu
0 ⊗Ku

0 )

+ α

1 − u(0)α
(Ku

0 ⊗ SuÃKu
0 )

= AKu
0

1 − u(0)α
⊗Ku

0 +Ku
0 ⊗ αSu

˜ AKu
0

1 − u(0)α

.
D’après le théorème 2.3.1, A = Au

φ+αSuφ̃
, avec φ = AKu

0
1−u(0)α . D’où A est de

type α.

Exemple 3.1. (représentation matricielle des opérateurs de Toe-
plitz tronqués pour u(z) = zn. ) L’espace modèle Ku est de dimen-
sion finie si et seulement si u est un produit de Blaschke d’ordre fini. Si
u(z) = zn alors

Kzn = span{1, z, z2, ..., zn−1} = {
n−1∑
K≥0

aKz
K , aK ∈ C},

et
Kzn

0 = 1, K̃zn

0 = zn−1.

Soit f ∈ Kzn donc

f(z) =
n−1∑
k≥0

f̂(K)zk, et f̃(z) =
n−1∑
K≥0

f̂(n− 1 − k)zK .

40



3.3. PROPRIÉTÉS DE CLASSE DE SEDLOCK.

Dans ce cas, les opérateurs de Toeplitz tronqués sont bornés si et seulement
si ils ont un symbole borné, et ils avoir une représentation matricielle na-
turelle comme : soit Φ ∈ L∞(T), et soit Φ̂(n) les coefficients de Fourier de
la fonction Φ, alors MAzn

Φ
la représentation matricielle de Azn

Φ par rapport
à la base {1, z, z2, ..., zn−1} est

MAzn
Φ

=



Φ̂(0) Φ̂(−1) · · · · · · Φ̂(−n+ 2) Φ̂(−n+ 1)
Φ̂(1) Φ̂(0) Φ̂(−1) . . . Φ̂(n− 1)
Φ̂(2) Φ̂(1) . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . Φ̂(0) Φ̂(−1)
Φ̂(n− 1) · · · · · · Φ̂(2) Φ̂(1) Φ̂(0)


Remarque 3.3.1. La représentation matricielle des opérateurs de Toeplitz
tronqués de symbole holomorphe sont des matrices triangulaires inférieurs,
et la représentation matricielle des opérateurs de Toeplitz tronqués de sym-
bole antiholomorphe sont des matrices triangulaires supérieures.

Matrice de type Sedlock.

Soit α ∈ C et soit φ ∈ Kzn. Alors

φ(z) =
n−1∑
K≥0

φ̂(K)zk

avec φ̂(n) les coefficients de Fourier de la fonction φ, et

Sznφ̃ = zn(φ(z) − φ(0)) =
n−1∑
K≥1

φ̂(n− k)zK

alors
φ+ αSznφ̃ =

n−1∑
K≥0

φ̂(K)zK + α
n−1∑
K≥1

φ̂(n−K)z−K
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donc MA la représentation matricielle de Azn

φ+αSzn φ̃
par rapport à la base

{1, z, z2, ..., zn−1} est

MA =



φ̂(0) αφ̂(n− 1) · · · · · · αφ̂(2) αφ̂(1)
φ̂(1) φ̂(0) αφ̂(n− 1) . . . αφ̂(2)
φ̂(2) φ̂(1) . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . φ̂(0) αφ̂(n− 1)
φ̂(n− 1) · · · · · · φ̂(2) φ̂(1) φ̂(0)


.

Pour α = ∞, on a

MA =



0 φ̂(n− 1) · · · · · · φ̂(2) φ̂(1)
0 0 φ̂(n− 1) . . . φ̂(2)
0 0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0 φ̂(n− 1)
0 · · · · · · 0 0 0



3.4 Applications sur la classe de Sedlock.

Chalendar et Timotin ont continué l’étude des opérateurs de Toeplitz
tronqués de type α ([5]). Dans la suite nous allons présenter quelques théo-
rèmes concernant le produit d’opérateurs.

Théorème 3.4.1 ([5]). Soit Au
φ ∈ Tu. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. Au

φ est unitaire.
2. Au

φ est isométrie.
3. Au

φ est co-isométrie.
4. (Au

φ)∗Au
φ − I ∈ Tu.

5. Au
φ(Au

φ)∗ − I ∈ Tu.
6. Il existe α ∈ T, tel que Au

φ ∈ Bα
u pour certains condition sur φ.

Proposition 3.4.1 ([24]). Soit A ∈ Tu est inversible. A−1 ∈ Tu si est
seulement si A ∈ Bα

u . De plus si A−1 ∈ Tu alors A−1 ∈ Bα
u .
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Démonstration. Si A−1 ∈ Tu, alors A et A−1 sont de typa α pour certains α
puisque leur produit est I = Au

Ku
0

∈ Tu. Si A est de type α, alors si |α| ≤ 1
ou A∗ est de type β = 1

α ≤ 1 dans le premier cas, on a ASαu = SαuA, alors

A−1Sαu = A−1SαuAA
−1 = A−1ASαuA

−1 = SαuA
−1

donc A−1 ∈ Tu de type α. Dans le second cas, on a que A∗ ∈ Tu inversible
de type β avec |β| ≤ 1, d’où A = (A∗)∗ ∈ B

1
1
α = Bα.

Théorème 3.4.2 ([5]). Soit u une fonction intérieure. Si Au
φ, A

u
ψ ∈ Tu

alors les assertions suivants sont équivalentes :
(i) Au

φA
u
ψ = Au

ψA
u
φ.

(ii) Au
φA

u
ψ − Au

ψA
u
φ ∈ Tu.

(iii) L’un des suivants est vrai :
(a) Il existe α ∈ Ĉ tel que Au

φ et Au
ψ tous deux appartiennent à Bα

u .

(b) Les opérateurs I, Au
φ, A

u
ψ ne sont pas linéairement indépendants.

Théorème 3.4.3 ([5]). Soit u une fonction intérieure.Si Au
φ ∈ Tu alors les

assertions suivants sont équivalentes :
(i) Au

φ ∈ Tu est normal.
(ii) Au

φ(Au
φ)∗ − (Au

φ)∗Au
φ ∈ Tu.

(iii) L’un des deux assertions est vérifiée :
(a) Il existe α ∈ T tel que Au

φ ∈ Bα
u .

(b) Au
φ est une combinaison linéaire des OTT auto-adjoint et de l’iden-

tité .
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