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Résumé

Les machines & vecteurs supports (Support Vector Machines) sont de nouvelles tech-
niques d’apprentissage statistique proposées par V. Vapnik en 1995. Elles permettent
d’aborder des problemes tres divers comme la classification, la régression, la fusion, etc.
Depuis leur introduction dans le domaine de la Reconnaissance de Formes (RAF), plu-
sieurs travaux ont pu montrer 'efficacité de ces techniques principalement en traitement
d’image.

L’idée essentielle des SVM consiste a projeter les données de I'espace d’entrée (ap-
partenant a deux classes différentes) non-linéairement séparables dans un espace de plus
grande dimension appelé espace de caractéristiques de fagon a ce que les données de-
viennent linéairement séparables.

Dans cet espace, la technique de construction de I'’hyperplan optimal est utilisée
pour calculer la fonction de classement séparant les deux classes.

Dans ce mémoire, un nouvel algorithme est proposé pour résoudre un probleme SVM
binaire, I'algorithme a été testé sur un bon nombre d’applications, et les résultats ont été
encourageants.

MOTS CLES : séparation - convexe — hyperplan - H-Banach - forme quadratique- pro-
bleme dual.



Abstract

Support vector machines are new statistical learning techniques proposed by V. Vap-
nik in 1995. They allow to tackle very different problems such as classification, regression,
fusion, etc. Since their introduction in the field of Recognition of Shapes (RdAF), several
works have shown the effectiveness of these techniques mainly in image processing.

The essential idea of SVM is to project the input space data (belonging to two different
classes) nonlinearly separable into a larger dimension space called feature space so that
the data become linearly separable.

In this space, the optimal hyperplane construction technique is used to calculate the
ranking function separating the two classes.

In this memory, a new algorithm is proposed to solve a binary SVM problem, the
algorithm has been tested on a number of applications, and the results have been encou-
raging.

Key words : separation - convex - hyperplane - H-Banach - quadratic form - dual problem
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Introduction générale

Les Support Vecteur Machines souvent traduit par 'appellation de Séparateur a
Vaste Marge (SVM) sont une classe d’algorithmes d’apprentissage initialement définis
pour la discrimination c’est-a-dire la prévision d'une variable qualitative binaire. Ils ont
été ensuite généralisés a la prévision d’'une variable quantitative. Dans le cas de la discri-
mination d’une variable dichotomique, ils sont basés sur la recherche de I’hyperplan de
marge optimale qui, lorsque c’est possible, classe ou sépare correctement les données tout
en étant le plus éloigné possible de toutes les observations. Le principe est donc de trou-
ver un classifieur, ou une fonction de discrimination, dont la capacité de généralisation
(qualité de prévision) est la plus grande possible.

Cette approche découle directement des travaux de Vapnik en théorie de I'appren-

tissage depuis 1995. Elle s’est focalisée sur les propriétés de généralisation (ou prévision)
d’un modele en contrélant sa complexité.
Le principe fondateur des SVM est justement d’intégrer a l’estimation le contrdle de la
complexité c’est-a-dire le nombre de parametres qui est associé dans ce cas au nombre de
vecteurs supports. L’autre idée directrice de Vapnik dans ce développement, est d’éviter
de substituer a l’objectif initial : la discrimination, un ou des problemes qui s’averent
finalement plus complexes a résoudre comme par exemple ’estimation non-paramétrique
de la densité dune loi multidimensionnelle en analyse discriminante.

Le principe de base des SVM consiste a ramener le probleme de la discrimination
a celui, de la recherche d’un hyperplan optimal. Deux idées ou astuces permettent d’at-
teindre cet objectif :
e La premiere consiste a définir 'hyperplan comme solution d’un probleme d’optimisation
sous contraintes dont la fonction objectif ne s’exprime qu’a I’aide de produits scalaires
entre vecteurs et dans lequel le nombre de contraintes “ actives ” ou vecteurs supports
contrdle la complexité du modele.
e Le passage a la recherche de surfaces séparatrices non linéaires est obtenu par l'intro-
duction d’une fonction noyau (kernel) dans le produit scalaire induisant implicitement
une transformation non linéaire des données vers un espace intermédiaire (feature space)
de plus grande dimension. D’ou I'appellation couramment rencontrée de machine a noyau
ou kernel machine. Sur le plan théorique, la fonction noyau définit un espace hilbertien,
dit auto-reproduisant et isométrique par la transformation non linéaire de I’espace initial
et dans lequel est résolu le probleme linéaire.
Cet outil devient largement utilisé dans de nombreux types d’applications et s’avere un
concurrent sérieux des algorithmes les plus performants.



Introduction générale

L’introduction de noyaux, spécifiquement adaptés a une problématique donnée, lui
confere une grande flexibilité pour s’adapter a des situations treés diverses (reconnaissance
de formes, de séquences génomiques, de caracteres, détection de spams, diagnostics...).
A noter que, sur le plan algorithmique, ces algorithmes sont plus pénalisés par le nombre
d’observations, c’est-a-dire le nombre de vecteurs supports potentiels, que par le nombre
de variables. Néanmoins, des versions performantes des algorithmes permettent de prendre
en compte des bases de données volumineuses dans des temps de calcul acceptables.

L’objet de ce mémoire est I’étude et la recherche d’'une méthode simple pour trouver
I’hyperplan a vaste marge. Ceci nous conduit a un probleme d’optimisation.
Ce mémoire est organisé en quatre chapitres.Le premier traite les notions fondamentales
des ensembles convexes et fonctionnelles convexes et les théorémes de séparation et se
termine par le Théoreme de Hahn-Banach et la séparation des ensembles convexes dans
un espace vectoriel.
Le deuxiéme chapitre décrit en détail la théorie et les fondements des machines a vecteurs
supports.
Dans le troisieme chapitre, nous présentons également la séparation non linéaire et la
Philosophie des méthodes a noyaux.
Le quatrieme chapitre contient ’algorithme proposé pour trouver le séparateur (I’hyper-
plan & vaste marge).
Enfin, une conclusion générale et des perspectives de travail viennent cloturer ce mémoire.




Chapitre 1

Eléments d’analyse convexe

1.1 Ensembles convexes

Segment

Soit F un espace vectoriel réel et soient x,y deux points de cet espace. On appelle
segment fermé joignant les points x et y dans E ’ensemble de tous les éléments de la forme

ar+ By, a, > 0,a+ =1.
C’est a dire L’ensemble des points tz + (1 —t)y ,Vt € [0, 1].

Un segment privé de ses extrémités x et y s’appelle segment ouvert.

1.1.1 Ensemble convexe

Un ensemble M de E est dit convexe, si pour tout couple de points z,y € M | le
segment joignant ces points est contenu dans M.
C’est a dire
V(z;y) € M2Vt € [0,1] : tz+ (1—t)ye M

al B

convexe non convexe convexe non convexe

Figure 1.1 : ensemble convexe jensemble non convexe



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

Exemples d’ensembles convexes

Quelques ensembles convexes dans R"
- ¢ (I'ensemble vide),
- R™ (la totalité de I'espace R™),
- R (Pensemble des vecteurs dont les composantes positives ou nulles),
- R?, (I'ensemble des vecteurs dont les composantes sont strictement positives),

-B.(a) ={z/ |z —al] <r}et é(a) ={z/ |lr —al|| <r} (les boules ouvertes et fermées
de rayon r centrées en a),
- {x/bTx < 6} et {x/bTx < B} (un demi-espace ouvert ou fermé),

- {x /bl =f } (un hyperplan, intersection de deux demi-espaces fermés).

Noyau

Soit E un espace vectoriel ,Mun ensemble de E. on appelle noyau de M ’ensemble
suivant : J(M) = {x e M;Vy € E,Je € Ry : x +ty € M, pourtoutt € R: |t| <e} un
ensemble M convexe tel J(M) # () s’appelle corpe convexe.

1.1.2 Description interne d’ensembles convexes :

Combinaisons convexes
Définition 1.1.5.1

Une combinaison convexe de vecteurs ¥y, ..., ¥, est leur combinaison affine avec des
coefficients non négatifs. Ou, ce qui est identique, une combinaison linéaire

Y= Z AiYi-
i=1

avec des coefficients non négatifs avec la somme de coefficients égale a 1 :
m
i=1

Le résultat suivant ressemble a ceux qui nous avons obtenu pour des sous-espaces linéaires
et ensembles affines.

10



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

Proposition 1.1.5.1

Un ensemble M de R™ est convexe si et seulement s’il est fermé par rapport a toutes
les combinaisons convexes de ses éléments, c.-a-d., si et seulement si n’importe quelle
combinaison convexe des vecteurs de M est encore un vecteur de M.

Preuve.

partie 7 si 7 (la suffisance) : supposons que M contient toutes les combinaisons
convexes des éléments de M. Alors, avec deux points quelconques x,y € M , M contient
également le vecteur Az + (1 — \)y pour tout A € [0; 1], puisque c’est une combinaison
convexe de x et y; ainsi,M est convexe.
partie 7 seulement si 7 (la nécessité) : supposons M convexe; nous devrions montrer
qu’alors M contient n’importe quelle combinaison convexe

(*) y= Z Aili-
i=1

de vecteurs y; € M . La preuve est donnée par récurrence sur m. Le cas m = 1 est évident
(puisque la seule combinaison convexe d'un terme est 1 - y = y; € M). Supposons que
nous savons déja que n’importe quelle combinaison convexe de m — 1 vecteurs, m > 2, de
M est encore un vecteur de M, et montrons que ce résultat demeure valide également pour
toutes les combinaisons convexes de m vecteurs de M. Soit () une telle combinaison. Nous
pouvons supposer que 1 > \,,, puisqu’autrement il n’y a rien a démontrer. En supposant
Am < 1, nous pouvons écrire

m—1

Ai

Ce qui est entre les parenthéses est une combinaison convexe de m — 1 points de M et
)
par notre hypothese inductive ¢’est un point, disons z, de M ; nous avons

Yy = (1 - Am)z + )\mym-
avec z et y,, € M, et y € M par la définition du convexe M.

11



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

Enveloppe convexe

Comme pour les sous-espaces linéaires et ensemble affines nous avons le fait fonda-
mental suivant :

Théorémes 1.1.5.1

Soit {M,},, une famille d’ensembles convexes de R™. Alors I'intersection M = N M,

est convexe.

Démonstration

soit M = N M, tous les ensembles M, étant convexes. Soient, d’autre part = et y

(64
deux points quelconques de M. Le segment joignant ces points appartient a chacun des
ensembles M, , donc a M .Par conséquent,Mest bien un ensemble convexe.

Corollaire 1.1.5.1

Soit M un sous-ensemble non vide dans R™ . Alors parmi tous les ensembles convexes
contenant M (ces ensembles existent, par exemple, R" lui-méme) il existe le plus petit, a
savoir,l’intersection de tous les ensembles convexes contenant M.

Cet ensemble s’appelle enveloppe convexe de M [ notation : Conv(M)]. Enveloppe linéaire
de M est ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de M, enveloppe
affine est ’ensemble de toutes les combinaisons affines des vecteurs de M.

Proposition 1.1.5.2

Pour M C R™ non vide :

conv(M) = {l'ensemble de toutes les combinaisons convexes de vecteurs de M} .

Preuve :

selon la Proposition , tout ensemble convexe contenant M (en particulier,C'onv(M))
contient toutes les combinaisons convexes des vecteurs de M. Il reste a vérifier que
Conv(M) ne contient rien d’autre. A cet effet il suffit de montrer que 1’ensemble de toutes
les combinaisons convexes des vecteurs de M, nous 'appelons M*, lui-méme est convexe
(en tenant compte du fait que Conv(M) est le plus petit ensemble convexe contenant M,
nous réalisons notre but — I'inclusion Conv(M) C M*. Montrer que M* est convexe est la
méme chose que de montrer que n’importe quelle combinaison convexe vz + (1 — v)y de
deux points quelconques x = Z N, Y = Z wix; de M*- deux combinaisons convexes des

vecteurs x; € M — est encore une comblnalson convexe des vecteurs de M. C’est évident :

vr + (1 —U)?/:UZ)V%‘*‘ (1 _U)Z/%wi = Zfﬂi, Si=vhi+(1—v)

et les coefficients &; sont bien non négatifs avec la somme égale 1.

12



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

Le polytope
Définition 1.1.5.2

Un polytope est, par définition, I’enveloppe convexe d’un ensemble fini non vide
dans R", c.-a-d. ’ensemble de forme

N N
Conv ({uy, ..., un}) = {Z it [N >0, Z)‘i = 1}_
=1 i

Un cas important d’un polytope est le simplex : 'enveloppe convexe de n + 1 points
V1, ..., Upt1 affinement indépendants de R™ :

n+1 n+1
M:COHU({’Z}l,...,UH+1}):{Z)\Z’Ui/)\izo, Z)\zzl}7
i=1 =1

les points vy, ..., v,11 s’appellent les sommets du simplex.

Notons que nécessairement \; < 1 pour ¢ = 1,...,n. La Figure 1.2 représente le simplexe
de R3.

g

Figure 1.2 Le simplexe de R3

Le cone

Définition 1.1.5.3

Un sous-ensemble non vide M de R™ s’appelle conique, s’il contient, avec chaque
point x € M , le rayon entier Rx = {tz/t > 0} engendré par le point :

reM=txec MVt>O.

Un ensemble conique convexe s’appelle cone .

Proposition 1.1.5.3

Le sous-ensemble non vide M deR"™ est un cone si et seulement s’il possede les
propriétés suivantes :
— il est conique :x € M, t > 0= tox € M;
— il contient les sommes de ses éléments :z,y € M = x+y € M .
Comme conséquence immédiate, nous obtenons quun coéne est fermé par rapport aux
combinaisons linéaires avec des coefficients non négatifs de ces éléments. Et vice versa, un
ensemble non vide fermé par rapport a ces combinaisons est un cone.

13



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

Exemple 1.1.5.1

L’ensemble de solutions d'un systeme homogene (peut-étre infini)
alr <0,aecL=1{1,2..n}
d’inégalités linéaires avec n inconnues x, c.-a-d. ’ensemble

K:{x/angO ‘v’ozEL},

est un cone.
En particulier, ’ensemble de solutions d’un systéme homogene fini de m inégalités linéaires

Ax <0

(A est une matrice m x n ) est un cone; un cdne de ce dernier type s’appelle polyhedral.
Notez que les cones donnés par des systemes d’inégalités homogenes linéaires non strictes
sont nécessairement fermés.

Nous verrons bientot que, vice versa, chaque cone convexe fermé est I’ensemble de solu-
tions d’un tel systeme, de sorte que 'exemple 1.1.5.1 soit I'exemple générique d’un céne
convexe fermé.

Les cones forment une famille tres importante d’ensembles convexes, et on peut dévelop-
per la théorie de cones absolument semblable (et dans un sens, équivalent) a celle des
ensembles convexes.

Par exemple, en introduisant la notion de combinaison conique des vecteurs xq, ..., xg
comme combinaison linéaire des vecteurs avec des coefficients non négatifs, on peut faci-
lement montrer les résultats suivants completement analogues a ceux qui concernent les
ensembles convexes généraux, avec la combinaison conique jouant le réle de la combinai-
son convexe :

— Un ensemble est un cone si et seulement s’il est non vide et est fermé par rapport a
toutes les combinaisons coniques de ses éléments

— L’intersection de n’importe quelle famille des cones est encore un cone; en particulier,
pour tout ensemble non vide M C R™ il existe le plus petit cone contenant M — son
enveloppe conique Cone(M), et cette enveloppe conique est composée de toutes les com-
binaisons coniques des vecteurs de M.

En particulier, 'enveloppe conique d’'un ensemble fini non vide M = {uy,...,uny} de
vecteurs dans R" est le cone

N
i=1

Un fait fondamental (cf. 'histoire ci-dessus au sujet des polytopes) est que c’est la des-
cription (interne) générique d’un cone polyhedral — d’un ensemble donné par (description
externe)un nombre fini d’inégalités linéaires homogenes.

14



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

1.2 Théoréemes sur les ensembles convexes

On appelle simplexe de R™ le sous-ensemble suivant
Ffoe oz 0= L, Yo =1}
i=1

Définition 1.2.1

On appelle combinaison convexe de n points {z;},_, . tout point y obtenu par la
formule

n
Y = ZO@%’ avec «; € F.
i=1

Lemme 1.2.1 [Caratheodory]

Dans un espace vectoriel de dimension n, toute combinaison convexe de m points,
m > n + 1, se rameéne a une combinaison convexe de n + 1 points au plus.

Démonstration.
m

Soit y = > az; , oy € F
=1

1=

Il suffit de montrer que si m > n + 1, on peut faire décroitre m de 1. Ce fait, utilisé de
d .

facon répétée,prouvera le résultat Si on considere les vecteurs z; 2 Ti—xppouri=2,...,m

en nombre au moins égal a n+ 1, ces vecteurs ne peuvent étre linéairement indépendants,
et il existe donc une combinaison linéaire nulle, & coefficients 5; non tous nuls, de cet

ensemble, donc
m m

Z@‘Zz‘ =0= Zﬁzx, =0 avec Zﬁz =0,
i=2 i=1 i=1

’ d 1N
en ayant posé [ o > ;. On considere alors
i=2
d . .
véf max <ﬁz> etéi:ai—@,izl,...,m.
=1,...m \ qy y

Noter que v # 0 car les 3; ne sont pas tous nuls. On vérifie maintenant que

m m
Y= Zaﬂi = Z@l’i,
i=1 i=1

et que 0 € F avec au moins un ¢; égal a 0. On a donc bien exprimé y comme une
combinaison convexe de moins de m points.

L’ensemble des combinaisons convexes de n points isolés est un sous-ensemble convexe
(appelé polytope ou polyedre).

Remarque 1.2.1

On vérifie aisément qu'un ensemble M C R"™ est convexe, ssi tout points combinai-
son convexe de points de M est dans M.

15



CHAPITRE 1. Eléments d’analyse convexe

Proposition 1.2.1

Les ensembles suivants sont des convexes de R™.
1. Tout sous-espace affine (donc en particulier ¢, les singletons, les droites, les plans, les
hyperplans et R™ lui méme)
2. Tout segment de droite [a; b],
3. Tout demi-espace H ™,
4. Toute boule ouverte B(x; r).

1.3 Les théorémes de séparation

Théoréme de Caratheodory

Appelons dimension d’un ensemble M convexe non vide (notation : dimM) la di-

mension affine de Af f(M).

Théoréme 1.3.1

Soit M C R™, et soit dimConvM = m. Alors tout point x € ConvM est une
combinaison convexe d’au plus m + 1 points de M.

Preuve :

Soit z € ConvM. Par Proposition 2.1.3 sur la structure de I’enveloppe convexe, x
est une combinaison convexe de certains points x1, ..., xyde M :

N N
i=1

i=1

Choisissons parmi toutes ces représentations de x celle avec le plus petit possible nombre
N de coefficients non nuls, et supposons que c’est la combinaison ci-dessus. J’affirme
queN < m + 1 (cette affirmation méne au résultat désiré). En effet, si N > m + 1, alors
les points xy, ..., zy ne sont pas affinement indépendants (puisque n’importe quel ensemble
affinement indépendant dans Af f(M) D M est composé d’au plus de dim Aff(M)+1 =
m + 1 points. Ainsi, certaine combinaison non triviale de x4, ..., zy avec la somme zéro de
coefficients est nulle :

N
Z(SZZEZ: 25 (51,...,51\1)#0 .
i=1

Il en suit que pour tout t la combinaison affine

N
%) >[N+ t6;]
=1
Ici & gauche nous avons une combinaison affine des x;. Quand ¢t = 0, ¢’est une combinaison
convexe — tous les coefficients sont non négatifs. Quand ¢ est grand, ce n’est pas une
combinaison convexe, puisque certains J; sont négatifs (en effet, pas tous les J; sont zéro,
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et la somme de §; est 0). Il existe, évidemment, le plus grand ¢ pour lequel la combinaison
(%) a des coefficients non négatifs, a savoir

t* = min A )
i:0;<0 |04

Pour cette valeur de ¢, la combinaison (x) a tous les coefficients non négatifs, et au
moins un des coefficients est zéro. Ainsi, nous avons représenté x comme une combinaison
convexe de moins de N vecteurs de M.

Théoréme 1.3.2 [ Radon]

Soit S ensemble d’au moins n + 2 points zq,...,zy dans R"™. Alors cet ensemble
peut étre divisé en deux ensembles non vides S; et Sy dont les enveloppes convexes ont
un point commun : il existe une partition I U J = {1, ..., N} , INJ = ¢, de 'ensemble
d’indices {1, ..., N} en deux ensemble non vides I et .J et les combinaisons convexe des
points {z;,7 € I} ,{z;,7 € J} qui coincident, c.-a-d. qu’il existe o;,7 € I , et 3;, j € J,
tels que

Zaixi ZZBJ‘ZL“]‘; Zai :Zﬁj =1; Oéiaﬁj > 0.

il jeJ i

Preuve.

Comme N > n + 1, les points x1,...,xy ne sont pas affinement indépendants (car
dans R" tout ensemble affinement indépendant contient au plus n + 1 éléments). Ainsi, il
existe un combinaison non triviale de z; égale 0 avec la somme nulle des coefficients :

N N
ZA1$Z:O7 Z)\Z:()?()\l’?)\N)%O :
=1 =1

Soit I = {i/\; >0} , J ={i/\; <O0};alors I et J ne sont pas vides et forment une
partition de {1, ..., N}. Nous avons

a=) A=Y (=))>0

iel jeJ

( la somme des A; est nulle et tous les \; ne le sont pas zéros). Si on pose

az:772€[7ﬁ]:7]7‘76°]7
a

on obtient

et
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Théoréme 1.3.3 [ Helley I]

Soit F' une famille finie d’ensembles convexes dans R™. On suppose que n’importe
quels n+ 1 ensembles de la famille ont un point commun. Alors tous les ensembles ont un
point commun.

Preuve :

Montrons le résultat par récurrence en nombre N d’ensembles dans la famille. Le cas
de N < m+1 est évident. Supposons maintenant que nous avons prouvé le théoreme pour
toutes les familles avec un certain nombre N > m+ 1 d’ensembles, et soit S, ..., Sy, Sni1
une famille de N + 1 ensembles convexes qui satisfait les conditions du Théoreme de
Helley ; nous devrions montrer que leurs I'intersection des ensembles Si, ..., Sy, Syi1 est
non vide. En supprimant de notre famille de N+ 1 ensembles I’ensemble .S;, nous obtenons
la famille de N ensemble qui satisfait les conditions du Théoreme de Helley et ainsi, par
I’hypothese inductive, posséde une intersection non vide de ses membres :

Vi<N+1):T'=8N8%N..NSi_1NSiy1N...N Sy # ¢

Choisissons un point x; dans chaque ensemble Tj(non vide). Nous obtenons N + 1 >
n + 2 points de R" . Comme nous le savons du Théoreme de Radon, nous pouvons
diviser I’ensemble d’indices {1, ...,n 4 1} en deux sous-ensembles non vides I et J de telle
maniere qu’'une certaine combinaison convexe x des points x;,¢ € I, soit simultanément
une combinaison convexe des points ;, j € J . Pour accomplir la preuve il suffit de vérifier
que x appartient a tous les ensembles S, ..., Syi1. En effet, soit ¢* un indice de notre
ensemble d’indices, montrons que x € S;« . Nous avons ¢* € [ , ou¢* € J . Dans le premier
cas tous les ensembles 7} , j € J, sont contenus dans S;« (puisque S;= participe a toutes
les intersections qui donnent T* avec ¢ # i*). En conséquence, tous les points z;,j € J,
appartiennent a S;« , et donc z, qui est une combinaison convexe de ces points, appartient
également a S+ (tous nos ensembles sont convexes!), comme requis. Dans le deuxiéme
cas le raisonnement semblable indique que tous les points x;,7 € I, appartiennent a S;«,
et donc z, qui est une combinaison convexe de ces points, appartient a S;-.

Théoréme 1.3.4 [Helley II]

Soit F une famille d’ensembles convexes dans R™. Supposons que
(a) tous les n 4+ 1 ensembles de la famille ont un point commun,
(b) chaque ensemble de la famille est fermé, et 'intersection des ensembles d’une certaine
sous-famille finie est bornée (par exemple, un des ensembles dans la famille est borné).
Alors tous les ensembles de la famille ont un point commun.

Preuve :

Par le théoreme précédent, tous les sous-familles finies de F ont les intersections non
vides, et ces intersections sont convexes (puisque l'intersection de n’importe quelle famille
des ensembles convexes est convexe par Théoréme 2.1.2); griace a (a) ces intersections
sont également fermées. Ajoutant a F toutes les intersections des sous-familles finies de
F, nous obtenons une famille plus nombreuse F” qui consiste en des ensembles convexes
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fermés, et n’importe quel sous-famille finie de cette famille plus nombreuse a encore une
intersection non vide. Par ailleurs, (b) implique que cette nouvelle famille contient un
ensemble borné (). Puisque tous les ensembles sont fermés, la famille d’ensembles

{QNQ'/Q € F}
est une famille emboitée d’ensembles compacts (c.-a-d. une famille d’ensembles compacts
avec l'intersection non vide de toute sous-famille finie).
Théoreme 1.3.5

Soient A et B deux convexes disjoints non vides de F. 1. Si A est ouvert, alors il
existe un hyperplan fermé H qui sépare A et B au sens large,i.e.

3(f,a) € E' x R,Ya € A,¥be B, f(a) < a < f(b).

2. Si A est fermé et B compact, alors il existe un hyperplan fermé H qui sépare A et B
au sens strict, i.e.

3(f,a) EE' xR, 3 >0,Yac AVbe B, f(a) <a—c<a+e< f(b).

Remarque 1.3.1

de maniere équivalente, on dira que I'hyperplan fermé H = {z € E, f(z) = a} sépare
A et B au sens large si

et au sens strict si

ilelgf(a) <o < inf f(b).

1.4 Théoreme de séparation et théorie d’inégalités
linéaires

Dans cette section nous allons répondre a la question suivante : supposons que nous
avons deux ensembles convexes dans R",quand pouvons-nous les séparer par un hyperplan,
c.-a-d. trouver une forme linéaire non nulle qui en tout point d’un ensemble est supérieur
ou égal a sa valeur en n’importe quel point de 'autre ensemble? Nous verrons que la
réponse a cette question forme, dans un sens, le coeur de I'analyse convexe; elle est a la
base de tous nos développements ultérieurs.

Théoréme 1.4.1

Un hyperplan M dans R"™ (un ensemble affine de dimension n — 1),est un ensemble
de niveau d’une forme linéaire non triviale :

Jae R, beER,a#0 : M:{xeR”/aTrp:b}.

Nous pouvons, par conséquent, associer a I'hyperplan (ou a la forme linéaire associée a,
qui est définie uniquement, a la multiplication par un réel non nul pres) les ensembles
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suivants :
— les demi-espaces ouverts "haut' et "bas'

M**z{xeR”/aTx>b},M__:{:UER”/aTa:<b};

ces ensembles sont convexes, et puisqu’une forme linéaire est continue, et ces ensembles
sont donnés par des inégalités strictes sur la valeur d’une fonction continue, ils sont en
effet ouverts.

Notez que puisque a est uniquement défini par M, a la multiplication par un réel non nul
pres, ces demi-espaces ouverts sont uniquement défini par ’hyperplan, a la permutation
du "haut" et du "bas" prés (qu'un demi-espace est le "haut", dépend du choix particulier
de a);

— les demi-espaces "haut" et "bas" fermés

M*={eeR /e >b}, M ={reR"/d"x <b};

Ceux-ci sont également les ensembles convexes, fermés (puisqu’ils sont donnés par des
inégalités non-strictes sur la valeur d’une fonction continue). On le voit facilement que
le demi-espace supérieur ou inférieur fermé est la fermeture du demi-espace ouvert cor-
respondant, et M lui-méme est la frontiere (c.-a-d. le complément de l'intérieur dans la
fermeture) de chacun des quatre demi-espaces. Il est évident que nos demi-espaces et M
lui-méme donnent une partition de R™ :

R*'=M ~"UMUM*™
(partition par des ensembles disjoints),
R*=M uM*

(M est une intersection des ensembles a droite).
Maintenant nous définissons la notion de base de séparation propre de deux ensembles
convexes T et S par un hyperplan.

Séparation propre
Définition 1.4.1
On dit qu'un hyperplan
M:{xeR”/aTx:b} [a # 0]

sépare proprement deux ensembles convexes (non vides) S et T, si

(i) les ensembles appartiennent aux demi-espaces fermés opposés définis par M, et

(ii) au moins un des ensembles n’est pas contenu dans M.

Nous disons que S et T peuvent étre proprement séparés, s’il existe un hyperplan qui
sépare proprement S et T', c.-a-d. s’il existe a € R™ tel que

supa’z < inf aTy
TES yeT

et

inf a’z < supa’y.
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Exemples 1.4.1

— T’hyperplane donné par a’x = x5 — x; = 1 dans R? sépare proprement les en-
sembles convexes polyhedraux

T:{a:ERQ/Olegl, 3§w2§5}etS:{x€R2/x2:0;x12—1};
— I'hyperplane a’z = x = 1 dans R! sépare proprement les ensembles convexes
S={z<1}etT ={x > 1};

— I'hyperplane a’x = x, = 0 dans R? sépare proprement les ensembles

1 1
S:{x€R2/x1<O,x22—}etT:{xeRQ/x1>0,x2>};

1 xq
— I'hyperplane a’x = x5 — x; = 1 n’est pas sépare proprement les ensembles convexes
S:{ZEERQ/ZL’QZ 1}etT:{x€R2/$2:O};
— I'hyperplane a’z = x5 = 0 dans R? sépare les ensembles
S:{ZL‘ER2/I2=0, r < —l}etT:{x€R2/x2:0,x121}

mais ne les sépare pas proprement.

Séparation forte
Définition 1.4.2

On dir que deux ensembles non vides S et T" dans R"™ peuvent étre séparés fortement,
s’il existent deux hyperplans paralleles distincts qui séparent S et T, c.-a-d. s’il existe
a € R" tel que

T e T
iléls)a x < ;E;a Y.

Il est évident que le
Séparation forte — séparation propre
Nous pouvons immédiatement produire des exemples d’ensembles qui peuvent étre sépa-
rés proprement sans pouvoir étre séparés fortement, par exemple, les ensembles

1 1
{x€R2/I1>O, xgzx}et{xERz/x1<0,x22—}.
1

T
On arrive maintenant a la question :
Quand une paire d’ensembles convexes non vides S et T dans R™ peut étre séparée [pro-
prement ou fortement] 7 La question la plus importante est celle sur la possibilité de
séparation propre. La réponse est la suivante :

Théoréme 1.4.2

Deux ensembles convexes non vides S et T dans R" peuvent étre séparé proprement
si et seulement si leurs intérieurs relatifs sont disjoints :

riS N ri’lT = ¢.
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Nécessité

La nécessité de la propriété indiquée (la partie "seulement si” du théoreme) est plus
ou moins évidente. En effet, supposez que les ensembles sont proprement séparables, de
sorte que pour un certain a € R™ non nul

supa’z < inf aTy; infa'z <supa’y. (3.1)
zES yeT z€S yeT

Nous devrions mener a une contradiction a I’hypothese que 7S et riT" ont un certain
point commun T . Supposons que c’est le cas; alors de la premiere inégalité dans (3.1) il
est évident que T maximise la fonction linéaire f(x) = a’z sur S et donne simultanément
le minimum cette fonction sur 7". Maintenant, nous avons le simple résultat suivant :

Lemme 1.4.1

La fonction linéaire f(z) = a’z peut atteindre son maximum ou minimum sur un
ensemble convexe () en un point x € ri(Q) si et seulement si la fonction est constante sur

Q.

Preuve :

La partie "si" est évidente. Pour prouver la partie "seulement si', supposons que T €
ri Q) est le minimiseur de f(x) sur @ et y est un point arbitraire de @ ; nous devrions
montrer que f(Z) = f(y). Il n’y a rien ‘a prouver si y = 7, ainsi nous pouvons supposer
que y # 7. Comme T € 1i(Q le segment [y, T], qui est contenu dans @), peut étre prolongé
un peu par le point T, sans quitter @), de sorte qu’il existe z € @ tel que T € [y, 2)
, c-a-d.T = (1 — A\)z + Ay avec un certain A € (0, 1]. Comme y # T, nous avons en
faitA € (0, 1). Et puisque f est linéaire, nous avons

f@) =1 =Nf(z)+Af(y).

Comme f(7) < min{f(y), f(2)} et 0 < A < 1 cette relation peut étre satisfaite seulement

si f(T) = fy) = f(2).

Revenant a nos considérations liées a (3.1), nous concluons du Lemme que sous notre
hypothese (3zriS N riT , c.-a-d. quand f(x) = a’ atteint son maximum sur S et son
minimum 7 en T ) f est constante (et égale & a’T) sur les deux ensembles S et T'; mais
ceci contredit la deuxieme inégalité dans (3.1). Ainsi, nous avons montré que la condition
riS N riT = ¢ est nécessaire pour la séparation propre de S et T'.

Suffisance

La preuve de la partie suffisance du théoréme de séparation est beaucoup plus ins-
tructif. Il y a plusieurs manieres de la prouver, et nous allons suivre le chemin qui passe
par Lemme de Farkas.
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Lemme de Farkas Homogeéne :

Soit aq, ...,an et a des vecteurs de R". On s’intéresse a la question : quand a
appartient-il au cone engendré par les vecteurs agy, ..., a,. Autrement dit, quand est-ce
que a peut étre représenté comme une combinaison linéaire a; avec des coefficients non
négatifs 7 Une condition nécessaire pour ceci est évidente : si

a:Z)\iai [)\120,221,,]\[]
=1

alors tout vecteur h qui a des produits scalaires non négatifs avec tous les a; doit aussi
avoir le produit scalaire non négatif avec a :

GZZAiCLi, /\lZOVZ , hT(ZZ' >0V :>hTCLZO.

Le Lemme de Farkas Homogene dit que cette condition est aussi suffisante :

Lemme 3.1.2
Soit a,ay, ...,an vecteurs de R". Le vecteur a est une combinaison conique des
vecteurs a; si et seulement si tout vecteur h qui satisfait h’a; > 0,7 = 1, ..., N satisfait

aussi hTa > 0.

Preuve :

La nécessité — la partie "seulement si'— est évidente. Pour prouver la suffisance de
la condition du lemme supposons que chaque vecteur h satisfaisant h”a; > 0, Vi satisfait
également h'a > 0, et montrons que a est une combinaison conique des vecteurs a;. 11
n’y a rien a montrer quand a = 0 — le vecteur zéro naturellement est une combinaison
conique des vecteurs a;. Ainsi, dorénavant nous supposons que a # 0.

1. SoitIl = {h/aTh = —1} et soit A; = {h eIl /alh > O}.

IT est un hyperplan dans R", et chaque A; est un ensemble polyhedral contenu dans
cet hyperplan.
2. Nous savons que l'intersection de tous les ensembles A;, i = 1, ..., n, est vide (puisquun
vecteur h de l'intersection aurait les produits intérieurs non négatifs avec tout le a; et le
produit intérieur —1 avec a, et on sait qu’'un tel h n’existe pas).
Choisissons la plus petite, en nombre d’éléments, sous-famille de la famille Ay, ... Ay qui
a toujours l'intersection vide de ses membres.

Sans perte de généralité nous pouvons supposer que c’est la famille Ay, ..., Ay. Ainsi,
I'intersection de tous les k ensembles Ay, ..., A, est vide, mais 'intersection de n’importe
quels ensembles de k£ — 1 de la famille Ay, ..., Ay est non vide.

3. Jaffirme que

-~ A ae Lin({a,...,ar});

— B. Les vecteurs ay, ..., a; sont linéairement indépendants.

A. est facile : en supposant que a ¢ E = Lin ({ay, ..., ax}), nous obtenons que la projection
orthogonale f du vecteur a sur le complément orthogonal E+ de E est non nul. Le produit
scalaire de f et de a est identique que f7 f, c.-a-d. est positif, alors que ffa; =0 =1, ..., k.
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-1
Si on pose h = —(fo) f, nous voyons que h'a = —1 eth’a; = 0,i = 1,....k . En

d’autres termes, h appartient a chaque ensemble A;,7 = 1, ...,k , par la définition de
ces ensembles, et donc léintersection des ensembles Aq, ..., A, est non vide, qui est une
contradiction.

La preuve de B,est donné par le Théoreme de Helley I. En effet, supposons que aq, ..., a
sont linéairement dépendants, et menons cette supposition a une contradiction.
Commeay, ..., a sont linéairement dépendants, la dimension m de E = Lin ({a, ...., ax})

est pour sur < k. Nous savons déja du A. que a € E.

Soit maintenant A’; = A; N E. Jaffirme que toutes les familles de & — 1 des ensembles A’;
ont une intersection non vide, alors que tous ces k£ ensembles ont I'intersection vide. La
deuxieme affirmation est évidente — puisque Ay, ..., A; ont 'intersection vide, le méme est
le cas avec leurs parties A’. La premiere affirmation est également facilement verifiable :
prenons par exemple k — 1 des ensembles "a trait" A'y, ..., A’._i. Par la construction,
I'intersection de [Ajy, ..., Ax_1 est non vide; soit h un vecteur de cette intersection, c.-a-d.
un vecteur avec les produits scalaires non négatifs avec aq, ...., ai_1 et le produit —1 avec
a. En remplacant h avec sa projection orthogonale h’ sur E, nous ne changeons pas tous
ces produits intérieurs, puisque ce sont des produits avec des vecteurs de E'; ainsi,h’ est

également un point commun de Ay, ..., Ax_1 , et puisque c¢’est un point de F, c’est aussi
bien un point commun des ensembles A’y , ..., A’._;. Maintenant nous pouvons accomplir
la preuve du B. : les ensembles A’y ..., A’y sont les ensembles convexes appartenant &

I'hyperplan [ = [[NE = {h €EFE/a"h= —1}(H’ est en effet un hyperplan dans F car
0 # a € E ) dans le sous-espace linéaire m-dimensionnel E.J]" est un ensemble affine de
dimension [ = dim E—1 =m—1 < k—1 (dans notre casm = dim F' < K ), et tous [+1 <
k — 1 des sous-ensembles convexes Ay, ..., A’k de [’ ont une intersection non vide. Du
Théoreme de Helley I (qui naturellement est valide pour les sous-ensembles convexes d'un
ensemble affine, la dimension affine de ’ensemble jouant le role de n dans la formulation
originale) il découle que tous les ensembles A’y, ..., A’k ont un point commun, ce qui,
comme nous le savons, n’est pas le cas. Ainsi, par contradiction, on obtient queay, ..., ax
sont linéairement indépendant.

4. Le A. et le B. étant dans notre disposition, nous pouvons facilement finir la preuve de
k
la partie'si' du lemme de Farkas comme suit : par A. nous avons a = . \;a; avec des

coefficients réels \; , et tous ce que nous avons a montrer est que ces coéfﬁlcients ne sont
pas négatifs. Supposons, au contraire, que, par exemple A; < 0 . Augmentons le systeme
(linéairement indépendant par B.) des vecteurs ay, ...,a; par les vecteurs fi, ..., fn_d
une base dans R" (ce qui est possible par Théoréme 1.2.1). Soit maintenant &;(z) soit les
coordonnées d'un vecteur x dans cette base (§; correspond a ap). La fonction & () est
une forme linéaire de = et donc, selon la Section 1.1.2, est le produit intérieur avec un
certain vecteur : & (x) = fla Va.
Nous avons ffa =& (a) =M\ <0et fTa; = { L, ' L

0,1=2,..,k,
ainsi fTa; > 0,7 = 1,...,k. On en déduit par la normalisation appropriée de f que le
vecteur \)\1\_1 f , appartient aux Ay,..., Ay , ce qui est la contradiction désirée — par la
construction, cette intersection est vide.
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Remarque 3.1.1 :

Une conséquence immédiate du Lemme de Farkas Homogene est que ’enveloppe
conique

N
cone ({ay, ...,an}) = {a =Y Na; /N >0,i=1, ....,N}

i=1
d'un ensemble fini non vide est ’ensemble de toutes les solutions d’un certain systéme
d’inégalités linéaires homogenes non strictes, notamment,

{W'a>0V(h:h"a;>0,i=1,.,N)}.

Ainsi, ’enveloppe conique d’un ensemble fini de vecteurs est convexe et fermé.

Du Lemme de Farkas au Théoréme de séparation

Maintenant nous sommes enfin équipés pour prouver la partie suffisance du Théo-
reme de Séparation.

Etape 1.

Séparation d’un polytope convexe et d'un point extérieur au polytope.
Commen cons par le cas apparemment tres particulier du théoreme, ou un des ensembles
est un polytope — I'enveloppe convexe de ’ensemble fini de points xq, ..., xy— et 'autre
est un singleton 7' = {z}. Nous devrions montrer que si z ¢ S = Conv ({z1,...,xx}), il
existe alors une forme linéaire qui sépare proprement x et S. En fait, nous prouverons
méme 'existence de la séparation forte.

Associons aux vecteurs n-dimensionnels x1,...,zy,x les vecteurs a = ( 1 ) et q; =

( 3161 ) (n + 1)-dimensionnels,i = 1, ....,n . J'affirme que a n’appartient pas a I'enveloppe

conique de ay, ..., a, . En effet, si a serait représentable comme une combinaison linéaire de
ai, ..., ay avec des coefficients non négatifs, alors, en regardant la (n + 1)-éme coordonnée
dans une telle représentation, on déduirait que la somme des coefficients devrait étre 1, de
sorte que cette représentation, en réalité, est une combinaison convexe de x4, ..., z, avec
la valeur x, ce qu’on a supposé impossible.

Comme a n’appartient pas a ’enveloppe conique de aq, ...,ay , par le Lemme de Farkas
Homogene, il existe un vecteur h = ﬁ € R"! qui "sépare" a et ay, ..., an, c.-a-d. que

h'a >0, hTa; <0,i=1,..,N.

Ainsi, bien sur,
h'a > max h'a,.
(A

Puisque les composants dans tous les produits scalaires h'a, h”a; qui proviennent des
(n + 1)- émes coordonnées sont égaux entre eux, nous en concluons que le composant
n-dimensionnel f de h sépare x et zq,...,xnN :

{hTa -« :} Tz >max fTa; |= maxhTa; —af.
K3 1
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Comme pour toute combinaison convexe y = . \;z; des points x; on a Ty < max fTa;,
7 1
on conclut, finalement, que

T T
T > max ,
f yeConv({z1,....xN}) f y

et f sépare fortement T' = {z} et S = Conv ({z1,..., zn}).

Remarque 3.1.2

Un sous-produit de notre raisonnement est qu'un polytope — ’enveloppe convexe
d’un ensemble non vide fini de vecteurs — est I’ensemble de solutions d’un systeme d’in-
égalités linéaires non strictes, notamment, du systeme

T T,
{f XS,;:I{{??fo v; Vf}-

Conv ({vy,...,un})

Il en suit que un polytope est non seulement convexe, mais également fermé.

Etape 2.

Séparation d’un ensemble convexe et d'un point extérieur.

Soit maintenant S un ensemble non vide convexe arbitraire et 7' = {x} est un singleton
extérieur a S(a la différence avec I'étape 1 est que maintenant on ne suppose pas que
S soit un polytope). Tout d’abord, sans perte de généralité nous pouvons supposer que
S contient 0 (si ce n’est pas le cas, nous pouvons soumettre S et 7' a la translation
S+— S—a, T — T—aavec a € 5). Soit L I'enveloppe linéaire de S. Siz ¢ L, la
séparation est facile : en prenant comme f la composante de = orthogonale a L, nous
obtenons

ffo=f1f >0=maxfTy,
yeSs

et f sépare fortement S et "= {x} Il nous reste le cas x € L . Comme S C L, x € L et
x ¢ S L est un sous-espace linéaire different de 0. Soit > = {h € L / |h| = 1} la sphére
unité dans L. C’est un ensemble fermé et borné dans R™ (la fermeture vient du fait que
|.| est continu et L est fermé, cf. la section 1.4.1). En conséquence,y. est un ensemble
compact (Proposition 1.1.1). Montrons qu’il existe f € > qui sépare x et S dans le sens
que

fTe > sup fy.
yeS

Supposons, au contraire, qu’'un tel f n’existe pas. Sous notre hypothese pour chaque
h € il existe y, € S tel que
Ty, > hTx.

Puisque 'inégalité est stricte, il existe un voisinage U}, du vecteur h tels que
(WY yn > (W) 'z Vh € U,

La famille d’ensembles ouverts {uh}hez que nous obtenons est une couverture de
>~ ; puisque Y est compact, nous pouvons en extraire une couverture finie Uy, ..., Uy, de
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> . Soit Y1 = Ynys Y2 = Yhy, ----» YN = Yn, les points correspondants et soit le polytope
S" = Conv ({y1, ...,yn}) est engendré par ces points. En raison de l'origine de y; , ils sont
tous des points de S'; puisque S est convexe, le polytope S” est contenu dans S et, par
conséquent, ne contient pas z. Par Etape 1, z peut étre fortement séparé de S’ : il existe
a tels que

a’z > supa’y. (3.4)

yes’

Comme z et S’ C S appartiennent & L, nous pouvons supposer que a € L (il suffit
de remplacer a avec sa projection orthogonale sur L, ce qui ne change pas les deux cotés
de (3.4)). En normalisant a, nous pouvons également avoir |a| = 1 , de sorte que a € Y.
Maintenant nous obtenons une contradiction : comme a € Y7 et Uy, ..., Uy, forment une
couverture de Y , a appartient a un certain Uy,. Or, par la construction de Uj, (regardez
(3.3) nous avons

aTyi = aTyhz‘ > aTma

ce qui contredit (3.4) cary; € S’ . La contradiction que nous obtenons montre que
il existe f € Y qui satisfait (3.2). Montrons qu’en fait f sépare proprement S et {x} :
étant donné (3.2), tout ce que nous avons & montrer est que la forme linéaire f(z) = f7z
n’est pas constante sur S. C’est évident : par notre hypothese initiale,0 € S, de sorte que
si f(z) étaient constants sur S, f soit orthogonal a n'importe quel vecteur de S et par
conséquent a L = Lin (S), ce qui est impossible, puisque, encore par construction, f € L
et |f|=1.

Etape 3.

Séparation de deux ensembles convexes non vides disjoints
Maintenant nous sommes en mesure de montrer que deux ensembles non vides et convexes
d’intersection vide S et T peuvent étre proprement séparés. A cet effet considérons la
différence arithmétique

A=S-T={z—-y/xzeS,yeT}.

Comme SNT = ¢, A ne contient pas 0. Par Etape 2, nous pouvons proprement séparer
A et {0} : il existe h tels que

ffo=0>sup ffz et f10 > inf f72.
zEA zEA

Autrement dit,

0> sup [fT:c—ny] et 0 > infT[fT:C—ny],

zeS,yeT zeS,ye

ce qui signifie que f sépare proprement S et T'.
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Etape 4.

Séparation d’ensembles convexes non vides avec les intérieurs relatifs disjoints.

Soit S et T" deux ensembles convexes non vides avec les intérieurs relatifs dont 'inter-
section est vide. Nous devrions montrer que S et T peuvent étre proprement séparés. C’est
immédiat : comme nous savons du Théoreme 2.1.1, les ensembles S" = riS etT' = riT
sont non vides et convexes; puisque nous sommes donnés que leur intersection est vide,
ils peuvent étre proprement séparés par Etape 3 : il existe f tels que

inf fTx > sup ffowet sup ffo > inf fTo. (3.5)

zel” yes’ z€T” yes’
On peut voir facilement que f sépare proprement S et 1. En effet, les quantités sur les
cotés gauches et droits de la premiére inégalité de (3.5) ne changent pas si nous remplagons
S" avec cl S’ et T" avec clT ; par Théoreme 2.1.1, clS" =clS D Set T =cT DT , et

nous obtenons inf fz = inf ffx, et, de la méme facon, sup f7y = sup f1y. Ainsi,nous
zeT zeT! €S yes’

obtenons de (3.5)
inf fTa > sup fly.
zeT yGS

11 suffit de remarquer que 7" C T, S" C S, et la seconde inégalité dans (3.5) implique

inf fTx > inf 1z
zGT’f yeS‘f

Séparation forte

Nous savons du Théoreme de Séparation ce qui sont les conditions nécessaires et
suffisantes simples pour la séparation propre de deux ensembles convexes - leurs intérieurs
relatifs devraient étre disjoints. Il y a également une condition nécessaire et suffisante
simple pour que deux ensembles soient fortement séparables :

Proposition 3.1.1

Deux ensembles convexe non vides S et 1" dansR"™ peuvent étre séparés fortement
si et seulement si la "distance entre ces ensembles est positive" :

p(S,T)= inf |z—y|>0.

zeS,yeT
Ceci est, en particulier, le cas quand un des ensembles est compact, 'autres est fermé
et les ensembles sont disjoints.
Preuve

La nécessité est évidente : siS et T peuvent étre séparés proprement, c.-a-d. que
pour un certain a on a

a=supa’r < f=infaly,
zeS yeT
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alors pour toute paire (x,y) avec x € S et y € T on a

b —«

lal

lz —y| >

(autrement on aurait par I'inégalité de Cauchy

Te=a"(y—a)<lally—2[<p-a,

aly—a
qui est impossible).
Pour prouver la suffisance, considérons I’ensemble A = S —T . C’est un ensemble convexe
qui ne contient pas de vecteurs de longueur plus petite que p (S,T") > 0; par conséquent, il
n’intersecte pas la boule B d’un certain rayon positif r centré a l'origine. En conséquence,
par le Théoreme de Séparation A peut étre séparé proprement de B : il existe a tel que

infa’z> sup a’(z—1y)et supa’z> inf a’(z—v). (3.6
z€B _$€S,§)ET ( y) zeg z€S,yeT ( y)- (3.6)

Du seconde inégalité nous obtenons que a # 0; ainsi inf a’ 2z < 0, et la premiére inégalité
zeB

dans (3.6) dit que a sépare fortement S et 7' .
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1.5 Fonctionnelles convexes

Definition 1.5.1

une fonctionnelle non négative P : E — R+ est dite convexe telle que

Pz +y) < p(z)+py)
P(A\x) = AP(x) pour A > 0

On peut avoir P(z) = +00

Théoréme 1.5.1

Soit Pune fonctionnelle convexe sur I'espace vectoriel E, k et une constante positive.
i)L’ensemble M = {x € F: P(x) < k} est convexe.
ii) Si P(z) < 400 alors M est un corps convexe, etJ(M) = {z € E: P(x) < k}.

Démonstration

i) Siz,y € Eet A >0 en effet

Pz +(1—=MNy) < P(Az)+ P((1—X\)y)
< AP(z) + (1= A)P(y)
<MNE+(1—-Nk=k

ii) Si P(z) < +o00 pour tout z € E'; pour toutt >0, ety € E,x € M on a :
P(x +ty) < P(x) +tP(£y)
Si P(y)=P(—y)=0,ona Plx£ty) < P(x) < k alors x £ty € E pour tout t >0

Si un des nombres non négatif P(y), P(—y) est différent de zéro;
k — P(x)
max(P(y); P(-y))

P(z)+tP(ty) <k = t<

_ k—P(x)
pour tout z € E avec P(x) < k, ¢ = P B
Fonctionnelle de Minkowski

Etudions la liaison existant entre les fonctionnelles convexes et les ensembles convexes.

Théoréme 1.5.2

Si p est une fonctionnelle convexe sur ’espace vectoriel E et k est un nombre positif,

I’ensemble
M ={z:p(z) < k}

est convexe. Si la fonctionnelle p est partout finie, alors M est un corps convexe ayant
pour noyau l’ensemble

M ={z:p(x) <k}

(contenant nécessairement le point 0).
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Démonstration

Siz,ye Meta+=1,a, >0, alors

plax + By) < ap(x) + Bp(y) < k

c.-a-d. M est un ensemble convexe. Supposons maintenant la fonctionnelle p
finie, p(x) < k; alors pour t >0 et y € M on a

p(z £ ty) < p(x) + tp(fy).

si p(—y) = p(y) =0, on a x £ty € M pour tous les t; si, par contre, au moins I'un des
nombres non négatifs p(y), p(—y) est différent de 0, on a x + ty € M pour

k—p(x)

b e (p), p(—y))

Choisissons une valeur bien déterminée de k, par exemple, k = 1.
Alors toute fonctionnelle convexe finie p définit de fagon unique dans E un corps convexe

M ={z:p(z) <1}

tel que 0 € J(M). Inversement, soit M un corps convexe dont le noyau contient le
point 0.Alors

py () :inf{r:fe E,r>0} (2)

est une fonctionnelle convexe finie. On I'appelle fonctionnelle de Minkowski pour le
corps convexe M.
Montrons que la fonctionnelle de Minkowski (2) est convexe. Pour tout x € E ’élément
£ appartient a E,si r est assez grand; donc la valeur de py(z) définie par Iégalité (2),

est non négative et finie. Si t > 0et y =tx , on a

pM(y):inf{r>0:%€M}:inf{r>0:t7“€M}
:inf{tr’>0:%6M}ztinf{r'>0:%€M}
=tpp(x). (3)

Soient maintenant 1, x5 € E et ¢ > 0 quelconque. Choisissons les nombres 7;(i = 1,2) de

. z; _ . 14T . TMix 2T
fagon que pg(x;) < r; < pr(z;) + ¢;alors e M. posons 1 =ry +ry; B = THEL 4 2B

appartient au segment d’extrémités 7+ et 72 En vertu de la convexité de M , ce segment
est contenu dans M ; en particulier, son point% appartient a M. Par conséquent,

Py(zy 4+ 22) <7 =r1+re < py(z1) + pu(xe) + 26.
Le nombre € > 0 étant arbitraire, on a
Py(w1 + 22) < par(21) + par(2). (4)

Les relations (3) et (4) signifient précisément que la fonctionnelle py(z)  est convexe.
Si M est un ensemble convexe contenant le point 0, alors I’égalité (2) définit une
fonctionnelle py/(x)  convexe, mais non nécessairement finie.
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Théoréme 1.5.3 [Hahn-Banach)|

Soient E un espace vectoriel réel et £y un sous-espace quelconque de E .
Soit, en outre, fy une fonctionnelle linéaire définie sur le sous-espace Ej.
Une fonctionnelle f,définie sur l'espace E tout entier, est appelée prolongement de la
fonctionnelle fy,si

f(@) = fo(z), Vo € Ey.

Séparation des ensembles convexes dans un espace vectoriel

Soit E' un espace vectoriel réelle , M et N deux sous-ensembles de £ .f : E — R
fonctionnelle linéaire .
On dit que f sépare MetN s’il existe une constante C' telle que

f(z) < C\Vx € Metf(z) > C,Vx € N

Les deux assertions qui suivent sont des conséquences immédiates de cette défini-
tion.
1) La fonctionnelle linéaire f sépare les ensembles M et N si et seulement si elle sépare
les ensembles M — N et {0} (c.-a-d. I'ensemble de tous les éléments de la forme = —y avec
x € M,y € M et le point 0).
2) La fonctionnelle linéaire f sépare les ensembles M etN si et seulement si pour tout
x € F elle sépare les ensembles M — x; et N — x.

Du théoreme de Hahn-Banach on obtient facilement le théoreme suivant sur la sé-
paration des ensembles convexes dans un espace vectoriel qui admet de nombreuses ap-
plications.

Théoréme 1.5.4

Soient M et Ndeux ensembles convexes disjoints dans un espace vectoriel réel £ .
Si au moins 'un d’eux, par exemple M, possede un noyau non vide (c.-a~d. est un corps
convexe), il existe une fonctionnelle linéaire non nulle f définie sur E qui sépareM etN.

Démonstration

Sans restreindre la généralité on peut supposer que le point 0 appartient au noyau
de 'ensemble M.
(Dans le cas contraire on aurait considéré les ensemblesM — xy et N — zg,01 xy est un
point quelconque du noyau deM.) Soit yo un point quelconque de I'ensemble N ; alors
le point —y, appartient au noyau de ’ensemble M — N et 0 appartient au noyau de
I'ensemble K = M — N + yy. Les ensembles Met N étant disjoints, on a 0 ¢ M — N
etyg ¢ K . Soit p la fonctionnelle de Minkowski pour 'ensemble K.Alors p(yo) > 1 (car
Yo ¢ K). Introduisons la fonctionnelle linéaire

folayo) = ap(wo)

Elle est définie sur le sous-espace de dimension 1, constitué des éléments de la forme ayy,
et vérifie la condition

folayo) < play)
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car p(ayo) = ap(yo) pour o > 0 et fo(ayo) = afo(yo) < 0 < p(ayo) poura < 0.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, la fonctionnelle fy peut étre prolongée de fagon a
obtenir une fonctionnelle linéaire f, définie sur tout I'espace F et vérifiant sur F

la condition f(y) < p(y) On en déduit que f(y) < 1 pour y € K et, en méme temps,
f(yo) = 1.

Ainsi, la fonctionnelle f sépare les ensembles E et {yo} et donc les ensembles M — N

et {0} ; par conséquent, f sépare les ensembles M et N.
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1.6 Conclusion

Ce chapitre expose ’essentiel des résultats de convexité-les Théoremes sur ensembles
convexes -et Les théoremes de séparation.
Ainsi, le résumé d’analyse convexe se limite a énoncer les principales propriétés géomé-
triques et topologiques des ensembles convexes (en particulier les théoremes de séparation)

34



Chapitre 2

Séparation a vaste marge

Introduction

Les machines a vecteurs supports (ou séparateurs a vaste marge ) sont un ensemble
de techniques d’apprentissage destinées a résoudre des problemes de discrimination,c’est-
a-dire décider a quelle classe appartient un échantillon, ou de régression,c’est-a-dire prédire
la valeur numérique d’une variable.

Les SVM sont une généralisation des classifieurs linéaires.Les SVM ont été dévelop-
pés dans les années 1990 a partir des considérations théoriques de Vladimir Vapnik [10]
sur le développement d'une théorie statistique de I'apprentissage : la Théorie de Vapnik-
Chervonenkis.

Les SVM ont rapidement été adoptés pour leur capacité a travailler avec des don-
nées de grandes dimensions, le faible nombre d’hyper parametres, le fait qu’ils soient bien
fondés théoriquement, et leurs bons résultats en pratique.

Les SVM ont été appliqués a de trés nombreux domaines (bio-informatique, re-
cherche d’information, vision par ordinateur, finance... ).

Historique

Les séparateurs a vastes marges reposent sur deux idées clés :
- la notion de marge maximale et
- la notion de fonction noyau.

Ces deux notions existaient depuis plusieurs années avant qu’elles ne soient mises
en commun pour construire les SVM.

L’idée des hyperplans a marge maximale a été explorée des 1963 par Vladimir Vap-
nik et A. Lerner, et en 1973 par Richard Duda et Peter Hart dans leur livre Pattern
Classification. Les fondations théoriques des SVM ont été explorées par Vapnik et ses
collegues dans les années 70 avec le développement de la Théorie de Vapnik-Chervonenkis.

L’idée des fonctions noyaux n’est pas non plus nouvelle : le théoreme de Mercer date
de 1909, et I'utilité des fonctions noyaux dans le contexte de l'apprentissage artificiel a
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été montrée des 1964 par Aizermann, Bravermann et Rozoener [10].

Ce n’est toute fois qu’en 1992 que ces idées seront bien comprises et rassemblées par
Boser, Guyon et Vapnik dans un article, qui est I'article fondateur des séparateurs a vaste
marge.

L’idée des variables ressorts, qui permet de résoudre certaines limitations pratiques
importantes, ne sera introduite qu'en 1995. A partir de cette date, qui correspond & la
publication du livre de Vapnik, les SVM gagnent en popularité et sont utilisées dans de
nombreuses applications.

Principe général

Les SVM peuvent étre utilisés pour résoudre des problémes de discrimination, ¢’est-
a-dire décider a quelle classe appartient un échantillon, ou de régression, c’est-a-dire pré-
dire la valeur numérique d’une variable.

La résolution de ces deux problemes passe par la construction d’une fonction f qui
a un vecteur d’entrée z fait correspondre une sortie y :y = f(z).

On se limite pour l'instant a un probleme de discrimination a deux classes (discri-
mination binaire), c’est-a-dire y € {—1, 1}, le vecteur d’entrée = étant dans un espace X
muni d’un produit scalaire. On peut prendre par exemple X = R".
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2.1 Séparateur linéaire

Données du probleme et notations

Hyperplan

Plagons-nous dans le cas d'une classification binaire (i.e. les exemples a classifier
répartis en 2 classes). On appelle hyperplan séparateur un hyperplan qui sépare les deux
classes (figure 2.1), en particulier il sépare leurs points d’apprentissage. Comme il n’est
en général pas possible d’en trouver un, on se contentera donc de chercher un hyperplan
discriminant qui est une approximation au sens d’un critére a fixer (maximiser la distance
entre ces deux classes).

H
-
r
T -
’f
-
," L
s -
.f.- - P
™. L huttd —
rg = ]
Py -..’ -

Figure 2.1 : L’hyperplan H qui sépare les deux ensembles de points

Les exemples

Nous noterons x un vecteur de R", dans notre cas, nous dirons que ’ensemble des
vecteurs étiquetés que nous nous donnons est I’ensemble des exemples noté X, qui contient
p éléments. X = {(2, yi) },<;, avec Vi, y; € {—1,1}.

L’appartenance d’'un vecteur a une classe ou a ’autre est matérialisée ici par la valeur —1
ou 1 de l'étiquette y, ce qui nous arrangera pour les calculs.

Le séparateur linéaire

Nous noterons le produit scalaire de deux vecteurs (w, z). Cette notation posée,
nous pouvons définir le séparateur linéaire f,,;, par I’équation suivante :

Jwp(z) = (w, z) + b.

Ce séparateur ne fournit pas des valeurs valant exclusivement -1 ou 1, mais nous dirons
que quand le résultat f, ,(x) est positif, le vecteur x appartient a la méme classe que les
exemples d’étiquette 1, et que quand ce résultat est négatif, le vecteur x appartient a la
méme classe que les exemples d’étiquette -1.

Notons avant de disctuter plus avant cette notion de séparateur linéaire que I’équation
fwp(x) = 0 définit la frontiere de séparation entre les deux classes, et que cette frontiere
est un hyperplan affine dans le cas du séparateur linéaire.
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2.2 Séparabilité

Reprenons notre base d’exemples X, et décomposons-la en deux sous-ensembles
selon la valeur de I'étiquette y. Définissons donc :

Xt ={z:(r,y) € Xety=1},
X ={z:(r,y) € Xety=—1}.
Dire que X est linéairement séparable signifie qu’il existe w et b tel que :
Juwp(x) >0, Ve Xt
fuwp(z) <0, Ve X,

Ce n’est pas toujours faisable, il peut avoir des distributions d’étiquettes sur les vecteurs
de X qui rendent X non linéairement séparable. Dans le cas d’exemples pris dans le plan,
dire que la distribution d’exemples est linéairement séparable signifie qu’on peut tracer
un trait (un hyperplan) tel que les exemples de la classe 1 et ceux de la classe —1 se
retrouvent de part et d’autre de cette frontiere.

Figure 2.2 : a gauche cas linéairement séparable,a droite non linéairement séparable

Vecteurs supports

une tache de détermination de I'hyperplan séparable des SVM est d’utiliser seule-
ment les points les plus proches (i.e. les points de la frontiere entre les deux classes des
données) parmi ’ensemble total d’apprentissage, ces points sont appelés vecteurs supports
(figure 2.3).

M T

Figure 2.3 :I'hyperplan H optimal,vecteurs supports et marge maximale
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2.2.1 Marge

Il existe une infinité d’hyperplans capable de séparer parfaitement les deux classes
d’exemples.
Le principe des SVM est de choisir celui qui va maximiser la distance minimale entre 1’hy-
perplan et les exemples d’apprentissage (i.e. la distance entre 'hyperplan et les vecteurs
supports), cette distance est appelée la marge (figure 2.4)

Définition 2.2.1

1.0n définit la marge d’un séparateur f pour un point (z,y) par
y(fx’y) = y.f(z) ce qui est proportionnel a la distance de (x,y) a la séparation.

2.Pour la base d’exemples la marge est 'yf( = min fy(fx )
(@y)ex Y
\ " fup(x) = cste
fw.b(ﬂ-‘) =0 \\\ I:_jl
w \\\ :)
marge \‘\

O

marge Nt

_ Nfwp(@)] N
_ 1ol ]| )
@ [l

Figure 2.4 :Définition d'un séparateur f,, ;.

2.2.2 Hyperplans canoniques

Dans le cadre de classificateurs a marge maximale, I'hyperplan séparateur corres-

pond a la médiatrice du plus petit segment de droite reliant les enveloppes convexes des
deux catégories.
Notons que 'on suppose aussi que ’ensemble d’apprentissage est linéairement séparable.
Dés lors, on peut définir deux plans se trouvant de part et d’autre de I'’hyperplan et pa-
ralleles a celui-ci, sur lesquels reposent les exemples les plus proches.La figure 2.5 illustre
cette situation. il est possible que différentes équations correspondent au méme plan géo-
métrique :
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Il est donc possible de redimensionner w et b de telle sorte que les deux plans paral-
leles aient respectivement pour équation :(w,z) +b =1 et (w,z) +b= —1.
Les deux hyperplans sont appelés hyperplans canoniques. Notons que la marge des hy-
perplans canoniques est m

=~ %
- - = - = Vecteurs de

— support

Figure 2.5 : Exemple graphique des données linéairement séparables

2.3 Un probleme d’optimisation

2.3.1 Cas linéairement séparable

Un classificateur est dit linéaire lorsqu’il est possible d’exprimer sa fonction de déci-
sion par une fonction linéaire en x. Dans la suite, nous supposons que les exemples nous
sont fournis dans le format vectoriel. Notre espace d’entrée X correspond donc a R"™ ou n
est le nombre de composantes des vecteurs contenant les données

n
f(z) =(w,z) +b= Zj L wizy +b.
Si les données sont linéairement séparables, alors il existe un hyperplan d’équation

(w,z) + b= 0ettel que
(w,z) +b>1siy; =1
(w,z) +b< —1siy; =—1

On peut combiner ces deux inéquations en une seule y;((w.x) +b) > 1 Nous n’allons plus
nous contenter d’en trouver un hyperplan séparateur, mais nous allons en plus chercher
parmi ceux-ci I’hyperplan optimal.

L’hyperplan optimal est celui qui maximise la marge fyf(.
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Hyperplan
valide

Marge
maximale

Vecteurs

de support
O Ja=+
n W
f<- \
e
f=-1 =

Maximiser la marge *yf( est équivalent a maximiser la somme des distances euclidienne
des deux classes par rapport a ’hyperplan. Ainsi, la marge a l’expression mathématique
suivante :

I _ | p) (i)
Tx = MIN(g, y=—1) — 0] + M (g, ;=1 el

|71II [min(xi,yi:_ y [(w, @) + ] + ming, =) |[(w, ;) + b\]
o (14 1]
e

[[w]l*

Maintenant que nous avons défini les notions de marges et d’hyperplans cano-
niques,nous pouvons formuler un probleme d’optimisation mathématique tel que sa solu-
tion nous fournisse I’hyperplan optimal (maximisant la marge) :

Min le”Q
(@5 { yi () + ) > 19w, 3:) € X.

Il s’agit d’un probleme quadratique dont la fonction-objectif est a minimiser.
Cette fonction-objectif est le carré de 'inverse de la double marge.
L’unique contrainte stipule que les exemples doivent étre bien classés et qu’ils ne dépassent
pas les hyperplans canoniques.

Dans cette formulation, les variables a fixer sont les composantes w; et b. Le vecteur
w possede un nombre de composantes égal a la dimension de 'espace d’entrée.
En gardant cette formulation telle quelle, nous souffrons des mémes problémes que les
méthodes classiques.
Pour éviter cela, il est nécessaire d’introduire une formulation dite duale du probleme.
Un probléme dual est un probleme fournissant la méme solution que le primal mais dont
la formulation est différente.
Pour dualiser (QP1), nous devons former ce que 'on appelle le Lagrangien.

41



CHAPITRE 2. Séparation a vaste marge

Il s’agit de faire rentrer les contraintes dans la fonction-objectife et de pondérer chacune

d’entre elles par une variable duale :L(w,b,a) = 1 l|wl]|* — f: a; lyi((w, ;) +b) — 1].
i=1

Les variables duales «; intervenant dans le Lagrangien sont appelées multiplicateurs

de Lagrange.
Elles représentent la « force » avec laquelle la solution appuie sur la contrainte 7.

Ainsi, un hyperplan qui violerait la contrainte pour x; (il classe cet exemple du mau-
vais cOt¢) rendrait «; tres grand ce qui ferait fortement augmenter la fonction-objectif (L).
Cette solution ne pourra donc pas étre retenue comme solution optimale.
Notons que L doit étre minimisé par rapport aux variables primales et maximisé par rap-
port aux variables duales.

A présent, nous introduisons les conditions Karush Kuhn et Tucker (KKT) statuant
sur 'optimalité d’une solution.

2.3.2 Théoréme (KKT) [5]

Pour les problemes différentiables convexes : Considérons un probleme d’optimisa-
tion de la forme :

Minimiser g(x)
ci(x) <0, Vi=1.n
Telque { ej(z) =0, Vj=1.n

avec ¢(.), ¢i(.), e;(.). convexes et différentiables.

Le Lagrangien est formé comme suit :

Lr,a) = gla) + 3 oeila) + - fes o)

La solution T est optimale si seulement si il existe @ € R” avec o; > 0Vi =1..n et B € R™
avec fj s.r.sVj = 1..n tels que :

n/

0.L(, ) = () + 3 udhes() + 3 50y (7) =0

=1 7j=1

Ce théoreme fondamental en optimisation mathématique, nous fournit une condition suf-
fisante et nécessaire pour 'optimalité d’une solution dans le cadre de problemes différen-
tiables convexes (ce qui est notre cas).

Les deux dernieres conditions sont souvent appelées conditions K K'T' complémentaires.
Ces conditions expriment deux choses. Pour le voir prenons la premiere :
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1. a; = 0 :Dans ce cas la solution n’est pas « sur la contrainte ». Il n’y a donc rien
a imposer au niveau de la solution.
2. a; # 0 :La solution est « sur la contrainte ».
Dans ce cas, la nullité du produit impose que la solution ne dépasse pas la contrainte (elle
reste faisable).
Déterminons & présent les conditions KKT de notre probleme d’optimisation (QP1).

OwL(w,b,a) = w — > ayy;z; =0 (1)
Oy L(w,b, ) =X ayy; =0 (2)
—y;((w, ;) +0) +1 <0 (3)

Ou; L(w, b, ) =
a;(y;((w, ;) +b) —1) =0Vi=1.n (4
L’équation ( 1), permet de d’exprimer w :w = Enj QYT (5)
i=1

Remarquons qu’avec cette formulation, on peut calculer w en fixant seulement n
parametres.

L’idée va donc étre de formuler un probleme dual dans lequel w est remplacé par sa
formulation (5).
De cette fagon, le nombre de parametres a fixer est relatif au nombre d’exemples du set
d’entrainement et non plus a la dimension de I'espace d’entrée (supposé tres élevée).
Pour ce faire, nous substituons (2) et (5) dans le Lagrangien :

3

L(w,b, o) = % (w,w) — > a; [yi((w, z;) +b) — 1]
i=1
= % ‘Zlyiyjaiaj <$i7$j> - 'Zlyiyjo%‘aj (x,-,xj> + '21 Qo
1,j= i,j= =
= i; a; — %”21 Yilj 0y (T, )

A partir de quoi nous pouvons formuler le probleme dual :

QP2 Maximiser W(a) = i Yiyioua (i, )
ij=1

> oy =0
tel que i=1
a; >0Vi=1..n

o

—

a; —

N =

)

sl

La résolution du dual permet donc de calculer le vecteur w a moindre cofit, cepen-
dant cette formulation ne fait & aucun moment apparaitre le terme b.

Pour calculer ce dernier nous devons utiliser les variables primales :

_maxyi:,1(<w, $z>) + maXy, .4 (<w7 3:1))
5 .

Nous avons a présent tous les éléments nécessaires pour exprimer la fonction de
décision de notre classificateur linéaire :

b —

f(x) = zaiyi (x,x;) + .
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Notons qu'un grand nombre de termes de cette somme son nuls.
En effet seuls les a; correspondants aux exemples se trouvant sur les hyperplans cano-
niques (sur la contrainte) sont non nuls.
Ces exemples sont appelés vecteurs support (SV).

On peut les voir comme les représentants de leurs catégories car si 'ensemble d’ap-
prentissage n’était constitué que des SV, I’hyperplan optimal que 'on trouverait serait
identique. Les vecteurs qui ne sont pas de support (o; = 0) n’ont aucune influence dans
la solution.

La fonction de décision pour la classification de vecteurs inconnus x est donnée par

flz) = Sign(i aiy; (x, z;) +b),

=1

ou m est le nombre de vecteurs supports.
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CHAPITRE 2. Séparation a vaste marge

2.3.3 Cas linéairement non séparable

Le classificateur de marge maximale ne peut pas étre utilisé dans la plupart des
problemes réels :

si les données ont été affectées par le bruit, il n’y a pas de séparation linéaire entre
elles.

Dans ce cas, le probleme d’optimisation ne peut pas étre résolu.

Pour surmonter cette nouvelle contrainte, nous allons introduire une notion de «
tolérance » faisant appel a une technique dite des variables ressort

~ O vecteurs - H,)
o de Sllppl?.‘_l.'-_i__ W e R -
9 _ Ve 3 - £ \w _NI{_;."" ’
' i \ — ) ,
* 28 _(Hy)
L ® | e
. B @
o ® o *
. marge =2/ |[w]| L
® L]

Figure 2.7 a gauche un ensemble de données non linéairement séparables, a droite la
solution SVM linéaire a marge douce . Les vecteurs de support sont encerclés et les
points d’apprentissage mal classés sont marqués d’une croix .

min % HwH2

Le probleme d’optimisation initial était { sc ygllw, ) +5) > 1 V(o) € X

La technique des variables ressort permet de construire un hyperplan en admettant
des erreurs, mais en les minimisant, ce qui ameéne a assouplir les contraintes en introduisant
les variables ressort & > 0 dans la définition des contraintes :

wr;+b>+1—-¢& siy; = +1
wr; +b< -1+ siy; = —1

Ce qui s’écrit y;(w.z; +b) > 1—-&Vi=1..n

Quand une erreur de classification intervient, la variable &; a une valeur plus grande
que 1, donc >, &est une borne supérieure du nombre d’erreurs a l’apprentissage.
De la, un moyen naturel pour pénaliser les erreurs est de remplacer la fonction précédente
a minimiser par :

1. "
3 JwlI"+C>._ &

Autrement dit, on cherche & maximiser la marge en s’autorisant pour chaque contrainte
une erreur positive &; la plus petite possible [10].
Le coefficient C est défini comme un parametre de régularisation, il donne un compromis
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entre la marge et le nombre d’erreurs admissibles. L’ajout du terme C' Z & peut étre

considéré comme une mesure d'une certaine quantité de mauvaise clasmﬁcatmn
Ainsi, une faible valeur de C entraine une faible tolérance. D’autres formulations existent,

comme C' 3" £2110].
i=1

En suivant la méme démarche du Lagrangien que précédemment, nous aboutissons
a la forme duale suivante :

sllwll* +C % & = 32 iy ((w, ) +0) = 14 6] = 32

OwL(w, b, a)—w Zazylxl—o
O L(w,b,a) => ay; =0
8&.L :C—Oéi—uizo

La seule différence avec le cas linéairement séparable est que

C—a;—p=0
pi >0
o <C Viel.n

Le probleme d’optimisation est équivalent au cas de la marge maximale, avec une contrainte
additionnelle (o; < C).

Cette formulation est connue comme « contrainte de boite », car chaque valeur «;
est limitée par 0 d’'un co6té et par C de I'autre. C s’est révélé étre un compromis entre la
précision et la régularisation (le contrdle de l'erreur).

Les conditions KKT sont désormais :

i lys ((w, ;) +b) — 1+ &
(il —C)=0 Viel.n

Ces conditions impliquent que les variables d’écart soient différentes de zéro quand
a; = C cest a dire, quand leur marge est moins de ”Tlu Les vecteurs pour lesquels
0 < a; < C : sont considérés comme vecteurs supports.

Il existe trois statuts différentiels :
1l.a; = 0 : L’exemple est bien classé et n’est pas sur un des deux hyperplans canoniques.
On dira que I'exemple est un non SV.
2.0 < a; < C : L’exemple est bien classé et se trouve sur un hyperplan canonique.
Il s’agit donc d'un SV.
3.a; = C' : L’exemple est mal classé. Il sera malgré tout considéré comme SV puisque
a; > 0. Il s’agit d'un outlier.

La fonction de décision pour la classification de vecteurs inconnus x reste :

f(a) = sign (fj i (z, 2;) + b) .

=1
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a tenté de présenter d'une maniere simple le concept de systéme
d’apprentissage introduit par Vladimir Vapnik,les « Support Vecteur Machine bi-classes
» on a donné une vision générale et une vision purement mathématique des SVM.

Cette méthode de classification est basée sur la recherche d’un hyperplan qui permet de
séparer au mieux des ensembles de données,on a exposé les cas linéairement séparable et
dans le chapitre suivant, nous présentons les cas de séparation non-linéaire.
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Chapitre 3

Séparation non linéaire

Avant d’introduire la formulation d’une séparation non linéaire,on présente tout
d’abord les fonctions noyaux (ou kernel en anglais)

3.1 Fonctions noyaux
Généralités

Le classificateur a marge maximale que nous venons de présenter, permet d’obtenir
de tres bons résultats lorsque les données sont linéairement séparables. L’intérét principal
d’un classificateur de ce type réside dans le fait que I'on controle facilement la capacité

et donc le pouvoir de généralisation. Naturellement, un grand nombre de jeux de données
sont non linéairement séparables.

Pour classer ce genre de données on pourrait utiliser une fonction de décision non
linéaire. Géométriquement, cela reviendrait a avoir une (hyper)courbe qui marquerait la
frontiere entre les exemples positifs et négatifs.

L’idée retenue dans SVM va dans un autre sens : on va tenter de trouver une trans-
formation (mapping) de I'espace d’entrée vers un autre espace appelé « espace de carac-
téristique » dans lequel les données sont linéairement séparables [4].

La figure (3.2) donne une représentation imagée de ce genre de transformation. Nous
pouvons alors appliquer une méthode a marge maximale dans I’espace de caractéristique
et garder le contrdle (qui est indépendant de la dimension de 'espace dans lequel nous
travaillons) que nous avions sur la capacité.

La dimension de I'espace des caractéristiques est généralement tres élevée. Cela ne
pose pas de probléeme pour notre classificateur a marge maximale vu que sa formulation
duale fixe le nombre de variables a déterminer en fonction de la taille de I’ensemble d’ap-
prentissage.
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Nous noterons l'espace de caractéristique F,et la transformation vers cet espace
o: X > F

Figure 3.2 Une transformation ¢ rendant les exemples linéairement séparables [4]

Comme on peut le remarquer a la figure (3.2) 'espace de caractéristiques est de
dimension supérieure a celle de 'espace de départ. Les nouveaux axes contiennent une
surgénération d’information par rapport aux précédents, ce qui permet idéalement d’ef-
fectuer une discrimination linéaire.

Avec cette logique, deux étapes se dégagent pour construire un SVM non linéaire :
1- Une transformation non linéaire pour placer les données dans l’espace de carac-
téristiques.

2- Un SVM linéaire pour classifier les vecteurs.

La normale de 'hyperplan séparateur dans le nouvel espace devient :

l
w = Z%’?ﬁﬂ%)
i=1

Les «; doivent étre calculés dans 'espace de caractéristiques. La classification d’'un
vecteur z inconnu se fait par la fonction : f(z) = sign(w.¢(z) + b)

Ainsi, le classificateur résultant f(z) exprime un séparateur non linéaire dans l'es-
pace des exemples X.

Exemple 3.1.1

Etudions un ensemble de données a deux attributs x1, x2, que 'on transpose dans
un espace des caractéristiques a cinq dimensions a 'aide de la transformation suivante :

¢($1, 902) = (ﬂﬁi $§;$1I2,$1, 902)

Par cette transformation, I'exemple x, = (2, 7) est associé au vecteur de caractéris-
tiques
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d(zq) = (4,49,14, 2,7) . Le classificateur linéaire dans f(z) dans 'espace des caractéris-
tiques exprime un séparateur quadratique dans l'espace des exemples (X)) :

f(z1, 19) = sign(w12? + wers + wsT1Ty + wWaTy + WsTy + b)

En particulier, siw = (1,1,0,0,0) et b = 1 , la frontiere de séparation entre les
exemples classés positivement et ceux classés négativement est le cercle de rayon unité
dans I’espace des exemples.

Exemple 3.1.2

On a la transformation ® tel que :

d: R R3
X = (21, 22) o (ﬁu \/§$1$27$3)
K(z,2") = ®(x).®(2')
/2
Ty
= (22, 22129, 22) | V22!,
/2
Lo
= (2222 + 2x1:v/%x2$’2 + 2323)
= (2} + xo7h)

e ()] =

Ceci veut dire que le produit interne entre les images des points transformés par la fonction
® est équivalent a celui obtenu par un noyau polynomial K (z,2') = (z.2')* calculé dans
I’espace d’entrée.

Fonction Noyaux :

Le fait de représenter une fonction de décision complexe par un séparateur linéaire
dans un espace de caractéristiques de tres haute dimensionnalité peut engendrer un cofit
computationnel élevé. Fréquemment, I'étude des algorithmes d’apprentissage révele que
les seules opérations manipulant les vecteurs de caractéristiques consistent en des produits
scalaires. La stratégie du noyau permet alors de substituer ces produits scalaires par une
fonction k(z, ') rapidement calculable. Le résultat de k(x, 2’) doit étre équivalent en
produit scalaire entre ¢(x) et ¢(2’) dans un certain espace de caractéristiques F' . Ainsi
le noyau K est associé a ¢ lorsque : k(x, 2') = ¢(z).¢(2")

Nous établissons par la suite une condition permettant de déterminer si une fonction
X xX — R correspond au produit scalaire dans un espace F' est un noyau. Cette condition
est appelée condition de Mercer.

20



CHAPITRE 3. séparation non linéaire

Condition de Mercer [ 5 |

La matrice contenant les similarités entre tous les exemples de 1’ensemble d’appren-
tissage.

kiikiz ... kg,
kiokas ... ko,

G = C ' ki = k(z, 25)
knikns ... knn

est appelée matrice de Gram.

Nous énoncons a présent le théoreme de Mercer fournissant une condition suffisante
et nécessaire pour qu’une fonction soit un noyau.

3.1.1 Théoréme de Mercer

Soit une fonction symétrique k£ : X x X — R avec X C R", il existe une fonction ¢
telle que k(z,y) = ¢(z).¢(y) si et seulement si pour toute fonction f élément de ’ensemble
des fonctions définies sur X, telle que :

/f(x)dx existe
b

[ k) @) fy)dedy = 0

XxX

La positivité de l'intégrale permet de définir I'existence du noyau, qui est un produit
scalaire dans un espace de Hilbert.

3.2 Propriétés des noyaux

3.2.1 Commutativité

Soient z et y deux éléments de I'espace X C R", la fonction noyau étant symétrique,
nous avons la commutativité : k(z,y) = k(y, x)

3.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Considérons toujours x et y deux éléments de X C R",et ¢ une fonction qui projette
les vecteurs dans un autre espace vectoriel.Nous avons :

[k(z,y)]” = [6(2).0(y)]* < llo()II*. o)’

Par conséquent : [k(z,y)]> < k(z, z).k(y,y)
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3.2.3 Combinaison de noyaux

Soient ki et ko deux noyaux définis de X x X, X C R" dans R . Les fonctions
suivantes sont aussi des noyaux :

Lk(z,y) = ki(x,y) + ka(x, y)

2.k(x,y) = aky(x,y) avec a € RT

3.k(z,y) = ki(z,y).ka(z, y)

4.k(z,y) = exp(ki(z,y))

5.k(x,y) = p(ki(z,y)) avec p : R — R une fonction polynomiale & coefficients positifs.

6.k(z,y) = 27 By avec B une matrice semi-définie positive.
La formulation duale d’'un SV M non linéaire est la suivante :

n 1 n
Maz Lp(a) = a; — B > oo K.
i=1

3,j=1

3 i =0
Tel que i;ay QP2

La fonction de décision pour la classification de vecteurs inconnus x reste :

f(z) = sign(i ;yik(ri, ) + b)

=1

L’introduction de noyaux permet donc aux machines a vecteurs supports de déterminer
une surface de décision non linéaire en gardant un formalisme provenant d’une approche
linéaire de la classification.

3.3 Philosophie des méthodes a noyaux

Quatre grandes idées sous-tendent I’approche générale :
1. Les données décrites dans 'espace d’entrée X sont projetées dans un espace vectoriel
de redescription F
2. Des régularités linéaires sont cherchées dans cet espace F
3. Les algorithmes de recherche n’ont pas besoin de connaitre les coordonnées des projec-
tions des données dans F, mais seulement leurs produits scalaires
4. Ces produits scalaires peuvent étre calculés efficacement grace a l'utilisation de fonc-
tions noyau.
Cette approche permet ainsi d’employer tout I’arsenal des méthodes linéaires développées
dans les années soixante pour découvrir des relations non-linéaires dans les données.
La figure 3.3 résume les étapes génériques de la méthode. Il est crucial de réaliser que,
dans cette approche, I'essentiel des informations sur les données, en dehors de leurs éti-
quettes, s’exprime dans la matrice noyau K, ou encore matrice de Gram, qui encode les
produits scalaires entre les projections des données d’apprentissage G = <@(X ), P(X )T>
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3.4 L’importance de la matrice de Gram

La matrice de Gram (ou matrice noyau) contient toute I'information utilisée par les
méthodes a noyaux sur les données. Elle est symétrique :G;; = G;. L'utilisation exclusive
des informations contenues dans cette matrice a propos des données d’apprentissage a pour
conséquence qu’une partie des informations sur ces données est perdue. Par exemple, cette
matrice est invariante par

k(x,z)
> e
e K h(z) =Y ouyik(xi,x) + b
i=1
Fonction Algorithme Fonction
noyau d'apprentissage de décision
Matrice noyau
(m.n)
Données
(m.d)

Figure 3.3 :Chaine de traitements génériques d’'une méthode a noyau

rotation des points dans I'espace d’entrée X. La position angulaire des données par rapport
a un référentiel est donc ignorée, de méme que les alignements éventuels des données sur
les axes.
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3.5 Utilisation de fonctions noyau :

3.5.1 Exemple avec X = R

Afin d’illustrer le fonctionnement des méthodes a noyaux, nous allons considérer un
des problemes de discrimination les plus simples. On suppose que ’espace des entrées est
réduit a R, ¢’est-a-dire a une dimension. On suppose que ’on a cinq points d’apprentissage
associés a deux classes '+1" et - 17 :

S={(r1=1y=1),(r2=2,0=1),(z5=4,y3=—1), (x4 =5,ys = —1), (25 =6,y5 = 1)}

(x3,—1) (x4, 1)

AV AV ‘e e AV
N N \J \/ N
(Xlsl) (X2=1) (X5=1)

Figure 3.6 : Un probleme de discrimination a une dimension.

Il n’est pas possible de trouver une séparatrice linéaire (un seul seuil sur I'axe R)
permettant de distinguer les exemples 1’ des exemples - 1°.
Supposons que 'on choisisse d’utiliser la fonction noyau :k(x, ') = (x.2'+1)?. Cela signifie
que 'on est disposé a considérer les corrélations au deuxieme ordre entre les positions des
exemples.
En choisissant C' = 100, le probleme d’optimisation associé est :

max Z o — = Z a0y, (T + 1)
’.]_

Z a;y; =0
0 < a; < 100 (Vi)

Un programme de résolution de probleme quadratique de ce type retourne la solution :

a1 =0;a0=25;a3=0; a4 =7.333; a5 = 4.833

m
La frontiere de décision correspondante, de la forme h(x) = Z afyik(z, z;) +w§ est ainsi :

h(z) = 2.5(1)(2z + 1)% + 7.333(=1)(5z + 1)? + 4.833(1) (62 + 1) + wq
= 0.666722 — 5.333z + wy

ol wy est obtenue en résolvant f(2) =1 ou f(5) = —1 ou f(6) = 1, puisque zy, x4etxs
sont sur la droite y;(w? ®(x) + wy) = 1 pour i € {2,4,5}. Ce qui donne wy =9, d’ot :

f(x) = signe {0.66672 — 5.333z + 9}

C’est une frontiere quadratique qui se traduit par deux seuils dans l'espace d’origine
X = R. Les exemples x5, x4, x5 sont les exemples critiques.
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classe ‘1 classe *-1° Class/l’

Figure 3.7 : Un probleme de discrimination a une dimension. La séparatrice est issue
d’une fonction a deux dimensions qui se traduit par deux seuils sur X = R.

3.5.2 Exemple avec X = R? :la fonction XOR

Soient des données décrites en deux dimensions : X = R?, et soient les exemples
d’apprentissage décrits dans la table suivante :

X2
[ ] 1+ al
Indice 4 X; U;

1 (1, 1) 1 .
2 | @-n | 1 K s
3 (—1,-1) 1
4 (-1,1) -1

(] 1t o

Supposons que 1’on choisisse la fonction noyau polynomiale de degré 2 :

/ 7 2
r(x,x') = (1+ (x-x'))
/ / 2
= (1 + (z12| + zozh))
=1+ 2(z12) + 227h) + (212} + Tozh)?

! ’ 2 72 2 2 ! '
=142xz + 22015 +2i2] + 2575 + 221712275

qui correspond a la projection & :

(901, $2)T g (17 \/§$1, \/§$2, I%»xga \/§$1$2>T

On doit alors résoudre le probleme :

4 4
1 2
max >, a; — 5 >, oYy (Tia; + 1)
@ =1 i,5=1

4
> oy =0
=1
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CHAPITRE 3. séparation non linéaire

ou I'on doit maximiser :
o+ o+ ag + ag — 5(9a] — 20100 — 20103 + 2004+
902 + 2003 — 200 + 902 — 203004 + 9?)
Soit, en dérivant par rapport a chaque multiplicateur de Lagrange «; :
9oy —ag —ast+ay =1
a1 — 9y —as3t+ay =1
ap —ay —9as3 +ag =1
a; —ay —az3+ 9 =1
On trouve alors la valeur optimale des multiplicateurs de Lagrange :
* * * * 1

8

Les quatre exemples sont donc tous des exemples critiques, et la fonction de décision est
alors :

() = signe { & aryik(e,z:) + wo

4 2

i=1
soit :

. 1g 2
f(z) = signe 3 Sy 1+ ()]

i=1

Tous calculs faits, on arrive a I’équation de la séparatrice dans I'espace d’entrée X :
f(z) = signe {—z122}

qui est une fonction non linéaire (voir figure 3.8, a gauche). Quelle est I’équation de la
séparatrice dans ’espace de redescription £'? On a :

4 4
W) =Y @yk(z, ) +wo = Y @ty (p(w), o(x)) +wp = W (z) + wp
=1 =1

4
avec :W* = 3 afy; ®(x;) , etwy = 0 dans ce probleme symétrique par rapport a l'origine.
i=1

On aalors :W* = £ [—®(z1) + ®(x2) + P(23) — P(x4)] . En calculant les projections ®(x;)
des quatre points, on trouve :

1 1 1 1
il | vz V2
o va | | e || | ve

ESYLr [T T | -

0

1 1 1 1 0
V2 -2 V2 —V2 0
D’ou I’équation de la frontiere de décision dans I'espace de caractéristique F' :
hp(z) = W*T®(z)

- (07 07 _%7 07 07 0)(]-7 \/§SE‘1, \/§$2, x%a I‘%, \/§$1.T2)T
= —\/§I‘1£L‘2 =0

qui est donc une équation linéaire dans 'espace F (sixieme coordonnée constante) (voir
figure 3.8 & droite).

|
=
| © o

Sl
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CHAPITRE 3. séparation non linéaire

2‘ h (x,3,)=-1¢ L R(x,x)=+1 2|
| ‘ \ S RO N Rlxx)=+1
X i ,‘ . e 1 maximum
- Sl \E_r_r) muen

8 h,{_r“xz)=f] 172 \,ar="12 _hr( %,)=0

ﬂ.’\

irte

. w o .
. L | I R ..

LT YRR DO ) T 2|

----- P(xx)=-1

<3
D

-
{
1 V2x

figure 3.8 Les frontieres de décision pour le probleme du XOR. A gauche dans l'espace
d’entrée X, a droite dans ’espace de caractéristique F en projetant sur deux
coordonnées parmi les 6.

3.6 Exemples des noyaux

3.6.1 Noyau polynomial
La fonction noyau polynomial de degré n est définie par :
k(z,y) = (ax.y +b)" avec (a,b) € R

Le noyau polynomial exprimant un produit scalaire dépend de la direction des vecteurs
et de leur norme. Ainsi, I'image d’un vecteur x avec ceux de méme direction produit de
fortes valeurs de noyau.

La dimension du nouvel espace F, lorsqu’on utilise le noyau polynomial de degré n
pour projeter les données de I'espace X vers F', vaut :

n+dimX —1)!

: (
F =
dim b= dim X — 1!

3.6.2 Noyau gaussien

Le noyau RBF : (Radial Basis Function)ou (Noyau gaussien) , noyau tres utilisé
dans la pratique qui s’évalue selon

|z — y||2>

o2 '

ou ¢ est un réel positif qui représente la largeur de bande du noyau.

Les classificateurs exprimés par un noyau linéaire sont équivalents aux séparateurs li-
néaires exprimés directement dans l'espace des exemples (sans utiliser la stratégie du
noyau).
Aussi les variables n et ¢ des noyaux polyndémiaux et RBF constituent des hyperpa-
rametres des algorithmes d’apprentissage. Leur valeur modifie grandement le type de
frontieres de décision générées et, conséquemment la qualité des classificateurs résultants.

k([t, y) = eXp(—
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CHAPITRE 3. séparation non linéaire

Figure 3.9 : a gauche noyau linéaire , a droite noyau polynémial

La figure 3.9 illustre le type de frontieres de décision qu’ils permettent d’obtenir sur
un exemple d’ensemble de données dont le noyau polyndmial classifie mieux les données
que le noyau linéaire.

Figure 3.10 : a gauche noyau polynoémial , a droite noyau RBF

La figure 3.10 illustre le type de frontieres de décision qu’ils permettent d’obtenir
sur un exemple d’ensemble de données dont le noyau RBF classifie mieux les données que
le noyau polynémial.

o8



CHAPITRE 3. séparation non linéaire

3.6.3 Autres noyaux

Nous pouvons aussi citer comme fonctions noyaux : - le noyau linéaire pour carac-
tériser I’absence de projection dans un autre espace

k(z,y) =y
- le noyau Laplacien

I — y||)

Kz, ) = exp(——

- le noyau sigmoidal qui ne vérifie pas le théoreme de Mercer
k(x,y) = tanh(az.y + b)

- le noyau inverse multiquadratique

NI

k(wy) = (llr =yl + )

= a | ex —72 —
Hay) = ( p<||x—y||2+o-2> 1)

3.7 Domaines d’application des SVMs

- le noyau KMOD 3]

Traitement d’images

- Reconnaissance de caracteres manuscrits
- Reconnaissance de scenes naturelles
- Reconnaissance de visages
- Entrées : image bidimensionnelle en couleur ou en tons de gris
- Sortie : classe (chiffre / personne)

Application : images couleurs

- Exemple : Base d’images Corel Stock Photo Collection
200 catégories
100 images / catégorie
- Codage
Pixel = vecteur dans espace a trois dimensions (RGB)
Image = histogramme (fraction des pixels d’une couleur donnée)
Invariant / nombreuses opérations

- Noyau :
K(x,z) = exp(—"57)
d(z, z) = 3 @i=z)?
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CHAPITRE 3. séparation non linéaire

Catégorisation de textes

Classification d’emails
(Classification de pages web

Entrées : document (texte ou html)
Approche « sac de mots »
Document = vecteur de mots
Sortie : catégorie (théme, spam/non-spam)
Noyau :
Produit scalaire des vecteurs

Diagnostic médical

- Evaluation du risque de cancer
- Détection d’arythmie cardiaque
- Evaluation du risque d’accidents cardio-vasculaires a moins de 6 ans

- Entrées : état du patient (sexe, age, bilan sanguin, ...)
- Sortie :
- Classe : a risque ou non
Probabilité d’accident a échéance donnée.
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3.8 Conclusion

SVM est une méthode de classification qui montre de bonnes performances dans la

résolution de problemes variés. Cette méthode a montré son efficacité dans de nombreux
domaines d’applications tels que le traitement d’image, la catégorisation de textes ou le
diagnostique médical et ce méme sur des ensembles de données de tres grandes dimen-
sions.
La réalisation d’'un programme d’apprentissage par SVM se rameéne a résoudre un pro-
bléeme d’optimisation impliquant d’un résolution de systeme dans un espace de dimension
conséquente. L’utilisation de ces programmes revient surtout a sélectionner une bonne
famille de fonctions noyau et a régler les parametres de ces fonctions. Ces choix sont les
plus souvent faits par une technique de validation croisée, dans laquelle on estime la per-
formance du systeme en la mesurant sur des exemples n’ayant pas été utilisés en cours
d’apprentissage.

L’idée est de chercher les parametres permettant d’obtenir la performance maximale.
Si la mise en oeuvre d’un algorithme de SVM est en général peu cofiteuse en temps, il faut
cependant compter que la recherche des meilleurs parametres peut requérir des phases de
test assez longues.

La méthode des SVM est applicable pour des taches de classification a deux classes,
mais il existe des extensions pour la classification multi-classe. Les SVM peuvent éga-
lement s’utiliser pour des taches de régression, c’est-a-dire de prédiction d’une variable
continue en fonction d’autres variables, comme c’est le cas par exemple dans de la prédic-
tion de consommation électrique en fonction de la période de 'année, de la température,
ete.

Le champ d’application des SVM est donc large. Elles représentent une classe de
méthodes tres séduisantes. L'un des axes de recherche actuel est de parvenir a coder
des connaissances a priori dans ces systemes, c¢’est-a-dire a mieux comprendre le role des
fonctions noyau.
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Chapitre 4

Algorithme d’optimisation du
probléeme

Introduction

L’apprentissage d’'un SVM se rameéne essentiellement a résoudre un probleme d’opti-
misation impliquant la résolution d’un programme quadratique dans un espace de dimen-
sion finie,c’est pourquoi ces programmes utilisent des méthodes spéciales pour y parvenir
de maniere efficac,le succes des SVMs a entrainé le développement de nombreux algo-
rithmes permettant leur mise en oeuvre,parmi ces methodes,’algorithme SMO (Sequen-
tial Minimal Optimization)proposé par J.C.Platt en 1998 [J.platt, 1998]. Cet algorithme
d’apprentissage pour SVMs est généralement rapide,simple a implémenter et nécessite un
espace mémoire réduit.

Un autre algorithme aussi bien connu et tres utilisé est le SV M' 9" décrit dans [Joachim
2002]et disponible sur le lien (www.download.joachims.org/SV M'9ht),

L’algorithme Simple SVM basé sur la méthode des contraintes actives fut proposé par
Vishwanathan en 2003[Vishwanathan 2003] puis repris et amélioré par G. Loosli

et S.Canu en 2005 [Loosli 2005].

Ici, on propose un algorithme de recherche de I'optimum du probléme .
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CHAPITRE 4. Algorithme d’optimisation du probleme.

4.1 L’algorithme proposé

Soient T, , et T_ deux éléments de X, X~ respectivement ; tels que |7, —T_|| =

inf ||z, — z_|| Etudions le cas ou X+ #£ ¢, X~ £ ¢.
—€X~

T G)(Jr
Posons

2

Maz {~|w|*}

. wx++b2%
(p) : wr_+b< -1
rpe Xt x_e X

[\

et soit W, b la solution de ce probléme. On a :

i){weRn,bER:wx++bZ%,x+6X+,wx,+b 5 T
C{weR":wx, -7 )>1,Ve, e X" wx_—7_)<0,Vz_ e X }.

[\
|
=

I

m

g

——

En effet |
il | wry +b> % wx++b2%
V(w.b) € R '{wx—i—bﬁ—é = —wx,—bZ%
en particulier wxr_ 4+ b < —% = wT_+b= —% < —%
alorsona:wry +b—wa_ —b>1+1 = w(r, —7_)>1,Vz, € X

Considérons alors le probleme (p, ) suivant :

2
Maz {~||wl||*}
U}I_A,_‘i‘bzl, Va:+EX+
(p+) wT_ + b — _%
w(r-.—7_)<0, Vo_ € X~
c’est la séparation a vaste marge de X et {T_}, comme b= —1 —wz_ , (py) devient :

Maz {~|w|}
(pe) § wzy —7_)>1, Vo, € X,
w(rx. —7_) <0, Vz_ € X_.

Soit w la solution de (p4)

63
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>

i7) {(w,b) eRiwry +b>1 Vo, € X jwal +b< 1, Vo EX_}
C {weR" :wr.—7)<-1,Ve_ e X ;w@T,—2,)<0,Vr, € X, }.

Considérons le probleme suivant

Maz {~|w|*}
(p—) wT++b: %
wr_ +b< —%,‘v’x_ € X_

C’est la séparation a vaste marge de X_ et {7, }.

_1 =
Comme b = 5 —wT, ,

Maz {~|w*}
(P-) g wlr- —zy) < —1,Vo_ € X_
U)(TJ’_—CU_A,_)S O,VZL’+€X+.

Soit w_ la solution de (p_).
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Comme w est une solution de (py) et (p—) , on a :

‘ -

ZL tiz

[[@]] w-—|

car w n’est pas optimale pour (py) et (p_) .

gl

l[@l]?

Hw+||
D’apres (i)et (i), on a
iii){(w,b) € R war, —|—b> 5 Vo e Xy wro +0 < —5 Voo e X_ } cD
ou
D={weR":w@y—7_)>1,Ve, e X, }n{w e R" :w(x_ —7,) < —1,Vx_ € X_}.
Considérons alors le probleme (p') suivent :

Maz {~||w||*}
@) S wa,—7)>1,Ve, € X,
w(r. —7T4) < —1 Voo e X_

Soit W’ la solution de (p'). D’apres (iii) , on a m > HlH
Comme la solution de (p) est unique (projection de 0 sur les hyperplans ) alors [|@'|| = ||w]].
Il reste a déterminer b.
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Calcul de b.

On sait que la projection de zero sur (D)est un point frontiere D car 0 ¢ D. On a
alors :
i)3T;, € Xy :w(T, —T-)=1,sinonona:

it)dJz_ € X_:w(T- —74) = —1. Car W est un point frontiere de D.
on i) et 7)) ou méme .ZT, (ou bien T_) est un vecteur support , et
WTy+b=1 =b=3;—wT; (oubien b=—; —wWI_).

La solution de (p') est par la technique de projection , on peut méme utiliser les algo-
rithmes connus (par passage au dual,...).

Notes que la solution de (p;) et (p_) permet de déterminer les vecteur supports;si
X+ =X~ = ¢;la marge est magnée par |lzr —Z_||.

Le probleme (p') ne contient plus la constante b.

] (e}
X+:X7:¢ = W+:w7:(T+—T,>.
Soit |7, —Z_|| = inf |lry —x_|;s’il existe plusieurs T, et T_; il suffit de choisir T,
ZC+€X+

r_eX™
et T_ de maniere quelconque.

Considérons le probleme suivant :

2
(o { Maz {=llwl*}
w(rxy —T_)>1,2, € XT.
C’est a dire ,on veut séparer X' et {T_}; en effet |

wT,—l-b:—% = b:—%—wT, , et

wry +b> 3 =w,-T)>1,2, € Xt

Notons par w_ la solution de ce probleme , et si w est la solution du probleme

(p2) § way +0b

Comme est la solution de (py).
Alors > L. Siw_z_ + (-5 —w_T_) > —

l[w—[| =[]l

(p2) » et [Jw-|| = [[w].

% , Vx_ € X~. Alors w_ est solution de

Sinon , il existe T, € X : w_(T4 —7-) = 1.
On considére le probleme suivant :

<p3>{ Maz |~ ]’}

w(r. —Ty) > —1l,2_€ X,

C’est a dire , on veut séparer X~ et {Z,};en effet |

wT++b:% :>b:%—wf+,et
wr_+b> —1 :>wa:_+%—wf+2—l

2
= w(z_ —74) > -1

[\
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Notons par w. la solution de ce probléme .Alors HTl+H > H% .

Siwyzy + (3 —wiTy) >4 Cestadire wiz, —wyTy >0, Vo, € X,
t

alors w, est solution de (ps2) , et ||wy| = ||w]|
Sinon , il existe 7_ € X~ : wy(T- —T4) = —1.
Comme = et o > L

[[w— || =[]l llw Il =[]l

car w est solution du (p;) et (p3) et dans la marge est pour (p2) , et (p2) a plus de
Le probleme

Maz {~|w|*}
(Po)y w(xy —7_)>1,Vo, € Xt
w(r. —Ty) > —1,Vo_ € X~

C’est la séparation de X+ et {Z_} et X~ et {Z, } une solution de ce probleme est w .
On note par wy la solution de (pg) , alors m > ﬁ )

soit a 'angle fermé entre H, et Hi;0<a< 5

Posons 6 I’angle fermé entre H+ et HY et

¢ I'angle fermé entre HY , et H, ; 0+6=a.
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Montrons qu’il existe Ay > 0, Ay > 0 tels que si H} a pour equation w*z +b =0,
alors

w* = Awy + Aw.

(w*,wy) = (Mwy + Aw, wy) = [Jw[| [Jwy cosd

car I'angle fermé entre deux plans est 'angle fermé entre les deux normales aux
plans. B
[l (| ffwi || cos 8 = Ailfwy [ + A [l [lws]| cosa

= A |lwg || + A2 ||w]| cosa = |w*| cosf ().

(w*, w) = (Mw; + Aw,w) = ||w*]] . Jw| cosb
lw* || Jw]| cos 8 = Ay [fws| - [[wl] cos a + Ao fuw]|*
= A ||wi] cosa+ A Jw|| = ||w*|| cosf  (2).

D’on le systeme : B
A1 |[w || + Az ||w]| cos v = ||w*]| cosé
A1 JJwy || cosa+ Ag ||w|| = ||w*|| cos

1 COoS (v

A = | ol [Jwl] cos
cosa 1

— = ||w LW
||w+||cosa HwH ” +H H H

= A = |lwy] . ||w]| (1 = cos?a); a# 0= A>0.
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w*|| cos O w|| cos o ~
Ay = HW*H cos 6 ||]|w||]| = ||w*] . ||w]] - (cos@ — cosacos&)
Mais B N
0 =a—0 = cos = cos(a —0) = cosacost + sin asinf.
D’ou
Ay, = ||| |w]sina.sing ; 0<6 < g O<a< g
A
= A, >0. D'ou A\ = M > .
De méme
ao | el fueeosd | _ A (oo cosd
2|, [[cosa [uwl|cosd | lwy] . ||w*] . (cos® — cos b cos a
Mais

0=a—0=cos = cos(a—0) = cosacosf +sinasinf.

Ay, = |lws| - |Jw*| sine.sind ; 0<6 < g ,0<a<

bo |

A
= Ay, >0. Dou A= A&zo.

A
= A\, >0.Dou \= A)‘QZO.

A>0 = E”)\l, E”)\Q :w*:)\lw+—|—)\2w, AL >0et Ay >0.

pour chaque valeur def et 6.

Notons que si -
W4T 4 +b+ 2 % y VI+ S X+\X+

W4T 4 +b 2 % s VI’+ - X+\§(\—T_
Alors

1 N
W*eR wry +b° > 3 Vo, € X\ X+

en effet

Al >0 = A1w+x+ + /\1b+ Z %)\1 -
A >0 = /\2’(1]1'_,_ + Aob > %/\2

()\1U)+ + )\21U)£IZ'+ + )\1b+ + A2b > %()\1 + )\2) 4

A1 b+ +Xa2b
A1+A2

A A 1 +\ X+
<)\1+1)\2w++ )\lf/\Qw)x+—|— Z R Vl'+ e X \X
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A A1bL+A2b 7 + Ai
(/\1+/\2 Wy + 5 +/\2 W, T3, est un angle séparateur de X\ X

on encore (A\wy + Agw, A\by + Agb).
(w* s )\1b+ + >\Qb) ou b* = >\1b+ + )\Qb
Du pous de vu " géométrique " il est évident de HY sépare X*/X+.

4.2 Conclusion

H, et H_ forment une marge de séparation Xt/X+ et X~ /X~
H, et H_ forment une marge de séparation X+ /X X+ et X~ /X X-
HY et H* forment une marge de séparation X*/ X+ et X~ X~/ X-
On détermine alors I'hyperplans H et H* qu1 séparent X+ et X-
Comme ils séparent aussi X +\X Tet X— \X , Sa marge ne depasser pascellede H,, H_.

4.3 Applications

Exemple 4.3.1

Ty = (17 3)
r_=(2,2)
w11+3w12:1 w11 :—g _§ § _
{ 2wy 2wy = —1 = { wyp = 2 ~ 4" * 472 0 (H)
s 25 9 34
=S 2212
Wl 16 * 16 16 g
) 3 ) 3
—le + 11152 =1 (H+) et — 11’1 + ZCEQ =-1 (H_)
2)
Ty = (17 3)
- =(2,1)
wyy + 3wy =1 wy = —3 3 /
= =  —CatCa,=0(H
{ 2’LU11 +W12 =-1 { W19 = § 5I1 + 5'];2 ( )
alors |[w'|? =€+ 2 =1
4 3 4 3
—51’1 + 51)2 =1 (HI+) et — 5.1'1 + gl’z =—-1 (HI,>

1
2
fel” < Tw ’||

alors on a |Jw|” > ||w'||” donc le séparateur est (H’)
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Xy = {(173)} ; X = {(272) ) (27 1)}

wiy + 3wig > +1
2wy + 2w < —1
2wy +wip < —1

T ;- —
LTI P 1

inf w|® = inf [jw]?
wi11+3wi2>1 2wi14+2w12=-1
2wi1+2wi12<—1 w11 +3wi2=1

2wi1+wie<—1

L’hyperplan séparateur est (H) : —2z1 + 325 = 0 mais il n’est pas maximal |w]|* = 2.125
Il est préférable de choisir le cone par (H) et (H') comme marge Contient les éléments
mal classés .
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Exemple 4.3.2

Supposons que 'hyperplan séparateur a vaste marge ( SVM )passe par le point Z,.
Les inégalités wxry +b > 1, wr_ + b < —1 peuvent s’écrire sur la forme
ST+ g > % , Sr_+ g < —% donc I'hyperplan séparateur wr +b = 0 est Gx + g = 0.
Le probleme devient alors
inf Hw”2
wa:++b2%
wm,—i-bg—%

Comme wT; +b=35 = b= 5 —wr,.
D’ou
wry +b>1 S wry + (3 —wry) > 3.
<:>QU(ZL'+_f+)ZO

ctwr_ +b< —1 Swl. —z) < -1

Dot inf w|® = —Mazx {~|w|*}
w(z—24)20 w(wy—T4)>0
w(z——74)<-1 wlw_—Ty)<—1

2
Max{—||w|| }
Le probleme devient a chercher : w(—r, +7,) <0

Q={we R*/w(—z,+7,) <0etw(z_ —T,) < —1} est un polyedre convexe
et (0,0) ¢ Q.Donc

Ty = (273)
w(—(2,3) +(2,3)) =0
U)(—(l ,3) + (2, 3)) <0=w;; <0
w((2,2) — (2,3)) < 1= 0 —wia < —1 = wpy > 1
U}((Z, 1) — (2,3)) <—1= 2wp < -—1=w;,> %

- - . O..O I
Il I "=
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Donc Py(0) = (0,1)
2
ol = 1= flull = 1 1 o
(O, 1)(1’17332) — 5 = 0
5 5
To — 5 = 0= To = By
.3
(H) : 1.'(2'” %
ey
0 :Il il X
(H)passe par plus de deux points
X, x, =x +1
I — 2
/ RN
21 o :;. 1 I I =
inf ||z, —z_|| = (2,3) - (2,2)[ =1
Ty < X+
r_ e X_
Domaine :
= (0.1) Mw, =1
O—- £,0)=(0.1) .
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CHAPITRE 4. Algorithme d’optimisation du probleme.

Exemple 4.3.3

Si la bande contient 2’ alors (T, — z_) et (T4 — 2’_) sont indépendants.

1 1 1 17
£ 0.

ZE;_—ZL'; ZE2+—[E2_
= = /
$+—l’_ ZL‘+—123'

Possons Ay = (T2 —2l), ex et Ay = (T2 —2%), ex_.

1 o1\ (72 _ 2
Si A; = AA, donc { To—ao =A@ —ad)

Tz — a2l = \7% - 2?)

=1 .1 =2 .2 -1 .1 =1 1
T,y—x. TL—xc | | Ty —rl Ty — @l —0

= Fl ol g2 20 [T g2 a2 g2 20 | T
+ - + - + - + -

contradiction.Donc on a :

w(@ —74) <0, 24 € Xy
wr_ —T4) < -1, v_ € X_

w1 (T — 247) +wia(T2 —247) +ws =0

Wit (TL = 4p) + wi2(TL — 47) + Wyio =0

wi (T —TL) + wia(T_] — TL) + wpps = —1
wi(Thy = TL) + wia(T-F — 1) + wpe-) = —1
posons A; = (Th—24y, .o, Th—a_ ) et Ay = (T3 —247, ., T2 3) ‘A, et Ay est lines
Exemples
i) Xy ={(1,3)}
X_-={22), 21}

Ty =(L3) ;s Ai=(11) et Ay = (—1,-2) et | —11 —12 |7é0'

”) Xy = {(173) ) (273)}
X_ = {(272) ) (27 1)}

T, =(2,3); A1 =(0,0,1) et Ay =(—1,-2,0) .

T, =(2,3); A =(0,0,0) et Ay = (—1,-2,—1) .

—1
(—1,—2,—1)%012 S -1
0
-1 -1 W12 Z 1
—2 | wip < -1 = wlgzé =Swp>1=>wse=1cw;=0
—1 0 W12 2 0
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wp=1,w;=0=b=1-(0,1)(2,3)=1-3=-3
5 5
( ) )($17$2) 5 T2 5
9 +(2.9)
ol . (2.3) i
-(2,2) ?
1t - (21)
Si A; et Ay sont non nuls , alors
w((2, 3) — (2,4)) <0= —w;2 <0
w((2,2) —(2,3)) < =1 = —wjy < —1
w((2,1) —(2,3)) < =1 = 2w, < —1
donc wys > 1
4T +(2.4)
2l . (23) .
*(22) 2
1 - (21)

-1 1
-1 —2’7&0'

-1 —1 w11 . —1 . Wi + Wi = 1
-1 =2 W19 o —1 Wiy + 2w12 =1

Ty =(-1,3); Ay =(—-1,-1) et Ay =(—1,-2) et
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Donc w1 =1 et wia =0

N | oW | Ut
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons tenté de présenter de maniere simple le concept de
systeme d’apprentissage introduit par Vladimir Vapnik, les « Support Vector Machine »
Nous avons donné une vision générale et une vision purement mathématique des SVM.
Cette méthode de classification est base sur la recherche d'un hyperplan qui permet de
séparer au mieux des ensembles de données.

Nous avons exposé les cas linéairement séparable et les cas non linéairement séparables qui
nécessitent 1'utilisation de fonction noyau (kernel) pour changer d’espace. Cette méthode
est applicable pour des taches de classification a deux classes, mais il existe des extensions
pour la classification multi classe.

La notion de marge a renouvelé la vision des méthodes inductives en général, et a sti-
mulé tout un courant de recherche dont on peut espérer qu’il débouchera sur de nouvelles
classes de méthodes, encore mieux comprises et encore plus adaptables a nos problemes.
Finalement, on espére que ce modeste travail a donné un apercu sur ce domaine de re-
cherche tres actif, intéressant, et défiant.
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