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Résumé :

Soient H? K,, ( K, C H?), l'espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour
lesquelles la suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et I'espace modéle, avec u est
une fonction intérieure non constante. L’opérateur de composition de symbole ¢ : D — D,
sur H% ( ou K,) dans H? est défini par :

C@(f):fo¢'

Le but de ce travail est de faire une étude sur la compacité d’un opérateur de composition
sur les espaces de Hardy et modéles.

Mots clés : Espace de Hardy, Espace modéle, Opérateur de composition, compacité.
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Abstract :

Let H? K,, (K, C H?), the Hardy space be holomorphic functions on D for which the
sequence of Taylor coefficients is square-summable and model space, with u is a non-constant
inner function. The symbol composition operator of symbol ¢ : D — D, on H? (or K,) in

H? is defined by :
Ctp(f) = foep.

In this work, we shall study the compactness of a composition operator on Hardy spaces
and models.

Key words : Hardy spaces ,models spaces, composition operators, compactness.
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Introduction.

Cette mémoire a pour but d’étudier le concepts de compacité des opérateurs sur les es-
paces de Hilbert et d’une facon particuliére les opérateurs dit de composition. Les opérateurs
compacts constituent une classe importante d’opérateurs linéaires continues. D’une part, ils
sont presque des opérateurs de rang fini (i.e. approchés par des opérateurs dont I'image est de
dimension finie). On note par D le disque unité et T le cercle unité du plan complexe. Soient
dA la mesure de Lebesgue normalisée sur D et dm la mesure de Lebesgue normalisée sur T.
L’espace de Hardy usuel H? est des fonctions f € L? := L?(T,dm) tel le coefficient de Fourier
négatives sont nulles, H% = {f € L2, f(n) = 0,n < 0} on f(n) = OZW f(e)e ™% n ez
(voir [2, 9, 15, 18]). Soit u une fonction intérieure, ¢’est une fonction holomorphe et bornée
par 1 dont les limites radiales, ( f*(¢) = lim, ;- f(r{),m —p.p,¢ € T) sur le cercle sont de
module 1 presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue. A cette fonction u, on asso-

cie Pespace modéle K, défini comme 1’ensemble des fonctions f € H? qui sont orthogonales

au sous-espace uH? = {uf, f € H*} (voir par exemple [1, 4, 5, 10] ),
K, = (uH?)" = H* ©uH® = {f € H? (f,ug),Yg € H*}.

Soient H est un espace de Hilbert, et ¢ est une application holomorphe de D dans D,

I'opérateur de composition de symbole ¢ est donné par
Cy(f) = f oy, pour tout f € H.

Les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy ont été largement étudiés (voir par
exemple [13, 14, 16, 17, 19] ). La fonction de comptage de Nevanlinna classique N, de H?

suivante :
No(z) = Y log(1/|w]),  zeD\{p0)},
z=p(w)

joue un roéle essentiel dans I’étude de 'opérateur de composition.



TABLE DES MATIERES

Dans ce travail on s’intéresse a la compacité d’un opérateur de composition Cy,(f) = foyp
sur les espaces de Hardy et modéles.

Le mémoire se compose de trois chapitres :
Le premier chapitre : est consacré aux rappels des différentes notions mathématiques
dont on a besoin : les espaces de Hilbert, 'espace L? et 'espace de Hardy et modéle.
Deuxiéme chapitre : est réservé aux opérateurs linéaires sur les espaces de Hilbert. Nous
présentons quelques définitions d’opérateurs linéaires bornés et compacts, ensuite on intro-
duit les opérateurs de composition.
Dans le troisiéme chapitre : on donne le résultat principal de notre travail qui consiste
a la compacité d’opérateurs de composition sur les espaces Hardy et Modéle, en utilisons la
fonction de comptage de Nevanlinna classique N, de H?, ce chapitre divise en trois parties.
-Partie sur la compacité d’opérateur de composition sur ’espace de Hardy.
-Partie sur la compacité d’opérateur de composition sur ’espace Modéle pour les symboles
quelconques.
-Partie sur la compacité d’opérateur de composition sur I’espace Modéle pour les symboles

univalents.



Chapitre 1
Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur les espaces fondamentaux en analyse
fonctionnelle qui contient quelques notions essentielles qui concernent les différents espaces
( Hilbert, L?, Hardy, modéle) et la convergence faible, qu’ils sont nécessaire de connaitre
pour aborder la suite de ce mémoire. Les résultats dans ce chapitre et ses preuves sont tirés

de [6, 11] et d’autres références.
1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K(RouC), un produit scalaire sur
E est une application, notée (.,.) de E X E a valeurs dans K, telle que pour tout z,y,z € E

et a € K, on ait :

1. (z,z) 20 et, si (v,2) =02 =0,

2. (z,y) = (y,z) ; {az,y) = afz,y) et (z,ay) =a(z,y) ;
3 (r+y,z)=(x,2) + (y,2)

Dans la deuziéme point (y,z) et @ sont les conjugués dans C de (y,z) et o, lorsque K = R,

ces barres du conjugaison sont inutiles.

Définition 1.1.2. On appelle espace préhilbertien (hermitien)un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire. On pose ||z|| = \/{(x, ) nous verrons que cette quantité est une norme sur

un espace préhilbertien H lorsque nous aurons énoncé les propriétés :



1.1. Espace de Hilbert

Théoréme 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Pour tout x,y € H,on a :

(=, y)| < ll[lfly]

Démonstration. Si ||z|| = 0 ¢’est que z = 0 et P'inégalité est immédiate. Sinon, ||z| > 0 et

pour tout ¢ € R nous avons
0<[ te+y =l = " t* + 2Re(z, y)t+ | y |-
Le discriminant de ce polynome quadratique doit donc étre < 0 :
0> (2Re(z,y))* — 4ll=[*|ly|I*

d’ou
z[[llyll > [Re(z, y)| > Relx,y).

De plus il existe o € C de module 1 tel que (z,y) = a|(z,y)|, d’on @(z,y) = |(z,y)| et

[ l{|ey]
Re(z, ay)
Re(a(z, y))
= Rel(z,y)|

eIl

v

= =)l
[l

Proposition 1.1.1. Un espace préhilbertien H est un espace vectoriel normé avec la norme

x| = \/(x,x) induite par le produit scalaire.
Démonstration. La seul axiome non évident a obtenir est 'inégalité triangulaire, on a :
(lz +ylD* = Uz )* + (lylh? + 2l )|
de I'inégalité de Schwarz, on déduit que
2[(z, y)| < 2[l ||yl

d’ou
N+ ol < (=]l + [[yl)?



1.1. Espace de Hilbert

Théoréme 1.1.2. Soit H espace préhilbertien muni d’un produit scalaire, les identités sui-

vantes sont satisfaites.

1. Développement d’un carré :
I +y 1=l 2 | +2Refz, y)+ [l y |I* - (1.1)
2. Identité de polarisation sur R :
1 2 2
(wy) = 1Ulz+y [P =lz—=yl7).
3. Identité de polarisation sur C :
1 . . . .
(wy) =74y P =llz—y P +ille+iy P =illz =iy |-
4. Identité du parallélogramme :
le+y >+ z—ylPP=21*+ 1y *):

5. Identité de Pythagor : Si x et y sont orthogonauz, alors (z,y) =0 et on obtient

lz+y PP=lz |+ 11y ]*.

Démonstration. 1. Développement d’un carré :

(z+y,x+y) = (z,2)+(z,9) +(y,2) + (y,9)
= (v,2) + (2,y) +(z,9) + (v, v)

= = |” +2Re(z,y)+ [y |I* -

2. Identité de polarisation sur R :

D’aprés(1.1) en a :

o4y =l o |2 +2Re(e, )+ 1y |
Et
I~y =l & |7 ~2Re(w, )+ 1y I
Alors
)=z tyl? — =y



1.1. Espace de Hilbert

3. Identité de polarisation sur C :

Tm(x,y) = Re(~ilz,y)) = Relz,iv) = (| 2 +iy | — | = — iy |

4. Identité du parallélogramme :

D’aprés (1.1) en a :

lo+y =] = I +2Refz, y)+ [y |I* -
Et

I =y lPP=l = |I* —2Re(z,y)+ [y [I* -

Donc

lz+yl*+lz—ylP=20z]+20y]-

5. Identité de Pythagor :

Si x et y sont orthogonaux on obtient :
la+yl* = [l=|*+2Re(0)+ [y |* .
= lzlP+1lyl*
O

Définition 1.1.3. Lorsqu’un espace préhilbertien H muni de la norme induite par le produit

scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.1. 1. l’espace euclidien C* = {x = (x1, 29, ....,21);2, €C , i =1,....k}

muni du produil scalaire :

k
=1

est un espace de Hilbert.
2. Uespace I* = {x = (x;)j50,7; € C, Y |z;|* < +0o0},

7=1
muni du produit scalaire

<£L’, y> = Z xjy_ja
j=1



1.1. Espace de Hilbert

est un espace de Hilbert.

3. Uespace L*(Q2, A, P) de toutes les variables aléatoires complere X définies sur un espace

probabilisé (Q, A, P) telles que :
E(|X]?*) < o0

muni du produit scalaire

(x.y) = B(XY) = / X () V(AP (u),

est un espace de Hilbert.

Remarque : Tout espace vectoriel sur (R ou C) de dimension finie sont des espaces

Hilbertiens.

1.1.2 Orthogonalité

Définition 1.1.4. Deux vecteurs x,y d’un espace hilbertien H sont orthogonauzx, on écrit

rly si:<z,y>=0.

Définition 1.1.5. Deux sous espaces Fy, Fy d’un hilbertien H sont dits orthogonaux si :

Vo € Fy,Vy € Fy; (x,y) =0.

Proposition 1.1.2. Soit F' un sous espace d’un hilbertien H, l’ensemble des vecteurs de

H orthogonauz a F forme un sous espace vectoriel de H, noté F*- :

Fr={rec H/(z,y) =0,Vy € F}.

Proposition 1.1.3. (Théoréme de Pythagore) Soit xi,xs, ....,T,, n vecteurs d’un espace

Hilbertien H orthogonaux deuz a deux , alors :

(X1, L9y ooy Ty T, Ty vy Ty) = (1, 1) + (T2, Ta) + .o + (xp, )
1.1.3 Projection orthogonale

Théoréme 1.1.3. (Théoréme de Riesz de la projection orthogonale) soit H un espace de

Hilbert et F' un sous espace fermé, soit y un point de H n’appartenant pas & F alors le



1.1. Espace de Hilbert

probléme ian ly — z|| possede une et une seule solution notée y* € F et telle que
HAS
(y —yt) € FL, cet élément y* est appellé projection orthogonale de y sur F et Iapplication

associée notée (pr(y)).

Le résultat qui permet de manipuler I'application de projection orthogonale est le sui-

vant :

Proposition 1.1.4. L’application qui & un point de H fait correspondre sa projection or-

thogonale sur un sous espace fermé I, possédes les propriétés suivant :

1. prlax + By) = apr(z) + Bpr(y).

2. pr+pwyr = idy.

3. (=D = (lpr (@)D + (IGd = pr)(2)])*.
4. pr(xn) — pr(x), sil|zn — x| — 0.

5. v € F& pp(r) = x.

6. v € FL & pp(z) =0,

7. pr(pr)(r) = pr(z).

8. Fl C F2 <:>pF1(pF2>(37) = pF1<x)'

Théoréme 1.1.4. H = F @ F* et la décomposition de x € H dans cette somme directe

est :

z = p(x) + (id = p)(z)

Démonstration. pour tout x € H , z = p(x) + (z — p(z)) appartient & H = F + F* et
FNF+ = {0}, la somme est donc directe, H = F'® F+ .Ceci veut dire que p est la projection
sur F' parallélement & F'-. On appelle donc cette application la projection orthogonale de
H sur F. O



1.2. Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Corollaire 1.1.1. Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Alors, F est dense dans Hsi et
seulement si F'+ = {0}.

Autrement dit, pour vérifier qu’un sous-espace F est dense de H, il suffit de vérifier que
Va € H, (z,a) = 0.

Démonstration. Si F est dense, alors F' = H et F- = o= {0}. Inversement, si F n’est pas

dense, il existe u € H',u # 0 telle que u(z) = 0 pour tout = € F. Il existe x € H',x # 0 tel
que u = A,. Alors (z,a) = 0 pour tout x € F et a # 0, donc F*+ = {0}
L]

1.1.4 Bases orthonormales

Définition 1.1.6. Soit H un espace de Hilbert ;(e;)ic; une famille de vecteurs est dite :
1. orthogonale si (e;,ej) = 0,1 # j

2. orthonormale si de plus |e;| =1, Vi e I

Exemple 1.1.2. Soit L*[—7,+7| l'espace des fonctions de carré intégrable sur lintervalle

(=7, +7|, la famille (ey(t))pez = (€7')pez est orthonormale.

Définition 1.1.7. Un espace de Hilbert H est sparable s’il posséde une suite de points qui

est dense dans H.

Théoréme 1.1.5. Soit H un espace de Hilbert séparable, il posséde une base et méme une
infinité de bases orthonormales. Toute ses bases possédent le méme nombre d’élément appelé

la dimension de ’espace de Hilbert H.

1.2 Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

On rappelle qu'une suite d’éléments (x,),>0 d'un espace de Hilbert H converge vers
x € H (convergence forte), si

lim ||z, —z| =0,
n——+0o0

et on not x,, — x. On introduit ici une notion de convergence plus faible, la convergence
faible.

Définition 1.2.1. Soient (z,)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x un

élément de H. On dit que la (x,)nen converge faiblement vers x si

Vh e H, lim < h,x, >=<h,x > .

n—oo

10



1.2. Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

On utilise alors la notation x,, — x.

Remarque 1.2.1. Si (z,),>0 converge faiblement, alors sa limite unique.
en-effet : soient x et x' deuz limites faibles de (x,,)n>0. Alors par définition de la convergence
faible, on a

lim < h,z, >=< h,x >=< h, 2’ >=>< h,x — 2’ >=0,

n—o0

pour tout y € H. Donc x = 2.

Théoréme 1.2.1. Soit (z,)nen €6 (Yn)nen deux suites d’éléments d’'un espace de Hilbert H

et x,y deuz éléments de H. On a alors :
Tp = T = (Tp)neny est borne et|z|| < lim infl|z,||;

Ty — T = Ty — T;
T, =z et lim|z,| = |z| = lim|z, — x| = 0;
n—oo

(xp =z et y, —y)= lim <zp,,y, >=<z,y > .

n—oo

Démonstration. La preuve du premier point du théoréme découle du théoréme de

Banach-Steinhaus. En effet, notons 7,, 'application définie sur H par T, (h) =< h,z, > .
Il s’agit clairement d’une forme linéaire continue sur H. Par ailleurs, pour h fixé, la suite
de terme général T, (h) est convergente. En conséquence, le théoréme de Banach-Steinhaus
assure que la suite (7},),en est bornée et que I'application linéaire limite 7T :h —< h,x >

est continue et vérifie

Mais, d’aprés le théoréme de Riesz-Fréchet, on a ||T|| g = ||z||g et ||Tu]| = ||znlln, ce qui
achéve la démonstration de la premiére propriété.

Le deuxiéme point résulte simplement du fait que
| < h,z,>— <h,z>|<|h|||z, — |-
Pour le troisiéme point, il suffit d’écrire que
lzn — 2|* = [J2al® — 2Re < @,z > +]2]®

Comme (x,)nen tend faiblement vers x, on a

—2lim Re < z, 7, >= —2|z|.

n—o0

11



1.3. Espace L*(T).

La démonstration de la derniére propriété est trés simple. Il suffit d’écrire que

| < Tp,yn>—<zy>|<|<zp—my, > |+ | <2,y —y > |

< lwn = @llllynll+ <240 —y >

Le théoréme précédent affirme que la (z,)nen est bornée. Donc, on a

| < Ty > — < x,y > | <Clly — ||+ < 2,9, —y >
Il

Proposition 1.2.1. En dimension finie, la convergence faible est équivalente a la conver-

gence forte.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, la convergence forte entraine toujours la
convergence faible. Réciproquement, supposons que ’espace hilbertien H soit de dimension
finie et donnons nous une base orthonormale (ey,.....,e,) de H , et une suite faiblement

convergente (,)nen. S0it x sa limite faible. On a

p
ln — 2l> =D | < esan—a >
=1

Par convergence faible, on a lim | < e;, 2, — x > | = 0 pour tout ¢ € {1,.....,p}.
n—oo
Donc lim ||z, — x| = 0.
n—oo

1.3 Espace L*(T).

Soient D = {z € C,| z |< 1} le disque unité du plan complexe C, T = {z € C,| z |= 1}
le cercle unité, dm := dm(0) = %la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité. On
note par L? := L?*(T,dm) I'ensemble des fonctions carrée intégrable sur T par rapport a
la mesure dm. Il est bien connu que L? est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

défini par

(f.g) = /T fgdm.

Chaque fonction f € L? peut se développer en série de Fourier sous la forme

fl2)y=>_f"

nez

12



1.4. Espace de Hardy.

-~

27 ) ) 0
f(2") = (f,2") = /0 f(ew)e‘m";l—ﬂ .nez.

Théoréme 1.3.1. Sur le cercle unité T, l’espace des fonctions de carré intégrable :

T dt
LQ:{f:']I‘—MC mesumbles/ \f(t)|22—<oo};
m

—Tr

sidentifie a l'espace :

Io(Z) = {Z = (2t )rez i 2] < OO} ;

k=—o00

via Uapplication " prise de coefficients de Fourier " :

L2 — lQ(C),

f%ﬁdwm@:(“f@wggkz

de telle sorte qu’on peut écrire, seulement au sens L? :

70 = 3 Flk)eto.

keZ

1.4 Espace de Hardy.

Dans cette section on va rappeler quelques définitions et résultats classiques concernant
I'espace de Hardy H?. Nous rappelons aussi certaines propriétés des éléments de cet espace,
qu’on va utiliser.

D’aprés le théoréme de Fatou, la limite radiale de toute fonction f € H*(D), qui est une
fonction définie sur T par :

Q)= lim f(r¢) (€T,

r—1-

existe presque partout sur T.
L’espace de Hardy H? est I'ensemble des fonctions f € L? tel que les coefficients de Fourier

négatives sont nulle.

-~

H*(T):={f e L*T): f(n) =0, n<0},

et
H>(T) = {f € L™, f(n) = 0,n < 0},

13



1.4. Espace de Hardy.

avec f fT C dm(Q) les coefficients de Fourier d’ordre n.
On peut identifier H?(T) a l'espace H?*(D), I'espace des fonctions holomorphes f €

Hol(D) tel que

Iy = sup 5= [ 1£GQ)P1dC] <+

0<r<1 &7 Jp
car 'application
x: H*D) — H?*T)
= r

est un isomorphisme isométrique, ou f* est la limite radiale de f. On défini I'espace H>°(D)
par :

H*(D) :={f € Hol(D) : sup f(z) < oo}.

zeD
Remarque 1.4.1. Comple tenu de Uexistence d’un isomorphisme isométrique entre H?(D)
et HX(T), dans la plupart dans la suit on trouvera la notation H?, laquelle d désignera

indifféremment H*(D) ou H?(T)) suivant le conteste.

Puisque H?(T) est un sous-espace fermé de 1'espace de Hilbert L?*(T), il est aussi un

espace de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L?(T) défini par :

/ F(Qg(Qldc],

112 = / (O Pdm(©).

Soit X un ensemble non vide et H un espace de Hilbert de fonctions a valeurs complexes

et muni de la norme

sur X. Un noyau reproduisant en A € X d’un espace de Hilbert H est une fonction k) telle

que <f,k’>\>:f(2), fGH
Pour chaque point A € X, 'application

d,: H — C
fo— o) =rfN)
est linéaire continue. Donc, et d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe une
fonction unique ky € H telle que f(\) = (f, k) pour tout f € H.
H?(D) contient une telle fonction en chaque point A € D, car
pour chaque A\ € D, f()\) est linéaire continue.
La projection orthogonale P de L? sur H? peut étre exprimée en terme d’un opérateur

noyau

PG =3 [kl re ),

14



1.5. Espace modéle.

L’espace de Hardy H? admet le noyau reproduisant donné par la formule :

k)\(2> = X ’ )\7Z € Da

et
<f7k>\>:<f*7k;>7 fEHza

1.5 Espace modéle.

Définition 1.5.1. soit u € H™ est une fonction intérieur ,si | u*(2) |= 1 presque partout

sur T.
Définition 1.5.2. L’opérateur de décalage a droite (ou shift) sur H? est défini par :
S[f1(z) = zf(2) pour f € H?etzeT.

Et son adjoint (voir définition (2.1.3) ) lopérateur de décalage & gauche S*H? :— H? est
défini par :

S*f1(z) = M pour f € H? et 2 € T.

Définition 1.5.3. Un sous-espace M de H? est dit invariant par S s’il est fermé et tel que
SM C M.

Le théoréme de Beurling ([5]) suivant donne une caractérisation compléte des sous es-

paces invariant par le shift :

Théoréme 1.5.1. [5/

1. Un sous-espace fermé M de H? tels que M ; H? est invariant par le shift S si et

seulement si M est de la forme :
M :=uH? = {uf, f € H*}.

ot u est une fonction intérieure.

2. Les sous-espaces fermés Y de H? tels que Y ; H2 invariants par S* sont de la forme
Y = (ul?)" = H* o ull® = {f € H* (f,ug),¥g € H*} (1.2)

ot u est une fonction intérieure. Réciproquement tous les espaces de la forme (1.2) sont

S*—invariants.
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1.5. Espace modéle.

Dans la suite on désignera par K, le sous espace modéle H? © uH?.

Proposition 1.5.1. Pour chaque fonction intérieur u , l'espace modele K, c¢’est [’ensemble
des fonctions f € h? telles que f = uzg presque partout sur T pour quelque g € H?.

Autrement dit, on a :
K,=H?’NuzH?
ot le coté droit est considéré comme un ensemble de fonctions sur T.

Démonstration. Soit f € H?, alors

feH*CulH? < f 1 ulH>
sSuf L H*car |u|=1,ppsur T
& ouf L zH?!
& zuf € H?
& feuzH?

donc, il existe une fonction g € H? tel que f = uzg.

Noyau reproduisant de K,,.

L’espace modeéle est un sous-espace fermé de H?, donc pour chaque fonction intérieure
u non constante, I'espace modéle K, posséde un noyau reproduisant. Rappelons que les
noyaux ky = (1 — Az)~! sont les noyaux reproduisant de l’espace de Hardy.
Si f = uh dans uH? , alors

FA) = u(N)h(A) =u(N) < hyky >=u(N) < fu, ky >=< f,u(AN)uky >

d’oi il résulte que le noyau reproduisant pour uH? donné par

() |
u(Nuky(z) = 1) AeD, zeT.

1. =uH?*® (uH?)*.
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1.5. Espace modéle.

Sif € K, alors nous avons

f()\) = <f7k7)\>
= < fikx>—u(\) < f,uky >

= < f,(1—=uNu)ky > .

De plus, la fonction (1 — u(A)u)k, dans K, , puisque

<uh, (1 —uMNuw)ky > = u(A)h(N)— < uh,uk) >
= u(N)h(\) —u(A) < h, k) >
= u(A)h(A) —u(A)h(N)

pour toute h € H?, donc il existe dans K, une unique fonction, notée kY telle que

f) = <fikx> ; [fekK,
ou
k)‘(z)_—(l—Xz) , xeD,zeT.

La fonction kY est appelée le noyau reproduisant pour K,.

Et on note hY le novau reproduisant normalisé
A 9

B = | T o) (13)

En-effet : soit A € D, on a

L— AP L— AP
RY|1P = (hY, hY) = —— (KN kY = —————KY(\) = 1.
|| )\” < Ao )\> 1_|u(/\)|2< Ao )\> 1_‘u(>\)|2 )\( )
Exemple 1.5.1. Si u(z) = 2", alors
1—X'zn — = ~n—
kY (z) = AT P VAN S I Y
1—Az
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Chapitre 2
Opérateurs.

Dans ce chapitre on va rappeler quelques définitions et résultats classiques concernant les
opérateurs linéaires bornés sur les espaces de Hilbert, nous rappelons aussi des définitions

et propriétés élémentaires sur les opérateurs compacts et de compositions.

2.1 Opérateurs bornés.

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur le corps K. On appelle opérateur de E dans

F, toute application T" défini de E dans F par :

T:F — F

r — Tz
Définition 2.1.1. L’opérateur T est dite linéaire si et seulement si :
Ve,y € By \ ue K, T(Ax + py) = \T(z) + pT(y).

Théoréme 2.1.1. Soient E et ' deux espaces vectoriels normés, soit T un opérateur linéaire

de E dans F, alors : T est borné (continu) <
M > 0,Vx € E : |Tx||r < M|z 5.

Le plus petit des nombres M vérifiant cette inégalité s’appelle norme de l'opérateur T et se
note ||T|.
[T} = inf{M = 0: || Tz|[p < Mlz|5}

Remarque 2.1.1. L’ensemble L(E, F') de tous les opérateurs linéiares bornés.
Si E et F' sont des espaces véctoriels normés, alors L(E, F) est aussi un espace véctoriel
normé. On note L(E) si E = F.
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2.1. Opérateurs bornés.

Théoréme 2.1.2. Pour tout opérateur borné T, on a :

IT| = suppoj<: | Tllr
B Tz
NPT

Définition 2.1.2. Soient T et Ty deux opérateurs linéaires, T de E dans F et Ty de F
dans G, on appelle produit TyT de ces opérateurs opérateur T1 qui a un élément x € E fait

correspondre [’elément

z = T()(Tl’) eG.

1. Le domaine de définition de D(T) de l'opérateur Ty est constitué par les x € D(T)
tels que Tx € D(Ty).

2. 5iT et Ty sont des opérateurs bornés dans des espaces véctoriels normés, l'opérateur

ToT est ausst borné et :
[ ToT[| < [|Tol[-IT]

Définition 2.1.3. Soient E et F' deux espaces de Hilbert et T € L(E, F), l'unique appli-
cation linéaire T* € L(F, E) telle que pour tout x € E, y € F, on ait :

(T'(x),y) = (=, T"(y))

S’appellé ladjoint de T'. On a de plus ||T*| = |||
Proposition 2.1.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert, ’application T — T* est iso-
métrie de L(E, F') dans L(F, F), elle est linéaire. De plus VT, S € L(E, F)

1. (T*)* =T

2|77 = |IT|*

3. (TS) =5*T*.
Démonstration. Par définition du produit scalaire et de ’adjoint, pour tout x € E, y € F,
T, Ty e L(E,F)et A€ C,on a:

(z,(T1 + AT2)"(y)) = (T + A1a)(2),y)

= (Ti(x),y) + MTa(2), )

(@, (T1)"(y)) + (2, \(T2)" ()

(. (T1)" + XNT2)") ()
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2.2. Opérateur compact.

Ainsi T'— T est linéaire, elle est isométrie d’aprés la proposition de 'unicité.

1. Montrons que (7T%)* = T, c-a-d on montrons (T'(x),y) = ((T*)*(x),y). On a :

(T(x),y) = (=,T°(y))
= (T*(y), )
= (v, (T")"(x))
= ((T7)(2),y)
2. Montrons que ||[T*T|| = ||T||?. Tout d’abord on rappelle que la norme opérateur est
une norme d’algébre et donc, en particulier |T*T|| < ||T*||.|T|| = ||T]|?, d’autre part :
17T = supjaj<l|T"T(2)]

sup|je| <1, Jy<1 | (T T (), y)|
supjz|<1 (1T (z), )|
supjz<1[{T'(z), T'(x))]

= |7

WV

on a donc I'égalité ||T*T|| = ||T? .

3. Enfin pour vérifier (T'S)* = S*T*, il suffit de montrer pour tout z € E et y € F,
(TS)(z),y) = (S"T(z),y), on a:

(T5)(x),y) = (&, (T5)(y))

donc on a légalité (T°S)* = S*T™*.

2.2 Opérateur compact.

Ensemble relativement compacts
Un ensemble B C E est relativement compacts si pour tout suite {x,} de B, il existe une

sous suite {z,)} qui converge dans F.
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2.2. Opérateur compact.

Définition 2.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire de FE

dans F. On dit que opérateur T est compact si, pour tout B C F,
B borné dans E = T(B) relativement compact dans F.

On note K(E, F)l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

Ainsi, un opérateur compact transforme une suite bornée en une suite convergente.
Proposition 2.2.1. Tout opérateur linéaire compact est continu, i.e.]JC(E, F) C L(E, F).

Démonstration. Soit E et I deux espaces de Hilbert et T" un opérateur linéaire compact de
E dans F. Soit B; = {z € E, ||z|| < 1} la boule unité fermée de E. L’ensemble B; étant
bornée, son image par T est relativement compacte donc bornée : il existe une constante C

telle que
Vx € El, ||TZE||F S C.

* (i)

On en déduit que

Ve e E/{0}, [ITz|r = [lz]e < Cfjzlle-

F

L’opérateur linéaire T est donc continu.
]

Théoréme 2.2.1. Si T € L(E, F) est compact alors pour tout suite (x,,), tel que x, —

on alx, — Tx.

Démonstration. Soit x, — x la suite(z,), est bornée. La suite y, = Tz, converge aussi
faiblement vers T'x . Supposons que Tz, ne converge pas fortement vers Tz , il existe alors
€ >0 et une sous suite (Yum))n tel que || ypm) —y ||> €.

En utilisant la compacité de T, il existe alors une sous suite de (), qu’on note par
(T, (n))ntel que Tz, ) converge vers un § # y . Mais d’un autre cotée, on a (Y, (n))

converge faiblement vers y. D’oll une contradiction. O]

Nous avons une autre caractérisation équivalente suivante des opérateurs compacts dans

les espaces E et F sont des espaces de Hilbert.

Proposition 2.2.2. Soit E et F deuz espaces de Hilbert. Soit T € L(E, F) Alors les deux

propositions suivantes sont équivalentes :

(i) T € K(E, F);
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2.2. Opérateur compact.

(ii) Pour toute suite (un)nen qui converge faiblement vers u dans E, on peut extraire une

sous-suite de la suite (Tu,)nen qui converge fortement vers Tu dans F.

Démonstration. On démontre 'implication (i) = (i7). Soit T € K(E, F'). Soit (up)nen une
suite d’éléments de E qui converge faiblement vers un élément v € E. Comme T est un
opérateur continu, la suite (Tu,),en converge faiblement vers T'w dans F. Par ailleurs, la
suite (uy,)nen est bornée, et T est compact, donc on peut extraire une sous-suite de (T'uy, )nen
qui converge fortement vers un élément w € F.

Comme la convergence forte implique la convergence faible, par unicité de la limite, on a
nécessairement w = T'u.

On prouve maintenant 'implication (i7) = (i). Soit T" € K(E, F) qui vérifie la propriété (ii),
montrons que T est compact. Soit B un sous-ensemble bornée de E. Montrons que T'(B) est
un ensemble relativement compact dans F. Soit (u,),en une suite d’éléments de B. Comme
B est bornée, la suite (u,)nen I'est aussi, et on peut donc en extraire une sous-suite qui
converge faiblement dans E vers un élément u € E. D’aprés la caractérisation (ii), il existe
une extraction ¢ telle que la suite (Tt () )nen converge fortement dans F vers T'u.

Ceci montre qu'il existe une sous-suite de (T, )nen qui converge fortement dans F. L’en-

semble T(B) est donc relativement compact. O

Théoréme 2.2.2. Soient E et F' deuz espaces de Banach. L’ensemble K(E, F') est un sous-

espace vectoriel fermée de l’espace vectoriel L(E, F).

Démonstration. 1l est facile de montrer que K(E, F') est un espace vectoriel.
Grace & la Proposition 2.2.1, on sait qu’il est inclus dans L(E, F).
Il reste & prouver que c’est un sous-espace fermée de L(E, F'). Considérons pour cela une suite
d’opérateurs compacts (7T} )ren+ qui converge dans L(E, F) vers un opérateur 7' € L(E, F)
et montrons que T est compact.
Soit B un bornée de E, soit R > 0 un réel tel que B C {x € E, ||z|| < R} et soit (u,)nen une
suite de T'(B). Il faut montrer que on peut extraire de (u,),en une sous-suite convergente
(ceci prouvera que T'(B) est relativement compact et donc que T est compact).
Soit (wy,)nenune suite d’éléments de B tels que pour tout n € N, T'(w,,) = u,. On va extraire
de (uy,)nen une sous-suite convergente en utilisant un procédé diagonal.

On pose {w?}, = {w,}, et on construit, par récurrence sur k, la suite {wr},, qui est
une sous-suite de {w 1}, oy telle que (Ty(wF)),en soit convergente. On utilise pour cela le
fait que T}, est un opérateur compact, et que {w*~1},cy, suite extraite de (w,),, est bornée.

On définit maintenant la suite (vy)nen par v, = w} . Pour tout k € N*, (v,),>x est une
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2.2. Opérateur compact.

sous-suite de (wF),ey : la suite (T} (v,))nen est donc convergente. On pose @, = T'(v,). La
suite (U, )nen €St une sous-suite de (u,)nen - On va montrer quelle est de Cauchy. Soit € > 0

et k € N* tel que

€
T —1T, < —.
IT = Tilleer < 5
Soit ensuite N > 0 tel que Vg > p > N,
€
ITk(vp) = Telw)llp < 3

Il vient que, pour tout ¢ > p > N,
[ty — gl = 1T (vp) = T(vg)||r
< |NT(vp) + Ti(wp) lp + [T (vp) — Te(vg) llr + | T3 (vg) — T'(vg)l|
< T = Tlle,ry (lvpll 2 + [vpll£) + 1Tk (vp) — Ti(vg) |

<e.

La suite (u~n)n€N est donc de Cauchy. Ceci conclut la preuve.
m

Définition 2.2.2. On dit que T € L(E, F') est un opérateur de rang fini si dim ImT < oo.
Propriétés 2.2.1. Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que si 7' est de rang fini alors T(Bg) est un borné de

Pespace vectoriel de dimension finie ImT , donc est relativement compact. O

Théoréme 2.2.3. Un opérateur linéaire entre espace de Hilbert est compact si et seulement

sl est la limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. La partie directe : un opérateur de rang fini étant compact et I’ensemble
des opérateurs compacts étant un fermé de L(E, F'), une limite d’une suite d’opérateurs de
rang fini est bien un opérateur compact.

Montrons la réciproque, soit donc T' € K(E, F'), soit n € N fixé , il existe un nombre fini

N,, de points z}' de E tels que
T(Bg) € U Bp(T(a}),27").

Notons G, le s,e,v (fermé car de dimension finie) engendré par (T'(x7),...,T(z}; )), pn le
projecteur orthogonal sur G,, et T,, = p, o T : Par construction, 7,, est continu et de rang

fini. De plus,compte tenu de p, (T (2?)) = T(z}),

]

Vo € E,Vi € {1, .., No}, [ To(z) = T(2)||lp < |lpa(T () = T(@}) e + | T(2) = T(2)]|e,

23



2.2. Opérateur compact.

si 2 est dans Bpg, on peut choisir i € {I,...,N,} de telle sorte que 7T(x) soit dans
Bg(T(2}),27"). Alors, comme un projecteur orthogonal est toujours de norme inférieure
ou égale a 1 (i.e en effet , si p est un projecteur orthogonal de I'espace de Hilbert H alors le
théoréme de Pythagore assure que pour tout z € H , on a ||z||*> = ||p(z)| + ||z — p(x)|* et

donc ||p(x)]| < ||z||), on obtient finalement,
Vi € B, |Tn(x) — T(z)||r < 2'77,
En conséquence,la suite d’opérateurs de rang fini (7,),en tend vers 7. a

On va donner des propriétés fondamentales des opérateurs compacts,

Théoréme 2.2.4. Soient T,T,, € L(E,F) et S € L(F,G) avec E; F et G des espaces de

Banach. Si (T,,), converge en norme vers T et si les T,, sont compact alors T l'est aussi.

Démonstration.  Soit (Z,,)m, une suite dans B(0, 1).
Pour chaque n il existe une sous-suite (24, (n))n telle que (7,24, (n))n st convergente, puisque
T,est compact.

Par le procédé d’extraction diagonale la sous-suite (24, (n))n vérifie que (15,24, (n))n €st conver-

gente.
On a alors
I T2y ) = T2y o) IS T =T |+ 1 Ton = TNl + Wl o) = Tonpiytmy Il = 0.
m

Théoréme 2.2.5. Si T un opérateur compact et S un opérateur borné , les opérateurs T'S

et ST sont compact.

Démonstration. Sil’ensemble M C E est bornée 'ensemble BM 1’est aussi. Par conséquent
, Pensemble T'SM est précompact ce qui signifier que 'opérateur T'S est compact.
De méme si M est bornée T'M est précompact, d’ott en raison la continuité de B, ’ensemble

SAM est aussi précompact ce qui signifier que 'opérateur ST n

Proposition 2.2.3. Soient E, F et G trois espaces de Banach, et soient Ty € L(E,F) et
T, € L(F,G).

St 17 est compact, ou bien si Ty est compact, alors Uapplication T o Ty est compacte :
TroT) € K(E,G)
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2.3. Opérateurs de composition.

Démonstration. On suppose que 17 € L(E,F) et Ty € K(E,G). Comme T} est continue,

I'image par T} de la boule unité de E, qu’on note T1(Bg), est bornée.

Comme T est linéaire compacte, I'image par 75 d’un ensemble bornée est relati

-vement compacte dans G.

Donc Ty 0T (Bg) est relativement compacte dans G, et Ty 0T} est une application compacte.
Supposons maintenant que T € K(E, F) et Ty, € L(E,G). Soit w,, = Ty o T} (u,) une

suite d’éléments de T, o T1(Bg), avec u, € Bg. On pose v, = Ti(u,) € F. Comme T} est

compacte, on peut extraire de v, une sous-suite convergente dans F, qu’on note v, (), avec

lim v,(,) = v. Par conséquent, comme 75 est continue, on a
n—oo

Tim wp(y = 1im To(vp(n)) = To(v)-

On peut donc extraire de toute suite de Ty o T} (Bg) une sous-suite convergente :

donc T, o T} est une application compacte. O

2.3 Opérateurs de composition.

Dans cette section, nous allons présenter quelques propriétés de base sur la théorie des
opérateurs de composition. Pour une fonction holomorphe ¢ du disque unité a lui-méme,

généralement appelé le symbole, on peut définir 'opérateur de composition

C@<f):fowv

L’opérateur de composition peut étre défini sur de nombreux espaces de fonctions analy-

tiques différents. Nous commencons par 'opérateur de composition sur les espaces Hardy.

Définition 2.3.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On définit l'opérateur de

composition C, de symbole ¢ par :

C@(f):ngD, fEHQa

Un tel opérateur est clairement linéaire et a valeurs dans ’ensemble des fonctions
analytiques. La composée de deux opérateurs de composition est un opérateur de composi-
tion avec la relation C,, o Cy = Clop De plus, si k,, est un noyau reproduisant de H?, on a
Chkw = ky(w). En effet, pour f € H?,

< [, Cokw >=< CLf ku >= f(p(w)) =< [, kpw) > -

Sur 'espace de Hardy H?, I'opérateur de composition C’est toujours borné, cela d’aprés le

principe de subordination de Littlewood (1925) [12], donné dans la proposition suivante :
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2.3. Opérateurs de composition.

Proposition 2.3.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Si p(0) = 0 alors || C, [|< 1.

Démonstration.  On note S* le shift inverse : si f(z) =) " a,2", alors

S*f(z) = Z a2t
n=0

Cette application translate les coefficients d’une série analytique vers la gauche. On remarque

que pour toute fonction analytique f(z) = > a,2",

f(z) = f(0) + 257 f(2)

et
S*£(0) = ap.

On suppose dans un premier temps que f est polynomiale. Il est clair, dans ce cas, que

f est bornée sur D, alors f o ¢ est aussi borné, on déduit que fop € H?. On a
wa = f(O) + M¢O¢(S*f)7

ot M, est I'opérateur de multiplication par ¢ (M,f = ¢f). Puisque p(0) = 0, le coeffi-
cient constant de M,C,(S*f) est nul et la quantité M,C,(S*f) est donc orthogonale aux

constantes. Ainsi,

ICA1I7 = 1 O)7 + [IMpCo(S™f)?I < [FO)1* + ICo(S™ )1

la derniére inégalité résulte de la propriété de contraction des opérateurs de multiplication

puisque ||| < 1. On en déduit, en appliquant cette inégalité aux fonctions S** f pour tout

k € N, que
ICLS™ FI> < 1S F0)]? + [|Cp (S )12,
On obtient
deg f deg f
IC A <D ISFFOP +0 =" Jan|* = || £]*.
k=0 k=0

Ceci conclut la proposition dans le cas des fonctions polynomiales.
On achéve le raisonnement par un résultat de densité : soit f € H?, on note f, le polynome

de Taylor d’ordre n associée a f. La suite (f,), € N converge versf uniformément sur tout
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2.3. Opérateurs de composition.

compact de DD, dans ce cas f, o ¢ converge uniformément vers f o ¢ sur tout compact de D,

et ainsi,
1 2 1 2
L V1205 — T ity (2
5 [ 1FoetretPa = lim oo [0 ptret P
< lim sup |[|C, £ |
n—oo
< lim sup || fol* < [ £
n—oo
Ceci étant vérifié pour tout 0 < r < 1, on a montré le résultat voulu. O

Lemme 2.3.1. Pour tout a € D, soit

a—z

Pul2) = 1 avec 9" = u

L’opérateur C,, est borné dans H?, de plus on a :

1+ |al
1 —|al

ICe.II* <

Démonstration. On commence par montrer le résultat dans le cas ou f est polynomiale,

Puisque f est polynomiale, f est bornée sur D et donc f o @, I'est aussi. On calcule alors

I fowl? =5 [ 1iteale P
o |1 Pl el
G
< o (o [ e )
— et
170l =T 11

Ceci montre le résultat dans le cas d’'un automorphisme quand f est polynomiale. On peut
déduire le résultat pour f € H? quelconque & 1'aide d'un argument de densité semblable &

celui de la proposition précédente. O
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2.3. Opérateurs de composition.

Il reste & montrer le résultat dans le cas ou ¢(0) # 0, Le théoréme suivant de Littlewood

nous donne 'estimation de la norme de 'opérateur de composition

Théoréme 2.3.1. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Alors C, est un opérateur borné
dans H?, et

L+ |p(0)]
ICall <
1= (0)]
Démonstration. On note a = ¢(0) et on considére 'automorphisme (z) = la —_z .On a
—az

alors

Cyp = Cpopop = CyClyoy

et 1o p(0) = 0, d’apreés les deux lemme et proposition précédents, les opérateurs Cy, et Cyop

sont bornés dans H?, d’ou C,, est aussi borné. De plus

1+ [¢(0)|

Cull < [|CypClyosll < )
H 90’ ‘ P wv‘ 1_|90(0)‘
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Chapitre 3

Compacités d’opérateurs de composition

sur les espaces de Hardy et Modéle.

3.1 Compacités d’opérateurs de composition sur les es-
paces de Hardy.

Dans cette partie nous rappelons quelques résultats sur les opérateurs de composition

sur Pespace de Hardy H?. Le résultat suivant est de Littlewood (1925 [12]).

Théoréme 3.1.1. Soit ¢ une fonction holomorphe dans D, alors C, est un opérateur borné

dans H?, et

1+ [¢(0)]
C . rr/
ICAIl <4/ 1— |90(0)|”f”

pour tout f € H?.

On définit la fonction de comptage de Nevanlinna classique N, de H? de la maniére

suivante :
No(z) = Y log(1/|w]),  zeD\{p(0)}.
z=p(w)

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. ([17]) Soit
s—z

Ts(2)

:1—52

transforme de Mdbius de D , pour tout s € D, on a

N@(TS (w)) = NTsoso(w)
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3.1. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

pour tout w € .

La fonction de comptage classique N, vérifie 'inégalité de la moyenne ( voir [17]), plus

précisément, nous avons :

Lemme 3.1.2. Soit ¢ : D — D holomorphe avec 1(0) # 0, si 0 < R < |¢(0)| alors

N0 < 3z [ M)A

Démonstration. Supposons f une fonction holomorphe dans D avec f(0) # 0. Soit (a,) la

suite des zéros de f, la formule de Jensen est

r 1 [ ;
> to = 5 [ Ttogl e ia g g0 0 <r <1

Les termes de la somme du premier membre du I’équation sont tous positifs, alors

g £(0) < [ " log | f(re')|do.

—T
Dot si w € D, alors pour f(z) = z — w I'inégalité précédente devient

1 (" ,
log |w| < —/ log |re — wldb,
2w

—m
pour tout 0 < r < 1. Par intégration sur 'intervalle [0, R] par rapport a la mesure 2R ?rdr,

on obtient

1
log |z| < —2/ log |z — w|dA(w). (3.1)
R? Jrp
Soit
r
Ny,r(w): =) log——,
v 2 |2 (w)]
pour tout 0 < r < 1, avec {z;} est I'ensemble des zéros de 1. Ensuite, la formule de Jensen

pour f =1 — w est

1 [" .
Noo(w) = 5 [ loglotre”)lds ~loglu(0)l, 0<r<1

Intégrons les deux membres de cette identité par rapport a la mesure de probabilité
R™2dA(w) on obtient

i [ Nertwaa) = 3 [ (5 [ oglute®) — wlaatw) ) o - tog o),

RD
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3.1. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Utilisons 1’équation 3.1 avec z = ¥(re®), on trouve pour tout 0 < r < 1

@ | Mortwida@) = 5 [ loglure”)jdo ~1og (0)

= Ny, (0)
La preuve est terminée en remarquant que, pour tout w € D

Nyr(w) = Ny(w) quand 7 — 1.

Lemme 3.1.3. Soit ¢ : D — D holomorphe avec ¢(0) = 0, alors
1
N2 < g [ Now)dAw)
D(z,R)
pour tout disque D(z, R) de centre z et de rayon R et telle que D(z,R) C D\ D(0,1).
Démonstration. D’aprés le lemme 3.18 et le lemme 3.1.1 on a
1
No2) = Nrool0) < 7 [ NeawdA()
D(O,R)
1
= o [ VT w)aaw)
D(0,R)
avec 0
z— (0
TZ 0 = — =
et 0 < R <|Y.(p(0)] =1z < 1.
On pose ¢ = T, (w), alors w = T,((),
dA(w) = |TL()PdA(C)
(11"
Tz | A
‘1 = ZC‘
Notons aussi que si w € D(0, R) alors ¢ € T.(D(0,R)) C D(z, R). Donc
1 (1122
N2 < g [ NO) | | 4
¥ RQ D(=.R) ® ) ‘1 . zc‘4 (
Si |z| > 1/2 > R d’aprés Lemme 4.3.3 dans [18] on a
2
N < [ NAOdA),
R D(z,R)
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3.1. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Ce qui suit est une version de I'identité Littlewood-Paley qui donne la norme H? d’une
fonction analytique en termes d’intégrale pondérée ( voir [8]).

1

1P = 1FO)F +2 [ 17(:)|log —5dA(2), (3.2

Nous avons besoins des résultats suivants, ’égalité donne la formule de changement de

variable en terme de la fonction de comptage de Nevanlinna
ICAIP = £eONF +2 [ 17PN, (JaA(2) 33)

On va donner le théoréme de Shapiro ([17]) qui donne la condition nécessaire et suffisante

sur la compacité de I'opérateur de composition sur H?2.

Théoréme 3.1.2. Soit ¢ une fonction holomorphe dans D, alors C, est compact si et

seulement si

Démonstration. 1) On suppose que

Soit (f,) une suite des fonctions dans H? qui converge uniformément vers 0 sur tout

N,
compact de D. Il suffit de montrer que ||C,, f,|| — 0. Soit € > 0, on a limy—;- ] w(lf) =
og ﬁ
0 alors il existe 0 < r < 1 tel que
1
N,(w) < alogm, r<|w|<1.

Comme f, — 0 uniformément sur tout compact de D, on peut choisir n. tel que
|fu] < /€ sur YD U {¢(0)}, chaque fois que Vn > n.. Ainsi, pour chaque n, par la

formule de changement de variable sur H? suivante :

IC Iz = If(so(O))IQ+2/D|f’(¢(2))l2|<ﬁ'(2))l210gidA(Z)

||

= |f(<p(0))|2+2/D|f’(w))\2Nw(W)dA(w)-
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3.1. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Nous obtenons :
IOl = VaeO) + [N )dAw) + [ 11PN ) AGw)

< e+ 5/ N, (w)dA(w) + /11)\ . |f7;(w)|2109ﬁd14(w)

g+g/ N, (w)dA(w /|f |ZogmdA< w)
= Sl SOl ~ (o))

< 5—|—§—|—§=28.

= 2 2

Donc ||C, fn|l = 0 qui montrent la compacité de C, sur H?.

N

2) On suppose que C, est compact sur H?, et on montre que N,(w) = o(log 1/|w|) quand
|lw| — 1~ qu’est équivalent a :
Ny (w) _

jw—1- 1 — |w|

fs(z) = 1;|8|2

1 -5z

Pour s € D, soit

le noyau reproduisant normalisé de H2, comme || fs|| = 1, Vs, et f; — 0 uniformément

sur tout compact de D quand |s|] — 17, on a :
lim ||C,fs]] = 0.
[s|—1

Appliquant la formule de changement de variable sur 'espace H? et I'inégalité de la

moyenne (Lemme 3.1.2), on obtient :

G2 > / () 2N (w)dA(uw)
_ 2/]]) 1_‘|>|’2N()d14()

|1 — sw|*

M [
- i [ RN wdAw)

Par le changement W = Y (w) de variable et le lemme 3.1.1 :

2)sf
s [ o)

o [ Mo 9)aan)
2|s|?

IC £lI?
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

Appliquant I'inégalité de la moyenne, avec ¢ = T, 0 et on utilise le lemme 3.1.1 pour

terminer 1’éstimation :

”waSHQ > 41_‘S|2NT;7090(0)

8ls|*  Ne(s)
L4 |s] 1—|s|

On notera que dans la premiére ligne de I’équation précédente, 'application de I'inéga-
1

lité de la moyenne le disque nécessite que |Ys(¢(0))| > 5" Mais | Ts(¢(0)] — 1 qaund

|s| — 17 ,alors cela reste vrai pour tout s Par conséquent, pour toutes ces s,

Ny(s)

Cfsll? > const.—2L

H Wf H = 1— |S’

Comme la compacité de C,, implique que ||C, f,|| = 0 quand |s| — 17, alors la derniére
inégalité donne I'estimation souhaitée de la fonction N,,.

]

3.2 Compacités d’opérateurs de composition sur les es-

paces Modéle.

3.2.1 Cas les symboles quelconques.

D’aprés le théoréme 3.1.2, Popérateur de composition sur H? dans H?, (a l'aide de la
fonction de comptage de Nevanlinna), est compact si et seulement si
Ny(u
lim A =0. (3.4)
lul+—1 —log | z |
Dans cette partie, nous donnons une condition nécessaire et suffisante analogue de la condi-

tion (3.4), pour la compacité de pour l'opérateur
C,: K, — H”.

Les nouveaux données principaux, sont des estimations pour la noyaux reproduisant et
ses dérivés, donnés dans le lemme ci-dessous.

Soit k) le noyau reproduisant de K,

1 —u(Mu(z)

A ||2 _ 1— ’u<)‘)’2
(1-Xz)

= I

£
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

et soit k) le noyau reproduisant normalisé,

- [P
]{?,\— Wk‘,\(z)

Lemme 3.2.1. Soit {\,} CD, |\,| = 1 tel que :

lu(An)] < a, (3.5)
pour certains a € (0,1). Alors
(i) k, 250 quand n — oo,
(1) il existe € >0, ¢ > 0 et ng tel que

C

k), (2)] = = P2 z € Dc(Mn) (3.6)

pour tout n > ng ot D (N) = {z; |z — A\| < €|l —Z\|} est un disque hyperbolique de centre \.

Démonstration. (i) 1l suffit de montrer que

1— [\ )2 .
%(1 —u(Ap)u(z)) 20 dans L*(T) quand |\,| — 1.

Sachant que le noyaux reproduisant normalisé kj\n, pour Pespace Hardy H?(D) tende

faiblement & 0 quand |A,| — 1 (voir [16]).

(ii) Nous commengons avec 'estimation bien connue suivante :

[u'(2)] < %&3‘2 zeD, (3.7)
avec (3.5), il donne facilement
IA(2)] < b, z€U,D(\n), (3.8)
pour certains b < 1 et € > 0.
Pour ny suffisamment grand, on a
kD) > o 2 € Ui Delh), (39)

En effet, L
u(zu(z) | _1—u(2)]?

TIoRR T T A

K.(2) =
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

Il résulte de (3.8) que |As| > ¢(1 — |2]?)~2 pour certains ¢ > 0, et pour que prouve (3.9) il
suffit de montrer que

|Ay| < q|As] pour certains q € (0,1),
lorsque z € Upsn,De(Ay). La relation (3.7) donne

1—|u(2)]*> b
Al < — < —|A UpDe(Ap).
| 1|_|U(Z>’(1_’Z|2)2 < ‘Z|| 2| A ( )

Puisque b < 1 et inf{|z] : 2 € UpsmD:(An)} — 1 quand m — oo, d’ou 'estimation.
L’inégalité (3.9) prouve (3.6) pour le cas particulier z = \,. Afin de compléter la preuve

considérons la fonction

T d(@u(n) 1 -u(z)u))
g(>‘7 Z) = kA(Z) - 1 — 2\ + A (1 —5/\)2
Nous avons |g(A,, 2)| = |k} (2)|, Par contre
190, 2) = lg(z,2)] < 1g'(\, 2)l12 = Al (3.10)

pour un certain point \ € [z, A\n] o le dérivé est pris par rapport a la premiére variable.

Une estimation simple montre

cnst
(1 —[Au])?

La constante étant indépendante de n. Maintenant, étant donné pour tout n > 0, nous

19'(\, 2)| < X,z € De(\y),

pouvons choisir € < e de sorte que le coté droit dans (3.10) ne dépasse pas n(1 — |z|*)~2 ou

z € Du(Ay,). En prenant n suffisamment petit, nous obtenons (3.6). ]

Remarque 3.2.1. La notation A < B signifie qu’il existe une constante C' absolue que
A < CB. Nous écrivons A< B si AS B et BS A

Dans ce qui suit, nous supposons par simplicité que ¢(0) = 0.

Théoréme 3.2.1. Soit p : D — D, une fonction holomorphe. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) C,: K, — H? est un opérateur compact.

(2) La fonction de comptage de Nevanlinna de ¢ satisfait :

— 0 quand |\ /L (3.11)
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

Démonstration. (2) = (1), Puisque N,(A)(1— | A |*)~! et 1— | u()\) |? sont bornés, la condi-

tion (2) signifie que pour tout a < 1

N1 AP = o.

lim
lu(N)|<a,|A\| =1~
En particulier, pour tout p > 0

1= [u() 7

Nous utilisons I'inégalité suivante, (voir [7], page 187, et [3]),

12 2 FOF +C, [ 1P o A, 1 € K (312)

|
[u(2)])

pour certains p € (0,1). Soit
KM = {f e K,, [ azéro dordre n a Uorigine},

et soit [[": K, — K™ la projection orthogonale correspondante. Nous prouverons que
HCgDHn||Ku—>H2 — 0, n — OQ.

Donc C, est compact car il peut étre approximé par opérateur de rang fini Cy,(I — []").
En effet, soit f € K, ||f|| = 1, notons g, = []"™ f. Nous avons ||g.|| < 1, et pour chaque
R < 1 et € > 0. on peut choisir n(e, R) indépendant de f et tel que

| gn(N) [< €] g(N) |[< € pour tout n>n(e, R) et |N|<R.

Il résulte de (3.12) que

/ 2 1 - |Z| P
100 e SrdAG) <

avec C indépendant de f,n. Ensuite, par (3.3) nous avons

o = [ 16 @G s [ e[

< maz{] g,(2) [} Ny (2)dA(z)

lz|<R |z|<R

vV
inferier a C

(.

Choisir d’abord R de telle sorte que la deuxiéme somme soit petite, et ensuite n assez grande

pour fournir la petitesse de la premiére somme nous pouvons rendre toute l'expression
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

arbitraire petite pour tout f € K, .| f] = 1.
(1) = (2). Supposons que C,, est compact, et que 3.11 n’est pas vrai, alors il existe {\,,} C D

et | A\, |— 1, satisfaisant

>c> 0. (3.13)

Par le principe de subordination de Littlewood,ce qui implique que N,(A\) < log ﬁ, il
existe a < 1 tel que I’équation 3.5 est vrai. En appliquant le Lemme 3.2.1 (i) et la compacité
I?

de C,, nous obtenons ||C'¢I<:A,\:l — 0 quand n — oo. Par contre dans le Lemme 3.2.1 (ii) et

I'inégalité de sous-harmonique pour N, impliquent
ICohl = [ 1, PN, ()AG)

zcyéwgwwa—|MPMWQMAw>

Co
P — N_(2)dA(z
= 1=\ PP /Déun) o(2)4A)
> CENSO()\")
- 1= | )‘n |2‘

Nous combinons la derniére estimation avec (3.13) pour obtenir une contradiction.

3.2.2 Cas les symboles univalents.

Dans cette partie on va présenter la compacité de I'opérateur de composition sur K,

dans le cas le symbol ¢ est univalent.

Théoréme 3.2.2. Soit ¢ : D — D, une fonction holomorphe univalente, si pour quelque

peret L ()
. — (2 e
TN @ (3.14)

alors lopérateur de composition C, : K,, — H?* est compact.

Nous avons besoin des résultats suivants, pour prouver le théoréme.

Lemme 3.2.2. Si f est analytique sur le disque unité D alors
LA =~ [f(0)]* + /D ()P (1 = |2[*)dA(z). (3.15)

Démonstration. Voir [17].
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

Lemme 3.2.3. 5i f € K, , 0 <p <1, alors

1— |2

(1 = Ju(p(2))])?

HﬂPzLﬂmP+AQf@V JA(2).

Démonstration. Voir [7] page 187.
[

Démonstration du théoreme 3.2.2. Supposons que ¢ est univalente et satisfait 3.14. Cela

signifie que pour tout € > 0, il existe 0 < r < 1 tel que

1 —Jp(2)] 1
> — r<lzl<1l | (3.16)
(1= [z = Jule(2)])r ~ €
ce qui équivalent
1—
(1—|z) <e l2)] r< |z < 1. (3.17)

(1 = Jule(2)))P’

Supposons que f, est une suite dans la boule d’unité fermée de K, et converge uniformément
vers 0 sur des sous-ensembles compacts de D. Par conséquent, pour 0 < r < 1, le lemme

3.2.2 implique.
leafull® S 1A (ROD + /\fow (1~ [P)dA()
~ aleO)P + /‘| L0 9) (A1 — [2)dA(2)

Iz

" /]D)\r]D) |<fn © @),(z)|2(1 - |Z|2)dA(Z)

J/

-

I3
Il est clair que I; — 0 quand n — oo (f,, converge uniformément vers 0). Pour I5, puisque
fn © @ converge uniformément vers 0 sur sous-ensembles compacts, alors (f,, o ) converge
uniformément vers 0 sur sous-ensembles compacts. Cela signifie, [, — 0 quand n — oo.

Pour I3, pour tout ¢ > 0, nous avons

S/|f7/1(90(z))90’(2)|26(1i@z((z’)’)pdfl(z), par 3.17
<€/|f l_lw’ O dA(w)

<e(llfall® - If(O)! ), par 3.15
<e(1—[f(O)P).

, ( changement de variables)
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

Puisque € est arbitraire, /5 tend vers 0 quand n — oco. D’ou ||C,, f,,]] = 0. D’ott C, est donc

compact. 0

Théoréme 3.2.3. Soit ¢ : D — D, une fonction holomorphe univalente, si ['opérateur de

composition C, : K,, — H* est compact, alors

lim 1~ lp(2)] = . (3.18)

=1 (1= [2))(1 = fulp(2))])

Nous avons besoin le lemme suivant, pour démontrer cet théoréme.

Lemme 3.2.4. Si C,: K, — H? alors Cjky = k-
Démonstration. Soit f € K, alors

< [, Coka > =< Cyf kx>
= f(e(N)

]

Démonstration du théoréme 3.2.5. Supposons que C, : K, — H? est compact, on a donc
C: H* = K, est compact ( voir [17] section 3.4). Le noyau reproduisant normalisé de H>

est -
1— | A
= Fa(2) = ‘_ | ou A € D.

F oy k)
=TT T 1o

Soit A = {Cfp‘lg,\,/\ € D}, puisque C} est compact, A est un sous-ensemble relativement
compact dans K,. Par conséquent, chaque suit dans A a une sous-suit convergente. Soit
An € D tel que |A,| — 1 et C;;/g;n est convergent vers g € K,. Par conséquent, pour h dans

K = K, N H, nous avons,

< h,g > = lim <h,0;/5;n>

n—ro0
= lim VI X 2 < h,Chky, >

= nh_)rrolo V1= 2 <h, o) > (lemme3.2.4)
= lim A(p(A)VI= [ 2 P

=0.
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3.2. Compacités d’opérateurs de composition sur les espaces Modéle.

Puisque K:° est dense dans K, g doit étre nul. Par conséquent,

C;‘,IE;L — 0.
quand n — 0. Cela signifie
IC3 kx|l = .
Mais
1Co kA7 = (1= | A ) K
1 — Jup(X)]?
= 0= I DT
(M)

Ce qui implique (3.18).
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