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Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera prémiérement, le cas critique dans ’espace de
Besov. Deuxiémement, on s’intéresse aux opérateurs de composition T (g) =
fog sur certains espaces de Besov et de Besov homogéne & valeur dans R. Dans
le but de caractériser les fonctions qui opérent, on établit que la condition de
lipschitz, locale ou globale suivant que ’espace B;’q(]R) se plonge on non dans
Lo (R), est nécessaire pour s > 0.

Mots-clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opérateurs de com-

position.



Abstract

In this dissertation, we shall study first of all the critical case in the space
of Besov. Secondly, we are interested in the operators of the composition T(g)
= f o g on certain spaces of Besov and of homogeneons Besov of a value of on
R. Inorder to distinguish the operating functions, we hypothesize that the con-
dition of lipschitz, local in general, the space B, ?(R) lengthens or not in L (R),
and whether it is necessary for s > 0 or not.

Keywords : Lizorkin-Triebel spaces, Besov spaces, Composition operators.
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0.1 Introduction

Dans ce mémoire sont liés aux quatre chapitres suivants :
Dans le premier chapitre on rappelle quelques propriétés sur les séries de Littlewood-
paley, les espaces de Besov, de Triebel-lizorkin et on termine par quelques iné-
galités qui seront utilisés dans la suite.
Le deuxiéme chapitre est consacré & une préparation sur la localisation d’un
espace de distribution, et démontrons le théoréme suivant :

1
Théoréme 0.1.1. [2] Soient s=—>1etg>1, f:R—R. SiT; envoie
p

B3 Y(R) dans By*(R), alors f' € By~14(R) localement uniformément.

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons le calcul symbolique pour les
espaces de Besov, et on cherche & caractériser les fonctions qui opérent, par
composition & gauche sur B;¢(R). On montrera que les conditions de

Lipschitz sont nécessaires pour s > 0, autrement dit :

Théoréme 0.1.2. [1] Soit s >0 et f: R+ R. Si Ty envoie £7(R) dans

B;>(R), alors f est localement lipschitzienne.

1 1

Théoréme 0.1.3. [1] Soit s > 0, on suppose que s < — ou s = — et ¢ > 1. Si
p p

Ty envoie By9(R) dans B;y*°(R), alors f est globalement lipschiteienne.

Dans le quatriéme chapitre, on rappelle quelques propriétés sur les espace
de Besov homogéne, et démontrons le théoréme suivant :
1
Théoréme 0.1.4. [6] Soient 1 < p < 00, q € [1,400] , 0 < s < 1+ —. et
p
feUy(R) .
.1 l71 .1 17 ~
i) Pour tout g € B,"""'(R), on a [fogl € B, " (R), (fog)' € Co(R),
et o 1. <c 1
I f .‘JHB:—}), (R) ||f||U;H9HB;+},1

®
ii) Pour tout g € ByI(R), on a fog € ByI(R), et || fog|l gyo(e) < el flluzllgllzy)-



0.2 Notations

e Si f: R+ Cest une fonction, le support de f est suppf = {z € R: f(x) # 0}.
e D(R) est I'espace des fonctions C*°(R) & support compact.
e D'(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distributions sur R.
e S(R) est Pespace des fonctions C*°(R) a décroissance rapide sur R.
e S'(R) est le dual de S(R), est appelé espace des distributions tempérées
sur R.

e Si f € S(R) sa transformée de fourier est :

(FHE) = / e f(2)de

R

et sa transformée de Fourier inverse est :

(FLh)(©) = 2n)! / 7€ f () da.

R

e (Cy(R) est un espaces de fonctions continue et a support compact.

o (fxg)(x)= [z f(x—y)g(y)dy est le produit de convolution des fonctions
fetg.

e Le symbole — désigne ’inclusion avec continuité de ’injection canonique.

e Pour une distribution f définie sur R et a € R, on définit I'opérateur de

translation par
Tof(x) = f(x —a), Vo e R.

e Nous notons Ty I'opérateur de composition, défini par T¢(g) = f o g.

e Q={zeR : |x—a| <r} est intervale de centre a et de rayan r > 0.

b Q+ = [07 %}



Chapitre 1

Quelques résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles qu’ on va utiliser dans
la suite & savoir ’espace de Besov, ’espace de L’izorkin-Teirbel, Besov généralisé,

L’izorkin-Teirbel généralisé et quelques propriétés principales.

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley
d’une distribution tempérée.
Soit ¢ € S(R) telles que
i) suppp C {x € R: 271 < |z| < 2},
ii) ¢(z) >0 pour 27! < x| <2t
i) > 0(2772) =1 pour z€R\{0}.
On pose .
ba) =13 62 ),
on obtient une fonctoin ¢ € C*(R) telll;:qlue suppy) C{x e R:|z| <2}

alors pour tout x € R on a:

b))+ o2 ) = 1. (1.1)
k=1



La relation (1,1) converge dans S(R) est appellée la partition de I'uniteé.

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution
A : S'(R) —C>=(R)
fr=(Af)(@) = (FH (o2 ) * f)(@), (k>1),
P, : S'(R) —C>*(R)
fr—=(@;f) (@) = (F ((2772)) * f)(2), (j=0),

avec Ag = PDg.

Ecrivons la relation (1,1) au point 2~ %z, alors

oo

Y Fr)+ > 27r) =1.

j=k+1

En multipliant par fdonc

¢2772)f = T. (1.2)

1

Y(27F) f+

J

Il
7]

En appliquant 'application F~! sur (1,2), on obtient

Frue N+

J

F Y o2 72)f) = f,

1

Il
7]

of+ Y Af= (1.3)
j=K+1
Pour £ =0
Aof +) Ajf =,

j=1

alors
F=>Y A1
§=0

On remplace f dans (1,3), on trouve

Orf+ Y Aif =) A,
=0

j=k+1

k
Opf = Af.

Jj=0



Remarque 1.1.1. On peut construire la série de L’ittlwood -Paley de la maniére
suivante

Soit ¢ € D(R), telle que

0 si |z| > 3.
On pose U(x) = p(z) — p(2z), nous avons alors
i) Yper V(27 Fz) =1, x # 0.
i) p(x) + Y pe, V(@2 P2) =1, z€eR

et
< |zl <2}

N =

supp¥ C {z e R:

1.2 Opérateur de différences finis

Définition 1.2.1. Soient f € S'(R) et z,h € R et m € N, Uopérateur de dif-

férences finis est noté par A} telle que

k=m
nf(x) = Ch(=1)F f(z + (m — k)h),
k=0
. o _mb
™ = Kl(m — k)l

1.3 Définitions des espaces de Besov et Lizorkin-
Trieblel

Nous donnons dans ce paragraphe les définitions de 1’espace de Besov, ’es-

pace de Lizorkin-Triebel et quelques properiétés sur ces espaces.

1.3.1 Espace de Besov
Définition 1.3.1. Soit s € R et p, q €]0, 0], I’espace de Besov noté B, ?(R) est

Uensemble des f € S'(R) telle que || f| 5wy < 00, ot



(il M ARFIIZ) e, pour g # oo,
/]

ByY(R) =
supez02™ | Axfllp,  pour q=oc0

Proposition 1.3.1. [2]
Soient ¢ un entier, et p,q €]0,00],si 0 < s < ¥, alors l’espace de Besov

By 4(R) est l’ensemble des distributions tempéreés f vérifiant

S idh 1
I gocer = U1+ ([ 11 [ 181 5@ Pan)t 5%

Proposition 1.3.2. [10]

i) By9(R) est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min(p,q) > 1).

1 1
i1) Soient pg <p et so — — = s — — alors
Po p

Byt — Byt
1.3.2 Espace de Lizorkin-Triebel
Définition 1.3.2. Soits€e R, 0<p< o0 et 0< q < o0, l'espace de Lizorkin-

Triebel, noté I 9(R), est I'ensemble des f € S'(R) telle que :

11

F(R) < 00,

ot

120 278 A S| 7 llp,  pour g # o,
/]

FUR)
[supk>02°*| Ay f|llp, pour ¢ =00
Proposition 1.3.3. [4]
Soient m € N* et p €]0,00[, ¢ €]0,00], si m < s < m, lespace

de Lizorkin-Triebel ademet une quasi- norme équivalente

Hf”p H fR ‘Amf \h|1+<q) Hpv pour q # oo,
I fllpga =
I fllp + supner (AT fIIR]72), pour q= o0

10



Proposition 1.3.4. [10]
i) F;9(R) est espace quasi-banach.

i) F)?(R) = LP(R) si 1<p<oo.

1.4 La multiplication dans une algébre

Dans ce pragraphe, on donne qulques propriétés sur les espace B4 (R) et

F39(R), admettant une construction d’algebre.

Définition 1.4.1. On dit qu’ un espace vectoriel E est une algebre si il existe

une constante ¢ > 0 telle que :

Ifglle < clfllelglle,

pour toutes [ et g appartiennent a E.
Proposition 1.4.1. [4]
Soient s € R et p,q €]0, 0], alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
i) Byd(R) est une algebre,
ii) By?(R) — L>(R),
1

iWi) s> L ous= et0<qg<1,

Proposition 1.4.2. [4]

Soient s € R et p,q €]0, 0], alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
i) F;4(R) est une algebre,
ii) F29(R) < L®(R),
iii) s>% 01152% et0<g<1.

Lemme 1.4.1. Soit0<p<lets> 1.

11



i) Il existe une constante ¢ > 0, telle que

[ fller@®) < el fliBsamy: Vf € ByU(R).

i1) 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

11l ) < cllf]

Fear), V€ Fy4(R).
1.5 Espaces de Besov généralisé et Lizorkin-Tribel
généralisé
Nous allons rappler les définitions des espaces de Besov généralisé By 4(R) et

de L’izorkin-Teibel généralis¢ F;-9(RR).

1.5.1 Espace de Besov généralisé

Définition 1.5.1. Soit v : [0,00[— R une fonction positive et 0 < p,q < 0.

L’espace de Besov généralise noté B)?(R) est I’ensemble des f € S'(R) telle

que || fllpyam) < 00, ot

(02002 AfIl,)) 7, pour g # oo,
1]

By(R) =
supr=00(27F) | Ar flp, pour q = 0.

1.5.2 Espace de Lizorkin-Triebel généralisé

Définition 1.5.2. Soit v : [0,00[— R une fonction positive et 0 < p,q < oo.
L’espace de Besov généralisé noté Fy?(R) est l'ensemble des f € S'(R) telle
que || fllpramy < oo, ol

(e @)1 ARFIN) 7], pour g # oo,
/]

Fpo@) =
[supr0v(2~") | Ak £, pour g = o0.

1.6 L’interpolation

Définition 1.6.1. Soient Ay, A1 deuz espaces de Banach, 0 < 0 < 1. On dit que

a € Ajg) = (Ao, A1)e si et seulement s’il existe f = f(z), z € C telle que

12



i) f(x) est analytique sur la bonde {z € C 0 < Re(z) < 1} et a valeur

dans Ay + A1, continue et bornée sur la bonde {z € C 0 < Re(z) < 1}.
it) f(k+it) (o0 k=0,1) continue sur Ay, tel que tend vert 0  si [t| — +oo.
iii) a = f(0).

On muni A par la norme

lallg) = infrmaz(supl f(iy)|| a,, supll f(1 + iy)]|a, ).

Remarque 1.6.1. Ay est un espace d’interpolation.

Proposition 1.6.1. [/]

Alg) est un espace de Banach.

Proposition 1.6.2. [4]
Soient Aj, B;(j = 0,2) quatre espaces de Banach et T un opérateur envoie
Ag dans By et de Ay dans By. Alors T envoie Ajg) dans Bjg) et

1T gy, B0y < T 150 5, 1TV, 54
ot

IT|a;.8, = supy ., IT(f)l5;-

Proposition 1.6.3. (Riesz-Thorin)[9]
Soient (X, ), (Y,v) deuz espaces mesurés et po,p1,qo,q1 € [1,00] avec pg #
P1,q0 # q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie LP°(X, ) dans
Lo(Y,v) et LP* (X, u) dans L9 (Y, v) tel que, pour toute fonction simple f :

”Tf Pi» (Z =0, 1)
Alors T renvoie (LP°, LPt)jg) = LP dans (L%, L%) = L9 tels que

qi < CZHf

1 1-60 6 1 1-6 6
+—, - = +—, (0<bh<1)
Po P q o T

de plus
ITflly < Co~*CLIIf1lp-

13



1.6.1 L’interpolation dans L’espace de Besov

Soient 1 < pg,p1,q0 < oo et 1 < g < oo alors

$0,90 51,491 — $,q
[Bpo’ 7Bp1 Jo *Bp’ )

avec
s=(1—-60)sg+ sy,
1 1-60 ¢
- = +—, (0<b<1)
q do q1
1 1-60 6
p Po N

1.6.2 L’interpolation dans L’espace de Lizorkin-Tripel

Soient 1 < pg,qo < 0o et 1 < py,q1 < oo alors

50,90 51,91 — 5,9
[Fpo 7Fp1 ]G_Fp’

avec
s=(1—0)sg+ 0s1,
1 1-6 6
- = +—, (0<0<1)
q 4q0 Q1
1 1-6 0
R + —.
p Po b1

1.7 Inégalités de Base

1.7.1 Inégalité de Holder
Soient f € LP(R) et g€ LY(R) avec 1<p,q<-+oo, alors:
fgel’,

et
If-gllr < 1 fllp-llgllq,

on —+-=

1 1 1
p q T

1.7.2 Inégalité de Young

1 1 1
Soient 1 < p,q,r < +oo tel que 14 — = —+ —, alors pour toute fonction
r p q

feLP(R)et ge LIY(R),On a:

et
ILf* glle < [ fllp-llgllg-

14



1.7.3 Inégalité de Bernstein

Soient 1 <p<g<+oo et «€N,ilexiste c = c(a,p,q,n) > 0 telle que
pour toute f € LP(R), avec suppf C {reR / |z|<R},ona:

al+(i_1
17 g < R £,

1.8 Exemples des fonctions dans L’espace de Besov

1
Exemple 1.8.1. la valeur principale de — :
x

flz) = v

Soient f € S'(R), et ¢ € S(R) on a

Fle)©) =i LF 1),

dg
et
(F(f).0) = (f,aFg) =lim. o /| T
=20 F ' Fip(0)
=27(0)
=27(, ).
Donc

Fzf)§) = z‘d%]-"f(g) = 276.

Ce qui donne Ff(&§) = —2wiH(§) 4+ a, (a constante), ot H est fonction de
Hévisiede puisque 6 = H'

f est impaire donc f est impaire

Ff(&) = —2miH(E) +a,
Ff(=§) = —2miH(=¢) + a,

a=in(H(E)) + H(=E)) = i,

15



donc
—im £2>0
Ff(€) =—-2miH(§) +ir = = —imwsgné
i £<0

et
suppF (A f) C{E€R/ ¢ <27

D’aprés l'inégalité de Bernstien on obtient

18, fllp < e 2G=D |2 flla, (02 2). (1.4)

D’autre part, on a

14, fll2 = (27) = | F(A; )2
= (2m) 7 [|6(27)F fl2
= SO 1)l

1 J
- 9%
=246l

= 0222.

Car ¢ € D(R).
En remplagant dans (1,4), on obtient

1A fllp < c2j(1_%), p>2 et c=cica constante

d’otu

2998, fl, < @) (p=>2)

- i(s+2)a ~ -1 ~
la serie Zj202 1 < g < 400, converge si s < e Ce qui donne
1
vp— € By4(R) dans les deuz cas suivants
x

-1
Z‘)‘9:77 2§p§+007 q:+007

/

VRS

-1
i) s< —, 2<p<4o0 e 1<g<+o0.
p

16



Exemple 1.8.2. mesure de Dirac :

Soit p € S(R) , on a R P
(0,¢) = (0,0) = ¢(0

¢(0)

~ [ otw)ds
R
=(1,9).
d’ot : 4
F(A;0) = p(277).
Comme dans ’ezmple (1.10.1), on obtient 27| A;6], < 2768 p> 9.
La séri j(s+1)q ; —1 <g<
a série 3 ;527" P converge si s < Y 1< g < +oo.
Ce qui donne § € By ?(R) dans les cas suivants
-1

Z)SZF’ 2§p§+00, q = 00,

-1
i) s < —, 2<p<+4oo, 1<¢g< +o0.
P

17



Chapitre 2

Le cas critique dans 'espace
de Besov

2.1 Rappel

2.1.1 Espace de Banach de distributions
Définition 2.1.1. Soit E un sous-espace vectoriel de D'(R). Si E est muni

d’une norme ||.||g telle que :
i) L’injection canonique E — D' soit continue,

it) (B, |.||g) soit un espace de Banach.
On dit que (E,||.||g) est espace de Banach de distributions,(E.B.D).
2.1.2 Espace de multiplicateur M (FE)
Définition 2.1.2. Soit E un espace de Banach de distributions (E,B,D), con-

tenant D(R) comme sous espace dense. On dit que f € D'(R) est un multi-

plicateur ponctuel de E (ou multiplicateur), s’il existe une constante C > 0,

telle que pour toute p € C°NE, on a

feeE et |félle<Cléls.

L’espace linéaire de multiplicateurs sera noté M (FE) définie par la norme

1 llaecey = supygie=1llfole, Vo eCTNE.

et on a
M(By?) ={f € S'(R), fg € By?,VYg € By}

18



Proposition 2.1.1. [4]
i) (M(E),|.|lg) est un espace de Banach.

i) Si D C M(FE) alors M(E) est une algébre,

(au sens si A1, As € M(F) = A1As € M(E)).

Démonstration. i) Montrons que ||.|[5;(g) définie une norme sur M(E) :

i)

Si | Allarey = 0, alors [|Ap||gp =0,V € C*° N E, ce qui donne Ap =0
(E est un espace normé).

soit 1 € C* N E telle que ptp = ¢ (i.e,v(x) =1 si x € suppy),
alors (4, ¢) = (A,9p) = (Ap,v), Vo €CTNE,

d’ou A =0.

Il est evident de montrer que ||aA|r(g) = ||| Al rmp) Yo € R ou C,
ainsi I'inégalité du triangle. Soit (A,,) une suite de Cauchy dans M (FE),

ie:
limpm—oooll(An — An)ellE =0, Yo eC®NE.

donc A, p est de suite de Cauchy dans l'espace complet FE, elle converge
alors choisissons ¢ et 1 € C*° N E telle que ¥p = ¢, on a

<Ana§0> = <An507¢> — <T90?1/1>

(A,,) converge donc vers une certaine distribution A de plus

(Ap, ) = limp 0o (Anp,¥) = <T¢,¢>

d’ou
T, = Aep.

Soit ¢ € D (fixé) qui vaut 1 pour |z| < 1, on pose ¢y (z) = w(%), ke N*,
nous avons la suite (By) définie par By = A; (v A2) a une limite B dans
D', en effet :

Soient 6, € D tel que Op = p alors

(Br, ) = (A1(VrAz2), 0p) = (A1 (Y A20), )

mais pour k assez grand

7/%9 = 07
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donc a partir d’un certain rang (i.e, Ing € N,Vk > no)(By, ) est con-
stante, d’ou l'existence de B tel que (B, @) = limy_ oo (Bk, ©)-

Donnons ¢ € D, on a

(B, ) = limy—o0 (A1 (Y1 A20), 0p)
= limp oo (A1 (VkA200), ), (rdp = k>1)
= (A1(A290), ¢)
= (A1(420), 0)

= (A1 A20, )

i.e B= A1A2.
0

Définition 2.1.3. l’espace de Sobolev W™ (E) d’ordre m de base E, o E est
espace de Banach de distribution, définie par

W™E) ={f € D'(R): f*) € E,|a| <m}.
W™(E) est un E,B,D, pour la norme

I fllwm ey = D 11 e

la|<m

Lemme 2.1.1. [1] Soient s > 0, f : R — R, une fonction s’annulant & ’orig-
ine telle que Ty = (f o g) envoie By 9(R) dans B> (R). Alors il existe des

nombres M > 0 et 6 > 0 tels que U'implication

l9llBsawy <0 = [|f o gllps=m < M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q.
1

Proposition 2.1.2. [2] Soient s >0, p> 0 tel que s=—, et f : R—R. Si T}
p .

envoie By? dans B>, alors f est lipshitzienne.

2.2 Localisation d’un espace de distribution

Définition 2.2.1. Soit E un espace de Banach de distribution dans R. On dit
que

Uespace E est un D(R)-module si pf € E pour tout ¢ € D(R) et tout f € E.
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Définition 2.2.2. Si E est un espace de Banach de distribution dans R.
Eioc est 'ensemble des distributions f € D'(R) telle que ¢f € E pour tout

v € D(R).

Proposition 2.2.1. [8] Soit E un E,B,D. Si E est un D(R)— module, alors

Dopérateur linéaire f — of est bornné sur E, pour tout ¢ € D(R).

Démonstration.

p€DR) =pelC>*® donc ¢ est continue.
= ¢f est continue.
feE = D'(R) donc [ est continue.

On a ¢f € E (E est un D(R)— module), donc

H:Ev+— E
fr—H(f)=¢f

est un opérateur linéaire et continue sur £ —> H bornné sur E.
O

Définition 2.2.3. E un espace de Banach de distribution dans R. On dit que
E est isométriqguement invariant par translation si 7of € E et |[7o.f|lg = || fll &,

pour tout f € E et tout a € R.

Proposition 2.2.2. [7] Soit E isométriqguement invariant par translation. Si
E est un D(R)-module, alors

ITallm(e) = llellme), Ve € D(R),Va € R.
Démonstration.

||Ta<P||M(E) = SUpIIfHEleTa‘PfHE Vfe E,VacR

= sup) g p=1lle7—afllz Vf€ E,YaeR

sup|r_, flp=1leT—afllE, car T_of €E

= el (m)-
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Proposition 2.2.3. [2] Soit E un E,B,D. Si E est un D(R)-module et si

f € D'(R), alors les trois propriétés sont équivalentes

(Z) f S Eloc-
(ii) 1l existe une fonction positive non nule o € D(R) telle que (Top0)f € E

pour tout a € R.

(i1i) pour tout a € R, il existe un intervale ouvert I dans R contenante a et

gEE tels queg | I =[] 1.

Démonstration. (i) = (i)
Si f € Ejpe = of € E,Yp € D(R).

On a 7,9 € D(R),Yp € D(R),Va € R, donc 3y € D(R) positive tel que

(Tapo)f € E.

Soit ¢ € D(R) telle que

{go(x)—l sur 31

suppp C I
(ou I ouvert dans R de centre 0).

On a 7,0 € D(R), par (i) (Ta¢)f € E. et on a 7,p(z) = 1 sur 31 + a, donc

(ta)f = f sur %I—I—a.
(iii) = (i)
Supposons que f a la propriété (ii7), il existe les intervalles I; =|z;,7;[ et dis-
tributions g; € E, pour j € J ={1,--- ,n} telles que g; | I; = f | I;.
On considérons ¢ € D(R) telle que suppy C Uje ;.

Soit (x;)jes une partition de I'unité relative recouverement (I;);c; de suppep,
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e x; € D(R) et 37, x;j(z) =1 pour z € Uje, I, done

0=0> X

JjeJ

fe=Y_exil,

jeJ
= oxj95 € E.
jeJ
Donc f € Fjye. O
Définition 2.2.4. Soit E un E,B,D . Si E est un D(R)-module isométrique-
ment invariant par translation, on dit qu’une distribution f appartient (Ey,)

localement uniformément a E si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) Il existe une fonction positive non nulle g € D(R) telle que (T,p00)f € E

pour tout a € R, et || f]z,, = supacall(raio) fllz < +oc.

(i1) pour tout ¢ € D(R), on a (to9)f € E pour tout a € R, et
supaerl|(Ta) fll & < +o00.

Proposition 2.2.4. [2]

Démonstration. (i) = (i)

Soient ¢, g € D(R) et I un ouvert de R, tel que ¢ ne s’annule pas sur 1.
On a suppy compacte = Jx1,- - ,x, dans R tel que suppp C U;?f([ + ;).

Il existe une fonction x € D(R) telle que
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Donc pour tout a € R :

Jj=n
I(rae) fllz < D~ 1 (7ax) (Tata; 00) f 1 2
7=0

j=n
< supzerll(a0) fll Y I7ax| 2
j=1
j=n j=n
< supacrl|(Ta00) Fle Y sup ) o=1ll(raX) fll e = supserll(T200) flle Y ITaXllar(e)
j=1 j=1

< nlixlla (e supserll(Tao) fll £

< +o00.

(19) = (4) évidente.

Remarque 2.2.1. Ej, est un D(R)-module isométriquement invariant par

translation pour la norme | — || g,, -

Proposition 2.2.5. [2] Soit p €]0,4+00[. Alors une fonction mesurable f sur R

appartient & L,(R);, si et seulement si

supaeR(/ |f(x)|pd:£)% < 400,
I+a

ot I est une ouverte donnée dans R.

Démonstration. 1) Soit f fonction tel que supaeR(fI+a \f(x)|pdx)%.
On consideére la fonction ¢ € D(R) telle que

supppo C I et (Tao)f € Lp(R).
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On obtient :

| (rago) Flln = ( / ((rap0) (@) f (@) Pz = ( / ) @) fa)da)

< (supse(rra a0 (@) / (@) Pda)

I+a

S (Supa:el|800($)|)(/ f(z)[Pdx)

I+a

< oo / f@)Pdn)} < +oc.

Donc f € L, (R),.

2) On suppose que f € L,(R),,, i.e pour tout ¢ € D(R), On a (r,¢) f € L,(R)
pour tout a € R, et supqcer||(Ta®) fllp < oc.

On considére ¢ € D(R) tel que ¢(z) = 1 sur I, On obtient

( / @i = / |(rat0) () f ()P )

I+a
< Supze]RH (Ta1/))(x)f(33||p

< Q.

Donc

supaeR(/ |f(a:)|pdm)% < 0.
I+a
O

Proposition 2.2.6. [2] Soit E un E,B,D. Si E est un D(R)-module, isométrique-
ment invariant par translation, il en est de méme pour W™ (E) et on a :
(W™ (E))iw = W™ (Er).
Démonstration. On a :
W™ (E) est un E,B,D, pour la norme || f|lwm(g) = 30 1<m £ 5.
pf € W™(E) pour tout ¢ € D(R) car pf € E, donc W™(FE) est un

D(R)-module.
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Tof € W™ (E) pour tout a € R et ||7o fllwm gy = fllwm ) car of € E, donc

W™(FE) est un isométriquement invariant par translation.
fe(W™E)) Ve € DR), (tap)f € (W™(E)) pour a € R, et
supaerl|(Ta) fllwm () < +00
&V € D(R), ((Ta@) f)™) € E pour a € R, et

supaee||(ra9) )| & < +o0,la] <m

afe (W™ (Ew)).

Donc
(W™(E))p = W(Ep,).

2.2.1 Localisation des espaces Besov

Soit f, g deux fonctions quelconques
Ona:Apf(x)=f(x+h)— f(x), heR

Donc

An(f9)(@) = fla+ (e +h) - fa)g(a)
= fla+hgla+h) — f@)g(@) + f@)gla+ h) — f@)ga+ h)
= (f(x + 1) — f@)gla +h) + f(x)(glx + ) — g(z))
= (A (@)7-ng(@) + [() (Ang(a))
An(fg) = (Anf)(7-ng) + f(Arg), heR. (2.1)
A3 (£9)(x) = An(Bn(Fg)(x))
= (A3 £(2))(r—2ng (@) + (A2g(2)) (- f(2)) + (Anf (@) (Azng(x))
A3(fg) = (AL)(7-ong) + (A20)(rrf) + (Anf)(Aong), heR.  (22)

26



pour tout k € N* :

k—1
Ap=2"FAg, =Y 277'A},, heER. (2.3)
=0

pour tout sous ensemble borélien I de R, 1 < p < 400, on pose :

1
i (120) = szl [ 180 @)Pan)?, (2.4)
I
1
() = supcdl [ 103 (@) o). (2.5)
I
Dans les cas I = R, on pose
Wp,R = Wp,
Mlp,R = Tlp-

1
Lemme 2.2.1. [2] Pour tout p € [1,00], et 0 < ¢ < 2 il existe ¢ > 0 tel que

Wporalfrt) < et /3Q+ |F(@)Pdx)¥ + [logt|supy<ye i (v npgralfs )]}

Démonstration. D’aprés la formule (2, 3), on déduit, pour |u| <t

k-1
Ay f(x) =27 Agi, f () — Z 271AL, f (=),
1=0

N

-1

( /Q A f@)Pdn) = /Q @) - Y2 A S

1=

I

<2t Bpaf@pda)+
Q+a

k—1
2—[—1 A2l pd %
> </Q A2 f ()P dz)

“+a

< ¥ [Bgf@lPdo)+
Q+a
k—1

22_1_1t.t_1sup|u§t|(/ A2, f(x)|Pdz)>
1=0 Q+a

<a¥( / |Ageu f (@)Pdz) 5 +
Q+a

(1~ (3) )P0 o3 (v @l 0).

Lemme 2.2.2. [2] Soit 0 <s <1, si f' € By9(R);, et f € LP(R), alors

f € BYU(R)y,.
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Démonstration. i) Lecas 0 < s < 1.

dh
Ona () fllp < (7ap) fllp + (/R I\Ah(mp)fllgm)

Q=

< (rap) f1 Byd-

Donc
1l ez, @) < cllfllsyo@),, ¢>0.

et
f € BYU(R), =V € D(R), (Tap) f € B (R) pour a € R, et
supacrl|(Tatp) f|

B U(R) < +00.

=Yy € D(R), (1,0)f € L,(R) pour a € R, et
SuPa€R||(TaW)f||Lp(R) < +00.
ﬁf S Lp(R)lu-

Donc
B;’q (R)lu — Lp (R)lu .

D’aprés le lemme

fl € B;Q(R)lu — f/ € LP(R)ZU
f € LP(R)lU f € LP(R)lu

Donc () € L,(R)i, |af <1=fe W (L,(R)) = f € (W' (Lp(R))u,
Puisqu’on a W'(L,(R)) < ByY(R), On conclut que f € By(R)j,.
ii) Le cas s = 1.

On a .
B}(R) < Bz (R).

Donc par hypothése sur f, on a

{f’ € BI'(R)
f€ LR

Impliqué par (i) f € Bp%’q(R)lu, et on conclut que f € BE’Q(R)ZU. Donc

f € BM(R),.

28



Proposition 2.2.7. [2]
Sis>0etp,q € [1,00], alors B;(R)y, est l'ensemble des fonctions f € Ly(R);,

vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :

(i) Dans le cas 0 < s < 1.

U

b1

1
supaca( | (£ *poral 1)1 PHT < oo
0

(ii) dans le cas s = 1.

~Ix

1
supaca( [ (¢ a0
0
(i5i) dansle casm < s <m+1 aveem=1,2,...,
@ e By ™ (R), pour |a| =m.
Démonstration. On fixé les fonctions g, 1 dans D(R), telles que

wo(z) =0 hors de iQ
v1(z) =1 sur Q

Lecas 0 < s < 1.

On suppose que f € LP(R);, et supaeR(fol (™ "0p.0+a(f t))q%)% < +oo0.
par la formule (2,1) et pour || < ¢ < 3 nous avons

An(Tapof) (@) =(Anf(2))(T-ntavo) (@) + f(2)(AnTapo)(2), hER.

( / |An(rapo ) (@) Pz <( / [(Anf(2)) (r—nsapo) (@) Pdi) s +
( / 1F(@) (Anrapo) (@) Pde)

S

“+a

< ( /Q B f@) ) + A /Q () Pd)

<e(( /Q B fp P 4o /Q F@)Pde)?),

“+a
c = sup(M, M’)

<c(wp,ra(fit) + 1 fll(zr®))..)-
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Donc

Sup|h\§t(/R |An(Tao ) @)Pda)7 < c(wp.qialfst) + | Fll o)

wp((Tapo) f,1) < c(wp,@+al(fst) + I fllLrm)))-

Par la condition 0 < s < 1, on voit que

1
( / (t 5w (raspo) 1))

1
| (rateo) Flp + ( / (t*wpl(rap0) £, 1))"

cllflwr @ + 1(Tavo) flls
[ (Tatp0) fll 3o () <00
Donc f € (By?(R))1u-
Dans I’autre sens, on suppose que f € (B,¢(IR));,. Donc on obtient f €

(Lp(R))y. Pour tout z € Q@ +a
An(Tasprf)(x) = Anf (),

et pour |h| <1

( / (A (raspn f(2) Pde)F = ( / AL (2)Pdz)b > ( / A () Pdz)

Q+a
wILQ"ra(f) t) < wp((Ta‘Pl)f, t)v

@
t

Q=

1 1
([ @ wpaualht) ™ < ([ (0wl .00 P

1
)7 < supaerl|(Ta1) fll B3ar) < 0.

~Ix

1
supnce | (% gralfi0)"
Le cas s = 1.

On suppose que f € (L,y(R)), et supaeR(fol(t_lanﬂ(f, t))‘l%)% < 4o0. Par
la formule (2,2) et pour |h| <t < % nous avons

A7 ((ra0) ) (@) = (AL f (2))(T—2n(Ta0) (7)) + (A} (Tap0) (2)) (-1 f (2))+
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(Anf(x))(A2n(Tao)(x)), heR.
/IA (rago) f)(@)[Pdz) 7 < /| (A2 £(2))(T—2n(Tat0) (2))Pdz)  +

(/R (A2 (7a00) (@) (70 f (2)) [P+ /|Ahf D) (o (raspo) () Pd)’

(@) Pdz) -+ ( / (Anf () Pdz)?

Q+a

2 P % 142
< M( /Q AR S /Q

< c(np,gra(fit) + 1 fll (L, @) + twp.gralf:1)).

“+a

Donc
Mp(fo1) < c(p.gra(fit) + 1 fll L, @) + twp.oralfs 1)),

et par lemme (2.2.1), on obtient

1 1

([ e e £ < e[ £ )T

)7+ 1 fllz, @)t

NG

@
t

Q=

( / (@paealf, 1)1 %))

suPacrl|(Tatp0) fll g1 () < o0

Donc f € (B}4(R))u-
Dans Pautre sens, on suppose que f € (B}(R));,. Donc on obtient f €

(Lp(R))1y. Pour tout z € Q@+ a
Aj(taprf)(z) = AR f(2),

et pour |h| <1

2 Pdy)s = 2 £(0)|Pd) 2 ¢ () |Pda)®
</R|Ah<wlf<x>\ az) </R|Ahf< )Pdx) ></Q+G|Ahf< Pdz)?,

77p,Q+a(fa t) < np((Tacpl)fa t)a

@
t

Q=

([ @ a0 < ([ (¢ aplmen .00

1
_ dt. 1
SUPGER/O (t 17710,Q+a(f> t))q?)q < SUPGERH(TaSDI)fHB;’q(R) < 00

Lecasm<s<m+1.

On a
By(R) = W™ (B, ™(R)). (2.6)
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par la proposition (2.2.6), et le lemme (2.2.2), on voit que f € (B5(R)), si

selement si f(®) € (By(R))1, pour |af =m et f € (Ly(R))u- O

Lemme 2.2.3. [2] Soient p,q € [1, +00] pour tout a € R, il existe ¢ > 0 tel que

i dt i dt
H(/O (/|h|<t' (+m)lan)1 )3, <Q+a><||</ </h$t|Ahf<.>|dh> ) I @rm+

cllfllz,@+a)-

Démonstration. On a

[ARfOI=1FC+R) = FOIZ R =10

/h<t |ARf(.)|dh Z/|h<t |f (-4 h)|dh — /h<t 1£()|dh,

[ wtamians [ anfldnes2dsOl,
|n|<t

[h|<t

16 Lt 1 16 St
/0 (/lhgtlf(.Jrh)dh) ) g/o (/thtAhf(.)|dh+2t|f(.)|) 2,

16 th 1 16 th .
LU mian < [T aome s

dt dt. 1
A (N0 Dilhasa =i [ (18Ol i+

[ fOll, (@+a)s

1 dt
< / ( /|h|<t|Ahf M2 1, gyt

cllf (O, @+a)

O

Lemme 2.2.4. [1] Soient s = % et ¢ > 1, alors il existe une suite (0,),>1 des

fonctions de classe C*°, portées par 4Q), telles que 0,,(z) = 1 sur le cube 2°7"Q
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et llmnﬁ+oo||9n||35,q(]m =0.
1
Théoréme 2.2.1. [2] Soient s=—->1etp>1, f:R+—R, Si Ty envoie
b
S, S, s—1, - 2
By4(R) dans By9(R), alors f' € B;~"%(R) localement uniformément.
Démonstration. On suppose que Ty envoie By Y(R) dans B, (R), tels que

1
s=—-,m<s<m+1avecmée N, q> 1.
p

Donc il existe une suite (6,,),>1 des fonctions de classe C'*°, portées par 4Q
telles que 6, (z) = 1 sur le cube 2*7VQ et lim, 1 ool|6u] p39r) = 0
par le lemme (2.1.1), il existe des nombres M > 0 et § > 0 tels que pour
toute fonction g € B,?(R,R) dont le support est inclus dans 40,

HQHB;“(R <d=|foyglpyem <M. (2.7)
-Soit ¢ une fonction dans D(R) & support dans 4Q), tel que p(z) = x sur 2Q.
-pour a € R, b € R* et n > 1, nous définissons la fonction g par

9(w) = b, (z) + bp(2"x). (2.8)

)
-On choisit v = v(a) > 1 tel que |0, g5« < 20 et on a
a

e Bga@) < A7 llollpgar)y YA =1 (2.9)
On défini b par I’égalité
)
b= ————.
QHQOHB;“‘(R)

Donc
”g”Bf,'q(]R) < |a|||9v||B;’q(]R) + bHSO(?v('))”B;‘q(R) <4

Par la construction de g, on voit que
An(fog)(z)=cAnf' (2"bx + a). (2.10)
Par proposition(2.1.2), f est lipshitzienne, donc on obtient
7€ Ly(R). (2.11)
Etapel. Le cas m < s < m + 1.
Par I'impliction (2.7) et la propriété (2.6), On obtient

H(fog)/HB;—WQ(R) < M. (2.12)
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EtapeQ.

En appliquant (2.12) et (2.10), on voit aussitot que

1
1 dt 1
(/ (fm_s(/ [Ag—0t(f)(2°b2 + a)|Pdz) )T —) 7 < Mj,
0 2-vQn 3
et donc
b m—s ! P 1 th 1
(e[ @it < i,
0 bQr+a
pour a € R, On obtient :
’ m—s / th 1
SUPaeR(/ (" wpp+al(f', 1)) 7)“) < M,
0

Par la propriété (2.11), et la proposition (2.2.7), on conclut que
fre (B, (R))u-

Le cas s=m + 1.

En utilisant 'impliction (2.7) et la propriété (2.6), on obtient

I(fo9) <M.

By (R)

Par l’estimation (2.14) et I’égalité (2.10), nous obtenons :
pour tout a € R, on obtient :

dt 1
?)Q)§M2

b
stupac( / (s salf 1)1
0

(2.13)

(2.14)

compte tenu la propriété (2.11), et la proposition(2.2.7), on conclut que

f e (B (R) -
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Chapitre 3

La composition dans certains
espaces de Besov

3.1 Définitions

Définition 3.1.1. Pour s € R, p,q € [1,+00] . On définit ’espace £;9(R)

comme l’ensemble des distributions tempérées a valeurs dans R, f telles que

/]

Définition 3.1.2. Soit 0 < s < £ avec { entier. une distribution f appartient a

g1 ® = Iflee® + £y < oo

Bp°(R) si et seulement si f € L,(R) et

Npo(f) = Supo<h<1flwp,z(f, t) < o0,

ot

o (£18) = sunpiaol [ 18 F(@)Pdo)’.
De plus || f|l, + Npe(f) est une norme équivalente dans B, > (R).

Proposition 3.1.1. [2] Soit s > 0. Pour toute f appartenant ¢ C*(R) et

s’annulant en 0, l'opérateur Ty est bornné sur £, 4(R).

Lemme 3.1.1. [1] Soient s > 0, f : R —— R, une fonction s’annulant & lorig-
ine telle que Ty = (f o g) enwoie E;1(R) dans B, > (R). Alors il existe des

nombres M > 0 et 6 > 0 tels que l'implication

esim) <0 =|/foy|

lg By=m®) < M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q.
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Démonstration. Supposons, au contraire, que , pour tout intervale I et tous

nombres M, § > 0, on puisse trouver une fonction g, portée par I, telle que

lgllesamy <6 = |Ifogllpy>m > M.

Donnons-nous une suite (I;);en des intervales disjoints et des fonctions
¢; € D(R) (j > 0) telles que
pi(x) =1 sur 31,
wj(x) =0 hos I;.
On note M la norme de I'opérateur g — ¢;g, agissant sur B;’W(R), et on choisit

des fonctions g; : R— R, j=0,1---, telles que

1 .
suppg; C - lgllesamy <277, |[fogl

50 s By @) > JM;.

Alors la fonction g = 3, g; appartient a £;9(R) et on a ¢;(fog) = fog;.

Donc

M < i (fog)lBs=m < M;ll(fog)l

pour tout j , ce qui est absurde. O

By (R)

3.2 Conditions nécessaires pour le calcul symbol-
ique
3.2.1 Quelques résultats préliminaires

Lemme 3.2.1. [1] Soit s > 0. Si ¢ € S(R), il existe une constante

c=c(p,s,p,q) >0 telle que

I3 a2 90(27() = k)l g < 33 lal?)#)e.

j>0kezZ Jj=0 keZ

Lemme 3.2.2. Pour toute fonction p € S(R), il existe un constante

c=c(p,s,p,q) >0 telle que

1
[ Z aTrpl Bear) < C(Z |al?)?.

kEZ kEZ

Démonstration. d’aprés le lemme (3.1.2), il existe un constante

c=c(p,s,p,q) > 0 telle que

1" a2 0(27() = Bl psa@ < O lajrl’)?)7, ¢ € SR).

j>0 keZ >0 kezZ
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On pose agx = ay, pour j = 0, on obtient

1Y ewrrpllpzam) < e larP)7.

kez kEZ
O

Lemme 3.2.3. [1] On suppose que By9(R) € Loo(R), alors il existe une suite
(¢v)v>1 de fonctions de classe C*°, portées par Q, telles que ¢,(x) =1 sur
Vintervale 27°Q et limy—tco bl Bgam) = 0.

Démonstration. Dans le cas s < %, on pose ¢, (x) = ¢(2"x), Pestimation

= 1
I6ull 5yamy = (3 2 | Awp(272)||5)
k=0

_o(l_sg
<2 G )HSD||B§"1(R)

permet de conclure.

1
Supposons maintenant s = — et posons
p
bo(x) =01 Z (2.
1<j<v
On a donc ¢, (x) =1 sur 277Q et ¢, (x) = 0 hors de Q. Le lemme (3.1.2) donne

les inégalités

1
=—1
B:'9(R) S cv14 .

6ol

O

Lemme 3.2.4. [1] Soient s > 0, f : R —— R. Supposons que T envoie £;(R)

dans B;’OO(R), alors quel que soit a € R, il existe un opérateur non linéaire
Ua: Ey4R) — By (R),
et des nombres, 6, M > 0 tels que

Uag(z) = fla+g(z)) — fla), VzeQ,

et
1Uagll B m) < M.

Pour toute fonction g € D(R), 4 support dans Q satisfaisant

lgllesam) < 9.
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Démonstration. Considérons I'opérateur non linéaire

Vagla) = p(@)(f(a + g(2)) - J(a)), Va €R.

On a alors
T

x
Vag(z) = o(2)(f(¢(5)(a + g(2)) = flo(5)a)) . Vz eR.
Vo, envoie donc £;9(R dans B;>°(R) et, en raisonnant comme dans la preuve

du lemme (3.1.1), on voit qu’il existe un intervale Q' C @ et des nombres

M, 6 > 0 tels que

graw) < 0= [|Vag|

lg By ®) < M,

pour toute fonction g € D(R) telle que suppg C Q'.
Posons Q' =rQ + b, avecr >0 et b € R, et
Uug(x) = Vo(g(r~ (. = b)) (rz +b) , Vz eR.

Alors
Vag(z) = p(rz +b)(f(a+g(x)) — f(a)), VzeR.

Par l'inclusion Q' C @, nous avons ¢(rz + b) =1 sur Q, ce qui termine la

preuve. O]

3.2.2 Enoncés des théorémes

Soit o € N*, on considére A, = {k € Z tel que k| < a}.
Soient b,b" dans R, et r,v qui seront choisis en fonction de b et V.

Pour un entier fixé ¢ tel que ¢ > s , on définit

1
» = W1
9) = 3wl (5= BN )+ 6o (31)

keA,

le lemme (3.1.3) donne l'inégalité

IS e~ )

keAq

1 N
5—S

S
—
@
[\
Nl

B3 (R) <cr ar.

Théoréme 3.2.1. [1]
Soit s >0 et f: R R. Si Ty envoie £;9(R) dans By>(R), alors f est

localement lipschitzienne.
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Démonstration. Soit un nombre réel a qui reste fixé dans la suite de la preuve.

Alors nous obtenons un opérateur U, et des constantes ¢, M selon le lemme

1
3.2.1). O dv=1letr=—.
( ). On prend v etr =

1
Puisque » < 3’ les intervales r(25Q + k) , k € Z, sont deux a deux disjoints.
1
Par définition de r, nous avons r(Q + k) C iQ’ pour tout k£ € A,. Alors

Uug(x) = fla+b) — f(a), siz€r(xQ+k) pour k € A,, (3.3)

Uug(z) = fla+b) — f(a) siz e (=Q)\ U (22Q + k). (3.4)

kE€Aq
Grace au choix de r, on a
T Y e =R = 76 0l <
keAqa
On obtient
I Z —(= —k Dllesam < ey Can.
=

En utilisant la relation entre r et «, nous obtenons
I9llega(my < c2(ab—b'| +[b]). (3.5)

Maintenant, on suppose

]

mazx(|b|, [b—V'|) < % (3.6)
et on définit « par la propriété :
af < 0 <(a+1)°
= 2co)b— V| '
Remarquons que la définition de o implique
)
> 3.7
&= e G — b 3.7

Par la condition (3.6) et par définition de «, nous avons ||g|

£5(R) < 0. Puisque
le support de g est inclus dans @), on en déduit

1Uag

B;’OO(R) S M (38)
pour tout z € 7(»QT + k), nous avons
x+jreer(Q+k), Vi=0,1,--- ¢

x4 graegr(2xQ+k), Vj=1,--- L
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(3.3) et (3.4) donne aussitot
(AL (Uag)z)| = |f(a + ') = f(a + )|

Par la définition (3.2.1) , nous obtenons

Uagls= > (S [ (AL, (Uag)a)Pda)?
kEA,, r(>xQt+k)

> cs|f(a+b) — fla+b)rrrar,

— ci0*[f(a+b) — fla+ D).
En prenant en compte les inégalités (3.8) et (3.7), nous voyons que la condition
(3.6) inplique

28+1M62

Fla+) = fla+b) < —
Cq

v — ),

qui signifie que f est lipschitzienne dans un voisinage de a.

Théoréme 3.2.2. [2]
) 1 1 . .
Soit s > 0, on suppose que s < — ou s = — et ¢ > 1. Si Ty envoie B;’Q(R) dans
p p

By>*(R), alors f est globalement lipschitzienne.

Démonstration. Soit f une fonction satisfaisante I’hypothése du théoréme (3.2.2),
on se propose de mettre en évidence des constantes 0 > 0 et K >0
telles que |[b' — b| < o entraine

[f) = f(b)] < K[b' —b],
quels que soient b et V' dans R.
Nous définissons la fonction g suivante (3.1). Les entiers positifs v et «, ainsi
que le nombre r €]0, 1], seront précisés dans un instant. Le lemme (3.1.4) nous

autorisons a choisir v tel que

0
oIl ¢w | B3 ) < 5
de sorte que « et r devront satisfaire les rélations :

SB[V = b))t < errrCar < 526 —b|) 7Y, (3.9)
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ra <2772 (3.10)

L’estimation (3.2) et la relation (3.9) entraineront ||g||gs:¢g) < 9.

L’inégalité (3.10) nous garantissons l'inclusion

r(Q+ k) C27°Q pour k € A,, (3.11)
et par conséquent
g(z) =V, six €r(xQ+k), (3.12)
g(z) =b, sixe27Q\ U r(22Q + k). (3.13)
keAqy

1
Pour s < —, il suffit de poser
p

1

r= (62|t — b)) taT )P,

alors ra = c|b/ — b|qaq est de Pordre de grandeur de a°~ 7 ; Phypotheése

1
0 < s < —, un choix convenable a = (4, |’ — b|) permet d’avoir (3.10).
p
. 1
Supposons maintenant s = —.
b

]
si b —b| < 3 il est possible de trouver un entier a > 1 tel qu’on ait (3.9),

on choisit alors r assez petit pour avoir (3.6). Il vient alors
1fogllpg=m® <M.
Pour tout z € r(»Q* + k), nous avons

x+jgrxeer(Q+k)\ U r(2xQ+ k), Vj=1,--- L
k'eAq

Alors (3.11), (3.12) et (3.13) nous donnons
ALf o g) (@) = |F() — f(b)]

Par la définition (3.1.2) nous obtenons

If o gl

, 1
w2 007 (Y [ AL e,
kEA, r(32Qt+k)

= 1f(a+V) = fla+b)|2a+1)7 (rs0) " |r=Q*|7.
L’encadrement (3.9) implique

1 -1

[fla+V) = fla+b)| <caMr®ra™,

< e M5y —bl.

qui signifie que f est globalement lipschitzienne. O
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Chapitre 4

La composition dans certains
espaces de Besov homogeénes

4.1 Rappel et définitions

Soit ¢ une fonction indéfiniment différentiable, paire et positive, dont le

support soit un compact de R — {0}, et telle que

Zw(ij) =1, pour x # 0.

jEL
Pour tout j € Z, Popérateur @, : S'(R) — S’(R) est deéfini par I'identité

®;f(x) = v(272)f(a).
Définition 4.1.1. Pour p €]1,00[. On désigne par U,(R) l'ensemble des fonc-

tions boréliennes f : R — R telles que
£, = Gupesog | suppisilfa+ 1) = @) da)t <+
On dit qu’ une fonction continue [ appartient a U; (R) s’il existe une fonction
borélienne bornée h € U,(R) telle que
fz) = /03c h(t)dt + f(0), VzeR.
On munit U, (R) de la semi-norme

[flor ) = inf{supr|h| + [Allv,®)}

Définition 4.1.2. On appelle BH(R) l’ensemble des fonctions continues sur
la droite réelle dont la dérivée seconde, au sens des distributions, est une mesure

bornée.
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4.1.1 Espace de Besov Homogéne

On note que :
i) Po(R) ={P € §'(R) telle que P polynome }.
ii) Pour tout m > —1
P, (R) = {P € Px(R) telle que P polynome de degré au plus m },
P_1(R) = {0}.
ii) [f]={f+P /P€Px(R),[fecSR}
iv) So(R) = §'(R)/ P (R) = {[f], [ €S'(R)}.
Définition 4.1.3. Soient s € R, p,q € [1,00], L’espace de Besov homogéne

B;’Q(R) est l’ensemble des f € S (R) telle que

/]

e = Q@@ fll,)1)7 < +oc.

kEZ

Proposition 4.1.1. [7] ou [6]
1. &pf=0 (Vk€Z)e fePx et f=)cPf

2. Bf;’q est espace de Banach .
3. ”TCLf”B;"? = H,f”B;le, Ya € R.
4. c1||f||3;yq(R) < /\(;)—s”f()\(.))||Blsj.q]R < CQHfHBf,‘q(R)? VA € RY.

5. soient s € R |p,q € [1,00]. Si (fi)r est une suite bornnée dans B;’q(]R)

et si limi_oofr = f au sens des distributions tempérées, alors

f € By(R),

et
I1£]

gy < O suprzollfull o wy-
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Démonstration. 1.

éj(anx” tay " a1r) = 1/1(2_jx)(anﬁ + an,lx/”-—\l + -+ arx)

= (2772)(anD"1 + ap_1 D" 1+ -+ + ay D1)

=0.
et . R
doorf(x) =) (@ Fa)f(2)
kEZ keZ
> 0f(x) = fla).
kEZ
Donc

doof=tf

k€EZ

2. On a B;’Q(R) est un espace norme, et on va monter que B;vq(R) complet.
Soit (f)n une suite de Cauchy dans B;’;”(R), implique (fn)n € Sx(R),

et Soo(R) complet, donc (f,), converge.

170 f]

1
pram = (O 2| Pera f,)0)

keZ

= - @* @ e)Tafll) 1)

keZ

= - @* @ z)ei o f,)0) e

kEZ

= O- @@ ) fl|,)7)

kEZ

= /1150 my-
O

Proposition 4.1.2. [7] Soient s € R, p,q € [1,00]. L’espace de Besov homo-
géne est ensmble de f € Soo(R) telle que [’ € B;’Lq(R).
De plus ’expression swivante est un norme équivalente sur B‘;’q(R) :

||f'||B;—1,q(R)-
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Démonstration. On a f’ = ipf, donc

1 0 gy = (S CD @1 f1,)0) + < 400
keZ

= (2(2(871)]6||7/1(27k$)ipf||p)q)% < 1o

keZ

= (D@7 *p) 12|k fl,) 1) < +oo

kEZ

= c|fl

BSWQ(R) < +OO

4.1.2 Espace de Besov non Homogéne

Définition 4.1.4. Pour s > 0, l’espace de Besov non homogéne BS’Q(R) est

lensemble des fonctions f € LP(R) telle que [f] € B;’q(R).

Proposition 4.1.3. soient s >0, p,q € [1,+0oc]. By 4(R) est espace de Ba-

nach de distribution tempéreés pour la norme

1 fllBsawy = IIf]

g Il
Démonstration. B, ?(R) est un espace norme. Soit (f,), une suite de Cauchy
dans By (R) c-a-d

Ve > 0,3ng € N tel que Vn,m € N:n>m > ng = || fn — fml

By(R) <&

implique

an - fm|
Donc (fy,), suite de Couchy dans L,(R) et dans B;’q(R).

B;q(R) <e, ”f’ﬂ - fm”LP(R) <E.

finalement (f,), converge dans B 9(R). O

4.1.3 Reéalisations des espaces de Besov

Définition 4.1.5. une réalisation modulo P, (R) de Bf;q (R) est une application

linéaire continue )
o: ByY(R) — S'(R)/Pn(R)

telle que '
[a(f)] = f, pour tout f € By (R).
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Si f € S'(R)/Px(R) et si la série Y, ., ®rf converge dans S'(R)/Pp(R),

on pose
om(f) =) ®rf € S'(R)/Pu(R).
keZ
Proposition 4.1.4. i) o est un isomorphisme linéaire de B;”(R) sur son
image.

it) J(B;’Q(R)) est un espace de Banach si on le munit de la norme

lo (O = 1F1l 530 =)

Démonstration. 1)

Vf.g € BYUR) :o(f.g9) = f.9=0(f).0(g),
Vf € Bo9(R),YA € R* : o(\f) = Af = Ao (f),

Vg€ ByIR):o(f +9) = f+g=0(f)+0(g)
ii) Soit (fn)n suite de Couchy dans U(B;’Q(R), et application
o: ByI(R) — o(B,1(R))
bijective, donc il existe une suite (g,), de B;’q(R) tel que o(gn) = fn-

On a

Ve > 0,3ng € N tel que Vn,m e N:n>m >ng = ||f, — fm”o'(Bf,’q(]R)) <e

= ||U(gn) - U(Qm)“ <e

= ”gn - gm| By 9(R) <Eé.
Donc (gn)n suite de Cauchy dans B;’Q(R), implique (gn)n converge dans

By4(R), donc (fy)n converge dans o(B,4(R)). -

Définition 4.1.6. On dit qu’ une distribution tempérée f tend vers 0 a l'infini

st on a

lim)ﬁof(i) =0 dans S'(R).

L’ensemble des telles distributions est noté Co(R).
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On défini E(R) comme ’ensemble des fonctions continues f sur R telles que

/(=)
]

Lemme 4.1.1. Pour toute fonction f € E(R), f' appartiennent a Co(R).

=0 quand |z| — +o0.

Démonstration. Pour ¢ € S(R), on a

(PG < W [ Il @)ds.
et

Ve > 0,dR > 0 tel que
x
sup|x|>R|f|EC)| <e
On pose M(R) = max|,<g|f(x)]|. On obtient
(£l < (R [

e / 2]l () do.

x| >R

Donc

limx—>o|<f/(x)v<ﬂ>| =0.

O
e ) 1 ) 1 2
Proposition 4.1.5. [6] Si s < —, ou si s = — et ¢ = 1, alors, pour tout élément
p
f de Bg’q(]R), la distribution tempérée o_1 est l'unique représentant de f tendant
vers zéro a l’infini.
Proposition 4.1.6. [6] On suppose que les paramétres s, p, q satisfont les condi-

tions suivantes :

*1<p<oo,

1 1
*0<s<l+-etl<g<oo,ous=1+-cetqg=1.
p p
Soit B;’Q(R) l’ensemble des distributions tempérées f telles que
[f] € BU(R) et f' € Co(R).

Tout élement de B;’Q(R) admet un représentant dans B;’Q(R),unique a Uaddition

pres d’une constante. L ’espace B;’q(]R) sera muin de la semi-norme || — || gs.a () -
Démonstration. C’est une conséquence immédiate des propositions (4.1.2), (4.1.5).Cependant,

il nous sera utile de connaitre explicitement la réalisation

o: ByY(R) — By 4(R).
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Soit donc g € By (R).
Grace a la condition s > 0, on a

> lIgsglls =Y 277 (2% (1659ll,) < ellgll g ry»

=0 Jj=0

de sorte que la série .., ¢;g converge normalement dans L, (R).
L’étude de la série Zj<0 ¢;g nécessite une discussion suivant la position de
1
s par rapport a —.
p
1
ler cas. Supposons s < — (ou s = — et ¢ = 1).
p p
Considérons une fonction ¢ € S(R) telle que $y = 1) et posons ¢; = 29"p(27x)

pour tout j € Z. On a alors

oif =pjxdif , ¥V feS(R). (4.1)

A T’aide de I’identité (4.1), on obtient

D gl <> 2@ gl < > 2770275 gyg]l,).

§<0 §<0 §<0
De plus, par la condition p < oo, on a ¢;g € Co(R). Par hypothése sur s, on
en déduit la convergence normale de la série }; _ ¢;9 dans Co(R). La série
> jez 99 est convergente dans I’espace normé Cy(R) + Lp(R) et sa somme
est une distribution tendant vers zéro & l'infini. C’est donc un représentant
de g appartenant & B;’Q(R).
. 1 1
2ieme cas. Supposons — < s < 14 —.
p p

A T’aide de I’identité (4.1), on obtient, pour tout z € R et tout entier j < 0,

s
[059(x) = 6390 < |2/ 7 $39llo0 < cla|2Z0H57 g g0 -

Il en découle que la série de fonctions 3 ,|$;9(x) —¢;9(0)| converge normale-
ment sur tout compact de R. Sa somme est donc une fonction continue h.

De plus en choisissant I’entier & > 1 de sorte que 2¢ < |z| < 2+ on voit
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que

j=—1
Y 1959(@) = dig(O] < Y [all 7 dyglloc +2 Y 1059l
3<0 j<—k j=—k
j=—1
; 1 1
<c(z] Y 20T 42 ) 2767 g g,
j<—k j=—k

de sorte que
o1y . 1 . 1
h(z) =O(|z]°"7) si s > e et h(z) = O(loglx|) si s = s

quant |z| tend vers linfini. La fonction

h+ g

j=0
est élément de E(R) + L,(R) ; d’aprés le lemme (4.1.1), c’est un représentant de
g appartenant B;’q(R).
. 1
3ieme cas. Supposons s = 1 + —.
Compte tenu des hypothéses sur s , on a alors ¢ = 1. L’identité (4.1) nous

donne, pour tout x € R et tout j € Z
|659(x) — ¢;9(0)| < cl[27°(|¢;g]lp,

alors que '
1(659) lloe < (27 [|6;]lp-

Il en découle que la série de fonctions ) ; |$;9(x) —¢;9(0)| converge normale-
ment sur tout compact de R, et que sa somme est une fonction de classe C*
dont la dérivée appartient a Co(R).

Cette fonction est donc un représentant de g appartenant a B;’q(R). O

Proposition 4.1.7. [6] Sous les hypothéses de la proposition (4.1.6), on con-
sidére une fonction g € B;%R). Il existe alors une suite (gx)r>1 dans B, 9(R) et

une suite numérique (ar)k>1 telles que

(i) ”gk“B;*q(R) < CHQHB;’“(R)’
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(ZZ} gr +ax — L}OC(R).

Démonstration. On définit la suite (gx)r>1 par

gk = Z Djg.

Jj=—k

On sait déja que g € LP(R), et on voit facilement que

; 1
gl 5oy < (D (27°]1B59)]1,)7) 7
i>—k

< c|g| BYI(R)"

Pour établir la propriété (i), on discute suivant la position de s par rapport &

1

p

1 1
ler cas. Supposons s < — (ou s = — et ¢ = 1).
p p

On sait que la série >, ®;g est convergente dans I'espace normé Co(R) +

1
loc

LP(R). La suite (gx)x>1 a donc une limite & dans L;,.(R), telle que h—g soit une

constante.

1 1
2ieme cas. Supposons — < s < — + 1.
p

p
On pose
j=-1
ar = > ig(0).
j=—k
Puisque
j=—1
s—1—1
3 1@50() ~ 59(0)] < el g rl2 ),
j=—k

pour tout = € R et tout entier k > 1, on conclut que la suite (g + ax)r>1 admet

une limite h dans L}

1e(R), telle que h — g soit une constante.

3ieme cas. Supposons s = % + 1 et donc g =1.

On a _
”q)ngoo < C27J||g||]'3;1q(R),

et de sorte que les constantes

ax = — Z ®;9(0).

i>—k
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sont bien définies. La fonction

Y |@jg(z) — 2;9(0)]

JER

est la limite de la suite (gx, + ax)r>1 dans L, (R) et la fonction h — g est une

constante.

4.1.4 Fonctions a variation bornée

Définition 4.1.7. On dit que f € BV (R) si et seulement si

1
Ilsv = summeayor . [ 1£(o+h) = f@lde < .

Proposition 4.1.8. On a
By (R) € BV(R)  B]™(R)
et les deux injections canoniques sont continues.

Démonstration. 1. Soit g € By (R). On a

g = Z ¢;9" dans S'(R).

JEL
Grace a (4.1), il vient

659" x = 11 * djgllx < 2’ d59ll1,

O

ce qui montre que la série 3, ¢’ converge normalement dans L (R).

On en déduit que ¢’ € L1 (R) et que

Illsy = / 19/ @)ld < cllgll g1 a)-

2. Soit g € BV(R). Puisque ¢;¢’ n’est autre que la convolution de la mesure

g’ avec la fonction z +— 27 (F~1¢)(27z), on a

I¢ig'lln < IF = ¢lillg s,

soit encore
HQ/HB?’“(]R) <cllg'llzn-

Grace a la proposition (4.1.2), on obtient HQHB}*“(R) < c|lg||pr- Puisque

¢’ est une mesure bornée, on a ¢’ € Cp(R), ce qui achéve de prouver

que g € B (R).
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Proposition 4.1.9. [6]
i) Pour tout f € By (R), on a f € BH(R) et ||fllzm < c|l fllg2 -
ii) Pour tout f € BH(R), on a [f] € BY™ et 1f1l g2y < ellfllBrR)-
Théoréme 4.1.1. [6]

Si f et g appartiennent ¢ BH(R), il en est de meme pour fog et l'on a

1fogllsam <clflaamllglzae)-

4.2 Le calcul fonctionnel
Le calcul fonctionnel sous- linéaire dans les espaces B, ?(R) est 'objet du

théoréme suivant de Lanza, Sickel.

Théoréme 4.2.1. [6]
1
Soient 1 < p < 00, g € [1,+00] et 0 < s < 1+5. Si f e Uy(R) et f(0) =0,

1

alors Ty envoie B;JrE’I(R) dans B;+E’OO(R) et By4(R) dans lui-méme. De

plus il existe des constantes c > 0 telles que

I[f o gl

srew < cllfllogllgllszem: g€ By (R).

4.2.1 Enoncé et démonstration du théoréme principal
Théoréme 4.2.2. [6]
1
Soient 1 <p < oo, g€ [l,+00] ,0<s <14 —. et feU}R) .
p
4l 4l ~
i) Pour tout g € B, *" (R), on a [fog] € B, " (R), (fog) € Co(R),
et
[fogll i <clflluglgll izn - (4.2)
By 7 (R) By 7 (R)
it) Pour tout g € B;%R), onafogée€ B’f;q(R), et
|f o QHB;“(R) < C”fHU;HgHB;"Z(Ry (4.3)
Démonstration. Soit f une fonction de classe U, (R). En retranchant & f une

constante, on peut supposer, sans perte de généralité, que f(0) = 0.

Supposons d’abort que g € B(R). Posons gx(z) = g(Ax), pour tous A > 0 et
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x € R. En renormant au besoin B;‘J(R), on a

s—1 =1
Bya®) = A P llgll gz + AT [lgllp (4.4)

llgal
En appliquant le théoréme (4.2.1), et en écrivant 'identité (4.4) pour la fonction
fogx=(fog)x, on obtient
N3 fogllppem + AT I o glln < ell fllos (X Fllgl ooy + A7 llglly).
En divisant alors par A*"7 et en faisant tendre \ vers —+00, on obtient précisé-
ment Pestimation (4.3). Le méme argument d’échelle conduit & l’estimation
(4.2). Venons-en au cas général ou g € B;’Q(R).D’aprés la proposition (4.1.7), on

dispose d’une suite (gx)r>1 dans B,(R) telle que

lgell g2y < cllgllpzaw)y, VE=1.

et d’une suite numérique (ax)r>1 telle que gi + ay, tende vers g dans L}OC(R) .

En appliquant le résultat de la premiére étape aux fonctions 7_,, f et en notant

que UZ}(R) est isométriquement invariant par translation, on voit que

1£ o (g5 + i)l oy < el Fllog ol ooy
Sachant que f est lipschitzienne, on vérifie aussitot que la suite

(f o (gr + ar))r>1

tend vers fog dans L, (R). Dés lors on peut appliquer la proposition (4.1.1)—5)

et conclure que les estimations (4.2) et (4.3) sont vérifiées en toute général-

ité. Nous terminerons la preuve du théoréme en établissant que

(fog) € éo(R)~
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