
الشعبيــــــــة الديمــــــــــــــــقراطيــــــــــــــة الــــــــجـزائريـــــــــــة الجــــــــمهورية  

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 

العلــــــــــــمي البــــــــــحــــــــث و العــالـــــــــــــــي التعــليــــــم وزارة   

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE 

SCIENTIFIQUE 

بالأغــــــــــــــواط ثليـــــــــــــــجي عمـــــــــــــار جـــــــــامعة  

  UNIVERSITE AMAR TELIDJI LAGHOUAT 

 

العلـــــوم كـليــــــــة   

FACULTE DES SCIENCES 

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE ET INFORMATIQUE  

Mémoire  de MASTER  

   Domaine   :  Mathématique informatique (MI) 

                    Filière       :  Mathématique 

                    Option      :  Analyse mathématique 

Présenté par : 

DJELOUD khalil 

THEME 

Sur la composition dans l'espace  de Besov: un cas critique 

Soutenu publiquement le : 17/06/2014  devant le jury composé de :  

         Encadreur :  ALLAOUI  Salaheddine          M.C.A     Université de Laghouat 

         Président   : NOUIRI Brahim                        M.C.B     Université de Laghouat 

         Examinatrice : BENDAOUD Zohra             M.C.A     Université de Laghouat 

         Examinateur : OUCHENANE Djamel         M.A.A     Université de Laghouat 

         Examinateur :  BELHAOUES  Razik          M.A.A      Université de Laghouat 

 

Année universitaire 2013-2014 



Remerciements 

Avant toute chose, je remercie mon Dieu 

De mous donnée la force 

Et le courage d’aboutir à ce travail. 

Je remercie notre encadreur «Salah Eddine Allaoui. 

Je remercie touts les membres de jury d’avoir accepter 

présider et examiner Notre Travail 

Merci pour toutes les personnes  

Qui nous on aidée 



Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera prémièrement, le cas critique dans l'espace de

Besov. Deuxièmement, on s'intéresse aux opérateurs de composition Tf (g) =

f ◦g sur certains espaces de Besov et de Besov homogène à valeur dans R. Dans

le but de caractériser les fonctions qui opèrent, on établit que la condition de

lipschitz, locale ou globale suivant que l'espace Bs,qp (R) se plonge on non dans

L∞(R), est nécessaire pour s > 0.

Mots-clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opérateurs de com-

position.
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Abstract

In this dissertation, we shall study �rst of all the critical case in the space

of Besov. Secondly, we are interested in the operators of the composition Tf (g)

= f ◦ g on certain spaces of Besov and of homogeneons Besov of a value of on

R. Inorder to distinguish the operating functions, we hypothesize that the con-

dition of lipschitz, local in general, the space Bs,qp (R) lengthens or not in L∞(R),

and whether it is necessary for s > 0 or not.

Keywords : Lizorkin-Triebel spaces, Besov spaces, Composition operators.
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0.1 Introduction

Dans ce mémoire sont liès aux quatre chapitres suivants :

Dans le premier chapitre on rappelle quelques propriétés sur les séries de Littlewood-

paley, les espaces de Besov, de Triebel-lizorkin et on termine par quelques iné-

galités qui seront utilisés dans la suite.

Le deuxième chapitre est consacré à une préparation sur la localisation d'un

espace de distribution, et démontrons le théorème suivant :

Théorème 0.1.1. [2] Soient s =
1

p
> 1 et q > 1 , f : R 7−→ R. Si Tf envoie

Bs,qp (R) dans Bs,qp (R), alors f ′ ∈ Bs−1,qp (R) localement uniformément.

Dans le troisième chapitre, nous considérons le calcul symbolique pour les

espaces de Besov, et on cherche à caractériser les fonctions qui opèrent, par

composition à gauche sur Bs,qp (R). On montrera que les conditions de

Lipschitz sont nécessaires pour s > 0, autrement dit :

Théorème 0.1.2. [1] Soit s > 0 et f : R 7→ R. Si Tf envoie Es,qp (R) dans

Bs,∞p (R), alors f est localement lipschitzienne.

Théorème 0.1.3. [1] Soit s > 0, on suppose que s <
1

p
ou s =

1

p
et q > 1. Si

Tf envoie Bs,qp (R) dans Bs,∞p (R), alors f est globalement lipschiteienne.

Dans le quatrième chapitre, on rappelle quelques propriétés sur les espace

de Besov homogène, et démontrons le théorème suivant :

Théorème 0.1.4. [6] Soient 1 ≤ p < ∞, q ∈ [1,+∞] , 0 < s < 1 +
1

p
. et

f ∈ U1
p (R) .

i) Pour tout g ∈ Ḃ1+
1
p ,1

p (R), on a [f ◦ g] ∈ Ḃ1+
1
p ,∞

p (R), (f ◦ g)′ ∈ C̃0(R),

et ‖f ◦ g‖
B

1+ 1
p
,∞

p (R)
≤ c‖f‖U1

p
‖g‖

B
1+ 1

p
,1

p (R)
.

ii) Pour tout g ∈ Ḃs,qp (R), on a f◦g ∈ Ḃs,qp (R), et ‖f◦g‖Bs,qp (R) ≤ c‖f‖U1
p
‖g‖Bs,qp (R).
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0.2 Notations

• Si f : R 7−→ C est une fonction, le support de f est suppf = {x ∈ R : f(x) 6= 0}.

• D(R) est l'espace des fonctions C∞(R) à support compact.

• D′(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distributions sur R.

• S(R) est l'espace des fonctions C∞(R) à décroissance rapide sur R.

• S ′(R) est le dual de S(R), est appelé espace des distributions tempérées

sur R.

• Si f ∈ S(R) sa transformée de fourier est :

(Ff)(ξ) =

∫
R
e−ix.ξf(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est :

(F−1f)(ξ) = (2π)−1
∫
R
eix.ξf(x)dx.

• C0(R) est un espaces de fonctions continue et à support compact.

• (f ∗ g)(x) =
∫
R f(x− y)g(y)dy est le produit de convolution des fonctions

f et g.

• Le symbole ↪→ désigne l'inclusion avec continuité de l'injection canonique.

• Pour une distribution f dé�nie sur R et a ∈ R, on dé�nit l'opérateur de

translation par
τaf(x) = f(x− a) , ∀x ∈ R.

• Nous notons Tf l'opérateur de composition, dé�ni par Tf (g) = f ◦ g.

• Q = {x ∈ R : |x− a| ≤ r} est l'intervale de centre a et de rayan r > 0.

• Q+ = [0, 12 ].
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Chapitre 1

Quelques résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles qu' on va utiliser dans

la suite à savoir l'espace de Besov, l'espace de L'izorkin-Teirbel, Besov généralisé,

L'izorkin-Teirbel généralisé et quelques propriétés principales.

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la dé�nition de la décomposition de Littlewood-Paley

d'une distribution tempérée.

Soit φ ∈ S(R) telles que

i) suppφ ⊂ {x ∈ R : 2−1 ≤ |x| ≤ 21},

ii) φ(x) > 0 pour 2−1 < |x| < 21,

iii)
∑
j∈Z φ(2−jx) = 1 pour x ∈ R \ {0}.

On pose

ψ(x) = 1−
∞∑
k=1

φ(2−kx),

on obtient une fonctoin ψ ∈ C∞(R) telle que suppψ ⊂ {x ∈ R : |x| ≤ 2}

alors pour tout x ∈ R on a :

ψ(x) +

∞∑
k=1

φ(2−kx) = 1. (1.1)
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La relation (1, 1) converge dans S(R) est appellée la partition de l'unité.

A cette partition, on associe une suite d'opérateurs de convolution

∆k : S ′(R) 7−→C∞(R)

f 7−→(∆kf)(x) = (F−1(φ(2−kx)) ∗ f)(x), (k ≥ 1),

Φj : S ′(R) 7−→C∞(R)

f 7−→(Φjf)(x) = (F−1(ψ(2−jx)) ∗ f)(x), (j ≥ 0),

avec ∆0 = Φ0.

Ecrivons la relation (1, 1) au point 2−kx, alors

ψ(2−kx) +

∞∑
j=k+1

φ(2−jx) = 1.

En multipliant par f̂ donc

ψ(2−kx)f̂ +

∞∑
j=k+1

φ(2−jx)f̂ = f̂ . (1.2)

En appliquant l'application F−1 sur (1, 2), on obtient

F−1(ψ(2−kx)f̂) +

∞∑
j=k+1

F−1(φ(2−jx)f̂) = f,

Φkf +

∞∑
j=K+1

∆jf = f. (1.3)

Pour k = 0

∆0f +

∞∑
j=1

∆jf = f,

alors

f =

∞∑
j=0

∆jf.

On remplace f dans (1, 3), on trouve

Φkf +

∞∑
j=k+1

∆jf =

∞∑
j=0

∆jf,

Φkf =

k∑
j=0

∆jf.
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Remarque 1.1.1. On peut construire la série de L'ittlwood -Paley de la manière

suivante

Soit ϕ ∈ D(R), telle que

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1

et

ϕ(x) =


1 si |x| ≤ 1

0 si |x| ≥ 3
2 .

On pose Ψ(x) = ϕ(x)− ϕ(2x), nous avons alors

i)
∑
k∈Z Ψ(2−kx) = 1, x 6= 0.

ii) ϕ(x) +
∑∞
k=1 Ψ(2−kx) = 1, x ∈ R.

et

suppΨ ⊂ {x ∈ R :
1

2
≤ |x| ≤ 2}.

1.2 Opérateur de di�érences �nis

Dé�nition 1.2.1. Soient f ∈ S ′(R) et x, h ∈ R et m ∈ N, l'opérateur de dif-

férences �nis est noté par ∆m
h telle que

∆m
h f(x) =

k=m∑
k=0

Ckm(−1)kf(x+ (m− k)h),

où

Ckm =
m!

k!(m− k)!
.

1.3 Dé�nitions des espaces de Besov et Lizorkin-

Trieblel

Nous donnons dans ce paragraphe les dé�nitions de l'espace de Besov, l'es-

pace de Lizorkin-Triebel et quelques properiétés sur ces espaces.

1.3.1 Espace de Besov

Dé�nition 1.3.1. Soit s ∈ R et p, q ∈]0,∞], l'espace de Besov noté Bs,qp (R) est

l'ensemble des f ∈ S ′(R) telle que ‖f‖Bs,qp (R) <∞, où

9



‖f‖Bs,qp (R) =


(
∑∞
k=0 2skq‖∆kf‖qp)

1
q , pour q 6=∞,

supk≥02sk‖∆kf‖p, pour q =∞.

Proposition 1.3.1. [2]

Soient ` un entier, et p, q ∈]0,∞], si 0 < s < `, alors l'espace de Besov

Bs,qp (R) est l'ensemble des distributions tempéreés f véri�ant

‖f‖Bs,qp (R) = ‖f‖p + (

∫
R
|h|−sq(

∫
R
|∆`

hf(x)|pdx)
q
p
dh

|h|
)

1
q .

Proposition 1.3.2. [10]

i) Bs,qp (R) est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min(p, q) ≥ 1).

ii) Soient p0 < p et s0 −
1

p0
= s− 1

p
alors

Bs0,qp0 ↪→ Bs,qp .

1.3.2 Espace de Lizorkin-Triebel

Dé�nition 1.3.2. Soit s ∈ R , 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞, l'espace de Lizorkin-

Triebel, noté F s,qp (R), est l'ensemble des f ∈ S ′(R) telle que :

‖f‖F s,qp (R) <∞,

où

‖f‖F s,qp (R) =


‖(
∑∞
k=0 2skq|∆kf |q)

1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖supk≥02sk|∆kf |‖p, pour q =∞.

Proposition 1.3.3. [4]

Soient m ∈ N∗ et p ∈]0,∞[, q ∈]0,∞], si 1
min(p,q) < s < m, l'espace

de Lizorkin-Triebel ademet une quasi- norme équivalente

‖f‖F s,qp =


‖f‖p + (‖

∫
R |∆

m
h f(.)|q dh

|h|1+sq )
1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖f‖p + suph∈R(|∆m
h f ||h|−s), pour q =∞.
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Proposition 1.3.4. [10]

i) F s,qp (R) est espace quasi-banach.

ii) F 0,2
p (R) = Lp(R) si 1 < p <∞.

1.4 La multiplication dans une algèbre

Dans ce pragraphe, on donne qulques propriétés sur les espace Bs,qp (R) et

F s,qp (R), admettant une construction d'algèbre.

Dé�nition 1.4.1. On dit qu' un espace vectoriel E est une algebre si il existe

une constante c > 0 telle que :

‖fg‖E ≤ c‖f‖E‖g‖E ,

pour toutes f et g appartiennent à E.

Proposition 1.4.1. [4]

Soient s ∈ R et p, q ∈]0,∞[, alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes

i) Bs,qp (R) est une algèbre,

ii) Bs,qp (R) ↪→ L∞(R),

iii) s > 1
p où s = 1

p et 0 < q < 1.

Proposition 1.4.2. [4]

Soient s ∈ R et p, q ∈]0,∞[, alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes

i) F s,qp (R) est une algèbre,

ii) F s,qp (R) ↪→ L∞(R),

iii) s > 1
p où s = 1

p et 0 < q < 1.

Lemme 1.4.1. Soit 0 < p < 1 et s > 1
p − 1.
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i) Il existe une constante c > 0, telle que

‖f‖Lp(R) ≤ c‖f‖Bs,qp (R), ∀f ∈ Bs,qp (R).

ii) Il existe une constante c > 0, telle que

‖f‖Lp(R) ≤ c‖f‖F s,qp (R), ∀f ∈ F s,qp (R).

1.5 Espaces de Besov généralisé et Lizorkin-Tribel

généralisé

Nous allons rappler les dé�nitions des espaces de Besov généralisé Bv,qp (R) et

de L'izorkin-Teibel généralisé F v,qp (R).

1.5.1 Espace de Besov généralisé

Dé�nition 1.5.1. Soit v : [0,∞[−→ R une fonction positive et 0 < p, q ≤ ∞.

L'espace de Besov généralise noté Bv,qp (R) est l'ensemble des f ∈ S ′(R) telle

que ‖f‖Bv,qp (R) <∞, où

‖f‖Bv,qp (R) =


(
∑∞
k=0(v(2−k)‖∆kf‖p)q)

1
q , pour q 6=∞,

supk≥0v(2−k)‖∆kf‖p, pour q =∞.

1.5.2 Espace de Lizorkin-Triebel généralisé

Dé�nition 1.5.2. Soit v : [0,∞[−→ R une fonction positive et 0 < p, q ≤ ∞.

L'espace de Besov généralisé noté F v,qp (R) est l'ensemble des f ∈ S ′(R) telle

que ‖f‖Fv,qp (R) <∞, où

‖f‖Fv,qp (R) =


‖(
∑∞
k=0(v(2−k)‖∆kf‖)q)

1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖supk≥0v(2−k)‖∆kf‖‖p, pour q =∞.

1.6 L'interpolation

Dé�nition 1.6.1. Soient A0, A1 deux espaces de Banach, 0 < θ < 1. On dit que

a ∈ A[θ] = (A0, A1)θ si et seulement s'il existe f = f(z), z ∈ C telle que
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i) f(x) est analytique sur la bonde {z ∈ C 0 < Re(z) ≤ 1} et à valeur

dans A0 +A1, continue et bornée sur la bonde {z ∈ C 0 ≤ Re(z) ≤ 1}.

ii) f(k+it) (où k = 0, 1 ) continue sur Ak tel que tend vert 0 si |t| → +∞.

iii) a = f(θ).

On muni A[θ] par la norme

‖a‖[θ] = inffmax(sup‖f(iy)‖A0 , sup‖f(1 + iy)‖A1).

Remarque 1.6.1. A[θ] est un espace d'interpolation.

Proposition 1.6.1. [4]

A[θ] est un espace de Banach.

Proposition 1.6.2. [4]

Soient Aj , Bj(j = 0, 2) quatre espaces de Banach et T un opérateur envoie

A0 dans B0 et de A1 dans B1. Alors T envoie A[θ] dans B[θ] et

‖T‖A[θ],B[θ]
≤ ‖T‖1−θA0,B0

‖T‖θA1,B1
,

où

‖T‖Aj ,Bj = sup‖f‖Aj ‖T (f)‖Bj .

Proposition 1.6.3. (Riesz-Thorin)[9]

Soient (X,µ), (Y, ν) deux espaces mesurés et p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞] avec p0 6=

p1, q0 6= q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie Lp0(X,µ) dans

Lq0(Y, ν) et Lp1(X,µ) dans Lq1(Y, ν) tel que, pour toute fonction simple f :

‖Tf‖qi ≤ Ci‖f‖pi , (i = 0, 1).

Alors T renvoie (Lp0 , Lp1)[θ] = Lp dans (Lq0 , Lq1) = Lq tels que

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
, (0 < θ < 1)

de plus
‖Tf‖q ≤ C1−θ

0 Cθ1‖f‖p.
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1.6.1 L'interpolation dans L'espace de Besov

Soient 1 ≤ p0, p1, q0 ≤ ∞ et 1 ≤ q1 ≤ ∞ alors

[Bs0,q0p0 , Bs1,q1p1 ]θ = Bs,qp ,

avec

s = (1− θ)s0 + θs1,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
, (0 < θ < 1)

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
.

1.6.2 L'interpolation dans L'espace de Lizorkin-Tripel

Soient 1 ≤ p0, q0 ≤ ∞ et 1 ≤ p1, q1 ≤ ∞ alors

[F s0,q0p0 , F s1,q1p1 ]θ = F s,qp ,

avec

s = (1− θ)s0 + θs1,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
, (0 < θ < 1)

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
.

1.7 Inégalités de Base

1.7.1 Inégalité de Hölder

Soient f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) avec 1 ≤ p, q ≤ +∞ , alors :

f, g ∈ Lr,

et
‖f.g‖r ≤ ‖f‖p.‖g‖q,

où
1

p
+

1

q
=

1

r
.

1.7.2 Inégalité de Young

Soient 1 ≤ p, q, r ≤ +∞ tel que 1 +
1

r
=

1

p
+

1

q
, alors pour toute fonction

f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R), On a :

f ∗ g ∈ Lr(R),

et
‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p.‖g‖q.
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1.7.3 Inégalité de Bernstein

Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ et α ∈ N, il existe c = c(α, p, q, n) > 0 telle que

pour toute f ∈ Lp(R), avec suppf̂ ⊂ {x ∈ R / |x| ≤ R}, on a :

‖f (α)‖q ≤ cR|α|+( 1
p−

1
q )‖f‖p.

1.8 Exemples des fonctions dans L'espace de Besov

Exemple 1.8.1. la valeur principale de
1

x
:

f(x) = vp
1

x

Soient f ∈ S ′(R), et ϕ ∈ S(R) on a

F(xf)(ξ) = i
d

dξ
Ff(ξ),

et

〈F(xf), ϕ〉 = 〈f, xFϕ〉 =limε→0

∫
|x|≥ε

eix0Fϕ(x)dx

=2πF−1Fϕ(0)

=2πϕ(0)

=2π〈δ, ϕ〉.
Donc

F(xf)(ξ) = i
d

dξ
Ff(ξ) = 2πδ.

Ce qui donne Ff(ξ) = −2πiH(ξ) + a, (a constante), où H est fonction de

Hévisiede puisque δ = H ′

f est impaire donc f̂ est impaire

Ff(ξ) = −2πiH(ξ) + a,

Ff(−ξ) = −2πiH(−ξ) + a,

a = iπ(H(ξ)) +H(−ξ)) = iπ,
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donc

Ff(ξ) = −2πiH(ξ) + iπ =


−iπ ξ ≥ 0

iπ ξ < 0

= −iπsgnξ

et
suppF(∆jf) ⊂ {ξ ∈ R/ |ξ| ≤ 2j+1}.

D'aprés l'inégalité de Bernstien on obtient

‖∆jf‖p ≤ c12j(
1
2−

1
p )‖∆jf‖2, (p ≥ 2). (1.4)

D'autre part, on a

‖∆jf‖2 = (2π)
−1
2 ‖F(∆jf)‖2

= (2π)
−1
2 ‖φ(2−j)Ff‖2

=
1

2
(2π)

−1
2 ‖φ(2−j .)‖2

=
1

2
√

2π
2
j
2 ‖φ‖2

= c22
j
2 .

Car φ ∈ D(R).

En remplaçant dans (1, 4), on obtient

‖∆jf‖p ≤ c2j(1−
1
p ), p ≥ 2 et c = c1c2 constante

d'où

2sj‖∆jf‖p ≤ c2j(s+
1
p′ ) , (p ≥ 2)

la serie
∑
j≥0 2

j(s+ 1
p′ )q, 1 ≤ q ≤ +∞, converge si s <

−1

p′
. Ce qui donne

vp
1

x
∈ Bs,qp (R) dans les deux cas suivants

i) s =
−1

p′
, 2 ≤ p ≤ +∞, q = +∞,

ii) s <
−1

p′
, 2 ≤ p ≤ +∞ et 1 ≤ q ≤ +∞.
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Exemple 1.8.2. mesure de Dirac :

f(x) = δ(x).

Soit φ ∈ S(R) , on a

〈δ̂, φ〉 = 〈δ, φ̂〉 = φ̂(0)

=

∫
R
φ(x)dx

= 〈1, φ〉.

d'où :
F(∆jδ) = φ(2−j).

Comme dans l'exmple (1.10.1), on obtient 2sj‖∆jδ‖p ≤ c2j(s+
1
p ), p ≥ 2.

La série
∑
j≥0 2j(s+

1
p )q converge si s <

−1

p
, 1 ≤ q ≤ +∞.

Ce qui donne δ ∈ Bs,qp (R) dans les cas suivants

i) s =
−1

p′
, 2 ≤ p ≤ +∞, q =∞,

ii) s <
−1

p′
, 2 ≤ p ≤ +∞, 1 ≤ q ≤ +∞.
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Chapitre 2

Le cas critique dans l'espace

de Besov

2.1 Rappel

2.1.1 Espace de Banach de distributions

Dé�nition 2.1.1. Soit E un sous-espace vectoriel de D′(R). Si E est muni

d'une norme ‖.‖E telle que :

i) L'injection canonique E 7−→ D′ soit continue,

ii) (E, ‖.‖E) soit un espace de Banach.

On dit que (E, ‖.‖E) est espace de Banach de distributions,(E.B.D).

2.1.2 Espace de multiplicateur M(E)

Dé�nition 2.1.2. Soit E un espace de Banach de distributions (E,B,D), con-

tenant D(R) comme sous espace dense. On dit que f ∈ D′(R) est un multi-

plicateur ponctuel de E (ou multiplicateur), s'il existe une constante C > 0,

telle que pour toute φ ∈ C∞ ∩ E, on a

fφ ∈ E et ‖fφ‖E ≤ C‖φ‖E .

L'espace linéaire de multiplicateurs sera noté M(E) dé�nie par la norme

‖f‖M(E) = sup‖φ‖E=1‖fφ‖E , ∀φ ∈ C∞ ∩ E.

et on a
M(Bs,qp ) = {f ∈ S ′(R), fg ∈ Bs,qp ,∀g ∈ Bs,qp }.
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Proposition 2.1.1. [4]

i) (M(E), ‖.‖E) est un espace de Banach.

ii) Si D ⊂M(E) alors M(E) est une algèbre,

(au sens si A1, A2 ∈M(E) =⇒ A1A2 ∈M(E)).

Démonstration. i) Montrons que ‖.‖M(E) dé�nie une norme sur M(E) :

Si ‖A‖M(E) = 0, alors ‖Aϕ‖E = 0,∀ϕ ∈ C∞ ∩ E, ce qui donne Aϕ = 0

(E est un espace normé).

soit ψ ∈ C∞ ∩ E telle que ϕψ = ϕ (i.e, ψ(x) = 1 si x ∈ suppϕ),

alors 〈A,ϕ〉 = 〈A,ψϕ〉 = 〈Aϕ,ψ〉, ∀ϕ ∈ C∞ ∩ E,

d'où A = 0.

Il est evident de montrer que ‖αA‖M(E) = |α|‖A‖M(E) ∀α ∈ R ou C,

ainsi l'inégalité du triangle. Soit (An) une suite de Cauchy dans M(E),

i.e :
limn,m→∞‖(An −Am)ϕ‖E = 0, ∀ϕ ∈ C∞ ∩ E.

donc Anϕ est de suite de Cauchy dans l'espace complet E, elle converge

alors choisissons ϕ et ψ ∈ C∞ ∩ E telle que ψϕ = ϕ, on a

〈An, ϕ〉 = 〈Anϕ,ψ〉 −→ 〈Tϕ, ψ〉

(An) converge donc vers une certaine distribution A de plus

〈Aϕ,ψ〉 = limn→∞〈Anϕ,ψ〉 = 〈Tϕ, ψ〉

d'où
Tϕ = Aϕ.

ii) Soit ψ ∈ D (�xé) qui vaut 1 pour |x| ≤ 1, on pose ψk(x) = ψ(
x

k
), k ∈ N∗,

nous avons la suite (Bk) dé�nie par Bk = A1(ψkA2) a une limite B dans

D′, en e�et :

Soient θ, ϕ ∈ D tel que θϕ = ϕ alors

〈Bk, ϕ〉 = 〈A1(ψkA2), θϕ〉 = 〈A1(ψkA2θ), ϕ〉

mais pour k assez grand
ψkθ = θ,
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donc à partir d'un certain rang (i.e, ∃n0 ∈ N, ∀k ≥ n0)〈Bk, ϕ〉 est con-

stante, d'où l'existence de B tel que 〈B,ϕ〉 = limk→∞〈Bk, ϕ〉.

Donnons φ ∈ D, on a

〈Bφ,ϕ〉 = limk→∞〈A1(ψkA2φ), θϕ〉

= limk→∞〈A1(ψkA2φθ), ϕ〉, (ψkφϕ = φϕ k � 1)

= 〈A1(A2φθ), ϕ〉

= 〈A1(A2φ), θϕ〉

= 〈A1A2φ, ϕ〉

i.e B = A1A2.

Dé�nition 2.1.3. l'espace de Sobolev Wm(E) d'ordre m de base E, où E est

espace de Banach de distribution, dé�nie par

Wm(E) = {f ∈ D′(R) : f (α) ∈ E, |α| ≤ m}.

Wm(E) est un E,B,D, pour la norme

‖f‖Wm(E) =
∑
|α|≤m

‖f (α)‖E .

Lemme 2.1.1. [1] Soient s > 0, f : R 7−→ R, une fonction s'annulant à l'orig-

ine telle que Tf = (f ◦ g) envoie Bs,qp (R) dans Bs,∞p (R). Alors il existe des

nombres M > 0 et δ > 0 tels que l'implication

‖g‖Bs,qp (R) ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) ≤M,

soit véri�ée par toute fonction g portée par Q.

Proposition 2.1.2. [2] Soient s > 0, p > 0 tel que s =
1

p
, et f : R 7→ R. Si Tf

envoie Bs,qp dans Bs,∞p , alors f est lipshitzienne.

2.2 Localisation d'un espace de distribution

Dé�nition 2.2.1. Soit E un espace de Banach de distribution dans R. On dit
que

l'espace E est un D(R)-module si ϕf ∈ E pour tout ϕ ∈ D(R) et tout f ∈ E.

20



Dé�nition 2.2.2. Si E est un espace de Banach de distribution dans R.

Eloc est l'ensemble des distributions f ∈ D′(R) telle que ϕf ∈ E pour tout

ϕ ∈ D(R).

Proposition 2.2.1. [8] Soit E un E,B,D. Si E est un D(R)− module, alors

l'opérateur linéaire f 7−→ ϕf est bornné sur E, pour tout ϕ ∈ D(R).

Démonstration.
ϕ ∈ D(R) ⇒ ϕ ∈ C∞ donc ϕ est continue.

f ∈ E ⇒ D′(R) donc f est continue.

=⇒ ϕf est continue.

On a ϕf ∈ E (E est un D(R)− module), donc

H : E 7−→ E

f 7−→ H(f) = ϕf

est un opérateur linéaire et continue sur E =⇒ H bornné sur E.

Dé�nition 2.2.3. E un espace de Banach de distribution dans R. On dit que

E est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E et ‖τaf‖E = ‖f‖E,

pour tout f ∈ E et tout a ∈ R.

Proposition 2.2.2. [7] Soit E isométriquement invariant par translation. Si

E est un D(R)-module, alors

‖τaϕ‖M(E) = ‖ϕ‖M(E), ∀ϕ ∈ D(R),∀a ∈ R.

Démonstration.

‖τaϕ‖M(E) = sup‖f‖E=1‖τaϕf‖E ∀f ∈ E,∀a ∈ R

= sup‖f‖E=1‖ϕτ−af‖E ∀f ∈ E,∀a ∈ R

= sup‖τ−af‖E=1‖ϕτ−af‖E , car τ−af ∈ E

= ‖ϕ‖M(E).
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Proposition 2.2.3. [2] Soit E un E,B,D. Si E est un D(R)-module et si

f ∈ D′(R), alors les trois propriétés sont équivalentes

(i) f ∈ Eloc.

(ii) Il existe une fonction positive non nule ϕ0 ∈ D(R) telle que (τaϕ0)f ∈ E

pour tout a ∈ R.

(iii) pour tout a ∈ R, il existe un intervale ouvert I dans R contenante a et

g ∈ E tels que g | I = f | I.

Démonstration. (i)⇒ (ii)

Si f ∈ Eloc =⇒ ϕf ∈ E,∀ϕ ∈ D(R).

On a τaϕ ∈ D(R),∀ϕ ∈ D(R),∀a ∈ R, donc ∃ϕ ∈ D(R) positive tel que

(τaϕ0)f ∈ E.

(ii)⇒ (iii)

Soit ϕ ∈ D(R) telle que {
ϕ(x) = 1 sur 1

2I

suppϕ ⊂ I

(où I ouvert dans R de centre 0).

On a τaϕ ∈ D(R), par (ii) (τaϕ)f ∈ E. et on a τaϕ(x) = 1 sur 1
2I + a, donc

(τaϕ)f = f sur
1

2
I + a.

(iii)⇒ (i)

Supposons que f a la propriété (iii), il existe les intervalles Ij =]xj , rj [ et dis-

tributions gj ∈ E, pour j ∈ J = {1, · · · , n} telles que gj | Ij = f | Ij .

On considérons ϕ ∈ D(R) telle que suppϕ ⊂ ∪j∈JIj .

Soit (χj)j∈J une partition de l'unité relative recouverement (Ij)j∈J de suppϕ,
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i.e χj ∈ D(R) et
∑
j∈J χj(x) = 1 pour x ∈ ∪j∈JIj , donc

ϕ = ϕ
∑
j∈J

χj ,

fϕ =
∑
j∈J

ϕχjf,

=
∑
j∈J

ϕχjgj ∈ E.

Donc f ∈ Eloc.

Dé�nition 2.2.4. Soit E un E,B,D . Si E est un D(R)-module isométrique-

ment invariant par translation, on dit qu'une distribution f appartient (Elu)

localement uniformément à E si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(R) telle que (τaϕ0)f ∈ E

pour tout a ∈ R, et ‖f‖Elu = supa∈R‖(τaϕ0)f‖E < +∞.

(ii) pour tout ϕ ∈ D(R), on a (τaϕ)f ∈ E pour tout a ∈ R, et

supa∈R‖(τaϕ)f‖E < +∞.

Proposition 2.2.4. [2]
(i)⇐⇒ (ii).

Démonstration. (i) =⇒ (ii)

Soient ϕ,ϕ0 ∈ D(R) et I un ouvert de R, tel que ϕ0 ne s'annule pas sur I.

On a suppϕ compacte =⇒ ∃x1, · · · , xn dans R tel que suppϕ ⊂ ∪j=nj=1 (I + xj).

Il existe une fonction χ ∈ D(R) telle que

ϕ =

j=n∑
j=1

χ(τxjϕ0).
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Donc pour tout a ∈ R :

‖(τaϕ)f‖E ≤
j=n∑
j=0

‖(τaχ)(τa+xjϕ0)f‖E

≤ supx∈R‖(τxϕ0)f‖E
j=n∑
j=1

‖τaχ‖E

≤ supx∈R‖(τxϕ0)f‖E
j=n∑
j=1

sup‖f‖E=1‖(τaχ)f‖E = supx∈R‖(τxϕ0)f‖E
j=n∑
j=1

‖τaχ‖M(E)

≤ n‖χ‖M(E)supx∈R‖(τxϕ0)f‖E

< +∞.

(ii) =⇒ (i) évidente.

Remarque 2.2.1. Elu est un D(R)-module isométriquement invariant par

translation pour la norme ‖ − ‖Elu .

Proposition 2.2.5. [2] Soit p ∈]0,+∞[. Alors une fonction mesurable f sur R

appartient à Lp(R)lu si et seulement si

supa∈R(

∫
I+a

|f(x)|pdx)
1
p < +∞,

où I est une ouverte donnée dans R.

Démonstration. 1) Soit f fonction tel que supa∈R(
∫
I+a
|f(x)|pdx)

1
p .

On considère la fonction ϕ0 ∈ D(R) telle que

suppϕ0 ⊂ I et (τaϕ0)f ∈ Lp(R).
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On obtient :

‖(τaϕ0)f‖p = (

∫
R
|(τaϕ0)(x)f(x)|pdx)

1
p = (

∫
I+a

|(τaϕ0)(x)f(x)|pdx)
1
p

≤ (supx∈(I+a)|τaϕ0(x)|)(
∫
I+a

|f(x)|pdx)
1
p

≤ (supx∈I |ϕ0(x)|)(
∫
I+a

|f(x)|pdx)
1
p

≤ ‖ϕ0‖∞(

∫
I+a

|f(x)|pdx)
1
p < +∞.

Donc f ∈ Lp(R)lu.

2) On suppose que f ∈ Lp(R)lu i.e pour tout ϕ ∈ D(R), On a (τaϕ)f ∈ Lp(R)

pour tout a ∈ R, et supa∈R‖(τaϕ)f‖p <∞.

On considère ψ ∈ D(R) tel que ψ(x) = 1 sur I, On obtient

(

∫
I+a

|f(x)|pdx)
1
p = (

∫
I+a

|(τaψ)(x)f(x)|pdx)
1
p

≤ supx∈R‖(τaψ)(x)f(x‖p

<∞.

Donc

supa∈R(

∫
I+a

|f(x)|pdx)
1
p <∞.

Proposition 2.2.6. [2] Soit E un E,B,D. Si E est un D(R)-module, isométrique-

ment invariant par translation, il en est de même pour Wm(E) et on a :

(Wm(E))lu = Wm(Elu).

Démonstration. On a :

Wm(E) est un E,B,D, pour la norme ‖f‖Wm(E) =
∑
|α|≤m ‖f (α)‖E .

ϕf ∈Wm(E) pour tout ϕ ∈ D(R) car ϕf ∈ E, donc Wm(E) est un

D(R)-module.
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τaf ∈Wm(E) pour tout a ∈ R et ‖τaf‖Wm(E) =‖f‖Wm(E) car ϕf ∈ E, donc

Wm(E) est un isométriquement invariant par translation.

f ∈ (Wm(E))lu ⇔∀ϕ ∈ D(R), (τaϕ)f ∈ (Wm(E)) pour a ∈ R, et

supa∈R‖(τaϕ)f‖Wm(E) < +∞

⇔∀ϕ ∈ D(R), ((τaϕ)f)(α) ∈ E pour a ∈ R, et

supa∈R‖((τaϕ)f)(α)‖E < +∞, |α| < m

⇔f ∈ (Wm(Elu)).

Donc
(Wm(E))lu = Wm(Elu).

2.2.1 Localisation des espaces Besov

Soit f, g deux fonctions quelconques

On a : ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x), h ∈ R

Donc

∆h(fg)(x) = f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

= f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x) + f(x)g(x+ h)− f(x)g(x+ h)

= (f(x+ h)− f(x))g(x+ h) + f(x)(g(x+ h)− g(x))

= (∆hf(x))τ−hg(x) + f(x)(∆hg(x))

∆h(fg) = (∆hf)(τ−hg) + f(∆hg), h ∈ R. (2.1)

∆2
h(fg)(x) = ∆h(∆h(fg)(x))

= (∆2
hf(x))(τ−2hg(x)) + (∆2

hg(x))(τ−hf(x)) + (∆hf(x))(∆2hg(x))

∆2
h(fg) = (∆2

hf)(τ−2hg) + (∆2
hg)(τ−hf) + (∆hf)(∆2hg), h ∈ R. (2.2)
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pour tout k ∈ N∗ :

∆h = 2−k∆2kh −
k−1∑
l=0

2−l−1∆2
2lh, h ∈ R. (2.3)

pour tout sous ensemble borélien I de R, 1 ≤ p ≤ +∞, on pose :

ωp,I(f, t) = sup|u|≤t(

∫
I

|∆uf(x)|pdx)
1
p , (2.4)

ηp,I(f, t) = sup|u|≤t(

∫
I

|∆2
uf(x)|pdx)

1
p . (2.5)

Dans les cas I = R, on pose
ωp,R = ωp,

ηp,R = ηp.

Lemme 2.2.1. [2] Pour tout p ∈ [1,∞], et 0 < t <
1

2
, il existe c > 0 tel que

ωp,Q+a(f, t) ≤ ct{(
∫
3Q+a

|f(x)|pdx)
1
p + |logt|sup0<v< 1

2
(v−1ηp,Q+a(f, v))}.

Démonstration. D'après la formule (2, 3), on déduit, pour |u| ≤ t

∆uf(x) =2−k∆2kuf(x)−
k−1∑
l=0

2−l−1∆2
2luf(x),

(

∫
Q+a

|∆uf(x)|pdx)
1
p =(

∫
Q+a

|2−k∆2kuf(x)−
k−1∑
l=0

2−l−1∆2
2luf(x)|pdx)

1
p

≤2−k(

∫
Q+a

|∆2kuf(x)|pdx)
1
p+

k−1∑
l=0

2−l−1(

∫
Q+a

|∆2
2luf(x)|pdx)

1
p

≤2−k(

∫
Q+a

|∆2kuf(x)|pdx)
1
p+

k−1∑
l=0

2−l−1t.t−1sup|u≤t|(

∫
Q+a

|∆2
2luf(x)|pdx)

1
p

≤2−k(

∫
Q+a

|∆2kuf(x)|pdx)
1
p+

(1− (
1

2
)k)t.sup0<v< 1

2
(v−1ηp,Q+a(f, v)).

Lemme 2.2.2. [2] Soit 0 < s ≤ 1, si f ′ ∈ Bs,qp (R)lu et f ∈ Lp(R)lu, alors

f ∈ Bs,qp (R)lu.

27



Démonstration. i) Le cas 0 < s < 1.

On a ‖(τaϕ)f‖p ≤ ‖(τaϕ)f‖p + (

∫
R
‖∆h(τaϕ)f‖qp

dh

|h|1+sq
)

1
q

≤ ‖(τaϕ)f‖Bs,qp .

Donc
‖f‖(Lp(R))lu ≤ c‖f‖(Bs,qp (R))lu , c > 0.

et

f ∈ Bs,qp (R)lu ⇒∀ϕ ∈ D(R), (τaϕ)f ∈ Bs,qp (R) pour a ∈ R, et
supa∈R‖(τaϕ)f‖Bs,qp (R) < +∞.

⇒∀ϕ ∈ D(R), (τaϕ)f ∈ Lp(R) pour a ∈ R, et
supa∈R‖(τaϕ)f‖Lp(R) < +∞.

⇒f ∈ Lp(R)lu.

Donc
Bs,qp (R)lu ↪→ Lp(R)lu.

D'après le lemme{
f ′ ∈ Bs,qp (R)lu

f ∈ Lp(R)lu
=⇒

{
f ′ ∈ Lp(R)lu

f ∈ Lp(R)lu

Donc f (α) ∈ Lp(R)lu, |α| ≤ 1 =⇒ f ∈W 1(Lp(R)lu) =⇒ f ∈ (W 1(Lp(R))lu,

Puisqu'on a W 1(Lp(R)) ↪→ Bs,qp (R), On conclut que f ∈ Bs,qp (R)lu.

ii) Le cas s = 1.

On a
B1,q
p (R) ↪→ B

1
2 ,q
p (R).

Donc par hypothèse sur f , on a{
f ′ ∈ B

1
2 ,q
p (R)lu

f ∈ Lp(R)lu

Impliqué par (i) f ∈ B
1
2 ,q
p (R)lu, et on conclut que f ∈ B

3
2 ,q
p (R)lu. Donc

f ∈ B1,q
p (R)lu.
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Proposition 2.2.7. [2]

Si s > 0 et p, q ∈ [1,∞], alors Bs,qp (R)lu est l'ensemble des fonctions f ∈ Lp(R)lu

véri�ant de plus les conditions suivantes, respectivement :

(i) Dans le cas 0 < s < 1.

supa∈R(

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q < +∞;

(ii) dans le cas s = 1.

supa∈R(

∫ 1

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q < +∞;

(iii) dans le cas m < s < m+ 1 avec m = 1, 2, . . .,

f (α) ∈ Bs−m,qp (R)lu, pour |α| = m.

Démonstration. On �xé les fonctions ϕ0, ϕ1 dans D(R), telles que{
ϕ0(x) = 0 hors de 1

4Q

ϕ1(x) = 1 sur Q

Le cas 0 < s < 1.

On suppose que f ∈ Lp(R)lu et supa∈R(
∫ 1

0
(t−1ηp,Q+a(f, t))q dtt )

1
q < +∞.

par la formule (2, 1) et pour |h| ≤ t ≤ 1
2 nous avons

∆h(τaϕ0f)(x) =(∆hf(x))(τ−h+aϕ0)(x) + f(x)(∆hτaϕ0)(x), h ∈ R.

(

∫
R
|∆h(τaϕ0f)(x)|pdx)

1
p ≤(

∫
R
|(∆hf(x))(τ−h+aϕ0)(x)|pdx)

1
p+

(

∫
R
|f(x)(∆hτaϕ0)(x)|pdx)

1
p

≤M(

∫
Q+a

|(∆hf(x))|pdx)
1
p +M ′|h|(

∫
Q+a

|f(x)|pdx)
1
p

≤c((
∫
Q+a

|(∆hf(x))|pdx)
1
p + t(

∫
Q+a

|f(x)|pdx)
1
p ),

c = sup(M,M ′)

≤c(ωp,Q+a(f, t) + ‖f‖(Lp(R))lu).
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Donc

sup|h|≤t(

∫
R
|∆h(τaϕ0f)(x)|pdx)

1
p ≤ c(ωp,Q+a(f, t) + ‖f‖(Lp(R))lu),

ωp((τaϕ0)f, t) ≤ c(ωp,Q+a(f, t) + ‖f‖(Lp(R))lu).

Par la condition 0 < s < 1, on voit que

(

∫ 1

0

(t−sωp((τaϕ0)f, t))q
dt

t
)

1
q ≤c((

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))q)
1
q +

(

∫ 1

0

(t−s‖f‖(Lp(R))lu))q
dt

t
)

1
q )

‖(τaϕ0)f‖p + (

∫ 1

0

(t−sωp((τaϕ0)f, t))q
dt

t
)

1
q ≤c(

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))q)
1
q +

c‖f‖(Lp(R))lu + ‖(τaϕ0)f‖p

‖(τaϕ0)f‖Bs,qp (R) <∞.

Donc f ∈ (Bs,qp (R))lu.

Dans l'autre sens, on suppose que f ∈ (Bs,qp (R))lu. Donc on obtient f ∈

(Lp(R))lu. Pour tout x ∈ Q+ a

∆h(τaϕ1f)(x) = ∆hf(x),

et pour |h| ≤ 1

(

∫
R
|∆h(τaϕ1f(x)|pdx)

1
p = (

∫
R
|∆hf(x)|pdx)

1
p ≥ (

∫
Q+a

|∆hf(x)|pdx)
1
p ,

ωp,Q+a(f, t) ≤ ωp((τaϕ1)f, t),

(

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q ≤ (

∫ 1

0

(t−sωp((τaϕ1)f, t))q
dt

t
)

1
q ,

supa∈R

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q ≤ supa∈R‖(τaϕ1)f‖Bs,qp (R) <∞.

Le cas s = 1.

On suppose que f ∈ (Lp(R))lu et supa∈R(
∫ 1

0
(t−1ηp,Q+a(f, t))q dtt )

1
q < +∞. Par

la formule (2, 2) et pour |h| ≤ t ≤ 1
4 nous avons

∆2
h((τaϕ0)f)(x) = (∆2

hf(x))(τ−2h(τaϕ0)(x)) + (∆2
h(τaϕ0)(x))(τ−hf(x))+
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(∆hf(x))(∆2h(τaϕ0)(x)), h ∈ R.

(

∫
R
|∆2

h((τaϕ0)f)(x)|pdx)
1
p ≤ (

∫
R
|(∆2

hf(x))(τ−2h(τaϕ0)(x))|pdx)
1
p+

(

∫
R
|(∆2

h(τaϕ0)(x))(τhf(x))|pdx)
1
p + (

∫
R
|(∆hf(x))(∆2h(τaϕ0)(x))|pdx)

1
p

≤M(

∫
Q+a

|∆2
hf(x)|pdx)

1
p+M ′t2(

∫
Q+a

|f(x)|pdx)
1
p+tM ′′(

∫
Q+a

|(∆hf(x))|pdx)
1
p

≤ c(ηp,Q+a(f, t) + t2‖f‖(Lp(R))lu + tωp,Q+a(f, t)).

Donc
ηp(f, t) ≤ c(ηp,Q+a(f, t) + t2‖f‖(Lp(R))lu + tωp,Q+a(f, t)),

et par lemme (2.2.1), on obtient

(

∫ 1
4

0

(t−1ηp((τaϕ0)f, t))q
dt

t
)

1
q ≤ c((

∫ 1
4

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q + ‖f‖(Lp(R))lu+

(

∫ 1
4

0

(ωp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q )

supa∈R‖(τaϕ0)f‖B1,q
p (R) <∞.

Donc f ∈ (B1,q
p (R))lu.

Dans l'autre sens, on suppose que f ∈ (B1,q
p (R))lu. Donc on obtient f ∈

(Lp(R))lu. Pour tout x ∈ Q+ a

∆2
h(τaϕ1f)(x) = ∆2

hf(x),

et pour |h| ≤ 1

(

∫
R
|∆2

h(τaϕ1f(x)|pdx)
1
p = (

∫
R
|∆2

hf(x)|pdx)
1
p ≥ (

∫
Q+a

|∆2
hf(x)|pdx)

1
p ,

ηp,Q+a(f, t) ≤ ηp((τaϕ1)f, t),

(

∫ 1

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q ≤ (

∫ 1

0

(t−1ηp((τaϕ1)f, t))q
dt

t
)

1
q ,

supa∈R

∫ 1

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))q
dt

t
)

1
q ≤ supa∈R‖(τaϕ1)f‖B1,q

p (R) <∞.

Le cas m < s < m+ 1.

On a
Bs,qp (R) = Wm(Bs−m,qp (R)). (2.6)
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par la proposition (2.2.6), et le lemme (2.2.2), on voit que f ∈ (Bs,qp (R))lu si

selement si f (α) ∈ (Bs,qp (R))lu pour |α| = m et f ∈ (Lp(R))lu.

Lemme 2.2.3. [2] Soient p, q ∈ [1,+∞] pour tout a ∈ R, il existe c > 0 tel que

‖(
∫ 1

16

0

(

∫
|h|≤t

|f(.+h)|dh)q
dt

t
)

1
q ‖Lp(Q+a) ≤ ‖(

∫ 1
16

0

(

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh)q
dt

t
)

1
q ‖Lp(Q+a)+

c‖f‖Lp(Q+a).

Démonstration. On a

|∆hf(.)| =|f(.+ h)− f(.)| ≥ |f(.+ h)| − |f(.)|,

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh ≥
∫
|h|≤t

|f(.+ h)|dh−
∫
|h|≤t

|f(.)|dh,

∫
|h|≤t

|f(.+ h)|dh ≤
∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh+ 2t|f(.)|,

∫ 1
16

0

(

∫
|h|≤t

|f(.+ h)|dh)q
dt

t
)

1
q ≤

∫ 1
16

0

(

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh+ 2t|f(.)|)q dt
t

)
1
q ,

∫ 1
16

0

(

∫
|h|≤t

|f(.+ h)|dh)q
dt

t
)

1
q ≤

∫ 1
16

0

(

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh)q
dt

t
)

1
q +∫ 1

16

0

(2t|f(.)|)q dt
t

)
1
q ,

‖
∫ 1

16

0

(

∫
|h|≤t

|f(.+ h)|dh)q
dt

t
)

1
q ‖Lp(Q+a) ≤‖

∫ 1
16

0

(

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh)q
dt

t
)

1
q +

c|f(.)|‖Lp(Q+a),

≤‖
∫ 1

16

0

(

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh)q
dt

t
)

1
q ‖Lp(Q+a)+

c‖f(.)‖Lp(Q+a).

Lemme 2.2.4. [1] Soient s = 1
p et q > 1, alors il existe une suite (θn)n≥1 des

fonctions de classe C∞, portées par 4Q, telles que θn(x) = 1 sur le cube 22−nQ
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et limn→+∞‖θn‖Bs,qp (R) = 0.

Théorème 2.2.1. [2] Soient s =
1

p
> 1 et p > 1 , f : R 7−→ R, Si Tf envoie

Bs,qp (R) dans Bs,qp (R), alors f ′ ∈ Bs−1,qp (R) localement uniformément.

Démonstration. On suppose que Tf envoie Bs,qp (R) dans Bs,qp (R), tels que

s =
1

p
, m < s < m+ 1 avec m ∈ N, q > 1.

Donc il existe une suite (θn)n≥1 des fonctions de classe C∞, portées par 4Q

telles que θv(x) = 1 sur le cube 22−vQ et limv→+∞‖θv‖Bs,qp (R) = 0.

par le lemme (2.1.1), il existe des nombres M > 0 et δ > 0 tels que pour

toute fonction g ∈ Bs,qp (R,R) dont le support est inclus dans 4Q,

‖g‖Bs,qp (R ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) ≤M. (2.7)

-Soit ϕ une fonction dans D(R) à support dans 4Q, tel que ϕ(x) = x sur 2Q.

-pour a ∈ R, b ∈ R∗ et n ≥ 1, nous dé�nissons la fonction g par

g(x) = aθv(x) + bϕ(2vx). (2.8)

-On choisit v = v(a) ≥ 1 tel que ‖θv‖Bs,qp ≤
δ

2a
. et on a

‖ϕ(λ(.))‖Bs,qp (R) ≤ cλs−
1
p ‖ϕ‖Bs,qp (R) ∀λ ≥ 1. (2.9)

On dé�ni b par l'égalité

b =
δ

2‖ϕ‖Bs,qp (R)
.

Donc
‖g‖Bs,qp (R) ≤ |a|‖θv‖Bs,qp (R) + b‖ϕ(2v(.))‖Bs,qp (R) ≤ δ.

Par la construction de g, on voit que

∆h(f ◦ g)′(x) = c∆hf
′(2nbx+ a). (2.10)

Par proposition(2.1.2), f est lipshitzienne, donc on obtient

f ′ ∈ Lp(R)lu. (2.11)

Étape1. Le cas m < s < m+ 1.

Par l'impliction (2.7) et la propriété (2.6), On obtient

‖(f ◦ g)′‖Bs−m,qp (R) ≤M. (2.12)
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En appliquant (2.12) et (2.10), on voit aussitôt que

(

∫ 1

0

(tm−s(

∫
2−vQn

|∆2−vt(f
′)(2vbx+ a)|pdx)

1
p )q

dt

t
)

1
q ≤M1,

et donc

(

∫ b

0

(tm−s(

∫
bQk+a

|∆t(f
′)(x)|pdx)

1
p )q

dt

t
)

1
q ≤M2, (2.13)

pour a ∈ R, On obtient :

supa∈R(

∫ b

0

(tm−sωp,bQk+a(f ′, t))q
dt

t
)

1
q ) ≤M2.

Par la propriété (2.11), et la proposition (2.2.7), on conclut que

f ′ ∈ (Bs−1,qp (R))lu.

Étape2. Le cas s = m+ 1.

En utilisant l'impliction (2.7) et la propriété (2.6), on obtient

‖(f ◦ g)′‖Bs−m,qp (R) ≤M. (2.14)

Par l'estimation (2.14) et l'égalité (2.10), nous obtenons :

pour tout a ∈ R, on obtient :

supa∈R(

∫ b

0

(t−1ηp,bQk+a(f ′, t))q
dt

t
)

1
q ) ≤M2

compte tenu la propriété (2.11), et la proposition(2.2.7), on conclut que

f ′ ∈ (Bs−1,qp (R))lu.
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Chapitre 3

La composition dans certains

espaces de Besov

3.1 Dé�nitions

Dé�nition 3.1.1. Pour s ∈ R , p, q ∈ [1,+∞] . On dé�nit l'espace Es,qp (R)

comme l'ensemble des distributions tempérées a valeurs dans R, f telles que

‖f‖Es,qp (R) = ‖f‖L∞(R) + ‖f‖Bs,qp (R) <∞.

Dé�nition 3.1.2. Soit 0 < s < ` avec ` entier. une distribution f appartient à

Bs,∞p (R) si et seulement si f ∈ Lp(R) et

Np,`(f) = sup0<h<1t
−1wp,`(f, t) <∞,

où

wp,`(f, t) = sup|h|<t(

∫
R
|∆`

hf(x)|pdx)
1
p .

De plus ‖f‖p +Np,`(f) est une norme équivalente dans Bs,∞p (R).

Proposition 3.1.1. [2] Soit s > 0. Pour toute f appartenant à C∞(R) et

s'annulant en 0, l'opérateur Tf est bornné sur Es,qp (R).

Lemme 3.1.1. [1] Soient s > 0, f : R 7−→ R, une fonction s'annulant à l'orig-

ine telle que Tf = (f ◦ g) envoie Es,qp (R) dans Bs,∞p (R). Alors il existe des

nombres M > 0 et δ > 0 tels que l'implication

‖g‖Es,qp (R) ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) ≤M,

soit véri�ée par toute fonction g portée par Q.

35



Démonstration. Supposons, au contraire, que , pour tout intervale I et tous

nombres M, δ > 0, on puisse trouver une fonction g, portée par I, telle que

‖g‖Es,qp (R) ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) > M.

Donnons-nous une suite (Ij)j∈N des intervales disjoints et des fonctions

ϕj ∈ D(R) (j ≥ 0) telles que
ϕj(x) = 1 sur 1

2Ij ,

ϕj(x) = 0 hos Ij .

On noteMj la norme de l'opérateur g 7→ ϕjg, agissant sur Bs,∞p (R), et on choisit

des fonctions gj : R 7→ R , j = 0, 1 · · · , telles que

suppgj ⊂
1

2
Ij , ‖g‖Es,qp (R) ≤ 2−j , ‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) > jMj .

Alors la fonction g =
∑
j≥0 gj appartient à Es,qp (R) et on a ϕj(f ◦ g) = f ◦ gj .

Donc
jMj ≤ ‖ϕj(f ◦ g)‖Bs,∞p (R) ≤Mj‖(f ◦ g)‖Bs,∞p (R)

pour tout j , ce qui est absurde.

3.2 Conditions nécessaires pour le calcul symbol-

ique

3.2.1 Quelques résultats préliminaires

Lemme 3.2.1. [1] Soit s > 0. Si ϕ ∈ S(R), il existe une constante

c = c(ϕ, s, p, q) > 0 telle que

‖
∑
j≥0

∑
k∈Z

αjk2j(
1
p−s)ϕ(2j(.)− k)‖Bs,qp (R) ≤ c(

∑
j≥0

(
∑
k∈Z
|αjk|p)

q
p )

1
q .

Lemme 3.2.2. Pour toute fonction ϕ ∈ S(R), il existe un constante

c = c(ϕ, s, p, q) > 0 telle que

‖
∑
k∈Z

αkτkϕ‖Bs,qp (R) ≤ c(
∑
k∈Z
|αk|p)

1
p .

Démonstration. d'après le lemme (3.1.2), il existe un constante

c = c(ϕ, s, p, q) > 0 telle que

‖
∑
j≥0

∑
k∈Z

αjk2j(
1
p−s)ϕ(2j(.)− k)‖Bs,qp (R) ≤ c(

∑
j≥0

(
∑
k∈Z
|αjk|p)

q
p )

1
q , ϕ ∈ S(R).
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On pose α0k = αk, pour j = 0, on obtient

‖
∑
k∈Z

αkτkϕ‖Bs,qp (R) ≤ c(
∑
k∈Z
|αk|p)

1
p .

Lemme 3.2.3. [1] On suppose que Bs,qp (R) * L∞(R), alors il existe une suite

(φv)v≥1 de fonctions de classe C∞, portées par Q, telles que φv(x) = 1 sur

l'intervale 2−vQ et limv→+∞‖φv‖Bs,qp (R) = 0.

Démonstration. Dans le cas s <
1

p
, on pose φv(x) = ϕ(2vx), l'estimation

‖φv‖Bs,qp (R) = (

∞∑
k=0

2skq‖∆kϕ(2vx)‖qp)
1
q

≤ 2−v(
1
q−s)‖ϕ‖Bs,qp (R)

permet de conclure.

Supposons maintenant s =
1

p
et posons

φv(x) = v−1
∑

1≤j≤v

ϕ(2jx).

On a donc φv(x) = 1 sur 2−vQ et φv(x) = 0 hors de Q. Le lemme (3.1.2) donne

les inégalités
‖φv‖Bs,qp (R) ≤ cv

1
q−1.

Lemme 3.2.4. [1] Soient s > 0, f : R 7−→ R. Supposons que Tf envoie Es,qp (R)

dans Bs,∞p (R), alors quel que soit a ∈ R, il existe un opérateur non linéaire

Ua : Es,qp (R) 7−→ Bs,∞p (R),

et des nombres, δ,M > 0 tels que

Uag(x) = f(a+ g(x))− f(a), ∀x ∈ Q,

et
‖Uag‖Bs,∞p (R) ≤M.

Pour toute fonction g ∈ D(R), à support dans Q satisfaisant

‖g‖Es,qp (R) ≤ δ.
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Démonstration. Considérons l'opérateur non linéaire

Vag(x) = ϕ(x)(f(a+ g(x))− f(a)) , ∀x ∈ R.

On a alors

Vag(x) = ϕ(x)(f(ϕ(
x

2
)(a+ g(x))− f(ϕ(

x

2
)a)) , ∀x ∈ R.

Va envoie donc Es,qp (R dans Bs,∞p (R) et, en raisonnant comme dans la preuve

du lemme (3.1.1), on voit qu'il existe un intervale Q′ ⊂ Q et des nombres

M, δ > 0 tels que

‖g‖Es,qp (R) ≤ δ =⇒ ‖Vag‖Bs,∞p (R) ≤M,

pour toute fonction g ∈ D(R) telle que suppg ⊂ Q′.

Posons Q′ = rQ+ b, avec r > 0 et b ∈ R, et

Uag(x) = Va(g(r−1(.− b)))(rx+ b) , ∀x ∈ R.

Alors
Vag(x) = ϕ(rx+ b)(f(a+ g(x))− f(a)) , ∀x ∈ R.

Par l'inclusion Q′ ⊂ Q, nous avons ϕ(rx+ b) = 1 sur Q, ce qui termine la

preuve.

3.2.2 Énoncés des théorèmes

Soit α ∈ N∗, on considère Aα = {k ∈ Z tel que |k| ≤ α}.

Soient b, b′ dans R, et r, v qui seront choisis en fonction de b et b′.

Pour un entier �xé ` tel que ` > s , on dé�nit

κ =
1

2`+ 1
.

g(x) =
∑
k∈Aα

ϕ(
1

κ
(
x

r
− k))(b′ − b) + φv(x)b. (3.1)

le lemme (3.1.3) donne l'inégalité

‖
∑
k∈Aα

ϕ(
1

κ
(
.

r
− k))‖Bs,1p (R) ≤ cr

1
p−sα

1
p . (3.2)

Théorème 3.2.1. [1]

Soit s > 0 et f : R 7→ R. Si Tf envoie Es,qp (R) dans Bs,∞p (R), alors f est

localement lipschitzienne.
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Démonstration. Soit un nombre réel a qui reste �xé dans la suite de la preuve.

Alors nous obtenons un opérateur Ua et des constantes δ,M selon le lemme

(3.2.1). On prend v = 1 et r =
1

6α
.

Puisque κ <
1

2
, les intervales r(2κQ + k) , k ∈ Z, sont deux à deux disjoints.

Par dé�nition de r, nous avons r(Q+ k) ⊂ 1

2
Q, pour tout k ∈ Aα. Alors

Uag(x) = f(a+ b′)− f(a), si x ∈ r(κQ+ k) pour k ∈ Aα, (3.3)

Uag(x) = f(a+ b)− f(a) si x ∈ (
1

2
Q) \

⋃
k∈Aα

r(2κQ+ k). (3.4)

Grâce au choix de r, on a

c−1rs−
1
p ‖

∑
k∈Aα

ϕ(
1

κ
(
.

r
− k))‖∞ = c−16

1
p−sα−s‖ϕ‖∞ ≤ c′.

On obtient

‖
∑
k∈Aα

ϕ(
1

κ
(
.

r
− k))‖Es,qp (R) ≤ c1r

1
p−sα

1
p .

En utilisant la relation entre r et α, nous obtenons

‖g‖Es,qp (R) ≤ c2(αs|b− b′|+ |b|). (3.5)

Maintenant, on suppose

max(|b|, |b− b′|) ≤ δ

2c2
. (3.6)

et on dé�nit α par la propriété :

αs ≤ δ

2c2|b− b′|
< (α+ 1)s.

Remarquons que la dé�nition de α implique

αs ≥ δ

2s+1c2|b− b′|
. (3.7)

Par la condition (3.6) et par dé�nition de α, nous avons ‖g‖Es,qp (R) ≤ δ. Puisque

le support de g est inclus dans Q, on en déduit

‖Uag‖Bs,∞p (R) ≤M. (3.8)

pour tout x ∈ r(κQ+ + k), nous avons

x+ jrκ ∈ r(Q+ k) , ∀j = 0, 1, · · · , `,

x+ jrκ /∈ r(2κQ+ k) , ∀j = 1, · · · , `.
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(3.3) et (3.4) donne aussitôt

|(∆`
rκ(Uag)x)| = |f(a+ b′)− f(a+ b)|

Par la dé�nition (3.2.1) , nous obtenons

‖Uag‖Bs,∞p (R) ≥ (rκ)−s(
∑
k∈Aα

∫
r(κQ++k)

|(∆`
rκ(Uag)x)|pdx)

1
p ,

≥ c3|f(a+ b′)− f(a+ b)|r−sr
1
pα

1
p ,

= c4α
s|f(a+ b′)− f(a+ b)|.

En prenant en compte les inégalités (3.8) et (3.7), nous voyons que la condition

(3.6) inplique

|f(a+ b′)− f(a+ b)| ≤ 2s+1Mc2
c4δ

|b′ − b|,

qui signi�e que f est lipschitzienne dans un voisinage de a.

Théorème 3.2.2. [2]

Soit s > 0, on suppose que s <
1

p
ou s =

1

p
et q > 1. Si Tf envoie Bs,qp (R) dans

Bs,∞p (R), alors f est globalement lipschitzienne.

Démonstration. Soit f une fonction satisfaisante l'hypothèse du théorème (3.2.2),

on se propose de mettre en évidence des constantes σ > 0 et K > 0

telles que |b′ − b| ≤ σ entraîne

|f(b′)− f(b)| ≤ K|b′ − b|,

quels que soient b et b′ dans R.

Nous dé�nissons la fonction g suivante (3.1). Les entiers positifs v et α, ainsi

que le nombre r ∈]0, 1], seront précisés dans un instant. Le lemme (3.1.4) nous

autorisons à choisir v tel que

|b|‖φv‖Bs,qp (R) ≤
δ

2
,

de sorte que α et r devront satisfaire les rélations :

δ(3|b′ − b|)−1 < c1r
1
p−sα

1
p ≤ δ(2|b′ − b|)−1, (3.9)
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rα < 2−v−2. (3.10)

L'estimation (3.2) et la relation (3.9) entraîneront ‖g‖Es,qp (R) ≤ δ.

L'inégalité (3.10) nous garantissons l'inclusion

r(Q+ k) ⊂ 2−vQ pour k ∈ Aα, (3.11)

et par conséquent
g(x) = b′, si x ∈ r(κQ+ k), (3.12)

g(x) = b, si x ∈ 2−vQ \
⋃
k∈Aα

r(2κQ+ k). (3.13)

Pour s <
1

p
, il su�t de poser

r = (δ(2c1|b′ − b|)−1α
−1
p )

1
1
p
−s ,

alors rα = c|b′ − b|
1

s− 1
p α

s

s− 1
p est de l'ordre de grandeur de α

s

s− 1
p ; l'hypothèse

0 < s <
1

p
, un choix convenable α = α(δ, |b′ − b|) permet d'avoir (3.10).

Supposons maintenant s =
1

p
.

si |b′ − b| ≤ δ

3
, il est possible de trouver un entier α ≥ 1 tel qu'on ait (3.9),

on choisit alors r assez petit pour avoir (3.6). Il vient alors

‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) ≤M.

Pour tout x ∈ r(κQ+ + k), nous avons

x+ jrκ ∈ r(Q+ k) \
⋃

k′∈Aα

r(2κQ+ k′) , ∀j = 1, · · · , `.

Alors (3.11), (3.12) et (3.13) nous donnons

|∆`
rκ(f ◦ g)(x)| = |f(b′)− f(b)|

Par la dé�nition (3.1.2) nous obtenons

‖f ◦ g‖Bs,∞p (R) ≥ (rκ)−s(
∑
k∈Aα

∫
r(κQ++k)

|∆`
rκ(f ◦ g)(x)|pdx)

1
p ,

= |f(a+ b′)− f(a+ b)|(2α+ 1)
1
p (rκ)−s|rκQ+|

1
p .

L'encadrement (3.9) implique

|f(a+ b′)− f(a+ b)| ≤ c1Mrs−
1
pα
−1
p ,

≤ c2Mδ−1|b′ − b|.

qui signi�e que f est globalement lipschitzienne.
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Chapitre 4

La composition dans certains

espaces de Besov homogènes

4.1 Rappel et dé�nitions

Soit ψ une fonction indé�niment di�érentiable, paire et positive, dont le

support soit un compact de R− {0}, et telle que∑
j∈Z

ψ(2jx) = 1, pour x 6= 0.

Pour tout j ∈ Z, l'opérateur Φj : S ′(R) 7−→ S ′(R) est dé�ni par l'identité

Φ̂jf(x) = ψ(2−jx)f̂(x).

Dé�nition 4.1.1. Pour p ∈]1,∞[. On désigne par Up(R) l'ensemble des fonc-

tions boréliennes f : R 7−→ R telles que

‖f‖Up = (supt>0
1

t

∫
R
sup|h|≤t|f(x+ h)− f(x)|pdx)

1
p < +∞.

On dit qu' une fonction continue f appartient à U1
p (R) s'il existe une fonction

borélienne bornée h ∈ Up(R) telle que

f(x) =

∫ x

0

h(t)dt+ f(0), ∀x ∈ R.

On munit U1
p (R) de la semi-norme

‖f‖U1
p (R) = inf{supR|h|+ ‖h‖Up(R)}.

Dé�nition 4.1.2. On appelle BH(R) l'ensemble des fonctions continues sur

la droite réelle dont la dérivée seconde, au sens des distributions, est une mesure

bornée.
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4.1.1 Espace de Besov Homogène

On note que :

i) P∞(R) = {P ∈ S ′(R) telle que P polynôme }.

ii) Pour tout m ≥ −1

Pm(R) = {P ∈ P∞(R) telle que P polynôme de degré au plus m },

P−1(R) = {0}.

iii) [f ] = {f + P /P ∈ P∞(R), f ∈ S ′R}.

iv) S∞(R) = S ′(R)/P∞(R) = {[f ], f ∈ S ′(R)}.

Dé�nition 4.1.3. Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,∞], L'espace de Besov homogène

Ḃs,qp (R) est l'ensemble des f ∈ S∞(R) telle que

‖f‖Ḃs,qp = (
∑
k∈Z

(2sk‖Φkf‖p)q)
1
q < +∞.

Proposition 4.1.1. [7] ou [6]

1. Φkf = 0 (∀k ∈ Z)⇔ f ∈ P∞ et f =
∑
k∈Z Φkf .

2. Ḃs,qp est espace de Banach .

3. ‖τaf‖Ḃs,qp = ‖f‖Ḃs,qp , ∀a ∈ R.

4. c1‖f‖Ḃs,qp (R) ≤ λ
( 1
p )−s‖f(λ(.))‖Ḃs,qp R ≤ c2‖f‖Ḃs,qp (R), ∀λ ∈ R∗+.

5. soient s ∈ R , p, q ∈ [1,∞]. Si (fk)k est une suite bornnée dans Ḃs,qp (R)

et si limk→∞fk = f au sens des distributions tempérées, alors

f ∈ Ḃs,qp (R),

et
‖f‖Ḃs,qp (R) ≤ C supk≥0‖fk‖Ḃs,qp (R).
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Démonstration. 1.

Φj(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x) = ψ(2−jx)(anx̂n + an−1x̂n−1 + · · ·+ â1x)

= ψ(2−jx)(anD
n1̂ + an−1D

n−11̂ + · · ·+ a1D1̂)

= 0.

et ∑
k∈Z

Φ̂kf(x) =
∑
k∈Z

ψ(2−kx)f̂(x)

∑
k∈Z

Φ̂kf(x) = f̂(x).

Donc ∑
k∈Z

Φkf = f.

2. On a Ḃs,qp (R) est un espace norme, et on va monter que Ḃs,qp (R) complet.

Soit (fn)n une suite de Cauchy dans Ḃs,qp (R), implique (fn)n ∈ S∞(R),

et S∞(R) complet, donc (fn)n converge.

3.
‖τaf‖Ḃs,qp (R) = (

∑
k∈Z

(2sk‖Φkτaf‖p)q)
1
q

= (
∑
k∈Z

(2sk‖ψ(2−jx)τ̂af‖p)q)
1
q

= (
∑
k∈Z

(2sk‖ψ(2−jx)e−iaρf̂‖p)q)
1
q

= (
∑
k∈Z

(2sk‖ψ(2−jx)f̂‖p)q)
1
q

= ‖f‖Ḃs,qp (R).

Proposition 4.1.2. [7] Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,∞]. L'espace de Besov homo-

gène est l'ensmble de f ∈ S∞(R) telle que f ′ ∈ Ḃs−1,qp (R).

De plus l'expression suivante est un norme équivalente sur Ḃs,qp (R) :

‖f ′‖Ḃs−1,q
p (R).
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Démonstration. On a f̂ ′ = iρf̂ , donc

‖f ′‖Ḃs−1,q
p (R) = (

∑
k∈Z

(2(s−1)k‖Φkf ′‖p)q)
1
q < +∞

= (
∑
k∈Z

(2(s−1)k‖ψ(2−kx)iρf̂‖p)q)
1
q < +∞

= (
∑
k∈Z

(2−kρ)q(2sk‖Φkf‖p)q)
1
q < +∞

= c‖f‖Ḃs,qp (R) < +∞.

4.1.2 Espace de Besov non Homogène

Dé�nition 4.1.4. Pour s > 0, l'espace de Besov non homogène Bs,qp (R) est

l'ensemble des fonctions f ∈ Lp(R) telle que [f ] ∈ Ḃs,qp (R).

Proposition 4.1.3. soient s > 0, p, q ∈ [1,+∞]. Bs,qp (R) est espace de Ba-

nach de distribution tempéreés pour la norme

‖f‖Bs,qp (R) = ‖f‖Ḃs,qp (R) + ‖f‖p.

Démonstration. Bs,qp (R) est un espace norme. Soit (fn)n une suite de Cauchy

dans Bs,qp (R) c-à-d

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que ∀n,m ∈ N : n > m > n0 ⇒ ‖fn − fm‖Bs,qp (R) < ε,

implique
‖fn − fm‖Ḃs,qp (R) < ε , ‖fn − fm‖Lp(R) < ε.

Donc (fn)n suite de Couchy dans Lp(R) et dans Ḃs,qp (R).

�nalement (fn)n converge dans Bs,qp (R).

4.1.3 Réalisations des espaces de Besov

Dé�nition 4.1.5. une réalisation modulo Pm(R) de Ḃs,qp (R) est une application

linéaire continue
σ : Ḃs,qp (R) 7−→ S ′(R)/Pm(R)

telle que
[σ(f)] = f, pour tout f ∈ Ḃs,qp (R).
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Si f ∈ S ′(R)/P∞(R) et si la série
∑
k∈Z Φkf converge dans S ′(R)/Pm(R),

on pose

σm(f) =
∑
k∈Z

Φkf ∈ S ′(R)/Pm(R).

Proposition 4.1.4. i) σ est un isomorphisme linéaire de Ḃs,qp (R) sur son

image.

ii) σ(Ḃs,qp (R)) est un espace de Banach si on le munit de la norme

‖σ(f)‖ = ‖f‖Ḃs,qp (R).

Démonstration. i)

∀f, g ∈ Ḃs,qp (R) : σ(f.g) = f.g = σ(f).σ(g),

∀f ∈ Ḃs,qp (R),∀λ ∈ R∗ : σ(λf) = λf = λσ(f),

∀f, g ∈ Ḃs,qp (R) : σ(f + g) = f + g = σ(f) + σ(g).

ii) Soit (fn)n suite de Couchy dans σ(Ḃs,qp (R), et l'application

σ : Ḃs,qp (R) 7−→ σ(Ḃs,qp (R))

bijective, donc il existe une suite (gn)n de Ḃs,qp (R) tel que σ(gn) = fn.

On a

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que ∀n,m ∈ N : n > m > n0 ⇒ ‖fn − fm‖σ(Ḃs,qp (R)) < ε

⇒ ‖σ(gn)− σ(gm)‖ < ε

⇒ ‖gn − gm‖Ḃs,qp (R) < ε.

Donc (gn)n suite de Cauchy dans Ḃs,qp (R), implique (gn)n converge dans

Ḃs,qp (R), donc (fn)n converge dans σ(Ḃs,qp (R)).

Dé�nition 4.1.6. On dit qu' une distribution tempérée f tend vers 0 à l'in�ni

si on a
limλ→0f(

.

λ
) = 0 dans S ′(R).

L'ensemble des telles distributions est noté C̃0(R).
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On dé�ni E(R) comme l'ensemble des fonctions continues f sur R telles que

f(x)

|x|
= 0 quand |x| → +∞.

Lemme 4.1.1. Pour toute fonction f ∈ E(R), f ′ appartiennent à C̃0(R).

Démonstration. Pour ϕ ∈ S(R), on a

|〈f ′( .
λ

), ϕ〉| ≤ |λ|
∫
R
|f(

x

λ
)||ϕ′(x)|dx.

et

∀ε > 0,∃R� 0 tel que

sup|x|>R
|f(x)|
|x|

≤ ε.

On pose M(R) = max|x|≤R|f(x)|. On obtient

|〈f ′( .
λ

), ϕ〉| ≤ |λ|M(R)

∫
|x|≤R

|ϕ′(x)|dx+ ε

∫
|x|>R

|x||ϕ′(x)|dx.

Donc
limλ→0|〈f ′(

.

λ
), ϕ〉| = 0.

Proposition 4.1.5. [6] Si s <
1

p
, ou si s =

1

p
et q = 1, alors, pour tout élément

f de Ḃs,qp (R), la distribution tempérée σ−1 est l'unique représentant de f tendant

vers zéro à l'in�ni.

Proposition 4.1.6. [6] On suppose que les paramètres s, p, q satisfont les condi-

tions suivantes :

* 1 ≤ p <∞,

* 0 < s < 1 +
1

p
et 1 ≤ q ≤ ∞, ou s = 1 +

1

p
et q = 1.

Soit Ḃs,qp (R) l'ensemble des distributions tempérées f telles que

[f ] ∈ Ḃs,qp (R) et f ′ ∈ C̃0(R).

Tout élement de Ḃs,qp (R) admet un représentant dans Ḃs,qp (R),unique à l'addition

près d'une constante.L'espace Ḃs,qp (R) sera muin de la semi-norme ‖− ‖Ḃs,qp (R).

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des propositions (4.1.2), (4.1.5).Cependant,

il nous sera utile de connaître explicitement la réalisation

σ : Ḃs,qp (R) 7−→ Ḃs,qp (R).
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Soit donc g ∈ Ḃs,qp (R).

Grâce à la condition s > 0, on a∑
j≥0

‖φjg‖p =
∑
j≥0

2−js(2js‖φjg‖p) ≤ c‖g‖Ḃs,qp (R),

de sorte que la série
∑
j≥0 φjg converge normalement dans Lp(R).

L'étude de la série
∑
j<0 φjg nécessite une discussion suivant la position de

s par rapport à
1

p
.

1er cas. Supposons s <
1

p
(ou s =

1

p
et q = 1).

Considérons une fonction ϕ ∈ S(R) telle que ϕ̂ψ = ψ et posons ϕj = 2jnϕ(2jx)

pour tout j ∈ Z. On a alors

φjf = ϕj ∗ φjf , ∀ f ∈ S′(R). (4.1)

À l'aide de l'identité (4.1), on obtient∑
j<0

‖φjg‖∞ ≤ c
∑
j<0

2j(
1
p )‖φjg‖p ≤ c

∑
j<0

2j((
1
p )−s)(2js‖φjg‖p).

De plus, par la condition p <∞, on a φjg ∈ C0(R). Par hypothèse sur s, on

en déduit la convergence normale de la série
∑
j<0 φjg dans C0(R). La série∑

j∈Z φjg est convergente dans l'espace normé C0(R) + Lp(R) et sa somme

est une distribution tendant vers zéro à l'in�ni. C'est donc un représentant

de g appartenant à Ḃs,qp (R).

2ieme cas. Supposons
1

p
≤ s < 1 +

1

p
.

À l'aide de l'identité (4.1), on obtient, pour tout x ∈ R et tout entier j < 0,

|φjg(x)− φjg(0)| ≤ |x|‖ 5 φjg‖∞ ≤ c|x|2j(1+
1
p−s)‖g‖Bs,qp (R).

Il en découle que la série de fonctions
∑
j<0 |φjg(x)−φjg(0)| converge normale-

ment sur tout compact de R. Sa somme est donc une fonction continue h.

De plus en choisissant l'entier k ≥ 1 de sorte que 2k ≤ |x| < 2k+1, on voit
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que

∑
j<0

|φjg(x)− φjg(0)| ≤
∑
j<−k

|x|‖ 5 φjg‖∞ + 2

j=−1∑
j=−k

‖φjg‖∞

≤ c(|x|
∑
j<−k

2j(1+
1
p−s) + 2

j=−1∑
j=−k

2j(
1
p−s))‖g‖Bs,qp (R),

de sorte que

h(x) = O(|x|s−
1
p ) si s >

1

p
, et h(x) = O(log|x|) si s =

1

p
,

quant |x| tend vers l'in�ni. La fonction

h+
∑
j≥0

φjg

est élément de E(R) +Lp(R) ; d'après le lemme (4.1.1), c'est un représentant de

g appartenant à Ḃs,qp (R).

3ieme cas. Supposons s = 1 +
1

p
.

Compte tenu des hypothèses sur s , on a alors q = 1. L'identité (4.1) nous

donne, pour tout x ∈ R et tout j ∈ Z

|φjg(x)− φjg(0)| ≤ c|x|2js‖φjg‖p,

alors que
‖(φjg)′‖∞ ≤ c|x|2js‖φjg‖p.

Il en découle que la série de fonctions
∑
j∈Z |φjg(x)−φjg(0)| converge normale-

ment sur tout compact de R, et que sa somme est une fonction de classe C1

dont la dérivée appartient à C0(R).

Cette fonction est donc un représentant de g appartenant à Ḃs,qp (R).

Proposition 4.1.7. [6] Sous les hypothèses de la proposition (4.1.6), on con-

sidère une fonction g ∈ Ḃs,qp (R). Il existe alors une suite (gk)k≥1 dans Bs,qp (R) et

une suite numérique (ak)k≥1 telles que

(i) ‖gk‖Ḃs,qp (R) ≤ c‖g‖Ḃs,qp (R),
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(ii) gk + ak → L1
loc(R).

Démonstration. On dé�nit la suite (gk)k≥1 par

gk =
∑
j≥−k

Φjg.

On sait déjà que gk ∈ Lp(R), et on voit facilement que

‖gk‖Ḃs,qp (R) ≤ c(
∑
j≥−k

(2js‖Φjg)‖p)q)
1
q

≤ c‖g‖Ḃs,qp (R).

Pour établir la propriété (ii), on discute suivant la position de s par rapport à

1

p
.

1er cas. Supposons s <
1

p
(ou s =

1

p
et q = 1).

On sait que la série
∑
j∈Z Φjg est convergente dans l'espace normé C0(R) +

Lp(R). La suite (gk)k≥1 a donc une limite h dans L1
loc(R), telle que h−g soit une

constante.

2ieme cas. Supposons
1

p
≤ s < 1

p
+ 1.

On pose

ak =

j=−1∑
j=−k

Φjg(0).

Puisque
j=−1∑
j=−k

|Φjg(x)− Φjg(0)| ≤ c‖‖Ḃs,qp (R)|x|2
k(s−1− 1

p ),

pour tout x ∈ R et tout entier k ≥ 1, on conclut que la suite (gk+ak)k≥1 admet

une limite h dans L1
loc(R), telle que h− g soit une constante.

3ieme cas. Supposons s = 1
p + 1 et donc q = 1.

On a
‖Φjg‖∞ ≤ c2−j‖g‖Ḃs,qp (R),

et de sorte que les constantes

ak = −
∑
j≥−k

Φjg(0).
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sont bien dé�nies. La fonction∑
j∈R
|Φjg(x)− Φjg(0)|

est la limite de la suite (gk + ak)k≥1 dans L1
loc(R) et la fonction h− g est une

constante.

4.1.4 Fonctions à variation bornée

Dé�nition 4.1.7. On dit que f ∈ BV (R) si et seulement si

‖f‖BV = suph∈R\{0}
1

h

∫
R
|f(x+ h)− f(x)|dx <∞.

Proposition 4.1.8. On a

Ḃ1,11 (R) ⊂ BV (R) ⊂ Ḃ1,∞1 (R)

et les deux injections canoniques sont continues.

Démonstration. 1. Soit g ∈ Ḃ1,11 (R). On a

g′ =
∑
j∈Z

φjg
′ dans S′(R).

Grâce à (4.1), il vient

‖φjg′‖1 = ‖ϕ′j ∗ φjg‖1 ≤ c2j‖φjg‖1,

ce qui montre que la série
∑
j∈Z φjg

′ converge normalement dans L1(R).

On en déduit que g′ ∈ L1(R) et que

‖f‖BV =

∫
R
|g′(x)|dx ≤ c‖g‖Ḃ1,1

1 (R).

2. Soit g ∈ BV (R). Puisque φjg′ n'est autre que la convolution de la mesure

g′ avec la fonction x 7→ 2j(F−1ψ)(2jx), on a

‖φjg′‖1 ≤ ‖F−1ψ‖1‖g′‖BH ,

soit encore
‖g′‖Ḃ0,∞

1 (R) ≤ c‖g
′‖BH .

Grâce à la proposition (4.1.2), on obtient ‖g‖Ḃ1,∞
1 (R) ≤ c‖g‖BH . Puisque

g′ est une mesure bornée, on a g′ ∈ C̃0(R), ce qui achève de prouver

que g ∈ Ḃ1,∞1 (R).
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Proposition 4.1.9. [6]

i) Pour tout f ∈ Ḃ2,11 (R), on a f ∈ BH(R) et ‖f‖BH ≤ c‖f‖Ḃ2,1
1 (R).

ii) Pour tout f ∈ BH(R), on a [f ] ∈ B2,∞
1 et ‖f‖B2,∞

1 (R) ≤ c‖f‖BH(R).

Théorème 4.1.1. [6]

Si f et g appartiennent à BH(R), il en est de meme pour f ◦ g et l'on a

‖f ◦ g‖BH(R) ≤ c‖f‖BH(R)‖g‖BH(R).

4.2 Le calcul fonctionnel

Le calcul fonctionnel sous- linéaire dans les espaces Bs,qp (R) est l'objet du

théorème suivant de Lanza, Sickel.

Théorème 4.2.1. [6]

Soient 1 ≤ p < ∞, q ∈ [1,+∞] et 0 < s < 1 +
1

p
. Si f ∈ U1

p (R) et f(0) = 0,

alors Tf envoie B
1+ 1

p ,1
p (R) dans B

1+ 1
p ,∞

p (R) et Bs,qp (R) dans lui-même. De

plus il existe des constantes c > 0 telles que

‖f ◦ g‖
B

1+ 1
p
,∞

p (R)
≤ c‖f‖U1

p
‖g‖

B
1+ 1

p
,1

p (R)
, g ∈ B1+ 1

p ,1
p (R),

‖f ◦ g‖Bs,qp (R) ≤ c‖f‖U1
p
‖g‖Bs,qp (R), g ∈ Bs,qp (R).

4.2.1 Énoncé et démonstration du théorème principal

Théorème 4.2.2. [6]

Soient 1 ≤ p <∞, q ∈ [1,+∞] , 0 < s < 1 +
1

p
. et f ∈ U1

p (R) .

i) Pour tout g ∈ Ḃ1+
1
p ,1

p (R), on a [f ◦ g] ∈ Ḃ1+
1
p ,∞

p (R), (f ◦ g)′ ∈ C̃0(R),

et
‖f ◦ g‖

B
1+ 1

p
,∞

p (R)
≤ c‖f‖U1

p
‖g‖

B
1+ 1

p
,1

p (R)
. (4.2)

ii) Pour tout g ∈ Ḃs,qp (R), on a f ◦ g ∈ Ḃs,qp (R), et

‖f ◦ g‖Bs,qp (R) ≤ c‖f‖U1
p
‖g‖Bs,qp (R). (4.3)

Démonstration. Soit f une fonction de classe U1
p (R). En retranchant à f une

constante, on peut supposer, sans perte de généralité, que f(0) = 0.

Supposons d'abort que g ∈ Bs,qp (R). Posons gλ(x) = g(λx), pour tous λ > 0 et
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x ∈ R. En renormant au besoin Ḃs,qp (R), on a

‖gλ‖Bs,qp (R) = λs−
1
p ‖g‖Ḃs,qp (R) + λ

−1
p ‖g‖p. (4.4)

En appliquant le théorème (4.2.1), et en écrivant l'identité (4.4) pour la fonction

f ◦ gλ = (f ◦ g)λ, on obtient

λs−
1
p ‖f ◦ g‖Ḃs,qp (R) + λ

−1
p ‖f ◦ g‖p ≤ c‖f‖U1

p
(λs−

1
p ‖g‖Ḃs,qp (R) + λ

−1
p ‖g‖p).

En divisant alors par λs−
1
p et en faisant tendre λ vers +∞, on obtient précisé-

ment l'estimation (4.3). Le même argument d'échelle conduit à l'estimation

(4.2). Venons-en au cas général où g ∈ Ḃs,qp (R).D'après la proposition (4.1.7), on

dispose d'une suite (gk)k≥1 dans Bs,qp (R) telle que

‖gk‖Ḃs,qp (R) ≤ c‖g‖Ḃs,qp (R), ∀k ≥ 1.

et d'une suite numérique (ak)k≥1 telle que gk + ak tende vers g dans L1
loc(R) .

En appliquant le résultat de la première étape aux fonctions τ−akf et en notant

que U1
p (R) est isométriquement invariant par translation, on voit que

‖f ◦ (gk + ak)‖Ḃs,qp (R) ≤ c‖f‖U1
p
‖g‖Ḃs,qp (R).

Sachant que f est lipschitzienne, on véri�e aussitôt que la suite

(f ◦ (gk + ak))k≥1

tend vers f ◦g dans L1
loc(R). Dès lors on peut appliquer la proposition (4.1.1)−5)

et conclure que les estimations (4.2) et (4.3) sont véri�ées en toute général-

ité. Nous terminerons la preuve du théorème en établissant que

(f ◦ g)′ ∈ C̃0(R).
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