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Résumé

Dans ce mémoire, on considere un probléme aux limites semi li-
néaires paraboliques pour les équations visqueux p-Laplacienne et
un probleme aux limites parabolique non linéaires avec terme source
généralisée sous forme f (u).

Sous certaines conditions sur les données initiales, en se basant
sur les approximations de Faedo-Galerkin, théoreme de compacité et
celle de monotonie ainsi que quelques techniques récentes d’analyse
mathématique, des résultats importants sants obtenus a savoir :

1. L'existence locale, le comportement asymptotique, la dépen-
dance continue de la solution par rapport aux données et 1'ex-
plosion en temps fini des solutions ont été obtenus

2. Résultat d’explosion en temps fini est prouvé si le données initial
posséde une énergie positive appropriée et, dans ce cas, nous
estimons exactement avec précision la durée de vie de la solution
T".

3. L'explosion en temps fini des solutions avec une énergie initiale
négative est également établi.
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INTRODUCTION GENERALE-RAPPEL DE CERTAINS
RESULTATS

Dans ce travail, en se basant sur les techniques utilisées par [9,(10, (13} 17, 6,12, 27, 26| [1],
pour démontrer quelques résultats d’existence locale et locale, comportement asymp-
totique et comportement a 1'infini de la solution de quelques problémes semi linéaires
paraboliques a savoir :

1. Problemes aux limites semi linéaires paraboliques pour les équations visqueux p-
Laplacienne

2. Problemes aux limites paraboliques non linéaires avec terme source généralisée de
la forme f (u).

Plus précisément, on s’intéresse a 1’étude de l’existence locale, le comportement asymp-
totique et I’explosion en temps fini de la solution d'une équation de la chaleur pour
I'opérateur fortement elliptique semi linéaire.

— Ce mémoire se décompose de trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, il se compose du rappel et des outils mathématiques qu’on

a utilisé dans ce mémoire

— Dansle second chapitre sous certaines hypothéses sur les données on se basant sur les
approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité, ainsi que le théoréme
monotonie, nous allons démontrer I’existence locale et I'unicité d une solution faible.
Ensuite, sous certaines conditions nous allons démontrer la dépendance continue de
la solution par rapport aux données ainsi que le comportement asymptotiques de la
solution.

— Dans le troisieme chapitre, on se basant sur les techniques introduites et développées
par plusieurs auteurs par exemple [33, 16, 30] pour démontrée I'explosion dans le
temps fini de la solution pour un probléme visqueux p-Laplacienne avec un terme
d’amortissement fort et un terme source de type f (u).

La premiere est consacrée a I'étude théorique d'un probleme aux limites gouverné
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par des équations décrivant I’évolution des matériaux ayant une loi de comportement
visqueux p-Laplacienne.

Dans ce chapitre, on considére un probleme aux limites non linéaire avec un terme
d’amortissement fort :

a(x, 1) % — k() 85% = div (IVul 2 Vu) + £ (t), (x,t) € Qr,
u(x,t)=0surl,t>0,
M(X, 0) = MQ(.X'), x € Q/

associées aux conditions limites initiales et aux limites de Dirichlet-Neumann.

Dans des conditions appropriées sur f(t) et'exposant p del’opérateur p-laplacien, il est
prouvé que toute solution faible a énergie initiale négative explose en un temps infini, en
supposant que un terme d’amortissement forte agissant dans le domaine. Cette équation
correspond a une version viscoélastique apparaissant dans la dynamique des écoulements
élastoplastiques et des vibrations des plaques.

Soit Q un ouvert borné de IR”, de frontiere I' réguliere, dans ce mémoire, nous étudions
le probleme parabolique non linéaire suivant : out Qr = Q X (0, T], T désigne la borne
latérale du cylindre Qr et k (t) est le coefficient de viscosité qui dépend de t.

On s’intéresse a l’existence et comportement asymptotique de solutions pour une
équation visqueux p-plaplacienne autrement dit, 1’existence locale, comportement asymp-
totique et stabilité de la solution pour un probleme parabolique semi linéaire avec un
amortissement fort :

a(x, t) % — k(@) ‘98A—t” = A, () + £ (t) dans Q X (0, T), (0.0.1)

Ay (u) = div (|VulP 2 Vu)
Appelé I'opérateur p-laplacien, juste pour simplifier ’étude en prenant le cas o1 k () = 0.
Cet opérateur peut étre prolongée a un opérateur monotone entre 1’espace W(l)’p (Q) et
son dual W~#'(Q) comme suite :

—Aptt : WP (Q) = W7'(Q),
< =Apit, @ >p= [[VulP 2 VuVedx, 2 <p < e,
Q

ou < .,. >, désigne le produit de dualité entre W(l)’p Q) et WP (Q), % + r% =1l uetf
désignent le vecteur du déplacement, fonction donnée, o1 f : R — R est une fonction
continue.

La fonction u cherchée doit vérifier en outre les conditions aux limites et les conditions
initiales suivantes :

u=0sur, (0.0.2)
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u(x, 0) = up(x) dans Q, (0.0.3)

avec ug(x) sont des fonctions données.

Ici, Q est un domaine bornée dans R" et k (t) > 0 est le coefficient de viscosité. Le terme
k(t) ag—t“ dans est interprété comme étant di aux effets de relaxation visqueuse ou
a la viscosité; par conséquent, I’équation (0.0.1) est appelée «équations visqueuses de
laplaciennes». L'équation bien connue de La-laplacien est obtenue en fixant k = 0.

Dans le cas ot k (t) = k = const, 1’équation (0.0.1) est survenir comme un régularisation
de I’équation pseudo-parabolique

du  JAu

E - kw =Au (004:)
qui survient dans divers phénomenes physiques. peut étre supposé comme modele
de diffusion de fluides dans des milieux poreux fracturés [12, 6, 9], ou comme un modele
de thermo-conduction impliquant une température thermodynamique 60 = u —kAu et une
conductrice conducteur température u see [23, 27].

L’équation (0.0.4) a été largement étudiée et il existe de nombreux résultats remar-
quables concernant 'existence, 1'unicité, la régularité et les propriétés spéciales des solu-
tions, voir par exemple [6, 9, 10, 2,29, 25| 26].

Pour déduire (0.0.4), B.D. Coleman, R.J. Duffin et V.J. Mizel ont examiné une situation
cinématique particuliére, a savoir un écoulement a cisaillement simple non stable [6]. En
fait, quand on considere I'influence de nombreux facteurs, tels que les effets moléculaires
et ioniques, on a la relation non linéaire div (IVuI"’_2 Vu) au lieu de Au in du c6té droit de
(0.0.4). On obtient donc (0.0.1).

L’équation (0.0.1) ressemble a "équation-Laplacienne, mais de nombreuses méthodes
utiles pour I'équation-Laplacienne ne sont plus valides pour cette équation.

Un exemple important est 1’équation de la filtration multi-tropicale newtonienne

u

_ -1
i A (|u|m u) dans Q x (0,T), m > 1. (0.0.5)

Cette équation est parabolique pour u # 0 et dégénere pour u = 0. L'équation (0.0.5) avec
m > 1 décrit I'’écoulement non stationnaire d"un fluide newtonien compressible dans un
milieu poreux (filtration) dans des conditions polytropiques (voir, par exemple). exemple,
[13]); la valeur de u (x, t) > 0 est proportionnelle a la densité du fluide. Si le flux n’est pas
polytropique, (0.0.5) est remplacé par I’équation plus générale de la filtration newtonienne

aa—;t =A@ (1) dans Q% (0,T), (0.0.6)
ou
@ € C® (R\{0}) N C* (R), ¢’ (s) > 0fors #0, ¢ (0) = ¢’ (0)=0. (0.0.7)

Meémoire de Master : Etude théorique pour des équations de visqueux p-Laplacienne pagev



L'écoulement non stationnaire dans un milieu poreux de fluides avec une dépendance
électrique de la contrainte tangentielle a la vitesse du déplacement dans des conditions
élastiques est décrit par 1’équation de la filtration élastique non-newtonienne.

3—? = Ap41 (1) dans Q % (0, T), m = const > 0. (0.0.8)

Donnons quelques exemples d’autres branches de la physique mathématique. Equations

de la forme (0.0.6), oix
@ € CT(R\{0}) NC(R), ¢’ (s) >0 fors #0, ¢’ (£0) = +oo. (0.0.9)

survenir en physique des plasmas (voir, par exemple, [18] et les références de cet article). Un
cas particulier typique est (0.0.5) avec m m € (0,1). L'équation (0.0.6) avec les hypotheses
s’appelle I'équation de diffusion rapide (dans ce cas, le "coefficient de diffusion”
@’ (1) a une croissance non bornée en tant que u — 0.

L’équation (0.0.6) avec les hypotheses décrit, en plus de les processus de fil-
tration, la diffusion d'un gaz dont le coefficient dépend de la concentration, ainsi que la
propagation de la chaleur dans un milieu présentant de grandes surchauffes thermiques
(voir par exemple, [3]). Dans le dernier cas, u(x, t) a la signification physique de la tempé-
rature. Si le fluide contient des sources de chaleur ou des éviers dont la puissance dépend
de la température, alors (0.0.6) est remplacé par une équation de la forme

c;—;l =Ap (u) + 1 (u) dans Q x (0,7T), (0.0.10)
ou
Y € C* (R\{0}) nC(R), ¢(0) =0. (0.0.11)
Si, de plus

Y’ (s) < 0fors > 0. (0.0.12)

nous appellerons alors I’équation non linéaire de la chaleur avec absorption. Si
Y’ (s) > 0 au moins sur un intervalle (0, s9), nous appellerons (0.0.10) ’équation de chaleur
non linéaire avec sources. Un modele du processus de propagation de la chaleur dans un
milieu en mouvement non linéaire est donné par I'équation thermique non linéaire avec

transfert

88_1; = Ap (1) + VBV (u) dans Q x (0,T), (0.0.13)

Si le support est inhomogene ou si ses propriétés changent avec le temps, il existe une
dépendance explicite dans 1’équation correspondante sur x et t.
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La troisieme chapitre est consacrée a 1’étude de l'existence locale, explosion en temps
fini de quelques problemes aux limites paraboliques semi linéaires avec un terme source
plus générale de la forme f (1) et un terme d’amortissement fort, a savoir :

oA
ot

u(x,t)=0surl,t>0,
u(x, O) = Mo(X), X e Q/

a(x, ) ‘;—z‘ — k(@ = div (IVul 2 Vu) + f (), (x,4) € Qr, (0.0.14)

ot Qr = Q% (0,T], T désigne la borne latérale du cylindre Qr et k (t) est le coefficient de
viscosité qui dépend de ¢.

On s’intéresse a I'explosion de temps fini pour 1'énergie initiale positive et pour l'éner-
gie initiale négative du probleme des solutions pour un probleme parabolique
semi linéaire avec un terme source non linéaire :

du dAu

7 KO

o Ay (u) + f (u) dans Q x (0, T), (0.0.15)

ou
A, (u) = div (qul”_z Vu)

appelé I'opérateur p-laplacien.
Un effort considérable a été consacré a I'étude du probleme (0.0.14) dans le cas ol
k(t)=0.
Le probleme (0.0.14) avec k (t) = 0, a fait 'objet de nombreuses études sur I’existence,
la non-existence et la dynamique a long terme. Pour les résultats de la nature et dans le
cas ol p = const > 2, nous renvoyons le lecteur a [33, 16, 30] en relation a 1’équation

a (x)u; — div (qul”_2 Vu) =f(u), xeQ, t>0. (0.0.16)

avec des cas spéciales pour la fonction f.
Lorsque p = 2,a(x,t) = 1 et f (u) = uP, probleme (0.0.14) devient le suivant

w—Au=u’, xeQ, t>0. (0.0.17)

Le probleme provient de nombreux modeles mathématiques importants en
ingénierie et en sciences physiques. Par exemple, la science nucléaire, les réactions chi-
miques, le transfert de chaleur, la dynamique des populations, les sciences biologiques,
etc., ont suscité beaucoup d’attention dans la recherche, voir [8,[11] et leurs références. Pour
le probleme (0.0.17), Hua Wang et al. [17] a établi un résultat de explosion en temps fini
avec une énergie initiale positive sous certaines hypotheses appropriées sur les parametres
p et up.

Dans [11], les auteurs ont prouvé qu'il existait des solutions non négatives avec un
explosion en temps fini si et seulement si p > 1. Les auteurs de [31] ont obtenu la solution
du probleme (0.0.14) qui explose en un temps fini lorsque 1’énergie initiale est positive.
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Dans [5]], les auteurs, basés exactement sur 1'idée de [4], ont déduit les limites
inférieures du temps d’explosion si les solutions explosaient.

Ce travail consiste a étendre les résultats établis dans les domaines liés au probleme
général comme dans (0.0.14) dans le cas ot les coefficients de viscosité k dépend de temps
et non négligeable avec un terme de dissipation f(u) est un terme source plus généralisé.

Nous notons que la présence des coefficients a(x, t) et k() dans ce probleme rend
’analyse dans le document un peu plus difficile que celle dans les probléemes connexes.
L'objectif du projet actuel est d’étudier le phénomene d’explosion des solutions au pro-
bleme (0.0.14) dans le cadre des espaces de Lebesgue et de Sobolev, nous allons établir un
résultat d’explosion et donnons une estimation précise de la durée de vie T* de la solution
dans ce cas. La méthode utilisée ici est la méthode de la concavité. Cependant, en raison
de la présence des des coefficients a(x, t) et k (t) dans notre probléeme, notre argument est
considérablement différent et il est plus abrégé.

Remarque.

1. Dans ce mémoire et pour simplicité nous faisons notre étude dans le cas ott n’avons
pas k(t) le coefficient de viscosité qui depend de t, autrement dit le coefficient de
viscosité qui dépend de ¢ et négligeable.

2. Aussi dans ce chapitre nous n’avons pas besoin de montrée 'existence locale de
probleme (0.0.16)), et nous ne mentionnons que la référence qui permet la preuve de
I'existence locale d"une solution faible.
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Notations

Si Q) est un ouvert borné de R” on a

Q L’adhérence de Q)
r La frontiere de Q) supposée souvent réguliere
Iri(i=1,2) Une partition de la frontiere I’
n La normale extérieure unitaire a I
Up, Uz Les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v
CclQ) L’espace des fonctions réelles continiment différentiables sur Q
D(Q) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
et a support compact contenu dans €.
D’(Q)) L’espace des distributions sur Q.
D’'(0,T; X) L’espace des distributions des fonctions u : [0, T] — X
(., )x Le produit scalaire d"un espace de Hilbert X
Xy — X, (x, = x) La convergence faible (fort) de la suite (x;,) ver ’élément x
[-11x La norme de X
1127 0,7;3) La norme de l'espace de Sobolev L* (0, T; X)
LX) L'espace des applications linéaires et continues de X dans X

WWW(Q)={v|velP(Q), Doell(Q),i=1,.,n}, 1<p<+o
W (@Q)={v|vel®(Q), Dvel®(Q),i=1,..n)

lellwirq) = [0llr @) + Lity 1Dl @)

C(0,T.H) L’espace des fonctions continues sur [0, T] dans H

', " Les dérivées premieres et secondes de f par rapport aux temps
dif La dérivée partielle de f par rapport a la i éme composante x;
Vf =gradf Le gradient de f

L(X,Y) L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y

Principales normes et semi-normes utilisées

1

If] = [f |f(x)|2 dx]2 Norme sur L%(Q)
o}
|f|1 = (i % 2)2 Semi norme sur H(Q)
=1
||f|| = (|f|2 + |f|i)E Norme sur H'(Q)

P

T
lporag = ( lrol; ds] Norme sur L0, T; )

1
[v] = (v.v)2 Norme sur IR”
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CHAPITRE 1

RAPPELLES SUR LES OUTILS MATHEMATIQUE

1.1 Topologie faible

1.1.1 Définition et proprités élementaire de la topologie faible o(E,E’)

Soit E un espace de Banach et soit f € E’. On désigne que l'application :

) f- E - R
X =) =(f,0)

Lorsque f décrit E’ on obtient une famille (¢f) € E’.
Definition 1.1.1 (Topologie faible o(E, E’)) La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie
mois finie sur E rendant continue toutes les applications (py) € E’
Proposition 1.1.2 La topologie faible o(E, E') est sépareé.
i (xp = xpour o(E,E")) & ((f,xn) — (f,x) VfEFE)
ii Six, — x fortement alors x,, — x faiblement pour quand o(E, E")
iii Six, —  x fortement pour o(E, E),alors ||x,|| est bornée et ||x|| < liminf ||x,||

iv Si x, —  x fortement pour o(E,E’) et si f, — f fortement dans E" alors {f,, x,) —

(f, x) puisque ||f, — flle — O

Démonstration.
(i) Soit x,, une suite de E alors x,, — x ssi ¢;(x,) — ¢@;(x) pour tout i € [ et d’apres (1.1.1)
alors :

x, — x pour o(E, E’), (f,xn) — (f,x)
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Dechach Ikram 1.1 Topologie faible

(ii) D’apres et puisque :
I<f 7 x0n) = IKF, 201 < NIl = Il

alors x,, — x faiblement pour o(E, E’)

D’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, il suffit donc vérifier que chaque f € E’
I'ensemble ({f, x,,)), est bornée , et la suite (f, x,) converge vers (f, x) (en particulier
elle est bornée) , soit f € E’,ona:

IKf 2l < 1L fllllxnll

et a la limite:
[<f, )1 < [l liming ||x;,

etona:
lIx]l = sup [(f, x)| < lim inf ||x;,||

(iii) On a d’apres (i) et (iii) :

[ f xn) = Cf, 201 < [(fu = frxm)] 4 1f, 20 = )
<|lfn = flln + Kf, 20 — 20l

Proposition 1.1.3 Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E,E’) et la topologie
usuelle cooincident . En particulier une suite (x,) converge faiblement si et seulement si elle
converge fortement.

Remarque 1.1.4 — Les ouverts( resp les fermés) de la topologie faible o(E, E’) soit aussi ouvert
(resp fermés) pour la topologie forte
— Lorsque E est de dimension infinie la topologie faible o(E, E’) est strictement moins finie
que la topologie forte (i.e) il existe des ouvert (vesp des fermés) pour la topologie forte qui ne
sont pas ouvert (resp fermés) pour la topologie faibles par exemple :
I'ensemble {s = x € E: ||x|| = 1} n'est jamais fermés pour la topologie faible o(E, E")

1.1.2 Topologie faible ,ensembles convexes et opérateurs linéaires

Tout ensemble fermé pour la topologie faible o(E, E') est fermé pour la topologie fort
d’apres la remarque que la réciproque est faux en dimension infinie tout fois on va montrer
que les ensembles convexes ces deux notions

Théoréeme 1.1.5 Soit ¢ C E convexe, alors c est faiblement fermé pour o(E, E') si et seulement s'il
est fortement fermé
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Dechach Ikram 1.2 La topologie faible* o(E, E")

Théoreme 1.1.6 Soient E et F deux espaces de Banach , soit T un opérateur linéaire et continue
de E dans F , alors T est continue o(E, E’) dans F faible o(F, F’) et réciproquement .

Démonstration.

1. Il suffit de vérifie que pour tout f € F’ , I'application x — (f, Tx) est continue de E
faible o(E, E’) dans R est une forme linéaire et continue sur E conséquemment elle
est aussi continue par la topologie faible o(E, E’)

2. supposons que T est linéaire et continue de E faible dans F faible . Alors G(t) est
fermé dans E X F pour la topologie o (E X F,E’ X F’) et fortiori G(t) est fermé dans
E X F pour la topologie forte

1.2 Latopologie faible* o(E,E’)
Soit E un espace de Banach, soit E’ son dual (muni de la norme duale : || f|| = sup [{f, x)|)

Et soit E” son bidual,i.e le duale de E’ muni de la norme :

1€l = sup &, I

On a une injection canonique | : E — E”” définie comme suit, et soit x € E fix¢é, ’appli-
cation on obtient :
J:E—E CR
£ (f0)

constitué une forme linéaire continue sur E’ i.e un élément de E”” noté Jx. On a donc

Jx, frene ={f,x)pr ,YX€E,VfeE.

Il est clair pour | est linéair et que | est une isométrie i.e ||Jx||g» = ||x||[r pour tout x € E, En
effet,

lJxIl = sup Jx, )| = supl(f, )| = [Ix]l.
lIfll<1 lIfli<1

On va définir maintenant une autre topologie sur E’ :
la topologie faible * que I’on note o(E’, E). Pour chaque x € E on considére l’application

pxE > R
fr—ou(f)=(f,x) Vx€E

On obtient une famille d’application (¢y)rer de E’ dans RR.
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Dechach Ikram 1.3 Eespace réflexifs

Definition 1.2.1 La topologie faible *

La topologie faible * désignée aussi par o(E’,E) est la topologie la moins fine sur E’ rendant
continues toutes les applications (Qx)xek-

Comme E C E”, il est clair pour la topologie o(E’, E) est moins fine que la topologie o(E’,E"”),
Autrement dit la topologie o(E’, E) posseéde moins d ouverts (resp. fermés) que la topologie (E’, E”").

Proposition 1.2.2 La topologie faible * o(E’, E) est séparée.

Théoreme 1.2.3 Soit (f,) une suitede E’. On a
i) fo = f pour o(E',E) & (fu,x) = (f,x) Vx € E.
ii) Si f, — f fortement, alors f, — f pour o(E’,E"”),
si fy — f pour o(E’,E"), alors f, — f pour o(E’, E).
iit) Si fu = f pour o(E’, E),alors || fu|| est bornée et || f|| < limIn f|| full.
iv) Si fy = f pour o(E’,E), et si x,, — x fortement dans E, alors { f, x,) — {f, x).

Remarque 1.24
. Sify N f pour o(E’,E) (ou méme si f, — f pour o(E’,E") ) et si x, — x pour o(E,E’) on ne
peut pas conclure que {fu, xn) — (f, x).

. Lorsque E est de dimension finie les trois topologie forte, o(E’,E") et o(E’,E) coincident, en
effet | est alors surjective de E sur E” puisque dimE = dimE’ = dim E” et par conséquent
o(E’,E) = o(E',E")

. Onverra dans la suite que la boule unité fermé d’un espace normé de dimension infinie n’est jamais
compact pour la topologie forte. On comprend alors l'importance fondamental de la topologie
o(E’,E)

Théoreme 1.2.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)L'ensemble Be: = {f € E’;||f|| < 1} est compact
pour la topologie faible * o(E’, E).

1.3 Eespace réflexifs

Definition 1.3.1 Soit E un espace de Banach, et soit | l'injection canonique de E dans E”.

On dit que E est réflexif si J(E) = E”

(Lorsque E est reflexif on identifier implicitement E et E” ,i.e : E = E”).

Théoréeme 1.3.2 (Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si :

Be ={x € E;|lx|]| <1},

est compact pour la topologie o(E, E’).
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Dechach Ikram 1.4 Espace séparables

Corollaire 1.3B8 Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E’ est réflexif.

. Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K C E un sous-ensemble convexe, fermé et borné. Alors K
est compact pour la topologie o(E, E’).

Théoreme 1.3.4 Soient E et F deux espaces de Banach réflexifs ,
soit A : D(A) ¢ E — F un opérateur linéaire non-bornée fermé avec D(A) = E Alors D(A”) est
dense dans F’.

1.4 Espace séparables

Definition 1.4.1 On dit qu’un espace métrique est séparable, s’il existe un sous-ensemble D C E
dénombrable et dense.

Proposition 1.4.2 Soit E un espace métrique séparable, et soit F un sous-ensemble de E. Alors F
est séparable.

Théoréeme 1.4.3 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors E est séparable.

Corollaire 1.4.4 Soit E un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable) & (E’ réflexif et séparable).

Théoréeme 1.4.5 Soit E un espace de Banach séparable. Alors Bg: est métrisable pour la topologie
o(E’,E).
Réciproquement, si Bg: est métrisable pour o(E’, E), alors E est séparable.

Théoreme 1.4.6 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors Bg est métrisable pour
la topologie o(E, E").
Et réciproquement.

Corollaire 1.4.7 Soit E un espace de Banach séparable, et soit (f,) une suite bornée dans E’. Alors
il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la topologie o(E’, E).

Théoréeme 1.4.8 Soit E un espace de Banach réflexif, et soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il
existe une sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(E, E’).

Théoreme 1.4.9 (Eberlein-Smulian)
Soit E un espace de Banach tel que toute suite bornée (x,) possede une sous-suite extraite (x,,)
convergente pour la topologie o(E, E").Alors E est réflexif.
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Dechach Ikram \ 1.5 lemme de Gronwalle

1.5 lemme de Gronwalle

Lemme 1.5.1 Soit @, et y trois fonctions continue sur un segment [a,b] a valeur positive et
vérifiant 'inégalité

t
ey <o+ [4EyE

alors

t t
Wemm:y@sw@+£f¢@y@%}mLf¢mwmmq

Démonstration. On suppose que : F(t) = fu t Y(s)y(s)ds en multipliant les deux membres de
I'inégalité donné par hypothese par 1(t) on obtient :

F'(t) = ¢(t) < p(t)y()
Ce qui s'écrit aussi :
G'(t) < p(t)y(t) exp (— j; | lP(S)dS)
On a par hypotheses,
y(t) < (t) + G(t) exp ( fa | lP(S)dS)

Corollaire 1.5.2 Soient y et y deux fonctions continues définies de [a, b] dans R* vérifiant :

t
dc>0 / Vtelab], yit)<c+ f Y(s)y(s)ds

Alors : ,
Ytelab], y(t)<c+exp (f gb(s)ds)

Corollaire 1.5.3 Soit y : [a,b] —> R" une fonction de classe C* vérifiant :

Ja>0, 3I>0, Vielab]l, |y @®l<p+aly®l

Alors :

Vtela,b], Ily®l < ly@) exp™= +§(exp“(t_”) -1)
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Dechach Ikram 1.6 Théoreme de formule de Green

Pour application :
Soit x : [to, t1] — R" une fonction de classe C* telle que :

ller@ll < allx®ll +p - Yt € [to, 1]

Alors :
Ix@)Il < llx(to)ll + B(t1 — to)

puisque,
t
Xl = Ix(toll + f (sl
fo

t
Sllx(to)ll+ﬁ(f1—to)+j; allx(s)lids

1.6 Théoréme de formule de Green

Soit Q) un ouvert régulier de classe C!, Soit W une fonction de C! (ﬁ) a support borné
dans le fermé Q alors, vérifie la formule de Green :

Jw
L a—xi(x)dx = j; 5 w(x)n;(x)dx

Ou, n; la i eme composante de la normale extérieure unité de Q.

Corollaire 1.6.1 (Formule d’intégration par parties)
Soit Q un ouvert régulier de classe C' et soit U et V deux fonction de classe C'(Q) a support bornée
dans le fermé Q. Alors elle vérifiant la formule d’intégration par partie :

‘[Q u(x)g—;(x)dx =- L v(x)g—;li(x)dx + fa . u(x)o(x)n;(x)ds

Corollaire 1.6.2 Soit Q un ouvert régulier de class C et soit u une fonction de C3(Q) et v une

fonction de CY(Q). Tout deux a support borneé dans le fermé Q alors elle est vérifiant la formule
d’intégration par partie :

L Au(x)v(x)dx = — L Vu(x)Vo(x) + fa 5 g—Z(x)v(x)ds.

est le vecteur gradient et g—;‘] =Vun.
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Dechach Tkram 1.7 Espace LV (Q)) .

1.7 Espace L7 (Q).
Soit Q) un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue de :
F ={f:Q— R, f intégrable} — R,
Froifil= [ i

Cette application est une semi- norme .
On va définie une relation d’équivalence sur ¥

VigeF f-ge® VYxeQ f(x) =gk pp.

Definition 1.7.1 L’ensemble quotient ¥/ R muni de la norme
i = [ Vo
Q
S’appelle I'espace de Lebesgue est sera noté par L' (Q).

1.7.1 Définition et propriétés élémentaire des espaces L”
Definition 1.7.2 Soit p € Ravec1 < p < oo, on pose

P(Q) ={f: Q — R, fest mesurableet |f’ € L'(Q)

Ifllr) = (L |f(x)|”dx)%

On vérifiera ultérieurement que ||.||1p(q) est une norme

On note :

Definition 1.7.3 On appelle espace de Lebesgue de puissance d’ordre oo I'espace, noté L*(Q), des
classes des fonctions mesurables au sens de Lebesgue, définies presque partout sur () a valeurs dans
R ou C vérifiant :

ess.sup |f(x)| < +o0

Definition 1.7.4 On pose :

L®(Q) ={f : Q — R, f est mesurable et il existe une constante :
c>0tlg:|f(x)] < cp.psur}

On note :
IfllLs = inflc: |f(x)|<c pp sur Q)

On vérifiera ultérieurement que ||.||.~ est une norme.
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Dechach Ikram 1.8 Inégalité de Young et de Holder

Proposition 1.7.5 L*(Q) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné par :
(1,0 = [ uopo,
Q

(Avec : fQ u(x)v(x)dx pour les fonctions réelles).

Notation 1.7.6 Soit 1 < p < oo, on désigne par p’ I'exposant conjugué de p i.e :

1.8 Inégalité de Young et de Holder

— Soita, betsoitp, g € (1,+00) tel que :

on dit que p et g4 sont conjugué au sens de Young alors :
1 1
ab < —a? + =b7
p
Démonstration. On pourra considérer la fonction ® : R* — R définie par :
1 1
O(a) = —a’ + =11 —ab
p q

est dérivable par :
@@ =a""-b

o T o ..
cette dérivée s’annule lorsque a = b7 est négative pour a < b¥T et positive pour

1
a>br-lona:
1

ebrT) =

1 1

b+ Ly i —
q

<

Ainsi O(a) > 0i.e:

ab < la” + 119‘7

[
— Soit de nouveau p, g € (1, +0) tels que % + % =1let f € LP(u), g € LI(u). En utilisant
la question précédente montrer que pour tout A > 0,

AP A1
f Ifgldu < — f IfPdu + — f Igl7du
Q P Ja q Jo
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Dechach Ikram 1.8 Inégalité de Young et de Holder

Optimiser cette inégalité par rapport a A est alors :

Ifglh < lIfllplIgllg

Cette inégalité est elle vraie pourp = 1 et g = +o0
Démonstration. Soit f € LF(u), g € LI(u) d’apres l'inégalité de Young pour A > 0,
pour u presque tout x :

.
el = A f) S )|<—|f|” - 2 g
Ainsi :
AP AT
f feldu < f Py + 22 f gl
Q P Ja q Ja
ON SUPPOSONS :
AP A1
S e N
P Ja q Ja

la fonction © est dérivable :

©'(A) = APl = A~ gl
llgll? \ 7 o N
T est négative pour A < A et positive pour

A > Aq. Ainsi le minimum de®on a:

Il gl
o) = 1(ﬁ) IfIE + (g—] gl

cette dérivée s’annule pour A; = (

A1 If1;
+ + 1 + +
—IIgIIq Al —IIgIIq Al
= ”f”p”g”q
On déduit I'inégalité de Holder
Ifgllh < MI£1lpllgllg
Si feLYu), g€ L) Alors:
18I < Iglleo
Pour presque tout x € Q) et
7t < i [ 11
Q Q
ie:
/8l < lIglleollf 112
[
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Dechach Ikram 1.8 Inégalité de Young et de Holder

Notation 1.8.1 Soient pet p” dans [1, +oo[ (pas nécessairement conjugues)
Si f appartient a LP(u) N L (u) alors, f appartient L' (i) pour tout r compris entre p et p’.

Démonstration. Soient p, p’ € [1, +oo[ on suppose p < p’ etsoitp <r <p’ona:

FEN = @y + 1f @I < P +IfP

r v 14 00
Donc: feL(u). m

Théoreme de complétude de Riesz

On en déduit que :

Théoréeme 1.8.2 (Fischer-Riesz)L?(Q)) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo Alors L?
est complet.

Théoréeme 1.8.3 Soit p telle que 1 < p < oo et soit f,, . une suite de Cauchy dans LF(u)
convergeant vers une fonction f € LP(u).Alors il existe une sous-suite de fy,, . qui converge
ponctuellement p.p vers f

Démonstration.

1. Cas de L™(u)
— Soit fy,, une suite de Cauchy de L*(u) , pour k, m, n > 1 Soient les 