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Résumeé

Les équations différentielles fractionnaires sont des généralisations des équa-
tions différentielles classiques. Dans ce travail, nous étudions des approximations
numériques de la solution d’un probléme différentiel fractionnaire par la méthode
HPM, nous appliquons la méthode HPM pour résoudre une certaine classe d’équa-
tion différentielles fractionnaires, au sens de Caputo, nous établissons 1’existence
et I'unicité de la solution, cette méthode est d’une importance remarquable pour
le traitement numérique des équations différentielles fractionnaires ou sens de
Caputo.Des exemples sont présentés pour illustrer de cette méthode.

Mots clés : Equations différentielles fractionnaires, La méthode de pertur-
bation d’homotopie, La méthode de décomposition d’Adomian, Méthode numé-
riques, Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, Dérivée fractionnaire de Ca-
puto.
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Abstract

Fractional differential equations are a generalization of classical differential
equations. In this work, we study numerical approximations of the solution of a
fractional differential problem with the ADM, HPM methods, we apply the HPM
method for a same class of FDE, with the Caputo, we establish sens the existence
and uniqueness of the solution, this method is if great important for the study of
the FDE. Illustrative examples have been shown to illustrate this method.

Key words : Fractional differential equations, The homotopy disturbance
method, The Adomian Decomposition Methods, Numerical method, Fractional
derivative of Riemann-Liouville, Fractional derivative of Caputo.
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Notations

L,a,b] :

Lyla,b] :
Cla,b] :
ACa,b] :

AC"[a,b] :

Cyla,b]

C’Z[a, b :

Cg[a, b :

Domaine borné dans R,

La frontiére de (2.
b
{f : [a,b] = R; f est mesurable sur|a, b| et/ |f(z)[Pdx < oo}

{f :[a,b] = R; f est mesurable et essentiellement bornée sur [a, b]}.
Ca, b].
espace des fonctions absolument continues sur|a, b].

espace des fonctions f dérivables & I'ordre n — 1 et telle que
f=Y € AC]a, b).

espace des fonctions définies sur(a, b], telle que (z — a)*f(z) € C|a, b]
et [[flle, : [I(x = a)*f(2)le.  Cola,b] = Cla, b].

espace de Banach des fonctions f qui sont contintiment dérivable

surfa,b] a Pordre n —1 et telle que f™ € Cla,bl.

C,la,b].



Introduction

Le calcul fractionnaire confiné historiquement a quelques correspondances da-
tant de 1695 entre les précurseurs de I’époque, le marquis de I.’hopital (1661-1704)
et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), La dérivation fractionnaire, depuis ces
trois derniéres décennies,s’est énormément développée et a pris beaucoup d’im-
portance dans différents domaines de la recherche scientifique. Une des raisons
principales réside dans ses applications dans des nombreuses disciplines scien-
tifiques. Le calcul fractionnaire par ses outils reste un moyen trés adapté pour
la résolution des systémes différentiels, ceux-ci traduisent en général des mo-
déles mathématiques ou physiques de nombreux phénoménes naturels qui nous
entourent. Les équations intégro-différentielles et les systémes différentiels frac-
tionnaires se sont révélés tout récemment comme étant tres utiles dans le domaine
de la physique, de 'ingénierie, du traitement de controle pour les systémes visco-
élastiques, la diffusion, les processus de relaxation. Beaucoup de contributions
ont été apportées ces derniéres décennies autant a la théorie abstraite qu’aux ap-
plications des équations différentielles fractionnaires. Le calcul fractionnaire est
devenu tout simplement I'analyse fractionnaire. Parmis les méthodes numériques
de résolution des équations différentielles fractionnaires, il existe les méthodes
ADM,HPM,VIM,Picard.On restreint dons notre travail uniquement sur les mé-
thodes ADM,HPM
Pour la méthode décomposition d’Adomian (ADM) : elle consiste & décomposer
I’équation donnée en parties linéaires et des parties non linéaires et a la recher-
chér la solution sous la forme d’une série ZZ:(’) u, et & décomposer le terme non
linéaire Nu sous la forme d’une série Nu = Z:) A, , ou les termes A, sont
appelés polynomes Adomian.

Pour la méthode de perturbation d’homotopie (HPM) : elle a été proposée par Ji-
Huan He en 1998. et a été appliquée par plusieurs auteurs a différents problémes
linéaires et non linéaires.

L’objectif principal de ce mémoire est d’appliquer la méthode de perturba-
tion d’homotopie et aussi la (ADM) pour résoudre des équations différentielles

fractionnaires. Notre mémoire est organisé selon le plan suivant.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques préliminaires concer-
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nant les outils de base du calcul fractionnaire, ainsi que les transformations de
Laplace

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons la description de la méthode de
décomposition d’Adomian et la méthode de perturbation d’homotopie et nous
faisons l'analyse de sa convergence pour les EDO.
et ce aprés avoir établit 'existence et I'unicité de I'équation différentielle frac-
tionnaire, au sens de Caputo .

Dans le troisiéme chapitre, nous traitons quelques applications de la méthode
HPM pour résoudre des équations différentielles fractionnaires comme exemple
I’équation de Cahn-Hilliard et I’équation de Fisher.



Chapitre 1

Propriétés de calculs fractionnaires

Dans ce chapitre, on fait un rappel des outils de base et des résultats prélimi-
naires essentiels a notre travail. En particulier, nous présentons certains résultats
fondamentaux sur les propriétés de la dérivation fractionnaire, I'intégration frac-
tionnaire, la transformation de Laplace [16].

1.1 Calcul fractionnaire

1.1.1 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue de [a,b] dans R; on pose :

1= [ frar (111)

Pour une primitive d’ordre 2, on a :

(1°f) (t):/at(lf)(x)dx:/at </jf(7)dr) dx:/:(t—x)f(x)dx. (1.1.2)

En répétant n fois, on obtient la relation suivante :

n 1 ! n—1
N0 = o= / (t — 7y (7). (1.13)
En utilisant la fonction Gamma-Euler I'(z) = f0+°° e 't*"1dt, pour Re(z) > 0, on

aura la définition suivante :

Définition 1.1.1. Soit o > 0; lopérateur 1® définit sur Ly]a,b] par :

1

(I3 f)(t) = m/ (t — 1) f(r)dm; a0 > 0, (1.1.4)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o.

7



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

Exemple 1.1.1. e On calcule l"intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
a > 0 de la fonction f telle que :

ft)=(t—a)",a e R, n>—1.

On a :

1

Ift—a)" = () / (t —7)* Y7 —a)"dr

L arn [ — ) " dx
- =) /0<1 J-1gng
_ F(TL+1) —a a+n
B F(a—f—n—l—l)(t )

Pour a =05, n=1¢eta=0, on aura

['(2)

[0'5(t) _ F(25) (t)l.5 _

\/75_3
I(25)

e Cualculons lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0 de la
fonction f telle que : f(x) = e, X > 0.
On a:
T (e)\az) — )\—oae)\:c‘
e L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a(a € R) d’une fonction
constante f(t) = C :
C
IC)= —(x —a)” R, C € R.
a( ) F(O[—f-l)(x a)?ae s €
Théoréme 1.1.1 Pour f € Cla,b], l'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville posséde la propriété
I8 [12f(x)] = Ig*P f(z), pour a >0 et B> 0. (1.1.5)

Démonstration. La preuve découle directement de la définition :

o 1 T dt T f(u)
I I f(@)] = F(a)r(ﬂ)/a (m_t>a1/a L (1.1.6)

Ou f € Cla,b]. D’aprés le théoréme de Fubini, on peut changer 'ordre de I'inté-
gration. on pose :

t=u+s(x—u);

on obtient
oY B o B(Oé,ﬁ) v f(U,) _ 7a+p8
I8 10 f(z)] = ORE) /a s u)liaiﬁdu = I**P f(x), (1.1.7)
tel que B(a, 3) désigne la fonction Béta (B(z,y) = fol t* (1 —t)»"dt, pour
2,y € [0, 00[). O



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

1.1.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur [0, +ool. et 0 < o < 1, on a

R ernr 3 A eI o (118)

est appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de f, avec
t>0.

Définition 1.1.2. S7 o > 0, alors nous définissons

ﬁ% g(t - T)m_a_lf(T)dTvm —l<a<m, meN*
HEDF() = (1.1.9)

AT ft), a=m

D’autre part, si « < 0 on note par Df(t) = [7*f(t), la définition peut étre
aussi appliquée et Df(t) existe pour f une fonction continue sur [0, 400]. Cette
dérivée d’ordre fractionnaire peut étre aussi définie par la formule suivante :

dm
Df(t) = — {1 f(1)}. 1.1.10
Flt) = S {1 (1)) (11.10)
Exemple 1.1.2. e La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction
constante. En général la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonc-
tion constante est ni nulle ni constante. On a :

RLDo(0) = % (t — a)™.

Nl—«a)

e La dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction [ telle que :

ft)=(t—a)’

RL D —aﬁ:—l t — el — o)Bdr
Dt =0 = e [ =7 =)

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :
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1 '
RLDa t— B _— — (t— n+,3a/ 1 — n—a—1 Bd
e e SR Rt

:F("+B_O‘+1)3(”_006""1)(15_&),37&
I'n—a)l'(B—a+1)

'n+pf—a+1I'(n—a)'(B+1)

:r(n—a>r(5—a+1)r(n+ﬁ—a+1>(t_“>m
_ (p+1) o
“TB-arp "

Pour a=0.5,6=0.5 et a=0, on aura :

RL 1n0.5,0.5 __ F(15) _
DS = s = T(1L).

1.1.3 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.1.3. La dérivée fractionnaire de Caputo est définit par :

DR (t) = D" £ (1
t Fm(Hdr *
ma)f (th)o(‘Jf)1 m,m—1<a<m,m€N. (1111)
jt—’fn (1), = m.

Lemmel.1.1 Sim — 1 < a <m,m € N*, alors “D*[°f(t) = f(t) et

LD f(t) = f(t) = > = f® (%) .t >0. (1.1.12)

(“Df) (1) = ("FDf) (¢ Z NG _a+ 3 e (1.1.13)

Démonstration. La développement de Taylor nous donne :

(t—a)’ (t —a)’®
2l 31

f(n 1( )+Rn 1-

f(t)=fla) +(t—a)f'(a) +
(t—a)"!
(n—1)!

f"(a) + f(a)+ ...

10



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

C’est a dire

10 =3 g e + R
. SO~ )
o= [
S S L VRV
AR
= 1" (1),

En utilisant les propriétés de la dérivée Riemann-Liouville, nous obtenons

RED (1) =" DS (Z =D () 4 Rm)

2T+ 1)

_ — HD2(t — a)t (k) o

"X Ty @ Dif
— (t—a) (k) n—a ¢(n)

er(k_aJrl)f (a) + I3~ f™(¢)
k=0

N (t—af .

- prd F(/{?— Oé+ 1)fk (a) +C Daf(t)

Donc
n—1 (t—a)k—

S0 = D0+ Y
k=0
[
En particulier, si 0 <a<1,ona: (°D2f) () = (BLDf) (t) — F(fl@a) e,
Dans le cas ot f(0) = fM(0) = ... = fm=1(0) = 0, la dérivée au sens de

Caputo coincide avec celle de Riemann-Liouville pour tout a € R, c¢’est a dire :
(CDaf) (t) = (RLDaf) (t). L’avantage principal de I'approche de Caputo est que
les conditions initiales des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de
Caputo acceptent la méme forme comme pour les équations différentielles d’ordre
entier.

Définition 1.1.4. Soit u € C",,n € N*. La dérivée fractionnaire de Caputo (a
gauche ) de u est définit pour t > 0 par

11



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

o 0%u(x,t)
CDtU(ﬂ?,t):W
1 t 10" u(x,t)
— [ =TT ———Ldr,n—1 *
B F(n—a)/o( T) S 4T <a<n,neN
W’QZ”GN'

Exemple 1.1.3. e La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante
est nulle ;

¢ D = ! t — pymmeslem) gy
D" f(t) = >/0<t et £ (1),

I'(m -«
1 t 1

= t—71)"" " x 0dr = 0.

I'(m—«) /0 (t=7) !

e La dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction f(t) = (t — a)?. Soit o non

entier et 0 <n—1<a<n avec f >n—1, alors on a :

P00 = g =
D’ou
CDa(t - a)ﬁ B I'(n— Zg?(_; 1—)n 1) /a (t— T)n_a_l(T — a)ﬁ_ndT.

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :

Dot —a)’ = LB+1) —a)P@ 1 — s)ralgf s
D=0 =m0 [ =) a
B+ 1)B(n—a,8—n+1)

(t —a)’

Fn—a)l'(B—n+1)
F+1DI'(n—a)l'(B—n+1)

= (t — a)’B_O‘
'n—a)l[(f—n+1I'(B-a+1)

_ F(ﬁ + ]_) (t _ a/)ﬁ*a

CT(B—-a+1) '

e La dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction f(t) =t° est donnée par

L(B+1) ,8-a o
Cpos — 1“(,8—oz+1)Zf B>a—1
Oa ﬁ S a—1

12



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

1.2 Transformation de Laplace

1.2.1 Définition et propriétés

Définition 1.2.1. Soit f : R™ — C une fonction continue.
- On appelle transformée de Laplace de f, la fonction L(f) définie par :

Mﬁ@%=%wﬂﬂe%h

- On appelle transformation de Laplace, l'application L : C' (RT,C) — F(C)
définie par L(f), opestlavariablecompleze.

Exemple 1.2.1. 1. Soit la fonction constante
ft)=a, t>0,
f(t)=0, t<O.
L(f)(p) = / ae Pt =a [ e Pdt =~ (7]
0 0 p
A r _tr  —ity|o© a
= ——|€ (& = -,

si Re(p) > 0;car|e™™| =1 (bornée) et e™* ne converge a plus linfini que
si :x = Re(p) >0

f(t)=e", t>0, a=a+ibeC,
f(t)=0, t<o.
umm:/e%wﬁzfeﬂw%t

0 0

1 [ yonoo
- a[et(p )|0}

b [e—t«c—a) 6—it<y—b>|°°} _
p—a 0

p—«
siRe(p) = = > Re(a) = a.

Linéarité

Proposition 1.2.1. Soient f,g : Rt — C deux fonctions admettant des trans-
formées de Laplace L(f) et L(g) et soient o, € R. Alors

13



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

L(af 4 Bg) = aL(f) + FL(9).
Transformée de Laplace de la translation

Proposition 1.2.2. Soit f : RT — C une fonction vérifiant f(t) =0 si t < 0
et admettant une transformée de Laplace L(f)(p). On considére la fonction f,
définie par f,(t) = f(t —a), a > 0.

L(fo) (p) = e *PL(f)(p)-
Transformée de Laplace des dérivées
Proposition 1.2.3. Soient f : RT — C une fonction et f € C™ (RT,C). Alors
L(f™) (p) = p"L(f)(p) = Xy P FR(0).
Transformée du produit de convolution

Définition 1.2.2. Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou com-
plexes [ et g est une autre fonction, qui se note généralement f x g et qui est
définie par :

(f % g)@) = [72 fla = t)g(t)dt = [ F(t)glx — t)at.
Proposition 1.2.4. Transformée de Laplace de la convolution de deux fonctions
LI(f * 9)(t)] = LIF () LIg(0)]

Transformée de Laplace d’une primitive

Proposition 1.2.5. Soit F(t) = fo x)dx une primitive de f.
On a alors F' = f et F(0) = 0.

1.2.2 Transformée inverse de Laplace et propriétés

Définition 1.2.3. La transformée inverse de Laplace est donnée par :

f®—L1W@%=L/wM¥W@@-

2mi —1.00

SiF(p) = L(f)(p), on note f(t) = L= (F)(t).
Soient F(p) = L(f)(p) et G(p) = L(g)(p)-

14



Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

Proposition 1.2.6. Lincarité de la transformée inverse de Laplace
L~ YaF + BG)(t) = aL7Y(F)(t) + BL7YG)(1).

-Transformée inverse de Laplace d’une translation
Loriginale de L(f)(p — a) est L7 [L(f)(p — a)|(t) = e'*f(t).

-Transformée inverse de Laplace d’une dérivée

L7 (L)W (1) = (=1)"t" f(2).

Application de la transformée de Laplace aux équations différen-
tielles

Exemple 1.2.2. Soit I’équation y' + y = 1 avec la condition initiale y(0) = 0.
Par application de la transformée de Laplace, on obtient :

L(y) (p) + L(y)(p) = 5,

D’ot

et par suite

On conclut alors que

Exemple 1.2.3. Résoudre, en utilisant la transformée de Laplace, I'équation dif-
férentielle :

y" 4+ 2y + by = sint, avec les conditions initiales y(0) = 1; y'(0) = 2.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation. On aura :

Ly" +2y" +5y| (p) = L (v") (p) + 2L (y') (p) + 5L(y)(p)

par suite

P*L(y)(p) — py(0) — ' (0) + 2[pL(y)(p) — y(0)] + 5L(y)(p) =
L(y)(p) [p> +2p+5] —p — 4.
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Chapitre : 1 Proprétés de calculs fractionnaires

L’équation devient :

et donc
p+4 1

L(y)(p>:p2+2p+5+ (p>+p) (P +2p+5)

On décompose la fraction en éléments simples et on aboutit a I’équation algé-
brique :

-, _p+l 4,20 2 1 _p 1 _1
L{y)(p) = 1 Br0?12% T 20 i 10 P41 5 il

y(t) = e tcos2t + %e‘t sin 2t — 1—10 COS t% sint

ou encore

y(t) =et (% cos 2t + % sin 2t) — %0 cost + %sint.

1.2.3 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

e Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville
En utilisant la propriété de la transformée de Laplace (Dérivation), on arrive a
la formule suivante :

—_

L{EEDf(t) : s} = s*F(s) — ”i SFEEDOF=L £ ()]0, (m — 1 < a < 'm). (1.2.1)
k=0

e Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo
Avec les mémes propriétés précédentes, on arrive a la formule suivante :

L{ODof(t): s} = s“F(s) — Y s 1f0(0),(m—1 < a <m). (1.2.2)
0

3

i
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Chapitre 2

Deux méthodes numériques pour
résoudre des EDO (ADM, HPM)

2.1 La méthode ADM

La méthode de décomposition d’Adomian|[16] permet de résoudre des pro-
blémes fonctionnels de différents types : équations algébriques, différentielles, inté-
grales, intégro-différentielles, aux dérivées partielles (EDP). La méthode s’adapte
aussi bien aux problémes linéaires qu’aux problémes non linéaires.

I1 suffit qu’on puisse écrire I’équation sous la forme :
AU = f qui est appelée forme canoniquee d’Adomian.

2.1.1 Description de la méthode

Considérons I’équation fonctionnelle :

(2.1.1)

ou A est un opérateur différentiel contenant des termes linéaires et des
termes non linéaires et f est une fonction connue(f : R — R). Le terme linéaire
de l'opérateur A est décomposé en L + R ot L est inversible et R est le reste de
(2.1.1) On note N le terme non linéaire de A et donc A= L+ R+ N.
alors (2.1.1) s’écrit comme : LU + RU + NU = f. L étant inversible, si L™ est
son inverse on a :

U=®+ L 'f— L 'RU— L 'NU, (2.1.2)

ou P est la constante de l'intégration.
La méthode d’Adomian consiste & rechercher la solution sous forme d’une série :

U=> u, (2.1.3)

n=0

17



Chapitre : 2 Deux Méthodes numériques ... (ADM, HPM)

et & décomposer le terme non linéaire NU sous forme d’une série :
+oo
NU=FU)=)_ A, (2.1.4)
n=0

Les A, sont appellés polynomes d’Adomian et sont obtenus grace & la relation
suivante :

1 d" =
A, (g, ugy .y uy) = T [N <ZAZUZ>] : (2.1.5)
’ n=0 A=0

ol A est un paramétre réel introduit par convenance.
En remplacant les relations (2.1.3) et (2.1.4) dans (2.1.2), on obtient :

+o0 +o0 +o0
D up =@+ L7 f=LT'RY u,— L' A, (2.1.6)
n=0 n=0 n=0

Ce qui entraine par identification :

Uy = (I)+L_1f

up = —L'Ruy— LA
. ’ ° (2.1.7)

Upy1 = —L'Ru, — L7tA,

Tous les termes de la série Z:ﬁ% u, ne peuvent étre calculés, en utilisant I’ap-
proximation

n—1
= ; > 1 = U. 1.
©On ;uz, n>1, avec nh_)rgo on=U (2.1.8)

Le probléme qui se pose est comment déterminer les (A,,), -, -
Les polynémes d’Adomian

Définition 2.1.1. Les polynémes d’Adomian sont définie par la formule :

{ Ag (ug) = N (ug) = F (Uon) ,
A (ug, g, . .. u,) = 54 {N( ::f))\luz‘)]

nl dan

(2.1.9)

La formule proposé par G.Adomian pour le calcul des polynomes d’Adomian
(Ap),>o est la suivante :

18



Chapitre : 2 Deux Méthodes numériques ... (ADM, HPM)

AO (UO) = N(UO) = F(UO)

d
A1 (uo,ul) = ul—N (uo) = ulF’ (U[))

du
d 1 5 d? , 1 5 )
Asg (ug, u1,u2) = UQ@N (up) + 5“1 WN (ug) = uaF" (ug) + aulF (up)
d d? 1 4 d3
A3 (uo,ul,uz,u;),) = ’U{),%N (U(]) + UIUQWN (UO) + gul %N (UO)

1
= uzF' (ug) + uyua FAN (ug) + gu‘;’F(g)N (up)

n

A, = Zc(v, n)N® (ug),n > 1.

v=0
Ou , c(v,n) représente la somme de tous les produits (divisée par m!) des v termes

u; dont la somme des indices i est égale a n;m étant le nombre de répétitions des
mémes termes dans le produit.

2.1.2 Reésolution d’équations différentielles par la méthode
d’Adomian

Si AU = f est une équation différentielle ou A est un opérateur différentiel
non linéaire (ou A linéaire) possédant des termes linéaires et non linéaires.
Le terme linéaire est décomposé en L + R ol par convenance L est un opérateur
différentiel d’ordre le plus grand facilement inversible.
Soit I'équation différentielle d’ordre n € N*

dn
ot u (ty) ,u' (L), ...,u" "V (ty) sont des valeurs données.

Si on pose L = 4-(.). La formule LU + RU + NU = f transforme I'équation
différentielle ci-dessus en Lu + Ru + Nu = f. L’équation (2.1.2) s’écrit :

n—1 (t . t[))k B +o00 ~ +oo
u(t) =y Tu(k) (to)) + L7'R (Z un(t)> — Lt (Z An> . (21.11)
0 ’ n=0 n=0

k=

D’ou l'on tire :

uo(t) = 3 R (1) 4 17 g0

’U/1<t) = —LilRUO — LilAO

( Upi1 = —L 'Ru, — L7'A,.
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Chapitre : 2 Deux Méthodes numériques ... (ADM, HPM)

ou L~! désigne n intégration successives de t( a t.

Exemple 2.1.1. Soit I’équation

{’(t) u(t) = 1%,
(0) = —2.

Ona: Lu=(t),Ru=—u(t), Nu=0 et f(t) =t*. L' représente une simple
intégration de 0 a t. On trouve :

u = fun =u(0)+ L () + L (Z un) : (2.1.12)

Par identification on a :
3

up =u(0)+ L' (?) = -2+ =

3
1 t!
=L = -2t+ —
(51 (UQ> + 12
1 2 P
uy = L~ =—t"4+ —
2 () 60
A
-
YT T3 T 300
tn tn+3
n — —2—
! n! + (n+3)!
d’ot ;“’% U, = —2 — 2t — 12, qui est la solution exacte de l’équation diffé-
rentielle.

Exemple 2.1.2. Soit I’équation différentielle non-linéaire suivante :
u —e* =0,
u(0) = 0.
On a :Lu = u'(t), Nu = ¢“. On applique L™ (L‘l = fg(.)dt) aux termes du
probleme. On trouve :
u=L""(e"). (2.1.13)

On utilise la série de la décomposition pour la fonction linéaire u(t) et la série
polynomaiale pour le terme non-linéaire, nous obtenons l’expression suivante :

{ o(t) :i (2.1.14)
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Les polynomes d’Adomian pour le terme non-linéaire e sont calculés comme suit :

AO (Uo) =e =1

Ay (U(),Ul) =W

A2 (uo’ Uy, UQ) = U + Eu% (2115)
1
A3 (UQ, Uy, U2, U3) = Us + U1U9 + gu:f
( Uy = 0
uy = L_l (A()) =1
Uy = Lt (Al) = %tQ
On remplace (2.1.15) dans (2.1.14) on trouve : uz = L7 (Ay) = 13
3
Uy = Lt (A(g) = %Lt4
\
Alors la solution dans une forme d’une série est donnée par :
- 1, 1, 1
t) = n=t+ =t =ttt 2.1.16
u(t) ;u ot gt gt ( )
Exemple 2.1.3. (Equation de Riccati)
u—u? =1,
{ u(0) = 1 . (2.1.17)
On a Lu = u'(t), Nu= —u?, f(t) = 1.
La solution exacte de ’équation est :
u(t) = tan(t).
Ug = t
t3
Uy = g
‘ S 2t°
La solution approximative est : us = s
357t
Uz =
6615
D’ou la solution est
+oo 3
t 2 357
t) = n=t4+—+ —t> 4 ——t" ... 2.1.18
w(?) ;“ 3 715 6615 (2.1.18)
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2.2 La méthode HPM

La méthode des perturbation de ’homotopie (HPM)[17| a été établie par Ji-
Haun-He[17] en 1999. La méthode a été utilisée par beaucoup de chercheurs et
appliquée pour résoudre plusieurs équations linéaires et non linéaires.

2.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, nous considérons I’équation
différentielle non linéaire suivante :

Alu)— f(r)=0 ,reqQ, (2.2.1)

avec les conditions aux limite :

ou
B <u, %) =0 ,rekfr, (2.2.2)

ol A est un opérateur différentielle général, B est un opérateur de la limite,
f(r) est une fonction analytique connu, et I" est la limite du domaine €2 .
L’opérateur A peut étre divisé en deux parties qui sont L et N, ou,L est un
opérateur linéaire et N est un opérateur non-linéaire, peut étre récrit comme
suit :

L(u) + N(u) — f(r) =0. (2.2.3)
Avec la technique de I'homotopie, nous construisons une homotopie :
v(r,p): 2 x [0,1] = R (2.2.4)
qui satisfait :
H(v,p) = (1 —p)[L(v) — L (up)] +p[A(v) — f(r)] =0, pe0,1;7€Q. (2.2.5)
Ou
H(v,p) = L(v) = L (uo) + pL (uo) + p[N(v) = f(r)] =0, (2.2.6)

avec p € [0,1] est un paramétre, uy est une approximation initiale de 2.2.1
qui satisfait les conditions aux limites. Evidement, d’aprés les deux équations
précédentes nous aurons :

H(v,0) = L(v) — L(up) =0 (2.2.7)

H(v,1)=A(v) — f(r)=0 (2.2.8)
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En faisant varier p de 0 & 1, on change v(r,p) de up(r) & u(r). D’aprés la mé-
thode HPM, nous pouvons utiliser le paramétre p comme un petit paramétre,
et supposons que les solutions de 'équation peut étre écrite(2.2.1), comme une
série suivante :

v =y +pur +pPvg F... (2.2.9)
Mettant p = 1, la solution approximative de I’équation (2.2.1) est :

u=1limv=uvy+ve+... (2.2.10)

p—1

Exemple 2.2.1. Nous considérons en premier temps l'ezemple suivant :

/ 2: . >
{u—l—u 0 ; t>0, teqQ, (2.2.11)

u(0) = 1.

D’ou la solution exacte est u(t) = %ﬂ
Nous pouvons construire l’homotopie suivante : v : Q x [0,1] — R, qui
satisfait :

(1—p) (v —uy) +p (W' +v*) =0,pe0,1], te (2.2.12)

avec l’approrimation initiale ug = 1.
Supposons que la solution de (2.2.1) soit sous la forme :

v = vy + puy + pPus + ... (2.2.13)

En remplagant 2.2.13 dans 2.2.12, et identifions les termes avec les puissances
tdentiques de p :
P’ vy =g
pliv +up+vg =0, v(0)=0
PP vh+2uu =0, v(0)=0.
Par conséquent, les premieres composants de la solution sont données par
vo = 1,01 = —t, vy = t2. Donc la solution est
u:hmlev = vy + v + Uy = 1—t+t2

Exemple 2.2.2. Nous considérons l’équation de Riccati suivante :

{ “,UZO;“LQ:LL (2.2.14)

La solution exacte de l'équation (2.2.14) est u(t) = tan(t). Le développement de
Taylor de u au voisinage de zero est donné par :

u(t) =t + 5t° + Zt° + 3=t7 + %(1)

23



Chapitre : 2 Deux Méthodes numériques ... (ADM, HPM)

On cherche maintenant la solution avec ['utilisation de la méthode HPM
Nous pouvons construire [’homotopie suivante : U : Q x [0, 1] — R, qui satisfait :

(1—p)(U —uy)+p (U —=U*-1) =0,p€[0,1],t € . (2.2.15)
La solution de ’équation peut étre écrite comme une série suivante :
U=Uy+pU,+p*Uy+..... (2.2.16)
On identifie les termes avec les puissances identiques de p :
U —uy+p(uy—U*—1) =0, (2.2.17)
on obtient :
(Uo+ PUY + p2Us + ... § —tig + p [ao — (Uo + pUs + p?Us +...)% = 1} — 0(2.2.18)
ot

’ ’ ’ 3 , _ U2 2UU 2U2
<U0+pU1+p2U2+...)—u0+p[ tio — (U§ + 2pUsUr + p*Ut+

20U Us + 2p°U1 Uy + p*U3Z) — 1 } =0(2.2.19)

ce qui donne :

P’ Uy —tig— U —1=0
Pl iU+ —Us —1=0
p? iU — 200Uy =0

P’ Uy — U+ 2U,Us = 0
p* Uy + 2UoUs + 2U,Us = 0
p°Us —2U,Us + U2 =0

Par conséquent, les premieres composantes de la solution sont données par :

U() :O,Ul :t,UQ :O,U;g - %tS,Uzl :O,U5 - %t5,"'
Mettant p = 1, la solution approximative de I’équation. (2.2.14) est

u=U+U  +Us+--- (2.2.20)
Donc :
u(t) =t + Yoy 2p (2.2.21)
3 15 o
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2.2.2 Convergence et estimation de ’erreur

Dans cette section, on étudie la convergence de la méthode HPM (voir :
[4], [5], [10]). On peut réécrire (2.2.6) comme suit

L(v) = L (uo) = p[f(r) — L (uo) — N(v)] (2.2.22)

En remplacant (2.2.9) dans (2.2.22), on obtient

L (i vipi> — L(u) =p [f(r) — L(up) — N (i vipl)] : (2.2.23)

i=0 =0

Ainsi

Z L(v;) — L (ug) = p [f(r) — L(up) — N <Z wf)] : (2.2.24)

Selon le développement de Maclaurin de N (3.2, v;p’) par rapport a p, nous

avons
1=0 i= p=0

i=n

D’aprés [11], on obtient

0" (N~ o o
=0 p=0 =0 p=0

Alors
- i - Lo - i i
1=0 n=0 =0 p=0
Posons
1o -
Hy (v, vn) = o |V (Zvu)] n=012,... (2.2.28)
-Op i=0 p=0

H,, sont appelés polynomes de He [11]. Alors

N (i vipi) = i Hp'. (2.2.29)

1=0

En remplacant (2.2.29) dans (2.2.24), on obtient
ZL (v;) = L (up) =p [f(r) — L (up) — ZHipi] : (2.2.30)
=0 1=0
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En identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, on trouve

P’ L(vo) — L (ug) =0,

P L(vy) = f(r) — L (up) — Ho,
P L (vy) = —Hj,
(2.2.31)
pn+1 L (Un-i-l) = Hna
Donc, on conclut
po * Vo = Uy,
privr =L (f(r) —uo — L7 (Ho),
p2 LUy = —Lil (Hl),
(2.2.32)

P = =L (Ha),

Théoréme 2.2.1 La solution de 'équation (2.2.1) obtenue par la méthode de
perturbation d’homotopie est équivalente a la détermination de s,, donnée par

Sy =09+ V1 +V2+...+v,, s9=0, (2.2.33)
en utilisant le schéma itératif
Sna1 = —L ' N, (5, +v0) —ug + L7H(f (7)), (2.2.34)
ou

N, (io vi> = ioHn =0,1,2,... (2.2.35)

Démonstration. Pour n = 0, d’aprés (2.2.34), on a :

51 ==L Ny (s +vo) —ug+ L (f(r)) = =L (Hy) —ug+ L (f(r)). (2.2.36)

Alors
vy = —L7 (Ho) — g + LS (7). (22.37)
Pourn=1
o = —L "Ny (s1 +v9) —ug + L' (f(r))
= —L~" (Hy + Ho) —ug + L™ (f(r)) (2.2.38)
= L' (H) + v
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Selon sy = v + vy, nous obtenons
vy =—L"'(H). (2.2.39)

Ce théoréme sera démontré par induction. Supposons que
Vg1 = —L7 Y (Hy), pour k=1,2,...,n—1, donc

Sne1 = —L 7 Ny (s +v0) —uo + L7 (f(r)) = —L7" (Z Hz> —ug+ L7H(f(r)),
= (2.2.40)

Sp+1 = — i L VH) —ug+ L7Nf(r)=vi+...+v, — L7 (H,). (2.2.41)

Puis, a partir de (2.2.33), on peut trouver
Vpi1 = —L71(H,). (2.2.42)
Ce résultat est identique a celui de (2.2.32) obtenu par la méthode HPM. ]

Théoréme 2.2.2 Soit B un espace de Banach.
—(a) -2, vi converge vers s € B, si

30 < A< 1) telque (Vn € N=|v,]| < Ajvn-1]]) (2.2.43)
—(b)s = > 72, v; vérifie
s=—L"'N(s+wvy) —ug+ L (f(r)). (2.2.44)
Démonstration. (a) on a
i1 = sall = lvnsall < Mlwall < X [lopall < .o <X lwll - (2.2.45)
Pour tout n,m € Nyn>m

Hsn - Sm” = H(Sn - Sn—1> + (Sn—l - Sn—2> +...+ <5m+1 - sm)H )
< llsn = sn1ll + llsn—1 = sn—2ll + - + [[smr1 — sl ,
<N ool + A" flwoll + - -+ X Jugl]

< (/\m—i-l + o+ /\n—H) oo , (2.2.46)
<A@ A+ A ) ol
)\m—i—l
< 2 ool
Ainsi
lim s, — sm| =0. (2.2.47)
,1M—00
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(8n),,¢ st une suite de Cauchy dans espace B complet. Elle est donc convergente,
ie:

ds € B, avec : nll_)IIQlo Sp = Zlvn = s. (2.2.48)

(b) D’aprés (2.2.34), on a

lim 8,41 = —L" lim N, (s, +vg) —uo + L' (f(r))
n—o0 n—o0

n 2.2.49
=—L!'lim N, (Z vi) —ug + L7 f(r). ( )

n—00 -
=0

s=—L"" lim i H; —ug + L7 (f(r))
o (2.2.50)
=L H,—ug+ L7 (f(r)).

=0
Par(2.2.35) et (2.2.29), pour p = 1, il vient

iHi — N (i Ui> : (2.2.51)

Ainsi

s=—L"'N (Z v,) — g+ L7N(f(r) = =L 'N (s + o) — uo + LH(f(r)).

1=0
(2.2.52)
O
Lemme 2.2.1 L’équation (2.2.44) est équivalente a
L(u) + N(u) — f(r) =0. (2.2.53)
Démonstration. On écrit 'équation (2.2.44) comme suit
s+uy=—L""N(s+wvo) + L (f(r)). (2.2.54)
En appliquant 'opérateur L a I’équation précédente, on obtient
L(s+up)=—N(s+uvy)+ f(r). (2.2.55)
Comme ug = vy
L(s+wvy)+ N(s+wv) = f(r). (2.2.56)

Soit u = s+ vy = D> .00, 'équation (2.2.53) devient 'équation d’origine. En
suite, la solution de I’équation (2.2.44) est la méme que celle de la solution de
A(u) — f(r)=0 m
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Définition 2.2.1. Pour tout v € N, on définit

llvitall v; 0
A=< i’ feill 7 0. (2.2.57)
0, l|vs|| = 0.

Dans le théoréme 2.2.2,% .2 v; converge vers la solution exacte, lorsque
0 <\ < 1. Siv; et v, sont obtenus par deux différentes homotopies, et \; < X,
pour chaque i € N, le tauz de convergence de y .o, v; est supérieure &y .oV,
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Chapitre 3

Applications de la méthode HPM
pour résoudre certaines équations
différentielles d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications de la méthode de
perturbation d’homotopie (HPM) aux équations différentielles fractionnaires
(voir : [6], [12], [14]).

3.1 Existence et unicité pour 1’équation fraction-
naire de type Caputo

Dans cette partie on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des
solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire. On va se restreindre
a des problémes aux conditions initiales (problémes de Cauchy). On utilisera les
symboles /D% et “ D pour les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville et
Caputo.

Définition 3.1.1. Soit a > 0,0 ¢ Nn=[a]+1 et f: ACR?* — R alors :

BLDay(x) = f(x,u(z)), (3.1.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Comme
conditions initiales pour ce type d’EDF on utilise :

D) =be (F=12n-1) lm "Cu(z)=b.  (312)

z—07t

De la méme maniére
“Du(z) = f(z,u(x)), (3.1.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on
utilise comme conditions initiales :

WF(0)=by (k=0,2,...,n—1). (3.1.4)
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L utilisation de conditions wnitiales de différents types pour les équations diffé-
rentielles fractionnaires (3.1.1) et (3.1.3) nous assure 'unicité des solutions de
UEDF correspondante, qu’on va prouver dans les théorémes suivants.

Théoréme 3.1.1[9)
Soit (U, d) un espace métrique complet non vide, soit
0 <w < 1etsoit T : U — U une contractante telle que, pour chaque u,v € U, la
relation

d(Tu, Tv) < wd(u,v) (3.1.5)

est vérifiée. Alors 'opérateur T" a un point fixe unique u* € U Nous notons que, si
la contraction T': U — U vérifie la condition (3.1.5), est appelée une contraction,
ou une application con-tractive.

Théoréme 3.1.2 [2]
Soit a« > 0, ¢ N,n = [ + 1. De plus, soit k > 0, h* > 0, et by, by, ...,b,—1 € R.
On défini
G =[0,h"] x [bg — K, by + K]

et soit la fonction continue f : G — R Alors, il éxiste un réel A > 0 et une fonction
u € C[0, h] solution de I’équation différentielle fractionnaire de type Caputo muni
des conditions initiales. Dans le cas a € (0,1) le paramétré h est donné par la
relation

h:min{h*,(KT(aqu)/M)é}, avec M = sup |f(z,2)]
(z,2)€G

Si de plus f vérifie la condition de Lipschitz par rapport & la seconde variable,
c’est-a-dire:
|f<'r7u1) - f (.T,U,2>| <L |U1 - U2|

avecL > 0 une constante indépendante de x,u; et us, alors la fonction
u € C|0, h] est unique.

Théoréme 3.1.3 [3| Sous les hypothéses du théoréme précédent, la fonction
u € C[0, h| est une solution de I’ EDF de type Caputo avec les conditions initiales
si et seulement si elle est solution de 1’équation intégrale de Volterra du second

type :
n—1
ol

T T /Om(l’ — )7 f (8 u(e))dt (3.1.6)

k=0

Démonstration. Premiérement supposons que u est solution de ’équation précé-
dente, on peut écrire cette équation sous la forme réduite :

i
L

z*

k!
0

o 19 f(x, u(x)

u(z) =

=
Il
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En appliquant 'opérateur de différentiation #XDg sur les deux cotés de cette
relation on aura immédiatement que y est solution de I'équation différentielle.
Appliquons maintenant I'opérateur #D§, 0 < k < n—1 sur Péquation de Volterra.

RLDk ZRLDk )_I_RL Dk[k;[a B f(, u(z).
REDK(t)7 = 0 pour j < k alors si z =0 on a :

(2)"
" Dfuf0) =" DY of?

R ue)]

et comme a—k > 0, 'intégrale est nul I§* f (z,u(x))|,_, = 0 par suite - Dfu(0) =
ub = by D’autre part on définit z(z) = f(xju(x)) alors z € C[0,h] on réecrit
I’équation de la forme

2(x) = f(z,u(x)) = Diu(z) =" D§ (u—Toi[u,0]) (z)
=" DYI; ™ (u — T [u, 0]) (2)
T,—1[u,0] est le polynome de Taylor de degrén — 1 (Tn_l[u,()] =)= %ué’”)
pour la fonction f autour de 0. En appliquant I'opérateur [} sur les deux termes
de cette relation elle devient :

Igz(z) = I~ (u = Thau, 0]) (t) + q(2).

Avec ¢ un polyndome de degré ne dépassant pas n — 1. Comme z est continue
la fonction Iz a un zéro d’ordre au moins n a l'origine. En outre la diffé-
rence y — T,,_1[y,0] a la méme propriété par construction. Et donc la fonction
I8 (u — T,,—1[u, 0]) doit avoir un zéro d’ordre n aussi. Par suite le polynome ¢ a
la méme propriété mais comme il est de degré ne dépassant pas n—1 il en résulte
que g = 0, par conséquent

Itz(z) = 1) (u — Th—1[u, 0]) (z).

En appliquant I'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville #XD{~% sur les
deux cotés de cette équation elle devient :
u(z) — T, 0)(z) = I§z(x).
En substituant z(z) et T,,_1[u, 0](x) on retrouve I’équation de Volterra :
=3 DL JRCE IO
u(x) = — — T — u :
1" T () Jy ’
]
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3.2 La méthode HPM pour les équations aux dé-
rivées partielles non linéaires d’ordre fraction-
naire

Momani et al. [14] ont introduit un algorithme pour traiter d’une maniére
simple et efficace les équations aux dérivées partielles non linéaires d’ordre frac-
tionnaire. Ils considérent les équations aux dérivées partielles non linéaires frac-
tionnaire temporelle de la forme

{CDf‘u(x,t) = f (u,ug, Ugz) = L (U, Uz, Ugy) + N (u, Uy, Ugy) + h(2,t),t >0 (3.2.1)

uk(a:,()):gk(as), k=0,1,2,...m—1

ou L est un opérateur linéaire, N un opérateur non linéaire qui pourrait
également inclure d’autres dérivées fractionnaires d’ordre inférieur a «. La fonc-
tion h est une fonction connue et “D® est la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo d’ordre a(m — 1 < a < m). Selon la méthode HPM, on peut construire
I’homotopie suivante :

ou™ _ L (u,ug, uzy) — h(z,t) =p u™ + N (u, Ug, Ugg) = Dul , (3.2.2)
otm otm

ou
% — h(z,t)=p an + L (u, U, tge) + N (0, g, Uy ) =€ Df‘u] , (3.2.3)

ot p € [0,1]. Dans le cas ot p = 0, ’équation (3.2.2) devient I’équation linéaire
suivante

‘Z,% = L (, uy, ) + h(z,1). (3.2.4)
et I’équation (3.2.3)
ou™
— = h(z,t). 3.2.5
= (et (3.2.5)

La solution de I’équation (3.2.2) ou de (3.2.3) s’écrit sous la forme de la série

u = ug + puy + p*us + pPug - (3.2.6)

La solution approximative est donnée par

u(z,t) = Zun(m,t) (3.2.7)
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Analyse de convergence de la méthode de perturbation d’homotopie
pour les équations aux dérivées partielles fractionnelles

Asma et al. [10] ont étudié la convergence de la méthode de perturbation d’ho-
motopie pour les équations différentielles fractionnaires avec dérivée fractionnaire
au sens de Caputo.

CDu(t) = f (£, u(t), D™ u(t), D"u(t), ..., D™u(t)), te€[0,T]  (3.2.8)

uF(0) =0, w(z,t) =g(x,t), k=0,1,2,... (3.2.9)

Ou DY = aTic est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a,m — 1 < a <

m,n; € N pour chaque 1.

Considérons que f:[0,T] x Rx R x --- x R — R une application continue. On

L., af . , .
suppose que f (t,uy,us, ..., u,) admet des dérivées 7o, continues et bornées qui

satisfirent la condition de Lipschitz

|f (t,ua(t), D™y (t), ..., D ua(t)) — f (t, ua(t), D™ ua(t), ..., D" qu2( )

<L ‘f (U17D”1u1, .. .,D"flul) —f (UQ,Dn1UQ, B ‘7anu2)| > (3210)

ou L étant la constante de Lipschitz. Pour illustrer les concepts de base de la
HPM pour I’équation aux dérivée partielle fractionnaire (3.2.8) avec les conditions
initiales (3.2.9), nous construisons ’homotopie de (3.2.8) comme suit

(1-— p)thau(x, t)+p (aCDtau(m, t) — f(t,u(t), D" u(t), D"?u(t),..., D" u(t)) =0
(3.2.11)
ou bien

“Du(t,x) = p (f (t,u(t), D™ u(t), D"u(t), ..., D"u(t)) (3.2.12)

En remplagant (2.2.20) dans (3.2.12) et en identifiant les coéfficients des différents
monoémes en p, on obtient les équations suivantes

f(t Uo( ), D™ ug(t), D™ ug(t), . .., D"ug(t))
= f(t,wi(t), D" ui(t), D uy(t), ..., D"uy(t))
= f(t,up—1(t), D" uy_1(1), D"Qun 1(t), ..., D™y, (t)

(3.2.13)
Utilisons l'opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville /%, qui est 'opé-
rateur inverse de la dérivée de Caputo ¢ D@ sur les deux cotés de (3.2.13),
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les premieres termes de la solution sont donnés par

uy(z,t) = [; (f (t,uo(t), D™ ug(t), D™ug(t), ..., D™ug(t)))
I ( >Dn2u1(t)7"'7anu1(t))) (3.2.14)

La solution de (3.2.8) sous forme de série est donnée par
uw(z,t) = up(z,t) + uy(z,t) + ug(z, t) + ug(z,t) + - - - (3.2.15)

Soit (C[0,T],]].]]) 'espace de Banach des fonctions continues sur [0,7] avec la
norme

IF (O = max [f(t)] (3.2.16)

Vte[0,T7]

Théoréme 3.2.1 Si f satisfait la condition de Lipschitz (3.2.10), alors le pro-
bleme (3.2.8) admet une solution unique u(x,t), pour tout 0 < v < 1.

Démonstration. voir|16] O

Théoréme 3.2.2 Soient u,(x,t) et u(x,t) définies dans I'espace de Banach
(C10,TY, |I) Alors, la solution sous forme de série >~ | u,(x, t) définie dans (3.2.15)
converge vers la solution de (3.2.8), 51 0 < vy < 1.

Démonstration. voir|16] O

Théoréme 3.2.3 L’estimation de l'erreur de la solution en série (3.2.15)
du probléme (3.2.8).

m m+1
wat) =S o) < s o)l
Démonstration. voir|16] O
Exemple 3.2.1. On considére l’équation suivante
u +ut=0, t>0, teQetul0)=1, (3.2.17)
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La solution exacte de cette équation est

1
t)=——. 3.2.18
ult) = (3.2.13)
Selon la méthode HPM, on peut construire [’homotopie suivante :
U:Qx[0,1] >R
(1—p) (v —uy)+p (' +20*) =0, pe[0,1],t e (3.2.19)

Les solutions de l’équation (3.2.17), peuvent étre écrites sous forme de série
v =1vy+pvy +pva+... (3.2.20)
En remplacant (3.2.20) dans (3.2.19) et identifiant les termes avec ceux de mémes
puissances de p, on obtient
P’ vy = up,
ptiv) = —upy —v3, v1(0) =0, (3.2.21)

p? vy = —2uvy, v2(0) = 0.

Par conséquent, les premieres composants de la solution sont données par

0

p vy =1,
ptiv = —t,
PP vy = 2, (3.2.22)
Done, la solution de (3.2.17) est
u:lin}vzvo+vl—|—v2+...:1—t—|—t2+... (3.2.23)
p—
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0.95-
0.9 " .

O.H5- B
0.8 %

nz 5.— s
0.7 ke

b
0.65 e

FIGURE 3.2.1 — (Bleu) : La solution exacte (3.2.18); (Rouge) : La solution numé-
rique (3.2.23)

Exemple 3.2.2. On considere l'équation différentielle partielle d’ordre fraction-
naire suivante [10]

0w Ou  O*u 1
— = B eER X |0, = 3.2.24
ot +u@;z: Ox? (z,%) % [ 2) ( )
u(z,0) = 2z. (3.2.25)
La solution exacte dans le cas particulier o = 1 est donnée par
2z
t) = . 3.2.26
Selon la méthode HPM, on construit [’homotopie suivante
(1—p) (°Dfu =€ Diug) = p (uge — uuy = Diu) (3.2.27)
ot
“Diu—% Difug = p (Uze — uu, — D) . (3.2.28)

En substituant (2.2.9) dans (3.2.28) et identifiant les termes avec ceux de mémes
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puissances de p, on obtient les équations suivantes
p°:© D%y =0
C na «a
p Diuy = ugpe — ugtioz — cDfug
. Cna,, _
]9 : Di'ug = U120 — U1ty — UgUig
p

C
Dtau?) = Uggy — U2Upy — ULULy — UoU2g
(3.2.29)

i . C na
P Difu; = (ui—1),, Eu]uljl

Par utilisation de opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville [* sur les deux
cotés de (3.2.29), on obtient

up(z,t) = 2x
—4xt®
uy(z,t) = Tat1)
16zt
ug(z,t) = m (3.2.30)
— 16t (2a + 1)
t) = 4
Ul ) = T 1) ( " ar

Draprés t < 3,0 <y < 1,a =1, et selon le théoréme 3.2.2, nous avons
4ot

a+1)’

LTI (3.2.31)
MNa+1)

< ( ) ol = ol

51— sofl = H

|52 = soll < |ls2 — s1ll + [ls1 — sol|

16:ct°‘ —4:ct°‘
204 +1 a + 1
—2xt®

H Sxta ’ ‘ (3.2.32)

) T
<4(; ) ||2x|r =2 o]
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83 = s1l| < |ls3 — s2|| + [[s2 — su|
—16xt3> 2a + 162t
3a+1 2a—|—1
—8t3°‘ (2
4 + ““—4_
I(3a+1) [ (a +

<48 (—) 2] = * ol

Par conséquent, limy, ;00 ||Sn — Sl < limyoo 7™ ||uo|| = 0; done, s, est une
suite de Cauchy. La solution approchee sous forme de série est

gio || (3.2.33)
>r<T+1>H

u(z,t) = uo(x,t) + ui(x, t) + ua(z, t) + ug(z,t) + - -
4xt™ 16" 16zt < I(2a + 1)) (3.2.34)

=2 T Platl)  TRa+l) TBatl) 2(a+1)

3.3 L’équation de Cahn-Hilliard fractionnaire

L’équation de Cahn-Hilliard est liée a un certain nombre de phénomeénes phy-
siques intéressants comme celui de la séparation de phase et de la dynamique
de commande de phase (voir : [7],[13],[15] ). L’équation n’é¢tant pas facile a ré-
soudre nous appliquons dans cette section la méthode HPM pour sa résolution
dans les cas fractionnaires temporels et spaciaux. La résolution de I’équation de
Cahn-Hilliard par cette méthode réduit les difficultés de calcul par rapport a ’al-
gorithme de décomposition d’Adomian (ADM) (voir [§] ) .

Dans le cas entier, I’équation de Cahn-Hilliard définie par

Uy = yu, + 6u (ugc)2 + (3u2 — 1) Upe — Upgass (3.3.1)

et dans le cas fractionnaire, elle s’écrit

0<a<l

0<B<1 (3.3.2)

2
CD?u = 'chfu + 6u (CDfu> + (3u2 - 1) Upr — Ugprs) {
A présent, nous utilisons la méthode HPM ([5], [14]) pour obtenir les solutions
numeériques de Iéquation (3.3.2). Dans le cas particulier v = 1, nous obtenons

par la formule (3.2.2) I’équation
Ou _ ) 19% e pBy 1 6u (CDB ) + (3u% = 1) gy — Usgww —C Du|.  (3.3.3)

Nous allons résoudre numériquement I’équation (3.3.2) en séparant le cas tem-
porel du cas spécial.
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3.3.1 Résolution numérique de I’équation de Cahn-Hilliard
fractionnaire temporelle

Pour 8 = 1, nous obtenons I’équation de Cahn-Hilliard fractionnaire tempo-
relle [6]

CDfu = uy + 6u () + (3u® — 1) Usw — U (3.3.4)

avec la condition initiale u(z,0) = g(z) = tanh (*/751’) . La solution exacte de
(3.3.4) pour a =1 est

u(z,t) = tanh (g(x + t)) : (3.3.5)

La transformée homotopique de (3.3.4) est définie comme suit

ou ou
ot

E =p |5 T us+6u (ux)z + (3u2 - 1) Ury — Ugzzx —c D?u:| . (3'3'6)
En tenant compte de u = ug + pu; + p*us + . .. et la condition initiale

u(x,0) = tanh (%%") dans (3.3.6), il vient par identification avec les termes de

mémes puissances de p :

PO tug = g(x),
0 0

phe 22 O ), 4 B (0),)? + (38— 1) (00) — (00) s — (D).
0 0

p2 : % = % + (u1)x + 6uq ((uo)m)Q + 6uguq (uo):m + (3u(2) — 1) (ul)m

+ 12ug (uo)m (ul)x - (ul)mmzx - (C‘Dtaul) ’
P = o+ (), + 6us (w0),)” + Guoun (un),, + (3ug — 1) (),
+ 12uy (ug), (u1), + (u2), + 6ug (2 (uo), (u2),

+ ((u1),)?) + (6ugus + 3uf) (u0) gy — (U2) 44pe — (“Dfus)

La résolution de ces équations donne
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uo(z,t) = tanh [?w] ,

et~ tsec}i/i\%r’

T 2 T —a
o= e[ )
o= B2 ([ 1Y ] 2]

0 (2 e[ (e []) )
, 4
sech | % —a 2 _2a
S ]2 (e ) e

Les premieres termes de la solution de (3.3.4) sont déterminés comme suit Cas
a=1:

uo(x,t) = tanh [—x] :

wi(2,t) = o
ug(x,t) = L et [%] tanh {%} ,
o V3t (2 (seeh [2])" =3 (sech [ 5] )4)

4

Nous concluons que dans ce cas (aw = 1), la série de solution des quatre premieres
termes de (3.3.4) est déterminée par

u(z,t) = up(z,t) +ur(z,t) + ug(z,t) + ug(z,t)

2
tsech [i] £2 2
u(z,t) = tanh [—x + B S B {i} tanh {i]

2 V2 2 V2 V2
v (2 (st [35])" =3 (san [35]) )
4 .
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Casav =1/2
Dans ce cas : en remplagant a = 1/2; on obtient

2
uo(x,t) = tanh CRdk

2
t sech [i]
V2
uy(7,t) = —————,
V2
N 2
t(sec [iD 2 2
V2 t x x
us(2,t) = — — [ sech | — tanh | —
2
—0.3761263891.v/26%/2 ( sech | =
V2

FIGURE 3.3.1 — ( Gauche ) : La solution exacte de (3.3.4); (Milieu) : La solution
approzimative de (3.3.4) pour o = 1/2; (Droite) : La solution approzimative de
(3.3.4) pour a =1
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3.3.2 Résolution numérique de I’équation de Cahn-Hilliard
fractionnaire spaciale

Pour oo = 1, nous obtenons I'équation fractionnaire spaciale de la forme [6]
¢ Dfu + 6u <0D5u>2 + (3u2 — 1) Ugr — Ugzez; 0 < B < 1,2, >0. (3.3.7)
On prend la condition initiale
u(z,0) = g(z) = 22, (3.3.8)

(ce chois est fait pour éviter les difficultés de calcul de la differenciation fraction-
naire). La transformée homotopique de (3.3.7) est construite comme suit
Ou
ot

Similairement au cas temporel avec la condition initiale u(x,0) = g(x) = 22, nous
obtenons

—p |“Diu+ 6u (“DIu)” + (34 = 1) ey — tgea | (3.3.9)

po tup = g(w)
ou,  0%u Pug 0w 0up\”
1 Ou 0 2 0 0 0
P =58 (3 (uo)” — 1) 0z2 Ot Gug ((%B) ’
ou 0*u 0*u
g Ouz 2 0
e 2 (3 )~ 1) 2 g 2
+ 12 Pug\ 0wy 9P ug ? 9%uy . 'y
Y\ 928 ) oz TP\ 98 oxh Ot
Ous 0%uy 0u, d%ug
p3 . W _ (3 (U0)2 1) 5 + 6ug] —— 92 <6UOU2 + 3 (U1)2) 5.3

2
+

*uy Puy\ 0Puy 9Puy
Ot bt <2(6x/3) 0zh * (8x5>
85u1 OBUQ 8611,2
oxP oxP’

La résolution de ces équations donne
2
uo(x,t) = a7,

uy(z,t) = 2t (—1+ 3z*),
2t (—3m + 4y/ma/? 4 9rat 4 642°)

3 '
Par conséquent, la solution de I'équation (3.3.7) est donnée par

Cas p=1:

UQ(LU, t) =

u(z,t) = x® + 2t (=1 + 3z*) + 24 (=3¢% — 2t%2” + 6t°2°)
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Lorsque = 1/2, on obtient les termes suivants

uo(z,t) = 22,
2t (—3m + 4y/723/% + 9rat 4 642°)

up(z,t) = gy ,
—28357%/% — 756073/ 202 — 2721607 %25/2 La so-
2 —9676800mz7/% + 3780722 7/2 — 1814407229/2
ug(z,t) = T —18950407x1/2 4 11329273/226

+542720+/7x" + 12096073/227
+544320m2217/2 4+ 76170247 219/2 4 13926400221/2
lution approximative de (3.3.7) est illustrée dans la figure 3.2.2

FIGURE 3.3.2 — (Gauche) : La solution approzimative de (3.3.7) pour 5 = 1;
(Droite) : La solution approzimative de (3.3.7) pour f=1/2 .

3.4 L’équation de Fisher fractionnaire

Dans cette section, nous étudions la résolution numeérique de I’équation de
Fisher fractionnaire temporelle et spaciale [12]

“Dou =% DPu+~yu(l —u), 0<a<1,1<B<2, (3.4.1)
o o) o?
Cna,, __ CnB,, _
DtU——ata, Dtu_(()tﬁ'

Pour le casar = 1 et 5 = 2, 'équation (3.4.1) devient

Up = Uz + yu(l — u). (3.4.2)
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Cette équation a été proposée par Fisher [12]. L’équation de Fisher est trés
utilisée dans les procédés physiques. elle c¢’était distinguée jusqu a 1979 par 'ab-
sence d’une solution analytique. Cependent, une solution particuliére de 1’équa-
tion (3.4.2) a été trouvée par Ablowitz et Zeppetella [1]. Elle est donnée par

2

u(z,t) = : (3.4.3)

Cette équation est trés connue dans la chimie, elle représente la concentra-
tion du réactif etla constante v caractérise la vitesse de la réaction chimique.

Dans ce qui suit, nous appliquons la méthode HPM modifiee (Algorithme
de Momani et al.) pour obtenir des solutions analytiques approchées de I’équation
de Fisher fractionnaire temporelle. Nous utilisons la méthode HPM pour résoudre
I’équation de Fisher dans le cas fractionnaire spacial.

3.4.1 Reésolution numérique de I’équation de Fisher frac-
tionnaire temporelle

Pour 8 = 2, nous obtenons ’équation de Fisher fractionnaire temporelle
“Du = gy +yu(l —u), 0<a<l, (3.4.4)

avec la condition initiale u(z,0) = f(x). D’aprés I'équation (3.2.3), 'homotopie
de I’équation (3.4.4) peut étre construite comme suit

ou ou
5 =P % + U + yu — yu? =% Dy (3.4.5)

Similairement & ce qui a été fait dans le paragraphe 3.2.1, nous obtenons le
systéme d’équations aux dérivées partielles

0. 9ug _
pl ‘ (9a_t _ 87 2_C
p 3%:ﬁ+1€0m+7uo—7uo— Dtau[b
p2 : a@% = % T Uige + YU — 7 <2UQU1) —¢ Dtaub (346)
PPl =8 oy 4 yus — v (2uous + ul) —C Dffus,

avec les conditions suivantes

uol,0) = £(x), (3.4.7)
ui(z,0) =0 for i=1,2,... (3.4.8)
Cas 1: pour v = 1, I’'équation (3.4.4) devient

“Du = upp +u(l —u), 0<a<l, (3.4.9)
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avec la condition initiale

uo(x,0) = . (3.4.10)

L’utilisation de la condition initiale (3.4.10) avec la résolution des équations
(3.4.6) donnent

uo(x,t) = A
ui(z,t) = A1 = At
t2 t2—o¢
t2 t3
ug(®,t) = M1 = Nt 4201 = A)(1 = 20) 7 + A1 = A) (1 —6X+6X%) 3
t27a 't372a ' t37o<
(3.4.11)
Les quatre premieres termes de la solution de I’équation (3.4.9) sont donnés par
t2 t3
u(@, £) =X+ 3A(1 = A)t 4 3A(1 = A)(1 = 20) 55 + A(L = A) (1 —6X+6A?) 3
2—« t?;—Qa .tS—Oc
(3.4.12)

En remplacant par o = 1, nous obtenons la méme solution approximative
de I'’équation aux dérivées partielles non linéaires de Fisher obtenue par Matinfar
et al. dans [12] qui s’exprime comme suit

t2 t3

w(z,t) = A+ A1 =Nt + A1 -1 —2>\)§+)\(1 — ) (1—6X+6X%) ETR
B el
Y
(3.4.13)
Cas 2 : pour v = 6, 'équation (3.4.4) devient
DU = gy +6u(l —u), 0<a<l, (3.4.14)
avec la condition initiale .
u(z,0) = —. 3.4.15
©0 = 7 o (34.15)

L’utilisation de la condition initiale (3.4.15) avec la résolution des équation
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(3.4.6) donnent

1
U(](i]f,t) = T 2
(1+e7)
1 x
we )=
(1+e7)
(i t) = 10e* 50e” (2¢" — 1) #* 10e”  t*@
YT At er)? (1te) 20 (1+e0)’TB-a)
uale,t) = 20 506" (2" — 1)1 250¢" (4 — 77 1) £
_20e” 2o N 10e” 372 50e” (2¢* — 1) 3@
(1+er)’TB—a) (1+e)’T'(4—-20) (1+en)t TMA—-a)
(3.4.16)
Les quatre premieres termes de la solution de I’équation (3.4.14) sont donnés par
1 30e” 100e® (2¢* — 1) 12 250e” (4 — Te™ + 1) 3
(I+e%)*  (1+4e%) (1+e?) ! (1+e%) !
30" 2 N 10e® 32 50e” (2¢* — 1) 3«
(1+e*)*’TB—a) (1+e*)*T(4—-2a) (1+en)t T(A—-a)
(3.4.17)
En remplacant par a = 1, on trouve
1 10e” 50e” (2 — 1) t2 250" (4€** — Te* + 1) 3
U(I,t): x2+ a:3t+ z\4 5—'_ z\4 g
(1+e%) (1+e%) (1+e?) ! (1+e%) !
- 1
(1 +6x75t)2'
(3.4.18)
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FIGURE 3.4.1 — (Gauche) : La solution exacte de (3.4.14) — (3.3.15); (Droite) :
La solution approzimative de (3.4.14) — (3.4.15) avec quatre termes pour a = 1

FIGURE 3.4.2 — (Gauche) : La solution approzimative de (3.4.14) — (3.4.15) pour
a = 0.5; ( Droite ) : La solution approzimative de (3.4.14) —(3.4.15) pour a = 0.9.

3.4.2 Résolution numérique de I’équation de Fisher frac-
tionnaire spaciale

Maintenant, nous considérons ’équation de Fisher fractionnaire spaciale de la

forme
u, =° Dfum +yu(l —u), 1<p<2, (3.4.19)

avec la condition initiale
u(z,0) = 2. (3.4.20)

Selon la méthode HPM, nous construisons ’homotopie suivante

Uy — Vg + P [—CDf —u(l —u)+ U()t] , 1< pB<2, (3.4.21)
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ou p € [0;1],v9 = u(z;0) = x

2 et v = 1 Similairement au cas temporel, nous

obtenons le systéme d’équations différentielles

po o — Vot

pt: % =C DfquruO—u%—UOt

p? 1 22 =C DBy +uy — 2upuy

P 28 =C DBuy +uy — (2ugus + u?) (3.4.22)

p" % =% DBuy 1 + tpy — (Z?;ol uiun—i—l) , n=l,
avec les conditions suivantes

uo(z,0) = 2%, u;(2,0) =0 pour i=1,2,... (3.4.23)

En utilisant les conditions initiales (3.4.22) avec la résolution des équations (3.4.23)
donnent
’LL()(I‘, = z?

t)
up(z,t)
ug(z,t)

(z,1)

T
t
(a2x2*25 + ang*B + a4:c4*ﬁ + 2% =32 + 2356) —

t
a5x2_35 + a6x2_25 + a7:L‘2_B + CLSZE4_2B + CL10336_B + 2?2 — 62t + 102 — 51‘8) 20

a1x2_5 +22 - 934) t

2

2!
3

3!

(3.4.24)
ou
2 2 4 24 4 2
CETE=R) T TE=28) P T TB=8) " T6-8 TB-p5) " T(3-35)
6 6 24 AT (5 — B) 4
CETE—28) " T TE =) T T(3-28) TB-AI(-28) T2(3-45)
a9 — 96 16 6! 48 12

T6-5) TG/ T TT-p TT-p TB_A

Pour p = 1, nous avons la solution pour ug, u, us, U3

u(z,t) =2* + (2”7 +2* —a')t

+ (agw%w + a3x2’f8 + a4x4’B + 22 -3zt + 2:U6) —
+ (CL5ZE'2_3B + CL6£L’2_2B + CL7.T2_6 + G8I4_2B + CLgZLA_

t
+ a2 P + 2% — 62 +102° — 52%)

t

2
2! (3.4.25)

3

3!
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Cas 1 : Pour § = 2, la solution devient

4 8 104 t?
u(z,t) = 2> + <$é + 22 — :v4) t+ (ajé N x3 — 32t + 2x6> —

N Jr 5T 21

12 1 397+ 16 5 416 s 4 7328 o 6 g\ t3
<ﬁm2 —fm+w _ﬁaﬁ — 62~ + 105ﬁm2 + 10z° — 5x 3
(3.4.26)

De la méme maniére, nous pouvons obtenir la solution approchée d’ordre supé-
rieur de I'équation (3.4.18) en utilisant les formules d’itération (3.4.23) et Maple.

FIGURE 3.4.3 — (Gauche) : La solution approzimative de (3.4.19) — (3.4.20) pour
a = 0.5; ( Droite ) : La solution approzimative de (3.4.19) —(3.4.20) pour a = 0.9.
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Conclusion

Dans ce travail deux methodes numériques ont été utilisées pour résoudre
quelque problémes de Couchy sur les EDO. Les résultats obtenus montrent la
fiabilité et I'importunce de la méthode ADM. En revandre la méthode HPM
appliqueé ause équation de Fisher et Cahn-Hilliard fractionnaire montre 1’éffacitée
de cette méthode pour le résolution des équations différentielles fractionnaires.
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