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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse aux opérateurs de composition, qui sont
définis par Ty(g) := fog, sur les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-
Triebel & valeurs dans R¥. Pour caractériser ces fonctions, on établit que le
gradient de f appartient localement uniformément a Eg’_ql(Rk) = B;;]l(Rk)
ou F;’gl(]Rk) est une condition nécessaire, quand l’ordre de régularité vérifie
s = % > 1 et si £ < n. Ce travail se termine par une étude de la régularité

de I'opérateur 7'y dans certains espace de Besov.
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Abstract

In this memory we look at the composition operators, which are difi-
ned by Ty(g) = f o g, on Besov spaces and spaces of Lizorkin-Triebel in
R. To characterize these functions, it establishes that the gradient of f lo-
cally uniformly belongs toEs '(R*) = B5 '(RF) ou F$_1(R") is a necessary
condition, when the order of regularity checks s = % > 1 and if £ < n.
This work concludes with a study of the regularity of the operator 7% in
some Besov space.

Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, composition operators.
2010 Mathematics Subject Classification : 46E35, 47TH30.
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Introduction

Nous considérons le calcul symbolique pour les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel
a valeurs vectorielles Bs (R",R*) et F3 (R",R¥), avec p,q € [1,+00] dans le cas de
I'espace de Besov, ¢ € [1,+00] et p € [1, 400 dans le cas de 'espace de Lizorkin-Triebel.
Nous posons E5 (R, RF) := Bs (R",R*) ou F3 (R",R¥), quand il n’y a pas besoin de
distinguer les espaces B et F.

Il est bien connu que la condition de Lipschitz, locale ou globale suivant que I’espace
Es (R") se plonge ou non dans L., (R") est nécessaire, et la condition d’appartenance
lacale au méme espace l'est aussi pour k£ < n voir [15],[18] et [8]. On sait que le calcul
fonctionnel est trivial dans la zone 1 + % < s <%, voir [12], [14] et [8].

Dans un article précédent [8], on a étudié que les fonctions qui opérent, par composition
a gauche, sur 'epace E;q(R”, R¥), pour tout s > 0. Nous nous proposition de revenir sur
ces résultats, avec I'objectif : montrer que la condition queV f appartienne a E5 ! (R*, R¥)
localement uniformément est nécessaire, quand 'ordre de régularité vérifie s = % > 1.

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 1. Soient s = % > 1 et q>1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-
Triebel, 1 < k < n, k etn entier, et f : R* — R. Si Ty enwoie Ej (R™,R¥) dans ES (R"),

alors 0, f appartient a E;;l(Rk) localement uniformément, pour tou j =1,...., k.



Notations

e D(R) est 'espace des fonctions C*°(R) & support compact.
e D'(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distribution sur R.

e S(R) est l'espace de schwartz des fonctions C*°(R) a décroissance rapide sur R

(autremen dit : V& > 0, lim|;) 400 |2]¥]¢/(z)| = 0).
e S'(R) est I'espaces des distributions tempérées sur R.
e Si f € S(R) sa transformée de Fourier est :
f(&) = [ flare<da,

et sa transformée de Fourier inverse est :
FUAE = 5 [ fa)e=Sd
21 JR

e Nous notons Ty 'opérateur de composition, défini par T¢(g) = f o g.

e Pour une distribution f définie sur R et a € R, on définit 'opérateur de translation

par (1,.f)(z) = f(x — h), Vz € R.

e Pour une distribution f définie sur R, on définit 'opérateur de différence finie par

Apf=10f— T

e Soient f, g deux fonctions intégrables alors :

(f*xg)(x) = Jg f(x —y)g(y)dy est appelée produit de convolution de f et g.
e Si F est un espace topologique, on note clg(A) la fermetuer d'un sou-ensemble A.

e On note Z,, , g 'ensemble des triplets (s, p, ¢) vérifiant s > 14 (1/p).



Notations 3

e nous notons g(D) l'opérateur pseudodifférentiel de symbole g, défini sur les distri-

butions tempérées par

g(DYf = gf, VfeS(R).

e Q={|r—a| <r z &R} intervalle fermé de centre a et de rayon r.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles qu’on va utiliser dans la suite

a savoir 'espace de Besov, 'espace de Lizorkin-Treibel, opérateurs de différence finis et

on termine par quelques inégalités de Base.

1.1 Série de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley
Soit ¢ € S(R), telle que :
Losuppp C{r e R: 27" < |z < 2},
2. ¢(x) >0 pour 27! < |z| <2
3. ez #(2772) =1 pour z € R\ {0}.

On pose
U(a) =1-3 ¢(2 "),
k=1

on obtient une fonction ¢» € C*°(R) telle que suppyp C {x € R: |z| < 2}

alors pour tout z € R on a :

Y(z) + i p(27 ) = 1.
k=1

(1.1)
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La relation (1,1) converge dans S(R) est appellée la partition de l'unité.

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution :

S'(R) — C*(R)
o= (@Quf)() = (F (o2 2) + f)(z),  (k>1),
®;: S'(R) — C™(R)
fo— (@)(@) = (F'@27x)* f)z),  (>0),
avec Qg = Py.

Ecrivons la relation (1.1) au point 27z, alors
PRt + 3 6@ = 1.
j=k+1
En multipliant par f donc

A

Fe S einf=7. (1.2)

j=k+1

En appliquant L’application F~! sur (1,2), on obtient

*w

FruE )+ 3 Fee)

j=k+1

) =1,

Dpf4+ >, Qif =T (1.3)

j=k+1
Pour k=0
Quf +>_Q;f =1,

=1
alors

f= i@jf-
=0

On remplace f dans (1,3), on trouve alors :

Of+ > Qif = Zij, (1.4)

j=k+1

Ouf = X Qif. (1.5)

]:
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Remarque 1.1.1. On peut construire la série de L’ittlwood-paley :
Soit ¢ € D(R), telle que 0 < p(z) <1, et :
1 si |z| <1
p(r) =
0 si |z|>3.
On pose V(z) = p(x) — ¢(2x), alors
i) Sher W@ F) =1, 740,
i) p(z) + 32, Y2 ) =1, z€R,
et

< |z <2}.

N | —

supp¥ C {xr e R:

Définition des espaces localisés

Nous utiliserons des fonctions de D(R). Soient ¢, ¢ et x des fonctions de classe C*°,
telles que supp ¢ C [0, 3], suppx C [0, R], (R > 1), et ¢ portée par la couronne

1 < |€] < 3 telles que
1 d
A&+ [0t =1, (€er),
Y x(z—k)=1, (z€R).
keZ

Nous notons ¢;(§) = ¢(t€) et v (§) = p(t&) pour (t > 0,£ € R).

Définition 1.1.1. Soit E C D'(R) un espace de Banach. On définit l’espace (E)ep (1 <

r < o0) comme 'ensemble des distributions tempérées a valeurs dans C vérifiant

1l = Q2 Nmx) NI < +oo. (1.6)

kEZ

E sera Uespace de Besov B, (R). L’expression définie en (1.6) présente une norme sur

(E)er pour 1 <r < oo, et une semi-norme pour 0 < r < 1.

1.2 Définition et propriétés des espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel

Espace de Besov

Définition 1.2.1. Soient s € R et p,q €]0,+00], l'espace de Besov noté B, (R) est
Uensemble des f € S'(R) telle que || f|

; < 00, 0U
B @) '
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- (3520 2| Quf |7, pour g # oo,

B;,q(R):
sukaOQSkHQkap, pour g = oo.

Proposition 1.2.1. i) By (R) est un espace quasi-Banach (espace de Banach si
min(p,q) > 1).

i1) Soient py < p et s — p% =5 — ]% alors

S0 s
Bpaq = BP:‘I'

Espace de Lizorkin-Triebel

Définition 1.2.2. Soit s € R, 0 < p < oo et 0 < q < o0, l'espace de Lizorkin-Triebel,
noté Fy (R) est l'ensemble des f € S'(R) telle que :

£l 5, ) < 00,

ot

I/ 132 25| Qu f19) 7 ||y pour g # oo,

Fs (R)=
HsupkEOQSk‘Qkf‘“pa pour ¢ = 0.

Définition 1.2.3. Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans D'(R) est un
sous espace vectoriel E de D'(R) muni d’une norme compléte | — ||g telle que l'injection

canonique E — D'(R) soit continue.

Définition 1.2.4. Soit E un E.B.D. On dit qu’une distribution g est un multiplicateur
de E (on note g € M(E)), s’il existe ¢ > 0, tel que pour tout f € C*NE, on ait gf € E

et |gflle < ¢l flle.
On munit M(E) de la norme
Igllarcmy = sup{llgflle - feC®NE,|flle=1}

Définition 1.2.5. [’espace de Sobolev W™ (E) d’ordre m de base E, ou E est un E.B.D.,
définie par
W™E)={feDR):D*feE, |a<m}.

W™(E) est un E.B.D. pour la norme

£ llwmey = > I1D*flle-

|laj<m
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1.3 Opérateure de différences finis

Proposition 1.3.1. Soient f € S'(R) et x,h € R et m € N, lopérateur de différences

finis est noté par A} telle que

AT S(a) = Y CA(-1Hf(o + (m — b)),

ol

Ko m!
Cn = kl(m — k)’

Proposition 1.3.2. Soint ¢ un entier, 0 < s < {,q € [l,4+o0] et 1 < p < oo.

Alors l'espace de Besov B (R) est l'ensemble des distributions tempérées f vérifiant
a/p gp

1/q
1f1l5; ) = [Lf ]I, + (fR (W79 (] A, f(@)lPde) h|> < Foo,

pourl < p < oo, alors l'espace de Lizorkin-Triebel F; (R) est ’ensemble

des distributions tempérées f vérifiant

th)l/q

1] <

< +00.
P

= 1+ | (13 18 () pan)

Les espaces By (R) et F; (R) ne dépendent pas de lentier £ car { > s.

Proposition 1.3.3. Soit s > 0, alors une distribution [ appartient a B;’q(]R) si et

seulement si f € L,(R) et f € By M(R). De plus Uexpression

£l + 1]

Byd' (R)’
est une norme équivalente dans B, (R).

Proposition 1.3.4. Soient { un entier et 0 < s < £, alors ’expression

I+ ([ (efityrdtye

ts t

est une norme équivalente dans B, (R).

1.4 Plongements dans B, (R)et I} (R)

Proposition 1.4.1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) C5(R) = BS, (R), sis€RT\N,
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i) Ly(R) = F),(R), sil1 <p < oo,
iii) BS (R)=F5 (R), sil<p<oo,s€cR,

w) W'(R) = FJ5(R), sil<p<oo, meN.

1.5 Inégalités de Base

Notation 1.5.1. Soit 1 < p < 00, on désigne par q ’exposant conjugué de p, ie %4—% =1.

Inégalité de Young

Proposition 1.5.1. [19] Soient 1 < p < oo et a,b > 0. Alors

al?  b?
ab < — + —.
p q

Démonstration. La fonction log est concave. Donc Va,b > 0

Poobl log(a”)  log(b?
log (j} + ) > og(a”) + og(%") = log(ab).

q p q
D’ou
a? b
ab < — + —.
p q
[
Inégalité de Holder
Proposition 1.5.2. [19] Soient f € LP(Q) et g € LU(Q) avec 1 < p < 0.
Alors f-g € L'(Q) e,
[ 1£9ldz < 11£ 1L lgll (17)

Démonstration. 1. Si p =1 et p = oo la conclusion est évidente.

2. 511 < p < oo:dapres l'inégalité de young, on a :

F@)llg(@)] < ;If(w)\p " ;|g<x>|q ppsur Q.

Il en résulte que fg € LY(Q) et que :

[ \ralds < 5@+l
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On remplace f par Af(A > 0) il vient :
de < X+ gl 1.8
< — . .
otz < =171 + 5ol (18)
On choisit A = | f[;" 1l
De maniére a minimiser le membre a droite das (1.8), on obtient alors
| 1£gldz < 11£1, gl
[

Inégalité de Monkowski

Proposition 1.5.3. Soient p €]1,00[ Alors pour toute fonctions mesurables f,g: Q — R

on a

1+ gllp < [1£1lp + llgllp-

Démonstration. En utilisant (1.7), on obtient

IF+gly = [1f+glPda < [ 1f +gl"(1f1 + lgl)da

< ([ 1 +gPan) o[ |7Pdn) 4 ([ lglPda)7y.

Cette inégalité implique immédiatement le résultat cherché.



Chapitre 2

Une propriété de composition dans

I’espace de Besov critique

Le deuxiéme chapitre est consacré a une préparation sur la localisation d’un espace de

distribution, et démontrons le théoreme 1 dans le cas de Besov.

2.1 Rappel

Lemme 2.1.1. [8] Soient s > 0, f: R — R, une fonction s’annulant a Uorigine telle que
Ty envoie By (R) dans By (R). Alors il existe des nombres M > 0 et § > 0 tels que

["implication

lgll <0 = |fogllps . ® <M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q).

1

5 et q > 1 dans

Proposition 2.1.1. Soit s > 0, et f: R — R tel que s < ;17 ou s=
le cas de Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel. Si Ty envoie E; (R) dans B; (R),

alors f est Lipschtzienne.

2.2 Localisation d’un espace de distribution

Localisation

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans D’(R) est un sous-espace vectoriel

E de D'(R) muni d’une norme compleéte || — || g telle que I'injection canonique £ — D'(R)

11
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soit continue. On dit que l'espace E est un D(R)—module si ¢f € E pour tout ¢ € D(R)
et tout f € F.

Définition 2.2.1. Si E est un espace de distributions dans R, on appelle E,. [’ensemble

des distributions f € D'(R) telle que ¢ f € E pour tout ¢ € D(R).

Proposition 2.2.1. Soit E un E.B.D.. Si E un D(R)—module, alors l’opérateur linéaire
fr+—— of est borné sur E, pour tout ¢ € D(R).
Sous les hypothéses de la proposition (2.2.1), on posera

lellarce) = supfllofle: e E |flle =1}

Proposition 2.2.2. Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R)—module et si f € D'(R), alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

Z) f € B,

ii) il existe une fonction positive non nulle oo € D(R) telle que (T,00)f € E pour tout
a € R.

it1) Pour tout a € R, il existe un intervale ouvert I contenante a et g € E

tels que gl; = f11.

Démonstration. On commence par démontrer que ((7) = (ii)) ou :
Si f € B alors of € E,Vp € D(R).
On a 7,0 € D(R),V¢ € D(R),Va € R, donc dp € D(R) positive telle que

(TaSOO)f € E.

Démontrons maintenant que la propriéte (ii) qui est : il existe une fonction positive non
nulle py € D(R) telle que (7,p0)f € E pour tout a € R, implique la propriété (izi).
Sopposons que la condition (77) est satisfaite. On peut donc supposer que @y ne s’annule
pas sur un intervale ouvert I dans R.
Soit ¥ € D(R) telle que

suppy C 1

Y(z) =1 sur /2.
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Alors 1) = Opg, pour une certaine fonction 6 € D(R).
On a 7,00 € D(R), d’aprés (it) (1.0)f € E, et on a 7,90(x) = 1 sur (I/2) + a, donc

(ra)f = [ sur (1/2) +a.

On obtient donc la propriété (ii).
Démontrons maintenant que la propriété (ii) qui est : pour tout a € R, il existe un
intervale ouvert I contenante a et g € E tels que g|; = f|;, implique la proptiété (7).
Sopposons que f a la propriété (iii) et considérons ¢ € D(R). Par la compacité du
support de ¢, il existe des intervales I; =|z;,7;[ et des distributions g; € E, pour tout
jg=1,--- N, telles que g; et f ont la méme restriction a |z;,r;[, et telles que

N

supp ¢ C U I;.

j=1

Par compacité, il existe £ €]0, min(ry,--- ,ry)| tel que

N
supp ¢ C | J]aj,r; —el.
j=1

Il existe des fonctions ¢); € D(R) telles que 0 < v¢; < 1, ¢;(z) = 1 sur |z;,r; — €[, et
supppj Clz;,r;[. Comme la fonction Zj-vzl 1; ne s’annule pas sur le support de ¢, il existe

0 € D(R) telle que

N

o = 0> U
j=1
N

fo = Y 0y;f

j=1
N
fo = Z:Q%QJ‘GE-

Localisation uniforme

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si 7,f € E et ||7.f||lz = || f||&
pour tout f € E et tout a € R. De plus si E est un D(R)- module, nous avons la propriété

suivante :

|Ta®l| ) = |0llarey Ve € D(R) Va €R. (2.1)
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Proposition 2.2.3. Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R)-module isométriquement inva-
riant par trannslation, on dit qu’une distribution f appartient localement uniformément

a E si l'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

i) Il existe une fonction positive non nulle py € D(R) telle que (T,00)f € E pour tout
a€R, et

11| 2 := stpacrl|(Tatpo) fll e < +o0.

it) Pour tout ¢ € D(R), on a (1,0)f € E pour tout a € R, et

supaer||(17a9) f|| £ < +o00.

L’ensemble des distributions ayant ces propriétés est noté Ej,; ¢’est un D(R)-module

isométriquement invariant par translation pour la norme || — || g,

Démonstration. 11 est clair que || — ||g,, est une norme invariante par translation, et que
Ey, est un D(R)-module.

- Supposons que la condition (i) est satisfaite et considérons ¢ € D(R). Soit I un intervale

ouvert ou la fonction g ne s’annule pas. Par compacité, il existe zq,--- ,xx dans R tels
que
N
supp ¢ C U(I+ z;),
j=1

et donc une fonction ¢ € D(R) telle que

6= w(éh«j(ﬂo)- (2.2)

Par la propriété (2.1), il vient alors

I(mad)flle < 3 1(7aX) (Tasa, 00) fll 2

j=1
< Nlixllaz supeerll (7200) fl 2,

pour tout a € R, c’est-a-dire la propriété suivant : pour tout ¢ € D(R), on a (1,0)f € E
pour tout a € R, et supyer||(72¢) f|lg < +o00.

- Considérons de nouveau une fonction ¢ € D(R), est une fonction ¢ telle qu’on ait (2.2).
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La continuité du plongement E — D'(R) implique I'existence d’une constante ¢ = ¢(1))
qui vérifie |(g, V)| < ¢||g||z pour tout g € E. D’ou :

N

Z (Tz500).1, ) < Nell fl g,

ce qui donne la continuité du plongement £, — D'(R).

- Il reste vérifie la complétude de Ey,. Soit (fy) une suite de cauchy dans Ej,. Comme on
vient de le voir, (f;) admet une limite qui est f au sens des distributions.

Par ailleurs la suite ((7,¢0) fx) est de Cauchy dans E, elle a donc une limite u, € E, pour
tout a € R. Puisque u, est aussi la limite de ((7,0)fx), on a donc (7,p0)f = u,. Alors la

définition de l'espace Ej, implique que f € Ej, et que

limy—s oo supacrl|(Tao) (f = fi)llz = 0.
[

Remarque 2.2.1. De la preuve ci-dessus, il résulte qu’a équivalence pres, la norme de

E}, ne dépend pas du choix de .

Proposition 2.2.4. Soit £ un E.B.D.. Si E est un D(R)— module, isométriquement

invariant par translation, il en est de méme pour W™ (E) et on a
(W™ E) = W™ (Ew),
avec des normes équivalente.

Démonstration. W™ (E) un espace de Banach de distribution (E.B.D) pour la norme

1 llwmzy = > 1D fle-

laj<m

of € W™(E) pour tout ¢ € D(R) car ¢f € E, donc W™(E) est un D(R)— module.
Pour tout @ € Ron a 7,f € W™(E), et

|7 f lwmm) = [ fllwm )
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car of € E, donc W™ (E) est un isométriquement invariant par translation.

feW™E)w < pourtouty € D(R), ona(r,)f € (W™(E)) pour touta € R, et

supack||(7a)) fllwm ) < +00

< pourtout p € D(R), D*(tap)f € Epoura € R, et

SupaeRHDa<Ta90)f||E < —|—OO, ’a| <m

Donc
(W™E))iw = W™(Ep).

]

Proposition 2.2.5. Soit p € [1,+o0[. Alors une fonction mesurable f sur R appartient
a Ly(R)y, siet seulement si

1

supoer( [ L f@Pde)” < oo, (2.3)

ot I un intervale ouvert donné dans R. De plus l'expression ci-dessus est équivalente a la

norme || fllz,(z..

Démonstration. Soit I un intervale ouvert.
1
- Supposons que f a la propriété suivant : supa€R<fI+a ]f(x)]pdx) P < 4o0.

Soit ¢ € D(R) une fonction non nule, telle que supp oo C I, on a

el = ( [ lnsra)
= ([ G @) @) Pdz)”
< (supseirsalrpo@N)( [ 17@)Pdz)’
< (supserlool@))( [ 17(0)rdz)”
< ol [ If@Par)”
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Donc f € L,(R)y.
-On suppose que f € L,(R);,,. ie pour tout ¢ € D(R), on a (7,¢)f € L,(R) pour tout
a €R, et

supaer||(7a®) fll, < +00.

En choisissant la fonction ¢ € D(R) tel que ¢(z) = 1 sur I. On a

([ W@prar) = ([ 1@ —apds)’

< SUpaeRH(Ta(b)pr'

D=

Donc

(/Ha f(@)Pdz)” < +oc.

2.3 Localisation des espaces de Besov et de Lizorkin-

Triebel
On dispose des formules suivantes, ou k € N*, h € R et ou f et ¢g sont des fonctions
quelconques.
On a :Apf(z) = f(z+h) — f(x).
Donc

Mn(fg)(x) = flx+h)g(x+h)— f(x)g(z)
= fle+h)gle+h) = fx)g(x) + f(x)g(x + h) — f(z)g(x + h)
= (fl@+h) = f(x)g(z+h)+ (g(x + h) — g(x)) f(z)

= (Bnf(2)7-ng(x) + (Dng(x)) f ()

An(fg) = (Anf)(T-ng) + f(Dng), (2.4)

N(fg) = (DL ) (T-2mg) + (D59) (i) + (Anf)(Dang). (2.5)
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Proposition 2.3.1. Soeint h € R et k € N* alors

k—1
Np =27 Doy, = > 270N, (2.7)

=0

Pour démontrer cette proposition nous avons besoin le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Soit ' € R, on a

Do — 2 DNy —A2, = 0.

Démonstration.

Do f() =2 Ay f(x) = AR fx) = flz+20) = f(z) = 2(f(z + 1) = f(2)) -
Aw(f(x+h') = f(x)
= flz+20)— f(z) =2f(x+h')+2f(x) — f(z+ 21)
+2f(x +h') — f(2)
= 0.

Démonstration de la proposition (2.3.1).

Démonstration. On utilise la démonstration par récurrence.

Pour k=1o0na

Anf(x) = 271 Do, fx) =271 A f(2)
= 27(f(z+2h) = f(2)) = 27 (f(z + 2h) = 2f(x + h) + f(2))
= flz+h)— f(z),

donc la propriété est vraie au rang 1.

Supposons la propriété vraie au rang k = n telle que

n—1
Ah - 2—77, Ath - Z 2_l_1 Aglh .
=0
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Démontrons que la propriété reste encore vraie au rang k =n + 1 :

Ah - 2—n—1 A2n+1h—z2 = 1A21h

=0

= 27" Agnp 277 Aoy, =277 Aoy, — 22 A

n—1

=0

= 27" Ngup — Y27V AL 427 Ay, =277 Aguy, =27 A,

=0

—= Ah+2_n_1|:A2n+1h _2 Agnh _— Ag”h}

En choisissant A’ = 2™h.

D’aprés le lemme (2.3.1), on a le résultat.

Pour 1 < p < o0, et pour tout sous-ensemble borélien A de R, on pose

apalh0) = suppe [ | B )Pz’

Mp.A(F,1) = suppi<i / | A f( )I”dx)%

Dans le cas A = R, on pose w, := w,r, de méme pour 7.

Lemme 2.3.2. [l existe ¢ > 0 tel que

wparal £ ) S ct{( [ [f(@)Fdz)” + [logt] supy,<

2Q+

1 (U_lnp,Q-Hl(f’ U))}v

2

pour tout 0 < t < %, tout a € R, tout p € [1,00] et toute fonction localement intégrable f.

Démonstration. On définit I'entier £ > 1 par I’encadrement suivante

27kl <t < 2% et on pose :

M := supyc <1 (0" 0y ralf0))-

D’aprés la formule (2,7), on obtient

Ay f(x)

([ 12 f@pas)’

k—1
27F Dogry — D27 AL f(2)

(/Q—f—a |271C Aok, —
2_k(/Q+a ’ Noky, |

k—

S 27 A2, f(a)Pde)?

1

=0

pas)’ + 2 (|03 opas)

2—k+1 ( /2Q+a |f(:1c)|pdx>% + Z 2—l—1(]\42—l—k)7

a( [ \f)pde)

1
P

=0

1
——t|lnt|M.
+ln2 [int]

B =
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Lemme 2.3.3. Soit 0 <s < 1. Si f' € ES (R), et f € LP(R)y, alors f € B (R),.

Démonstration. Dans cette démonstration on a deux cas.

Le cas 0 < s < 1. Par le plongement
E;Q(R)lu — Lp(R)lua

les hypothéses sur f impliquent f € W*'(L,(R),). comme la proposition (2.2.4), ceci nous
donne f € (W'(Ly(R))y. Puisqu’on a W'L,(R) — E3 (R)

(dans le cas s < 1), on conclut donc que f € E5 (R);,

Lecas s=1.0Ona

1 1/2
B} ,(R) — Bp/q (R).

1
Par hypothése sur f, on a f € EZq(R), et f € L,(R);,. de premier cas, on obtient
1 3
f € Efq(R)y, et, on conclut que f € Egg(R), donc f € E} (R)y. O

Proposition 2.3.2. Sis > 0 etp,q € [1,+0o0], alors By (R), est ['ensemble des fonctions

f € L,(R)y, vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :

i) dans le cas 0 < s < 1,

1

SUpaeR(/ol(t_swp,Q—ka(f, t))q(it)q < Fo0.

De plus [’expression

Lo AT
supaca ([ (" wnsal £ T) " + 1 Lyt
est une norme équivalente sur By (R)y;
it) dans le cas s =1,

1 dt\?:

supaca( | (" mparal£.)" )" < +oc.

De plus [’expression

est une norme équivalente sur By ,(R)y;

L SN2
(" p@ral £ D))"+ 1|2y e

iti) dans le casm <s<m+1, m=1,2,..,

D°f € BS"(R) , pour |a] =m.
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De plus
||f||LP(R)lu + Z HDafHBg;/”(R)lua

|a|<m

est une norme équivalente sur By (R)y,.

Démonstration. On fixe les fonction ¢y et p; dans D(R), telle que

wo(z) =0 horsde Q) /4

o) =1 surdQ,
on a alors trois cas suivant :

Lecas 0 < s < 1.

Supposons que la condition (i) est satisfaite avec f € L,(R);,. Par la formule (2.4) et

pour |u| < ¢ < %, nous avons

Du((Tapo) f)(2) = (Auf (2))(T-utatpo) (€) + f(2)(DuTapo)(x), uweER

(L1 autGenn@Pan) < ([ 10 feoe+u—a)pdz)” +
(L@ D0 (apo)(o)Pz)”

< a [ @uf@)Ps) +all( [ \fapds)’

o onstnp) ool sra))

A(wpralfst) + U fllL, @y )-

IN

IN

Donc
wp((Tapo) f,1) < c(wp,gralfs 1) + | fllL,@)1)-
De la condition s < 1, on voit que
i dt L . diy
(A(t%M%%ﬁﬁVt>SCQA(¢%WmUﬁVt>+WWmmJ-

Par les proposition (1.3.4), (2.2.3) et (2.2.5), en déduit que

Lo dis 1
supacr || (Tao) f | 5 ,®) < C<SupaeR(/O (" wp.qtal/f; t))q7>q + ||f||Lp(R)zu>-

Dans l'autre sens, on suppose que f € By (R);,. On voit que

Du((Tapr) f)(@) = Do f (2),
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pour tout z € @ + a et |u| < 1. On obtient

/|A To01) f )|pdx)%
wPQ-i-a(f t)

diy L
([ @ wnanalf.0)5)

supacs ([ (el f )T’

([1ous@pa) = ([ 15 swpa)?
wp((Tatpr) [, 1)
(/0 (twp((Tapr) £, t))q@> a

t

IA

IN

IN

supacrl|(Tatp1) fll Bs &) < +00.

Le cas s = 1.
supposons que la condition (i) est satisfaite avec f € L,(R),. par la formule (2.5), pour

lu] < ¢ < %, nous avons

A((rapo) (@) = (AL (@) (T-2u(Tap0) (@) + (A% (Tap0) (@) (T-u f (2))
+H(Auf (2))(Dou(Tatpo) (),

(f1at ((rago) D@)Pdz)” - < (182 @)oo+ 20— o)rdz)?

+ /R f(z + ) P| A2 (Ta%)(x)‘pdx)%
([ 1 b @) ol + 20— @) — ol — )P
([, 18 @pa)? v ( [ (5@pa)’
vet( [ 1B f@)pis)’

c(Mp@ra(f;t) + I Fllz, @), + twpralf, 1)),

IN

IA

et donc

FNT

_ dt i, dt
([ e 00 D) < o [ @ mawalF.005)" + el
i diy
S )T) T
ol [ wnoral £ 0)'S)
Par le lemme (2.3.2), et les proposition (1.3.4), (2.2.3) et (2.2.5), on obtient

1 _ dt 1
SupaERH(Ta(PO)fHB;H(R) < CsupaER(/O (t 1np,Q+a(fat>)q7>q

o 1 .
o Pdx)” 2 o
(e, + a7 supoes ([ 1T (@)Pdz)” + (6 + )7 M),
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Dans l'autre sens on suppose que f € By (R)x. On voit que

AL((rapr) f)(@) = D3 f (),

pour tout z € @ + a et |u| < 1. On obtient

([18% (g flo)pde)?

(L1a2s@pas) = ([ 142 fapis)”

Mpe+a(fst) < np((Tapr) f11)
1 dt L dt 1
([ man0r ) < ([ @ m(en s 0T
1 di L
sumeR(/o (t ™ np,o+alf, 1)) t)q < supaerl|(Tapr) fll s ,(®) < +o0.
Lecasm < s <m-+ 1.
On sait que
B, ,R) = W™(B; " (R)). (2.8)

Par la proposition (2.2.4) et le lemme (2.3.3), on voit que f € B; (R)y, si et seulement si
f@ e By "(R)y, pour |af =m et f € Ly(R). O

Lemme 2.3.4. Soient 1 < p < 400 et 1 < q < 00, il existe ¢ > 0 tel que

(O uresman Y| = 1O G2y
+ellfO)llzy@ra
pour tout a € R.
Démonstration.
[AnfOl = 1fCFRI=FOIZfC+ M) =10 (2.9)

integrant ’égalité (2.9) on obtient

/h<t|Ahf(')|dh > /|h|<t|f(-+h)|dh—/|h|<t|f(.)|dh’
[ dreemlan < [ 1anCldn [ 170 dh,
/|h|<t|f('+h>|dh = /|h|<t|Ahf(')|dh+2t|f(')|,
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integrant une deuxiéme fois on a alors

dt\y,
-

)

1/16 th Vg 1/16
[ e many e < TR sl 20 70D
1/16 dt . 1/16 dt
L e mlaney e < f </;<J2%f<ndh>

[ sy

)l/q +

passant a la norme on obtient

1/16 dt 1/16 dt
I /@: FC+ WIS e < LMIAMKWM) Sy
| fFO,@ras
is qdt
< (7 ooy
+ell (Ol 2, @+a)-
O

Lemme 2.3.5. [8] Soient s = % et ¢ > 1. Alors il existe une suite (0,),>1 de fonctions de

classe O, portées par 2Q), telle que 0, (x) = 1 sur le cube 27Q) et limy, 100 [|6, || 55, (®) = 0.

Théoréme 2. Soient s = % >1,qg> 1 et f: R — R ST envoie B (R) dans

B3 (R), alors [ appartient a Bs'(R) localement uniformément.

Démonstration. Soit s = %, m < s <m+1avecm €N, ¢g> 1. Supposons que T envoie

B, (R) dans By (R), d’aprés le lemme (2.1.1), il existe des nombres § > 0 et M > 0 tels

que

By, ®m <0 = |foglls,® <M, (2.10)

g1

pour toute fonction g € B;q(]R), avec le support de g est inclus dans 2Q). Soit ¢ une
fonction dans D(R), a support dans 20Q), telle que p(z) = x sur 2Q). Pour a € R, on définit

la fonction g, par

ga(z) = bp(2"2) + 0, (x)a. (2.11)

Le lemme (2.3.5) nous autorise a choisir v = v(a) > 1 tel que 2[a|[|6,[[5s &) < 0 et on a

s—(1
leO OBy, < Xl ollps @) YA > 1, (2.12)
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et par la condition s = %, on définit b > 1 par I'égalité

2b||¢|

sthq(R) - 5

Dans ces conditions on a ||g||zs &) < |all[|6] 55, ®) + blle(2”())l s, @) < 6. Pour x € R.

Par la construction de g, on obtient
Ap(fog)(x)=cAnf'(2bx + a), (2.13)
de la proposition (2.1.1), f est lipschtzienne, on a donc
1€ L,(R)y,. (2.14)

Dans cette démonstration on a deux cas :
Lecasm<s<m+1, avec m € N.

En utilisant limplication (2.10) et la propriété (2.8), on a
1(f o ga)/”B;;Il(R) <M, acR. (2.15)

En appliquant (2.15) et (2.13), on obtient

1 P AT
1—s 1 (v P
(/O (t (/Q_UQn|A2vtf(2 bz + a)['dz) ) t) < M,

alors

([ (L rorasf ) < ( ([ oraras ) 2 <

pour tout a € R. On a

1

Lo dt\ L b dtn 1
(] wpaora £ 07 5) " < supaen( [ (1 wpoaral £ 0)'5) " < Mo

d’aprés la propriété (2.14), et la proposition (2.3.2) (i), (iii), on conclut f* € (B5 ' (R))w.
Le cas s = m + 1 avec m € N. En utilisant I'implication (2.10) et la propriété (2.8), on
obtient

I(f o g)

pemey < M, (2.16)
Par l'estimation (2.16) et 1'égalité (2.13), nous avons

(f (L atrora)) 5 < ([ ([ Jairera)?)'F) <

pour tout a € R, ce qui donne

(/Ol(t_lﬁp,bczm(f'at))qit); < Supaek(/ob(t_lnp,bQJra(f'?t))qcit); < M;.

d’aprés la propriété (2.14), et la proposition (2.3.2) (ii), (iii), donc f’ € (B '(R))w. O
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Remarque. Tout le resultat de Besov et Lizorkin-Triebel valable dans le cas R™ sauf dans

le cas Lizorkin-Triebel (Théoréme 3 on va voir plus loin) on suppose toujours n > 2.



Chapitre 3

Une propriété de composition dans

I’espace de Lizorkin-Triebel critique

3.1 Preuve de théoréeme 1 dans le cas des espaces de

Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, on va démontrer le théoréme 1 dans le cas des espaces de Lizorkin-

Tresbel.

Proposition 3.1.1. Sis > 0,1 <p< 40 etl < g < +o0, alors ng(Rz)lu est l’ensemble

des fonctions f € L,(R?);, vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :

i) dans le cas 0 < s < 1,

! dt\ a
supaese| ([ (0572 [ 1o pOdn)" )" <t
’ =t E ol @ra
De plus [’expression
L e adt\ ¢
sumere|( [ (0 [ 2 p0lan)"S) 1l e
’ it Bl @t
est une norme équivalente sur 5 (R?)y,.
it) dans le cas s =1,
1 . dt 1
SUPqer? (/ (2 |Aif(.)|dh)q>q < +o0.
70 Inl=t E7 L@t

27
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De plus [’expression

([ 1o <>\dh)th)

est une norme équivalente sur F, (R?)y,.

+ ||f||Lp(R2)lu7
Lp(Q+a)

SUPgeRr?

iti) dans le cas m < s <m+ 1, avec m =1,2...,

fl@ e F;’;m(RQ)lu , pour|al = m.

De plus

IR S F A

laj<m

Fpg" (B2
est une norme équivalente sur F5 (R?),.

Démonstration. On fixe les fonctions ¢y et ¢; comme dans la preuve de la proposition

(2.3.2)

Lecas 0 < s < 1.

Supposons la condition (4) est satisfaite avec f € L,(R?);,. Par la formule (2.4) on a

An((Tap0) (@) = (Anf (2))(T-ntatp0) (2) + f(2)(DnTatpo) (),

/Ihgt | & ((rao) ) (@)]dh - < /Ihlgt | A F(@)|lgo(z + b — a)|dh
+|f(@)] /|h|<t | A (Tao) (2)|dh.

On obtient 1
(/02 (= /|h|§t | A (aspo) £) ()| dR) Ci
< (/0é (t—s—2/h<t|Ah f(@)||po(z +h —a) |dh) i)é’
+</o; (tisﬂ‘f(%” i<t | A (Ta(p0)<x)|dh)qit>z_
Alors

(/}RQ </j (t_5_2/|h|§t’Ah((Ta‘PO) )(z )Idh>th> dl")l

< c(/@ﬂ (/0é (t’S’Q /|h|§t | Ay f(x )\dh)th> dx) +
o [, @)’

kSIS
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donc

Supa€R2H(Ta§00)f| F3 ,(R%) < +00.

Dans 'autre sens, supposons maintenant que f € F;q(R2)lu. Comme

An((atp1) f)(z) = Apf(z),

pour tout z € Q@ +a et |h| < 1. On a

h|<t t

() (e L matrian) )’

Lp(Q+a)

)

<\ (e [ st nolan) '

h\<t t

pour tout a € R?. la propriété (i) en découle aussitot.
Le cas s = 1.

Supposons la condition (i) est satisfaite avec f € L,(R?);,. Par la formule (2.5), nous

D3 ((rap0) ) (w) = (DEF@)(T2n(raspo) (@) + (B Taipo) (0)) (70 f (2))
+( A f (@) (Do (Tatpo) (2))
[, 8% (o) ) @)ldn <
[ 8% F@llgo(e + 20 —aldh+ [ 1+ Wl AF (o) @)+
/hgt | Ap f(2)]] Dan (Tatpo)(x)|dh.
On pose

Uz) = (/01 (¢ /th? fl )\dh)th) (3.1)

Du support de 7,40, on obtient

1

(L[ ] 18 Gan@ian ) dx)l

< (o, (L7 0,1 8% gl @lan ) o) l
y(/gﬂ(/f (t‘3/|h|<t|A2 F(@)[dh)? dt) dx>1+
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C( /§+a (/0 (v /|h|<t |f(x + h)|dh)q6it) Z’dx> é+
C</§+a (/0116 (t_Q /lhISt | Ay f(x)|dh)qcit>§dx>;’

=A+DB+C.

On voit que
1
A+ B<asupoce( [ V@) +all flig.:

Estimation de C : On pose

o= ([, o))

Pour cela, on écrit

10,1/16] = U;»4)277 71, 277],

et en utilisant des majorations, on obtient
C1(x) < cCy(x),

avec

S |Ahf<x>|dh)q);.

>4 |n|<277

Cy(x) = (

Par le changement de variables b/ = 2973h, on obtient

Z (/hléé ’A2j+3hf(:v)|dh>q)}’.

j>a Yl

Co(z) = (

Par (2.7) on obtient
No—jtap, = 2_J+3Ah — E 2_Z_IA§z_]‘+3h,

=0
alors
Co(z) < c(Cs(x) + Cy(x)),
() = (; (2 /|h|g1 ]Ahf(x)\dh)q)q,
et

Cuta) = (2 /lhlS 22‘1‘1\A§”+3h f(yc)\dh)q);.

j=4

Estimation de C3 : On a aussitot

Co(e)=c [ _ 10nf(a)ldn
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Par Minkowski, on obtient

(fp. Cpas) < cf
<o
< c(/+a\f(x)]pdx>p.

Estimation de C4 : On a de méme

/@+a [50f <$)|pd:r}’l’dh

2

{
{ﬁ;m|f(‘”+h>|pd$}’1’dh+c(/§+a|f(x)|Pdg;>‘l7
{ .

j—4
Cu(z) <> ) Y 27 AL sy f(x)|dh.

>4/ IP<5 120

On vérifie facilement que
|h|<2!=3

/Ihlél |Agl7j+3hf($)|dh = CZz(j_l)/ . ’Aif(x”dh (3.2)

Dans l'expression (3.1), on peut remplacer la norme L,([0, 1], %) par une norme Lo ([0, 1])

en minorant ; ce qui donne.

Jyo R @) < U z),

de sorte que I'expression (3.2) est estimée par 22/=9)U(x). On a donc

Cy(x) < cU(x) ZfZ‘l_lfﬁ = U(x).

§>41=0

( A y 04(x)pdx)’l’ < c< /Q y U(x)pdx)’l’.

En tenant compte des estimations obtenues pour C5 et Cy, on peut conclure que I'expres-

Par conséquence

sion C est estimée par

U pd)”+(/ pd>p.

([, varda) + ([ |r@pd

Dans 'autre sens, on suppose que f € F;,q(RZ)zu. On voit aussitot que
Ny ((rapr) ) (@) = A f(2),

pour tout z € @ + a et |h| <1, de sorte que f vérifie 'estimation souhaitée

Le cas m < s < m + 1. On sait que

E (R?) = W™(F ™(R?)). (3.3)
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Par la proposition (2.2.4), et lemme (2.3.3), en déduit que f € F5 (R?), si et seulement
si f() € B3 ™(R?)y, pour | =m et f € Ly(R?). O

Lemme 3.1.1. [8] Soient s = % et p > 1. Alors il existe une suite (6,),>1 de fonctions de

classe C™, portées par 2Q), telle que 0,(x) = 1 sur le cube 277 Q) et limy, 0|0,

0.

Fyqa(R?) =

Théoréme 3. Soient s = % >1,p>1, et f: R — R. Si Ty envoie FJ (R?) dans

F? (R?), alors 0; f appartient a F3 ' (R?) localement uniformément, pour tout j = 1,2.

Démonstration. Soit s = %, m < s <m+1avecm € N,p > 1, et supposons que T}
envoie F¥ (R?) dans Fy (R?). D’aprés le lemme (2.1.1), il existe des nombres § > 0 et

M > 0 tels que

||g| Fﬁ,q(RQ) S (5 = ||f Og| F;’Q(RQ) S M, (34)

pour toute fonction g € F]f’q(]R2), dont le support est inclus dans 2¢). Soit ¢ une fonction
dans D(R?), & support dans 2Q), telle que p(xy,T3) = (71, 22) sur 2Q. Pour a € R? on

définit la fonction g, par
ga(x) = bp(2"x) + 0,(x)a. (3.5)

Le lemme (3.1.1) nous autorise a choisir v = v(a) > 1 tel que 2|a|[|6,[[r; @2) < J et on a

Fy () < Xl
s (R2) = ¥

lp(AC))]

Fs,®2) VAZ>1, (3.6)
par la condition s = %, on définit b > 1 par 'égalité

20||¢|

F;ﬂ(R?) - 6

Dans ces conditions on a [|g|[s &2y < |all[[|60 |55, w2y + (2" ()l s, 2y < 0

On pose 22 = (z1,15) € R% h® = (hy,hy) € R? et B := (a1,09,0,0) € N? Par la

construction de g, on voit que
AR(0P(fog)(z) = b2 Ny (0%F)(2°02P +a),  |a| = m. (3.7)
par la proposition (2.1.1), f est lipschtzienne, on a donc

O,f € LR, Vji=12. (3.8)
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Lecasm<s<m-+1meN.

Par I'implication (3.4) et la propriété (3.3), donc on obtient

10°(f © 9)]

Par l'estimation (3.9) et I'égalité (3.7), on a

([ 0 [ s @ 0 - atan)' )

Lp(277Q2)
§C37
don

1 dt\ 7
([ e lew@noian)' )

0 |n|<t t Ly(bQa+a)
b dt\

< ( [ (=] |Ah(8af)(.)|dh)q> <en (3.10)

0 Inist B 0asta)

Comme la proposition (3.1.1)(i), (iii) , et la propriété (3.8), donc 0; f € F5, (R?)y.
Le cas s = m+ 1,m € N. La démonstration, se traite presque exactement comme dans le

cas 1 A\, étant remplacé par A7, dans I'estimation (3.10).



Chapitre 4

Remarques sur la régularité du
calcul symbolique dans certains

espace de Besov

Le chapitre 4 traitera de généralités sur la régularité du calcul symbolique, et démon-

trons les théorémes 4 et 5.

Théoreme 4. Soient (s,p,q) € Ty et f : R — R, une fonction continue telle que
f(0) = 0. Alors lapplication Ty : ¢, (R) — ¢, (R) est lipschitzienne sur tout borné de

es (R) si et seulement si f € ESH(R)jg

Théoréeme 5. Soient r € N, (s,p,q) € 11,5 et f : R — R, une fonction continue telle
que f(0) = 0. Alors lapplication Ty est de classe C" de ¢; (R) dans €; (R, R) si et

seulement si f € clpser gy, (C*(R)).

4.1 Reégularité du calcul symbolique

Rappel

Définition 4.1.1. Pour s € R, p,q € [1,+00], on définit l'espace <, ,(R) comme [’en-

semble des distributions tempérées a valeurs dans R, f telles que

I1f

eso®) = [ fllww) + I1fllE5 ) < o0

34
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Définition 4.1.2. Soit p € C*°(R). On dit que @ opére par multiplication sur E C D'(R)
si pf € E pour tout f € F.

calcul symbolique borné

Définition 4.1.3. On dit que ¢, (R) a un calcul symbolique mazimal si toute fonction

appartenant d E5 (R). opére de €} (R) dans € (R).

Définition 4.1.4. Si E et F sont deux espaces métriques, une application T : E — F

est dite bornée si, pour toute partie bornée B de E, T'(B) est borné dans F.

Définition 4.1.5. Soit E un espace de Banach dans D'(R); on dit que E est un

s

gp:q

(R)-module algébrique si tout élément de € (R) opére par multiplication sur E.

Il est bien connu que pour s > 0 les espaces ¢, (R) sont des ) (R)-modules algé-
briques, pour la multiplication usuelle entre les fonctions scalaires et les fonctions vecto-

rielles, voir par exemple [21, 4.6.4].

Proposition 4.1.1. Soit s > 0. Pour toute fonction f appartenant a C*(R) et s’annulant

en 0, Uoprateur Ty est borné sur g, ,(R).

Démonstration. Voir par exemple (8, prop. 4.1].

Soit ®(¢, ,(R)) 'ensemble des fonctions f : R — R, pour lesquelles T} est une application
bornée de ¢ (R) dans € (R) et f(0) = 0.

L’espace ®(e; ,(R)) sera abrégé en @ si le contexte est clair.

Pour tout r € N, on notera W7(®) l'espace des fonctions f : R — R telles que f' € ®

pour tout 1 < r.

Préparation

Si f de classe C*(R). Nous notons Ty lopérateur de composition, défini par
Ty(g9) = ["og.

Proposition 4.1.2. Soit s > 0. Si f : R — R est une fonction continue appartenant a

WH(®(e; (R))), alors Uapplication Ty : € (R) — &5 (R) est lipschitzienne sur tout borné

de ¢, (R).
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Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.3]. O

Proposition 4.1.3. Soient s > 1/p et f : R — R une fonction continue. On suppose que

pour toute intervalle T de R, ["application
Ty (DAR), | = lles @) = Bjoo(R)ioe
est uniformément continue. Alors f est une fonction affine.
Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.4]. O

Soit v € N. Par la proposition (4.1.1), toute fonction f € C*(R) telle que f'(0) =0
pour tout 1 < r, appartient a W"(®(e; (R))).

Proposition 4.1.4. Soient r € N et s > 0. §i f : R — R est une fonction continue
appartenant a clyr(@(es ,®) (CZ(R) "W (®(g; ,(R)))), alors l'application
Ty : ¢, ,(R) — ¢ (R) est de classe C".

Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.6] O

On notera E5  la fermeture de D(R) dans E5 (R).
Si1<p,q<oo, ona
By (R) = B, (R), (4.1)

(voir par exemple [22, 2.3.3]).
Proposition 4.1.5. Soit s > 0. On suppose que q € [1,00[. Alors
(i) cli; @ (C*(R) N B} ,(R)) = By ,(R),
(i) pepa(an. (C¥(R)) = iy (R
Démonstration. voir par exemple [11, prop. 7). ]
On dit que Ty a la propriété (P,) si Ty est de classe C" de

(D(Hv R)? || -

Ezsxq(R))
dans €, (R), pour toute intervalle I de R.

Proposition 4.1.6. Soient s > 0, r € N, et f : R — R wune fonction continue. Si

Vapplication Ty : & (R) — & (R) est de classe C". Alors f appartient a (E;7(R))ioc-

Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.9]. O
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4.2 Preuves des théoréemes 4 et 5

Preuve de théoréme 4

La nécessité de f € ESH (R)ioc a été prouvée par [8,th. 4.5]. Nous tournons maintenant
vers la suffisance. Supposons que [ € E;:;I(R)ZOC et f(0) = 0. Par ’hypothése

(8,p,q) € T1 1.5 et une propriété standard de Sobolev, f est de classe C*, posons
u = f - f/(O).ldR
Par la propriété

ES(R) = W' (B2, (R)) V¥r €N, (4.2)

P P.a
il vient donc u € E; (R)ie et u' € B (R)joe (voir [11, prop. 13].)

Puisque u(0) = «/(0) = 0, et par Uhypothése (s,p,q) € L11r, on a u € W' (®). Compte
tenu de la proposition (4.1.2), il vient que T, est lipschitzienne sur tout borné de < (R).
Puisque Ty = T, + ['(0).ides ) D ot le résultal. Les propositions (4.1.2) et (4.1.5) ont la
conséquence suivante, qui généralise les résultats correspondant pour les espaces de Sobolev

W, , obtenus par Marcus et Mizel [20].

Corollaire (4.2.1). Soient (s,p,q) € 11, f : R = R, une fonction continue. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Ty opere de €; (R) dans ¢, (R),
(ii) T est un opérateur borné de ¢, (R) dans €,  (R),

(iii) Ty est un opérateur continu de & (R) dans €  (R).

Preuve de théoréme 5

Etape 1: Si Ty est de classe C" de ) (R) dans € (R), compte tenu de la proposition
(4.1.6), on a f € (ClEgy(R)(D(R)))loc. On conclut que

IS CIE;;T(R)ZOC(COO(R)%

(voir [11, prop. 12].)

Etape 2 : Par la condition (s, p,q) € Ti1 i, nous obtenons

S (R)ioe = C"(R). (4.3)
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En particulier, on pose
By ®)= {1 € By (R 10) = /0 =0, 150]

est un sous-espace fermé dans E5t7(R)ie. Par Uhypothese (s,p,q) € Zi1,g, on a E;ZT(R)

est inclus dans l'espace W (®) (voir [11, prop. 9].) Grice au plongement
® — WL (R0, (4.4)
(voir [8, th. 3.1]), soit encore
W (@) — W R)jpe — WL (R);0c.

Du théoréeme du graphe fermé, on déduit que

[s+r r

BT (R) — W (D).
Etape 3 : Soit f € ClE;zT(R)lOC(COO(R))' Il existe une suite (fi)ren de fonctions de classe
C(R), telle que limy_,o0 fr = f dans E5t(R)ie. Par la proposition (4.1.1) la formule de
Taylor polynomiale bornée de ¢, (R) dans € (R) comme un opérateur de classe C*=(R),
et par le plongement (4.3) implique que limy_,o fr(0) = f'(0) pour tout 1 < r, il n’y a
aucune perte de généralité pour supposons que f, fr € E;:;T(]R). Maintenant par 1’étape

2, il vient limg_,o0 frr = f dans W7 (®). Puisque fr € C*(R) pour tout k € N, par la
proposition (4.1.4), on conclut que Ty est de classe C” de € (R) dans ¢, (R).



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considéré un calcul symbolique pour les espaces de Besov
By (R") et de Lizorkin-Treibel F; (R™) d valeur dans R". Dans notre travail, le théoréme
1 est fondamental, la condition V f appartient localement uniformément a E;fql(R",Rk)
est nécessaire. En fin nous avons étudié la régularité de l'opérateur Tt dans certains espace

de Besov.
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