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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse aux opérateurs de composition, qui sont
définis par Tf(g) := f◦g, sur les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-
Triebel à valeurs dans Rk. Pour caractériser ces fonctions, on établit que le
gradient de f appartient localement uniformément à Es−1

p,q (Rk) = Bs−1
p,q (Rk)

ou F s−1
p,q (Rk) est une condition nécessaire, quand l’ordre de régularité vérifie

s = n
p > 1 et si k ≤ n. Ce travail se termine par une étude de la régularité

de l’opérateur Tf dans certains espace de Besov.
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Abstract

In this memory we look at the composition operators, which are difi-
ned by Tf(g) = f ◦ g, on Besov spaces and spaces of Lizorkin-Triebel in
R. To characterize these functions, it establishes that the gradient of f lo-
cally uniformly belongs toEs−1

p,q (Rk) = Bs−1
p,q (Rk) ou F s−1

p,q (Rk) is a necessary
condition, when the order of regularity checks s = n

p > 1 and if k ≤ n.

This work concludes with a study of the regularity of the operator Tf in
some Besov space.
Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, composition operators.
2010 Mathematics Subject Classification : 46E35, 47H30.
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Introduction

Nous considérons le calcul symbolique pour les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

à valeurs vectorielles Bs
p,q(Rn,Rk) et F s

p,q(Rn,Rk), avec p, q ∈ [1,+∞] dans le cas de

l’espace de Besov, q ∈ [1,+∞] et p ∈ [1,+∞[ dans le cas de l’espace de Lizorkin-Triebel.

Nous posons Es
p,q(Rn,Rk) := Bs

p,q(Rn,Rk) ou F s
p,q(Rn,Rk), quand il n’y a pas besoin de

distinguer les espaces B et F.

Il est bien connu que la condition de Lipschitz, locale ou globale suivant que l’espace

Es
p,q(Rn) se plonge ou non dans L∞(Rn) est nécessaire, et la condition d’appartenance

lacale au même espace l’est aussi pour k ≤ n voir [15], [18] et [8]. On sait que le calcul

fonctionnel est trivial dans la zone 1 + 1
p
≤ s < n

p
, voir [12], [14] et [8].

Dans un article précédent [8], on a étudié que les fonctions qui opèrent, par composition

à gauche, sur l’epace Es
p,q(Rn,Rk), pour tout s > 0. Nous nous proposition de revenir sur

ces résultats, avec l’objectif : montrer que la condition que∇f appartienne à Es−1
p,q (Rk,Rk)

localement uniformément est nécessaire, quand l’ordre de régularité vérifie s = n
p
> 1.

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 1. Soient s = n
p
> 1 et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-

Triebel, 1 ≤ k ≤ n, k et n entier, et f : Rk −→ R. Si Tf envoie Es
p,q(Rn,Rk) dans Es

p,q(Rn),

alors ∂jf appartient à Es−1
p,q (Rk) localement uniformément, pour tou j = 1, ...., k.
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Notations

• D(R) est l’espace des fonctions C∞(R) à support compact.

• D′(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distribution sur R.

• S(R) est l’espace de schwartz des fonctions C∞(R) à décroissance rapide sur R

(autremen dit : ∀ k ≥ 0, lim|x|→+∞ |x|k|ϕ′(x)| = 0).

• S ′(R) est l’espaces des distributions tempérées sur R.

• Si f ∈ S(R) sa transformée de Fourier est :

f̂(ξ) =
∫
R
f(x)e−ix.ξdx,

et sa transformée de Fourier inverse est :

F−1(f)(ξ) = 1
2π

∫
R
f(x)eix.ξdx.

• Nous notons Tf l’opérateur de composition, défini par Tf (g) = f ◦ g.

• Pour une distribution f définie sur R et a ∈ R, on définit l’opérateur de translation

par (τhf)(x) = f(x− h), ∀x ∈ R.

• Pour une distribution f définie sur R, on définit l’opérateur de différence finie par

4hf = τ−hf − f.

• Soient f, g deux fonctions intégrables alors :

(f ∗ g)(x) =
∫
R f(x− y)g(y)dy est appelée produit de convolution de f et g.

• Si E est un espace topologique, on note clE(A) la fermetuer d’un sou-ensemble A.

• On note Im,n,E l’ensemble des triplets (s, p, q) vérifiant s > 1 + (1/p).

2



Notations 3

• nous notons g(D) l’opérateur pseudodifférentiel de symbole g, défini sur les distri-

butions tempérées par

ĝ(D)f := gf̂ , ∀f ∈ S ′(R).

• Q = {|x− a| ≤ r x ∈ R} intervalle fermé de centre a et de rayon r.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles qu’on va utiliser dans la suite

à savoir l’espace de Besov, l’espace de Lizorkin-Treibel, opérateurs de différence finis et

on termine par quelques inégalités de Base.

1.1 Série de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley

Soit φ ∈ S(R), telle que :

1. supp φ ⊂ {x ∈ R : 2−1 ≤ |x| ≤ 21},

2. φ(x) > 0 pour 2−1 < |x| < 21,

3. ∑j∈Z φ(2−jx) = 1 pour x ∈ R \ {0}.

On pose

ψ(x) = 1−
∞∑
k=1

φ(2−kx),

on obtient une fonction ψ ∈ C∞(R) telle que suppψ ⊂ {x ∈ R : |x| ≤ 2}

alors pour tout x ∈ R on a :

ψ(x) +
∞∑
k=1

φ(2−kx) = 1. (1.1)

4
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La relation (1,1) converge dans S(R) est appellée la partition de l’unité.

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution :

Qk : S ′(R) 7−→ C∞(R)

f 7−→ (Qkf)(x) = (F−1(φ(2−kx)) ∗ f)(x), (k ≥ 1),

Φj : S ′(R) 7−→ C∞(R)

f 7−→ (Φjf)(x) = (F−1(ψ(2−jx)) ∗ f)(x), (j ≥ 0),

avec Q0 = Φ0.

Ecrivons la relation (1.1) au point 2−kx, alors

ψ(2−kx) +
∞∑

j=k+1
φ(2−jx) = 1.

En multipliant par f̂ donc

ψ(2−kx)f̂ +
∞∑

j=k+1
φ(2−jx)f̂ = f̂ . (1.2)

En appliquant L’application F−1 sur (1,2), on obtient

F−1(ψ(2−kx)f̂) +
∞∑

j=k+1
F−1(φ(2−jx)f̂) = f,

Φkf +
∞∑

j=k+1
Qjf = f. (1.3)

Pour k = 0

Q0f +
∞∑
j=1

Qjf = f,

alors

f =
∞∑
j=0

Qjf.

On remplace f dans (1,3), on trouve alors :

Φkf +
∞∑

j=k+1
Qjf =

∞∑
j=0

Qjf, (1.4)

Φkf =
k∑
j=0

Qjf. (1.5)
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Remarque 1.1.1. On peut construire la série de L’ittlwood-paley :

Soit ϕ ∈ D(R), telle que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, et :

ϕ(x) =


1 si |x| ≤ 1

0 si |x| ≥ 3
2 .

On pose Ψ(x) = ϕ(x)− ϕ(2x), alors

i) ∑k∈Z Ψ(2−kx) = 1, x 6= 0.

ii) ϕ(x) +∑∞
k=1 Ψ(2−kx) = 1, x ∈ R,

et

suppΨ ⊂ {x ∈ R : 1
2 ≤ |x| ≤ 2}.

Définition des espaces localisés

Nous utiliserons des fonctions de D(R). Soient ϕ, φ et χ des fonctions de classe C∞,

telles que suppϕ ⊂ [0, 3], supp χ ⊂ [0, R], (R > 1), et φ portée par la couronne

1 ≤ |ξ| ≤ 3 telles que

ϕ(ξ) +
∫ 1

0
φ(tξ)dt

t
= 1, (ξ ∈ R),∑

k∈Z
χ(x− k) = 1, (x ∈ R).

Nous notons φt(ξ) = φ(tξ) et ϕt(ξ) = ϕ(tξ) pour (t > 0, ξ ∈ R).

Définition 1.1.1. Soit E ⊂ D′(R) un espace de Banach. On définit l’espace (E)`r (1 ≤

r ≤ ∞) comme l’ensemble des distributions tempérées à valeurs dans C vérifiant

‖f‖(E)`r := (
∑
k∈Z
‖(τkχ)f)‖rE)1/r < +∞. (1.6)

E sera l’espace de Besov Bs
p,q(R). L’expression définie en (1.6) présente une norme sur

(E)`r pour 1 ≤ r ≤ ∞, et une semi-norme pour 0 < r < 1.

1.2 Définition et propriétés des espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel

Espace de Besov

Définition 1.2.1. Soient s ∈ R et p, q ∈]0,+∞], l’espace de Besov noté Bs
p,q(R) est

l’ensemble des f ∈ S ′(R) telle que ‖f‖Bs
p,q(R)

<∞, où
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‖ f ‖Bsp,q(R)=


(∑∞k=0 2skq‖Qkf‖qp)

1
q , pour q 6=∞,

supk≥02sk‖Qkf‖p, pour q =∞.

Proposition 1.2.1. i) Bs
p,q(R) est un espace quasi-Banach (espace de Banach si

min(p, q) ≥ 1).

ii) Soient p0 < p et s0 − 1
p0

= s− 1
p
alors

Bs0
p,q ↪→ Bs

p,q.

Espace de Lizorkin-Triebel

Définition 1.2.2. Soit s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞, l’espace de Lizorkin-Triebel,

noté F s
p,q(R) est l’ensemble des f ∈ S ′(R) telle que :

‖f‖F sp,q(R) <∞,

où

‖ f ‖F sp,q(R)=


‖(∑∞k=0 2skq|Qkf |q)

1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖supk≥02sk|Qkf |‖p, pour q =∞.

Définition 1.2.3. Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans D′(R) est un

sous espace vectoriel E de D′(R) muni d’une norme complète ‖ − ‖E telle que l’injection

canonique E ↪→ D′(R) soit continue.

Définition 1.2.4. Soit E un E.B.D. On dit qu’une distribution g est un multiplicateur

de E (on note g ∈M(E)), s’il existe c > 0, tel que pour tout f ∈ C∞ ∩E, on ait gf ∈ E

et ‖gf‖E ≤ c‖f‖E.

On munit M(E) de la norme

‖g‖M(E) := sup{‖gf‖E : f ∈ C∞ ∩ E , ‖f‖E = 1}.

Définition 1.2.5. l’espace de Sobolev Wm(E) d’ordre m de base E, où E est un E.B.D.,

définie par

Wm(E) := {f ∈ D′(R) : Dαf ∈ E, |α| ≤ m}.

Wm(E) est un E.B.D. pour la norme

‖f‖Wm(E) :=
∑
|α|≤m

‖Dαf‖E.
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1.3 Opérateure de différences finis

Proposition 1.3.1. Soient f ∈ S ′(R) et x, h ∈ R et m ∈ N, l’opérateur de différences

finis est noté par ∆m
h telle que

∆m
h f(x) =

k=m∑
k=0

Ck
m(−1)kf(x+ (m− k)h),

où

Ck
m = m!

k!(m− k)! .

Proposition 1.3.2. Soint ` un entier, 0 < s < `, q ∈ [1,+∞] et 1 ≤ p ≤ ∞.

Alors l’espace de Besov Bs
p,q(R) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifiant

‖f‖Bsp,q(R) := ‖f‖p +
( ∫

R |h|−sq
( ∫

R | 4`
h f(x)|pdx

)q/p
dh
|h|

)1/q

< +∞,

pour1 ≤ p <∞, alors l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(R) est l’ensemble

des distributions tempérées f vérifiant

‖f‖F sp,q(R) := ‖f‖p +
∥∥∥∥(∫ 1

0(t−s−1
∫
|h|≤t
| 4`

h f(.)|qdh
)q dt
t

)1/q
∥∥∥∥
p
< +∞.

Les espaces Bs
p,q(R) et F s

p,q(R) ne dépendent pas de l’entier ` car ` > s.

Proposition 1.3.3. Soit s > 0, alors une distribution f appartient a Bs
p,q(R) si et

seulement si f ∈ Lp(R) et f ′ ∈ Bs−1
p,q (R). De plus l’expression

‖f‖p + ‖f ′‖Bs−1
p,q (R),

est une norme équivalente dans Bs
p,q(R).

Proposition 1.3.4. Soient ` un entier et 0 < s < `, alors l’expression

‖f‖p +
( ∫ 1

0

(ωp,`(f ; t)
ts

)q dt
t

)1/q
,

est une norme équivalente dans Bs
p,q(R).

1.4 Plongements dans Bs
p,q(R) et F s

p,q(R)

Proposition 1.4.1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) Cs(R) = Bs
∞,∞(R), si s ∈ R+ \ N.
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ii) Lp(R) = F 0
p,2(R), si 1 < p <∞,

iii) Bs
p,p(R) = F s

p,p(R), si 1 ≤ p <∞, s ∈ R,

iv) Wm
p (R) = Fm

p,2(R), si 1 < p <∞, m ∈ N∗.

1.5 Inégalités de Base

Notation 1.5.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par q l’exposant conjugué de p, ie 1
p

+ 1
q

= 1.

Inégalité de Young

Proposition 1.5.1. [19] Soient 1 < p <∞ et a, b > 0. Alors

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

Démonstration. La fonction log est concave. Donc ∀a, b > 0

log
(
ap

p
+ bq

q

)
≥ log(ap)

p
+ log(bq)

q
= log(ab).

D’où

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

Inégalité de Hölder

Proposition 1.5.2. [19] Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Alors f · g ∈ L1(Ω) et,
∫

Ω
|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q. (1.7)

Démonstration. 1. Si p = 1 et p =∞ la conclusion est évidente.

2. Si 1 < p <∞ : d’après l’inégalité de young, on a :

|f(x)||g(x)| ≤ 1
p
|f(x)|p + 1

q
|g(x)|q p.p surΩ.

Il en résulte que fg ∈ L1(Ω) et que :
∫

Ω
|fg|dx ≤ 1

p
‖f(x)‖pp + 1

q
‖g(x)‖qq.
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On remplace f par λf(λ > 0) il vient :
∫

Ω
|fg|dx ≤ λp−1

p
‖f‖pp + 1

λq
‖g‖qq. (1.8)

On choisit λ = ‖f‖−1
p ‖g‖

q
p
q .

De manière à minimiser le membre à droite das (1.8), on obtient alors
∫

Ω
|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Inégalité de Monkowski

Proposition 1.5.3. Soient p ∈]1,∞[ Alors pour toute fonctions mesurables f, g : Ω→ R

on a

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Démonstration. En utilisant (1.7), on obtient

‖f + g‖pp =
∫

Ω
|f + g|pdx ≤

∫
Ω
|f + g|p−1(|f |+ |g|)dx

≤ (
∫

Ω
|f + g|pdx)(p−1)/p{(

∫
Ω
|f |pdx)1/p + (

∫
Ω
|g|pdx)1/p}.

Cette inégalité implique immédiatement le résultat cherché.



Chapitre 2

Une propriété de composition dans

l’espace de Besov critique

Le deuxième chapitre est consacré à une préparation sur la localisation d’un espace de

distribution, et démontrons le théorème 1 dans le cas de Besov.

2.1 Rappel

Lemme 2.1.1. [8] Soient s > 0, f : R→ R, une fonction s’annulant à l’origine telle que

Tf envoie Es
p,q(R) dans Bs

p,∞(R). Alors il existe des nombres M > 0 et δ > 0 tels que

l’implication

‖g‖ ≤ δ ⇒ ‖f ◦ g‖Bsp,∞(R) ≤M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q.

Proposition 2.1.1. Soit s > 0, et f : R→ R tel que s < 1
p

ou s = 1
p

et q > 1 dans

le cas de Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel. Si Tf envoie Es
p,q(R) dans Bs

p,∞(R),

alors f est Lipschtzienne.

2.2 Localisation d’un espace de distribution

Localisation

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans D′(R) est un sous-espace vectoriel

E de D′(R) muni d’une norme complète ‖−‖E telle que l’injection canonique E ↪→ D′(R)

11
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soit continue. On dit que l’espace E est un D(R)−module si φf ∈ E pour tout φ ∈ D(R)

et tout f ∈ E.

Définition 2.2.1. Si E est un espace de distributions dans R, on appelle Eloc l’ensemble

des distributions f ∈ D′(R) telle que φf ∈ E pour tout φ ∈ D(R).

Proposition 2.2.1. Soit E un E.B.D.. Si E un D(R)−module, alors l’opérateur linéaire

f 7−→ φf est borné sur E, pour tout φ ∈ D(R).

Sous les hypothèses de la proposition (2.2.1), on posera

‖ϕ‖M(E) := sup{‖φf‖E : f ∈ E, ‖f‖E = 1}.

Proposition 2.2.2. Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R)−module et si f ∈ D′(R), alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f ∈ Eloc.

ii) il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(R) telle que (τaϕ0)f ∈ E pour tout

a ∈ R.

iii) Pour tout a ∈ R, il existe un intervale ouvert I contenante a et g ∈ E

tels que g|I = f |I .

Démonstration. On commence par démontrer que ((i)⇒ (ii)) ou :

Si f ∈ Eloc alors ϕf ∈ E,∀ϕ ∈ D(R).

On a τaϕ ∈ D(R),∀ϕ ∈ D(R), ∀a ∈ R, donc ∃ϕ ∈ D(R) positive telle que

(τaϕ0)f ∈ E.

Démontrons maintenant que la propriéte (ii) qui est : il existe une fonction positive non

nulle ϕ0 ∈ D(R) telle que (τaϕ0)f ∈ E pour tout a ∈ R, implique la propriété (iii).

Sopposons que la condition (ii) est satisfaite. On peut donc supposer que ϕ0 ne s’annule

pas sur un intervale ouvert I dans R.

Soit ψ ∈ D(R) telle que 
suppψ ⊂ I

ψ(x) = 1 sur I/2.
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Alors ψ = θϕ0, pour une certaine fonction θ ∈ D(R).

On a τaψ ∈ D(R), d’aprés (ii) (τaψ)f ∈ E, et on a τaψ(x) = 1 sur (I/2) + a, donc

(τaψ)f = f sur (I/2) + a.

On obtient donc la propriété (iii).

Démontrons maintenant que la propriété (ii) qui est : pour tout a ∈ R, il existe un

intervale ouvert I contenante a et g ∈ E tels que g|I = f |I , implique la proptiété (i).

Sopposons que f a la propriété (iii) et considérons φ ∈ D(R). Par la compacité du

support de φ, il existe des intervales Ij =]xj, rj[ et des distributions gj ∈ E, pour tout

j = 1, · · · , N, telles que gj et f ont la même restriction à ]xj, rj[, et telles que

supp φ ⊂
N⋃
j=1

Ij.

Par compacité, il existe ε ∈]0,min(r1, · · · , rN)[ tel que

supp φ ⊂
N⋃
j=1

]xj, rj − ε[.

Il existe des fonctions ψj ∈ D(R) telles que 0 ≤ ψj ≤ 1, ψj(x) = 1 sur ]xj, rj − ε[, et

suppψj ⊂]xj, rj[. Comme la fonction ∑N
j=1 ψj ne s’annule pas sur le support de φ, il existe

θ ∈ D(R) telle que

φ = θ
N∑
j=1

ψj

fφ =
N∑
j=1

θψjf

fφ =
N∑
j=1

θψjgj ∈ E.

Localisation uniforme

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E et ‖τaf‖E = ‖f‖E
pour tout f ∈ E et tout a ∈ R. De plus si E est un D(R)- module, nous avons la propriété

suivante :

‖τaφ‖M(E) = ‖φ‖M(E) ,∀φ ∈ D(R) ∀a ∈ R. (2.1)
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Proposition 2.2.3. Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R)-module isométriquement inva-

riant par trannslation, on dit qu’une distribution f appartient localement uniformément

à E si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

i) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(R) telle que (τaϕ0)f ∈ E pour tout

a ∈ R, et

‖f‖Elu := supa∈R‖(τaϕ0)f‖E < +∞.

ii) Pour tout φ ∈ D(R), on a (τaφ)f ∈ E pour tout a ∈ R, et

supa∈R‖(τaφ)f‖E < +∞.

L’ensemble des distributions ayant ces propriétés est noté Elu; c’est un D(R)-module

isométriquement invariant par translation pour la norme ‖ − ‖Elu .

Démonstration. Il est clair que ‖ − ‖Elu est une norme invariante par translation, et que

Elu est un D(R)-module.

- Supposons que la condition (i) est satisfaite et considérons φ ∈ D(R). Soit I un intervale

ouvert où la fonction ϕ0 ne s’annule pas. Par compacité, il existe x1, · · · , xN dans R tels

que

supp φ ⊂
N⋃
j=1

(I + xj),

et donc une fonction ψ ∈ D(R) telle que

φ = ψ
( N∑
j=1

τxjϕ0

)
. (2.2)

Par la propriété (2.1), il vient alors

‖(τaφ)f‖E ≤
N∑
j=1
‖(τaχ)(τa+xjϕ0)f‖E

≤ N‖χ‖M(E)supx∈R‖(τxϕ0)f‖E,

pour tout a ∈ R, c’est-à-dire la propriété suivant : pour tout φ ∈ D(R), on a (τaφ)f ∈ E

pour tout a ∈ R, et supa∈R‖(τaφ)f‖E < +∞.

- Considérons de nouveau une fonction φ ∈ D(R), est une fonction ψ telle qu’on ait (2.2).
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La continuité du plongement E ↪→ D′(R) implique l’existence d’une constante c = c(ψ)

qui vérifie |〈g, ψ〉| ≤ c‖g‖E pour tout g ∈ E. D’où :

|〈f, φ〉| ≤
N∑
j=1
|〈(τxjϕ0)f, ψ〉| ≤ Nc‖f‖Elu ,

ce qui donne la continuité du plongement Elu ↪→ D′(R).

- Il reste vérifie la complétude de Elu. Soit (fk) une suite de cauchy dans Elu. Comme on

vient de le voir, (fk) admet une limite qui est f au sens des distributions.

Par ailleurs la suite ((τaϕ0)fk) est de Cauchy dans E, elle a donc une limite ua ∈ E, pour

tout a ∈ R. Puisque ua est aussi la limite de ((τaϕ0)fk), on a donc (τaϕ0)f = ua. Alors la

définition de l’espace Elu implique que f ∈ Elu et que

limk−→+∞supa∈R‖(τaϕ0)(f − fk)‖E = 0.

Remarque 2.2.1. De la preuve ci-dessus, il résulte qu’à équivalence près, la norme de

Elu ne dépend pas du choix de ϕ0.

Proposition 2.2.4. Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R)− module, isométriquement

invariant par translation, il en est de même pour Wm(E) et on a

(Wm(E))lu = Wm(Elu),

avec des normes équivalente.

Démonstration. Wm(E) un espace de Banach de distribution (E.B.D) pour la norme

‖f‖Wm(E) =
∑
|α|≤m

‖Dαf‖E.

ϕf ∈ Wm(E) pour tout ϕ ∈ D(R) car ϕf ∈ E, donc Wm(E) est un D(R)− module.

Pour tout a ∈ R on a τaf ∈ Wm(E), et

‖τaf‖Wm(E) = ‖f‖Wm(E)
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car ϕf ∈ E, donc Wm(E) est un isométriquement invariant par translation.

f ∈ (Wm(E))lu ⇔ pour tout ϕ ∈ D(R), ona (τaϕ)f ∈ (Wm(E)) pour tout a ∈ R, et

supa∈R‖(τaϕ))f‖Wm(E) < +∞

⇔ pour tout ϕ ∈ D(R), Dα(τaϕ)f ∈ E pour a ∈ R, et

supa∈R‖Dα(τaϕ)f‖E < +∞, |α| < m

⇔ f ∈ (Wm(Elu)).

Donc

(Wm(E))lu = Wm(Elu).

Proposition 2.2.5. Soit p ∈ [1,+∞[. Alors une fonction mesurable f sur R appartient

à Lp(R)lu si et seulement si

supa∈R
( ∫

I+a
|f(x)|pdx

) 1
p < +∞, (2.3)

où I un intervale ouvert donné dans R. De plus l’expression ci-dessus est équivalente à la

norme ‖f‖Lp(R)lu .

Démonstration. Soit I un intervale ouvert.

- Supposons que f a la propriété suivant : supa∈R
( ∫

I+a |f(x)|pdx
) 1
p < +∞.

Soit ϕ0 ∈ D(R) une fonction non nule, telle que suppϕ0 ⊂ I, on a

‖(τaϕ0)f‖p =
(∫

R
|(τaϕ0)(x)f(x)|pdx

) 1
p

=
( ∫

I+a
|(τaϕ0)(x)f(x)|)|pdx

) 1
p

≤ (supx∈(I+a)|τaϕ0(x)|)
( ∫

I+a
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ (supx∈I |ϕ0(x)|)
( ∫

I+a
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ ‖ϕ0‖∞
( ∫

I+a
|f(x)|pdx

) 1
p .
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Donc f ∈ Lp(R)lu.

-On suppose que f ∈ Lp(R)lu. ie pour tout φ ∈ D(R), on a (τaφ)f ∈ Lp(R) pour tout

a ∈ R, et

supa∈R‖(τaφ)f‖p < +∞.

En choisissant la fonction φ ∈ D(R) tel que φ(x) = 1 sur I. On a

( ∫
I+a
|f(x)|pdx

) 1
p =

( ∫
I+a
|f(x)φ(x− a)|pdx

) 1
p

≤ supa∈R‖(τaφ)f‖p.

Donc ( ∫
I+a
|f(x)|pdx

) 1
p < +∞.

2.3 Localisation des espaces de Besov et de Lizorkin-

Triebel

On dispose des formules suivantes, où k ∈ N∗, h ∈ R et où f et g sont des fonctions

quelconques.

On a :4hf(x) = f(x+ h)− f(x).

Donc

4h(fg)(x) = f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

= f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x) + f(x)g(x+ h)− f(x)g(x+ h)

= (f(x+ h)− f(x))g(x+ h) + (g(x+ h)− g(x))f(x)

= (4hf(x))τ−hg(x) + (4hg(x))f(x)

4h(fg) = (4hf)(τ−hg) + f(4hg), (2.4)

42
h(fg) = (42

hf)(τ−2hg) + (42
hg)(τ−hf) + (4hf)(42hg). (2.5)
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Proposition 2.3.1. Soeint h ∈ R et k ∈ N∗ alors

4h = 2−k 42kh −
k−1∑
l=0

2−l−142
2lh . (2.7)

Pour démontrer cette proposition nous avons besoin le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Soit h′ ∈ R, on a

42h′ − 24h′ −42
h′ = 0.

Démonstration.

42h′f(x)− 24h′ f(x)−42
h′f(x) = f(x+ 2h′)− f(x)− 2(f(x+ h′)− f(x))−

4h′(f(x+ h′)− f(x))

= f(x+ 2h′)− f(x)− 2f(x+ h′) + 2f(x)− f(x+ 2h′)

+2f(x+ h′)− f(x)

= 0.

Démonstration de la proposition (2.3.1).

Démonstration. On utilise la démonstration par récurrence.

Pour k = 1 on a

4hf(x) = 2−142h f(x)− 2−142
h f(x)

= 2−1(f(x+ 2h)− f(x))− 2−1(f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x))

= f(x+ h)− f(x),

donc la propriété est vraie au rang 1.

Supposons la propriété vraie au rang k = n telle que

4h = 2−n42nh −
n−1∑
l=0

2−l−142
2lh .
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Démontrons que la propriété reste encore vraie au rang k = n+ 1 :

4h = 2−n−142n+1h −
n∑
l=0

2−l−142
2lh

= 2−n42nh +2−n−142n+1h −2−n42nh −
n∑
l=0

2−l−142
2lh

= 2−n42nh −
n−1∑
l=0

2−l−142
2lh +2−n−142n+1h −2−n42nh −2−n−142

2nh

= 4h + 2−n−1
[
42n+1h −242nh −42

2nh

]
.

En choisissant h′ = 2nh.

D’aprés le lemme (2.3.1), on a le résultat.

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, et pour tout sous-ensemble borélien A de R, on pose

ωp,A(f, t) := sup|u|≤t
( ∫

A
| 4u f(x)|pdx

) 1
p

ηp,A(f, t) := sup|u|≤t
( ∫

A
| 42

u f(x)|pdx
) 1
p .

Dans le cas A = R, on pose ωp := ωp,R, de même pour η.

Lemme 2.3.2. Il existe c > 0 tel que

ωp,Q+a(f, t) ≤ ct
{( ∫

2Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p + |log t| sup0<v≤ 1

2
(v−1ηp,Q+a(f, v))

}
,

pour tout 0 < t ≤ 1
2 , tout a ∈ R, tout p ∈ [1,∞] et toute fonction localement intégrable f.

Démonstration. On définit l’entier k ≥ 1 par l’encadrement suivante

2−k−1 < t < 2k et on pose :

M := sup0<v≤ 1
2

(v−1ηp,Q+a(f, v)).

D’aprés la formule (2,7), on obtient

4uf(x) = 2−k 42ku −
k−1∑
l=0

2−l−142
2lu f(x)

( ∫
Q+a
| 4u f(x)|pdx

) 1
p =

( ∫
Q+a
|2−k 42ku −

k−1∑
l=0

2−l−142
2lu f(x)|pdx

) 1
p

≤ 2−k
( ∫

Q+a
| 42ku f(x)|pdx

) 1
p +

k−1∑
l=0

2−l−1
( ∫

Q+a
| 42

2lu f(x)|pdx
) 1
p

≤ 2−k+1
( ∫

2Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p +

k−1∑
l=0

2−l−1(M2−l−k),

≤ 4t
( ∫

2Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p + 1

ln 2t|ln t|M.
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Lemme 2.3.3. Soit 0 < s ≤ 1. Si f ′ ∈ Es
p,q(R)lu, et f ∈ Lp(R)lu, alors f ∈ Es

p,q(R)lu.

Démonstration. Dans cette démonstration on a deux cas.

Le cas 0 < s < 1. Par le plongement

Es
p,q(R)lu ↪→ Lp(R)lu,

les hypothéses sur f impliquent f ∈ W 1(Lp(R)lu). comme la proposition (2.2.4), ceci nous

donne f ∈ (W 1(Lp(R))lu. Puisqu’on a W 1Lp(R) ↪→ Es
p,q(R)

(dans le cas s < 1), on conclut donc que f ∈ Es
p,q(R)lu.

Le cas s = 1. On a

B1
p,q(R) ↪→ B1/2

p,q (R).

Par hypothèse sur f, on a f
′ ∈ E

1
2
p,q(R)lu et f ∈ Lp(R)lu. de premier cas, on obtient

f ∈ E
1
2
p,q(R)lu et, on conclut que f ∈ E

3
2
p,q(R)lu donc f ∈ E1

p,q(R)lu.

Proposition 2.3.2. Si s > 0 et p, q ∈ [1,+∞], alors Bs
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions

f ∈ Lp(R)lu vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :

i) dans le cas 0 < s < 1,

supa∈R
( ∫ 1

0
(t−sωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q < +∞.

De plus l’expression

supa∈R
( ∫ 1

0
(t−sωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q + ‖f‖Lp(R)lu ,

est une norme équivalente sur Bs
p,q(R)lu;

ii) dans le cas s = 1,

supa∈R
( ∫ 1

0
(t−1ηp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q < +∞.

De plus l’expression

supa∈R
( ∫ 1

0
(t−1ηp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q + ‖f‖Lp(R)lu ,

est une norme équivalente sur B1
p,q(R)lu;

iii) dans le cas m < s ≤ m+ 1, m = 1, 2, ...,

Dαf ∈ Bs−m
p,q (R)lu , pour |α| = m.
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De plus

‖f‖Lp(R)lu +
∑
|α|≤m

‖Dαf‖Bs−mp,q (R)lu ,

est une norme équivalente sur Bs
p,q(R)lu.

Démonstration. On fixe les fonction ϕ0 et ϕ1 dans D(R), telle que


ϕ0(x) = 0 hors deQ/4

ϕ1(x) = 1 sur 4Q,

on a alors trois cas suivant :

Le cas 0 < s < 1.

Supposons que la condition (i) est satisfaite avec f ∈ Lp(R)lu. Par la formule (2.4) et

pour |u| ≤ t ≤ 1
2 , nous avons

4u((τaϕ0)f)(x) = (4uf(x))(τ−u+aϕ0)(x) + f(x)(4uτaϕ0)(x), u ∈ R

( ∫
R
| 4u ((τaϕ0)f)(x)|pdx

) 1
p ≤

( ∫
R
| 4u f(x)ϕ0(x+ u− a)|pdx

) 1
p +( ∫

R
|f(x)|p| 4u (τaϕ0)(x)|pdx

) 1
p

≤ c1
( ∫

Q+a
|(4uf(x))|pdx

) 1
p + c2|u|

( ∫
Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ c

(( ∫
Q+a
|(4uf(x))|pdx

) 1
p + t

( ∫
Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p

)
≤ c(ωp,Q+a(f, t) + t‖f‖Lp(R)lu).

Donc

ωp((τaϕ0)f, t) ≤ c(ωp,Q+a(f, t) + t‖f‖Lp(R)lu).

De la condition s < 1, on voit que
( ∫ 1

2

0
(t−sωp((τaϕ0)f, t))q dt

t

) 1
q ≤ c

(( ∫ 1
2

0
(t−sωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q + ‖f‖Lp(R)lu

)
.

Par les proposition (1.3.4), (2.2.3) et (2.2.5), en déduit que

supa∈R‖(τaϕ0)f‖Bsp,q(R) ≤ c

(
supa∈R

( ∫ 1

0
(t−sωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q + ‖f‖Lp(R)lu

)
.

Dans l’autre sens, on suppose que f ∈ Bs
p,q(R)lu. On voit que

4u((τaϕ1)f)(x) = 4uf(x),
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pour tout x ∈ Q+ a et |u| ≤ 1. On obtient

( ∫
R
| 4u (τaϕ1)f(x)|pdx

) 1
p =

( ∫
R
| 4u f(x)|pdx

) 1
p ≥

( ∫
Q+a
| 4u f(x)|pdx

) 1
p

ωp,Q+a(f, t) ≤ ωp((τaϕ1)f, t)( ∫ 1

0
(t−sωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q ≤

( ∫ 1

0
(t−sωp((τaϕ1)f, t))q dt

t

) 1
q

supa∈R
( ∫ 1

0
(t−sωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q ≤ supa∈R‖(τaϕ1)f‖Bsp,q(R) < +∞.

Le cas s = 1.

supposons que la condition (ii) est satisfaite avec f ∈ Lp(R)lu. par la formule (2.5), pour

|u| ≤ t ≤ 1
4 , nous avons

42
u((τaϕ0)f)(x) = (42

uf(x))(τ−2u(τaϕ0)(x)) + (42
u(τaϕ0)(x))(τ−uf(x))

+(4uf(x))(42u(τaϕ0)(x)),

( ∫
R
| 42

u ((τaϕ0)f)(x)|pdx
) 1
p ≤

( ∫
R
| 42

u f(x)ϕ0(x+ 2u− a)|pdx
) 1
p

+
( ∫

R
|f(x+ u)|p| 42

u (τaϕ0)(x)|pdx
) 1
p

+
( ∫

R
| 4u f(x)(ϕ0(x+ 2u− a)− ϕ0(x− a))|pdx

) 1
p

≤ c
( ∫

Q+a
| 42

u f(x)|pdx
) 1
p + ct2

( ∫
Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p

+ct
( ∫

Q+a
| 4u f(x)|pdx

) 1
p

≤ c(ηp,Q+a(f, t) + t2‖f‖Lp(R)lu + tωp,Q+a(f, t)),

et donc

( ∫ 1
4

0
(t−1ηp((τaϕ0)f, t))q dt

t

) 1
q ≤ c

( ∫ 1
4

0
(t−1ηp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q + c‖f‖Lp(R)lu

+c
( ∫ 1

4

0
(ωp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q .

Par le lemme (2.3.2), et les proposition (1.3.4), (2.2.3) et (2.2.5), on obtient

supa∈R‖(τaϕ0)f‖B1
p,q(R) ≤ c supa∈R

( ∫ 1

0
(t−1ηp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q

+c
(
‖f‖Lp(R)lu + q

−2
q supa∈R

( ∫
2Q+a

|f(x)|pdx
) 1
p + (q2 + q)

−1
q M

)
.
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Dans l’autre sens on suppose que f ∈ Bs
p,q(R)lu. On voit que

42
u((τaϕ1)f)(x) = 42

uf(x),

pour tout x ∈ Q+ a et |u| ≤ 1. On obtient

( ∫
R
| 42

u (τaϕ1)f(x)|pdx
) 1
p =

( ∫
R
| 42

u f(x)|pdx
) 1
p ≥

( ∫
Q+a
| 42

u f(x)|pdx
) 1
p

ηp,Q+a(f, t) ≤ ηp((τaϕ1)f, t)( ∫ 1

0
(t−sηp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q ≤

( ∫ 1

0
(t−sηp((τaϕ1)f, t))q dt

t

) 1
q

supa∈R
( ∫ 1

0
(t−sηp,Q+a(f, t))q

dt

t

) 1
q ≤ supa∈R‖(τaϕ1)f‖Bsp,q(R) < +∞.

Le cas m < s ≤ m+ 1.

On sait que

Bs
p,q(R) = Wm(Bs−m

p,q (R)). (2.8)

Par la proposition (2.2.4) et le lemme (2.3.3), on voit que f ∈ Bs
p,q(R)lu si et seulement si

f (α) ∈ Bs−m
p,q (R)lu pour |α| = m et f ∈ Lp(R)lu.

Lemme 2.3.4. Soient 1 ≤ p < +∞ et 1 ≤ q ≤ +∞, il existe c > 0 tel que∥∥∥∥∥
( ∫ 1

16

0

( ∫
|h|≤t
|f(.+ h)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

≤
∥∥∥∥∥
( ∫ 1

16

0

( ∫
|h|≤t
| 4h f(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

+c‖f(·)‖Lp(Q+a),

pour tout a ∈ R.

Démonstration.

|4hf(·)| = |f(·+ h)| − f(·)| ≥ |f(·+ h)| − |f(·)|, (2.9)

integrant l’égalité (2.9) on obtient
∫
|h|≤t
|4hf(·)|dh ≥

∫
|h|≤t
|f(·+ h)|dh−

∫
|h|≤t
|f(·)|dh,∫

|h|≤t
|f(·+ h)|dh ≤

∫
|h|≤t
|4hf(·)|dh+

∫ t

−t
|f(·)|dh,∫

|h|≤t
|f(·+ h)|dh ≤

∫
|h|≤t
|4hf(·)|dh+ 2t|f(·)|,
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integrant une deuxiéme fois on a alors
∫ 1/16

0
(
∫
|h|≤t
|f(·+ h)|dh)q dt

t
)1/q ≤

∫ 1/16

0
(
∫
|h|≤t
|4hf(·)|dh+ 2t|f(·)|))q dt

t
)1/q,∫ 1/16

0
(
∫
|h|≤t
|f(·+ h)|dh)q dt

t
)1/q ≤

∫ 1/16

0
(
∫
|h|≤t
|4hf(·)|dh)q dt

t
)1/q +∫ 1/16

0
(2t|f(·)|))q dt

t
)1/q,

passant à la norme on obtient

‖
∫ 1/16

0
(
∫
|h|≤t
|f(·+ h)|dh)q dt

t
)1/q‖Lp(Q+a) ≤ ‖

∫ 1/16

0
(
∫
|h|≤t
|4hf(·)|dh)q dt

t
)1/q +

c|f(·)|‖Lp(Q+a),

≤
∥∥∥∥∥
( ∫ 1

16

0

( ∫
|h|≤t
| 4h f(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

+c‖f(·)‖Lp(Q+a).

Lemme 2.3.5. [8] Soient s = 1
p
et q > 1. Alors il existe une suite (θν)ν≥1 de fonctions de

classe C∞, portées par 2Q, telle que θν(x) = 1 sur le cube 2−νQ et limν→+∞‖θν‖Bsp,q(R) = 0.

Théorème 2. Soient s = 1
p
> 1, q > 1, et f : R −→ R. Si Tf envoie Bs

p,q(R) dans

Bs
p,q(R), alors f ′ appartient à Bs−1

p,q (R) localement uniformément.

Démonstration. Soit s = 1
p
,m < s ≤ m+ 1 avec m ∈ N, q > 1. Supposons que Tf envoie

Bs
p,q(R) dans Bs

p,q(R), d’aprés le lemme (2.1.1), il existe des nombres δ > 0 et M > 0 tels

que

‖g‖Bsp,q(R) ≤ δ ⇒ ‖f ◦ g‖Bsp,q(R) ≤M, (2.10)

pour toute fonction g ∈ Bs
p,q(R), avec le support de g est inclus dans 2Q. Soit ϕ une

fonction dans D(R), à support dans 2Q, telle que ϕ(x) = x sur 2Q. Pour a ∈ R, on définit

la fonction ga par

ga(x) = bϕ(2νx) + θν(x)a. (2.11)

Le lemme (2.3.5) nous autorise à choisir ν = ν(a) ≥ 1 tel que 2|a|‖θν‖Bsp,q(R) ≤ δ et on a

‖ϕ(λ(.))‖Bsp,q(R) ≤ cλs−( 1
p

)‖ϕ‖Bsp,q(R) ∀λ ≥ 1, (2.12)
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et par la condition s = 1
p
, on définit b ≥ 1 par l’égalité

2b‖ϕ‖Bsp,q(R) = δ.

Dans ces conditions on a ‖g‖Bsp,q(R) ≤ |a|‖‖θν‖Bsp,q(R) + b‖ϕ(2ν(.))‖Bsp,q(R) ≤ δ. Pour x ∈ R.

Par la construction de g, on obtient

4h(f ◦ g)′(x) = c4hf
′(2νbx+ a), (2.13)

de la proposition (2.1.1), f est lipschtzienne, on a donc

f ′ ∈ Lp(R)lu. (2.14)

Dans cette démonstration on a deux cas :

Le cas m < s < m+ 1, avec m ∈ N.

En utilisant limplication (2.10) et la propriété (2.8), on a

‖(f ◦ ga)′‖Bs−1
p,q (R) ≤M, a ∈ R. (2.15)

En appliquant (2.15) et (2.13), on obtient( ∫ 1

0

(
t1−s

( ∫
2−vQn

| 42−vt f
′(2vbx+ a)|pdx

) 1
p

)q dt
t

) 1
q

≤M1,

alors( ∫ 1

0

(
t1−s

( ∫
bQ+a
|4tf

′(x)|pdx
) 1
p

)q dt
t

) 1
q

≤
( ∫ b

0

(
t1−s

( ∫
bQ+a
|4tf

′(x)|pdx
) 1
p

)q dt
t

) 1
q

≤M2,

pour tout a ∈ R. On a

(
∫ 1

0
(t1−sωp,bQ+a(f ′, t))q

dt

t

) 1
q ≤ supa∈R

( ∫ b

0
(t1−sωp,bQ+a(f ′, t))q

dt

t

) 1
q ≤M3.

d’aprés la propriété (2.14), et la proposition (2.3.2) (i), (iii), on conclut f ′ ∈ (Bs−1
p,q (R))lu.

Le cas s = m + 1 avec m ∈ N. En utilisant l’implication (2.10) et la propriété (2.8), on

obtient

‖(f ◦ g)′‖Bs−mp,q (R) ≤M, (2.16)

Par l’estimation (2.16) et l’égalité (2.13), nous avons( ∫ 1

0

(
t−1
( ∫

bQ+a
|42

tf
′(x)|pdx

) 1
p

)q dt
t

) 1
q

≤
( ∫ b

0

(
t−1
( ∫

bQ+a
|42

tf
′(x)|pdx

) 1
p

)q dt
t

) 1
q

≤M2,

pour tout a ∈ R, ce qui donne( ∫ 1

0
(t−1ηp,bQ+a(f ′, t))q

dt

t

) 1
q ≤ supa∈R

( ∫ b

0
(t−1ηp,bQ+a(f ′, t))q

dt

t

) 1
q ≤M3.

d’aprés la propriété (2.14), et la proposition (2.3.2) (ii), (iii), donc f ′ ∈ (Bs−1
p,q (R))lu.
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Remarque. Tout le resultat de Besov et Lizorkin-Triebel valable dans le cas Rn sauf dans

le cas Lizorkin-Triebel (Théorème 3 on va voir plus loin) on suppose toujours n ≥ 2.



Chapitre 3

Une propriété de composition dans

l’espace de Lizorkin-Triebel critique

3.1 Preuve de théorème 1 dans le cas des espaces de

Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, on va démontrer le théorème 1 dans le cas des espaces de Lizorkin-

Treibel.

Proposition 3.1.1. Si s > 0, 1 ≤ p < +∞ et 1 ≤ q ≤ +∞, alors F s
p,q(R2)lu est l’ensemble

des fonctions f ∈ Lp(R2)lu vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :

i) dans le cas 0 < s < 1,

supa∈R2

∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
| 4h f(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

< +∞.

De plus l’expression

supa∈R2

∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
| 4h f(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

+ ‖f‖Lp(R2)lu ,

est une norme équivalente sur F s
p,q(R2)lu.

ii) dans le cas s = 1,

supa∈R2

∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
t−3

∫
|h|≤t
| 42

h f(.)|dh
)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

< +∞.

27
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De plus l’expression

supa∈R2

∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
t−3

∫
|h|≤t
| 42

h f(.)|dh
)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

+ ‖f‖Lp(R2)lu ,

est une norme équivalente sur F 1
p,q(R2)lu.

iii) dans le cas m < s < m+ 1, avec m = 1, 2...,

f (α) ∈ F s−m
p,q (R2)lu , pour|α| = m.

De plus

‖f‖Lp(R2)lu +
∑
|α|≤m

‖f (α)‖F s−mp,q (R2)lu ,

est une norme équivalente sur F s
p,q(R2)lu.

Démonstration. On fixe les fonctions ϕ0 et ϕ1 comme dans la preuve de la proposition

(2.3.2)

Le cas 0 < s < 1.

Supposons la condition (i) est satisfaite avec f ∈ Lp(R2)lu. Par la formule (2.4) on a

4h((τaϕ0)f)(x) = (4hf(x))(τ−h+aϕ0)(x) + f(x)(4hτaϕ0)(x),

∫
|h|≤t
| 4h ((τaϕ0)f)(x)|dh ≤

∫
|h|≤t
| 4h f(x)||ϕ0(x+ h− a)|dh

+|f(x)|
∫
|h|≤t
| 4h (τaϕ0)(x)|dh.

On obtient ( ∫ 1
2

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
| 4h ((τaϕ0)f)(x)|dh

)q dt
t

) p
q

≤
( ∫ 1

2

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
| 4h f(x)||ϕ0(x+ h− a)|dh

)q dt
t

) p
q

+
( ∫ 1

2

0

(
t−s−2|f(x)|

∫
|h|≤t
| 4h (τaϕ0)(x)|dh

)q dt
t

) p
q

.

Alors (∫
R2

( ∫ 1
2

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
| 4h ((τaϕ0)f)(x)|dh

)q dt
t

) p
q

dx

) 1
p

≤ c

(∫
Q+a

( ∫ 1
2

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
| 4h f(x)|dh

)q dt
t

) p
q

dx

) 1
p

+

c
( ∫

Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p ,
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donc

supa∈R2‖(τaϕ0)f‖F sp,q(R2) < +∞.

Dans l’autre sens, supposons maintenant que f ∈ F s
p,q(R2)lu. Comme

∆h((τaϕ1)f)(x) = ∆hf(x),

pour tout x ∈ Q+ a et |h| ≤ 1. On a∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
|∆h(f(.))|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

≤
∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
t−s−2

∫
|h|≤t
|∆h((τaϕ1)f)(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
p

,

pour tout a ∈ R2. la propriété (i) en découle aussitôt.

Le cas s = 1.

Supposons la condition (ii) est satisfaite avec f ∈ Lp(R2)lu. Par la formule (2.5), nous

avons

42
h((τaϕ0)f)(x) = (42

hf(x))(τ−2h(τaϕ0)(x)) + (42
h(τaϕ0)(x))(τ−hf(x))

+(4hf(x))(42h(τaϕ0)(x))
∫
|h|≤t
| 42

h ((τaϕ0)f)(x)|dh ≤∫
|h|≤t
| 42

h f(x)||ϕ0(x+ 2h− a)|dh+
∫
|h|≤t
|f(x+ h)|| 42

h (τaϕ0)(x)|dh+∫
|h|≤t
| 4h f(x)|| 42h (τaϕ0)(x)|dh.

On pose

U(x) =
( ∫ 1

0

(
t−3

∫
|h|≤t
| 42

h f(x)|dh
)q dt
t

) 1
q

. (3.1)

Du support de τaϕ0, on obtient
(∫

R2

( ∫ 1
16

0

(
t−3

∫
|h|≤t
| 42

h ((τaϕ0)f)(x)|dh)q dt
t

) p
q

dx

) 1
p

≤
(∫

Q
2 +a

( ∫ 1
16

0

(
t−3

∫
|h|≤t
| 42

h ((τaϕ0)f)(x)|dh)q dt
t

) p
q

dx

) 1
p

≤ c

(∫
Q
2 +a

( ∫ 1
16

0

(
t−3

∫
|h|≤t
| 42

h f(x)|dh)q dt
t

) p
q

dx

) 1
p

+
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c

(∫
Q
2 +a

( ∫ 1
16

0

(
t−1

∫
|h|≤t
|f(x+ h)|dh)q dt

t

) p
q

dx

) 1
p

+

c

(∫
Q
2 +a

( ∫ 1
16

0

(
t−2

∫
|h|≤t
| 4h f(x)|dh)q dt

t

) p
q

dx

) 1
p

,

= A+B + C.

On voit que

A+B ≤ c1supa∈R2

( ∫
Q+a
|U(x)|pdx

) 1
p

+ c2‖f‖Lp(Q+a) .

Estimation de C : On pose

C1(x) =
( ∫ 1

16

0

(
t−2

∫
|h|≤t
|4hf(x)|dh

)q dt
t

) 1
q

.

Pour cela, on écrit

]0, 1/16] = ∪j≥4]2−j−1, 2−j],

et en utilisant des majorations, on obtient

C1(x) ≤ cC2(x),

avec

C2(x) =
(∑
j≥4

(
22j

∫
|h|≤2−j

|4hf(x)|dh
)q) 1

q

.

Par le changement de variables h′ = 2j−3h, on obtient

C2(x) =
(∑
j≥4

( ∫
|h|≤ 1

8

|42−j+3hf(x)|dh
)q) 1

q

.

Par (2.7) on obtient

42−j+3h = 2−j+34h −
j−4∑
l=0

2−l−142
2l−j+3h,

alors

C2(x) ≤ c(C3(x) + C4(x)),

avec

C3(x) =
(∑
j≥4

(
2−j

∫
|h|≤ 1

8

|4hf(x)|dh
)q) 1

q

,

et

C4(x) =
(∑
j≥4

( ∫
|h|≤ 1

8

j−4∑
l=0

2−l−1|42
2l−j+3hf(x)|dh

)q) 1
q

.

Estimation de C3 : On a aussitôt

C3(x) = c
∫
|h|≤ 1

8

|4hf(x)|dh.
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Par Minkowski, on obtient( ∫
Q
2 +a

C3(x)pdx
) 1
p

≤ c
∫
|h|≤ 1

8

{ ∫
Q
2 +a
|4hf(x)|pdx

} 1
p

dh

≤ c
∫
|h|≤ 1

8

{ ∫
Q
2 +a
|f(x+ h)|pdx

} 1
p

dh+ c
( ∫

Q
2 +a
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ c
∫
|h|≤ 1

8

{ ∫
Q+a
|f(x)|pdx

} 1
p

dh+ c
( ∫

Q
2 +a
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ c
( ∫

Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p

.

Estimation de C4 : On a de même

C4(x) ≤
∑
j≥4

∫
|h|≤ 1

8

j−4∑
l=0

2−l−1|42
2l−j+3hf(x)|dh.

On vérifie facilement que∫
|h|≤ 1

8

|42
2l−j+3hf(x)|dh = c22(j−l)

∫
|h|≤2l−j

|42
hf(x)|dh (3.2)

Dans l’expression (3.1), on peut remplacer la norme Lq([0, 1], dt
t
) par une norme L∞([0, 1])

en minorant ; ce qui donne. ∫
|h|≤t
|42

hf(x)|dh ≤ ct3U(x),

de sorte que l’expression (3.2) est estimée par 22(l−j)U(x). On a donc

C4(x) ≤ cU(x)
∑
j≥4

j−4∑
l=0

2−l−12l−j = c1U(x).

Par conséquence ( ∫
Q
2 +a

C4(x)pdx
) 1
p

≤ c
( ∫

Q+a
U(x)pdx

) 1
p

.

En tenant compte des estimations obtenues pour C3 et C4, on peut conclure que l’expres-

sion C est estimée par ( ∫
Q+a

U(x)pdx
) 1
p

+
( ∫

Q+a
|f(x)|pdx

) 1
p

.

Dans l’autre sens, on suppose que f ∈ F s
p,q(R2)lu. On voit aussitôt que

4l
h((τaϕ1)f)(x) = 4l

hf(x),

pour tout x ∈ Q+ a et |h| ≤ 1, de sorte que f vérifie l’estimation souhaitée

Le cas m < s ≤ m+ 1. On sait que

F s
p,q(R2) = Wm(F s−m

p,q (R2)). (3.3)
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Par la proposition (2.2.4), et lemme (2.3.3), en déduit que f ∈ F s
p,q(R2)lu si et seulement

si f (α) ∈ F s−m
p,q (R2)lu pour |α| = m et f ∈ Lp(R2)lu.

Lemme 3.1.1. [8] Soient s = 2
p
et p > 1. Alors il existe une suite (θν)ν≥1 de fonctions de

classe C∞, portées par 2Q, telle que θν(x) = 1 sur le cube 2−νQ et limν→+∞‖θν‖F sp,q(R2) =

0.

Théorème 3. Soient s = 2
p
> 1, p > 1, et f : R2 −→ R. Si Tf envoie F s

p,q(R2) dans

F s
p,q(R2), alors ∂jf appartient à F s−1

p,q (R2) localement uniformément, pour tout j = 1, 2.

Démonstration. Soit s = 2
p
, m < s ≤ m + 1 avec m ∈ N, p > 1, et supposons que Tf

envoie F s
p,q(R2) dans F s

p,q(R2). D’aprés le lemme (2.1.1), il existe des nombres δ > 0 et

M > 0 tels que

‖g‖F sp,q(R2) ≤ δ ⇒ ‖f ◦ g‖F sp,q(R2) ≤M, (3.4)

pour toute fonction g ∈ F s
p,q(R2), dont le support est inclus dans 2Q. Soit ϕ une fonction

dans D(R2), à support dans 2Q, telle que ϕ(x1, x2) = (x1, x2) sur 2Q. Pour a ∈ R2, on

définit la fonction ga par

ga(x) = bϕ(2νx) + θν(x)a. (3.5)

Le lemme (3.1.1) nous autorise à choisir ν = ν(a) ≥ 1 tel que 2|a|‖θν‖F sp,q(R2) ≤ δ et on a

‖ϕ(λ(.))‖F sp,q(R2) ≤ cλs−( 1
p

)‖ϕ‖F sp,q(R2) ∀λ ≥ 1, (3.6)

par la condition s = 2
p
, on définit b ≥ 1 par l’égalité

2b‖ϕ‖F sp,q(R2) = δ.

Dans ces conditions on a ‖g‖F sp,q(R2) ≤ |a|‖‖θν‖F sp,q(R2) + b‖ϕ(2ν(.))‖F sp,q(R2) ≤ δ.

On pose x(2) = (x1, x2) ∈ R2, h(2) = (h1, h2) ∈ R2 et β := (α1, α2, 0, 0) ∈ N2 Par la

construction de g, on voit que

4h(∂β(f ◦ g)(x) = bm2νm4h(2)(∂αf)(2νbx(2) + a), |α| = m. (3.7)

par la proposition (2.1.1), f est lipschtzienne, on a donc

∂jf ∈ Lp(R2)lu, ∀j = 1, 2. (3.8)
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Le cas m < s < m+ 1,m ∈ N.

Par l’implication (3.4) et la propriété (3.3), donc on obtient

‖∂β(f ◦ g)‖F s−mp,q (R2) ≤ c2. (3.9)

Par l’estimation (3.9) et l’égalité (3.7), on a∥∥∥∥∥
( ∫ 2−ν

0

(
tm−2−s

∫
|h|≤2νbt

|42−νb−1h(2)(∂αf)(2νb(.) + a)|dh
)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(2−νQ2)

≤ c3,

d’où ∥∥∥∥∥
( ∫ 1

0

(
tm−2−s

∫
|h|≤t
|4h(∂αf)(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(bQ2+a)

≤
∥∥∥∥∥
( ∫ b

0

(
tm−2−s

∫
|h|≤t
|4h(∂αf)(.)|dh

)q dt
t

) 1
q

∥∥∥∥∥
Lp(bQ2+a)

≤ c4. (3.10)

Comme la proposition (3.1.1)(i), (iii) , et la propriété (3.8), donc ∂jf ∈ F s−1
p,q (R2)lu.

Le cas s = m+ 1,m ∈ N. La démonstration, se traite presque exactement comme dans le

cas 1 4h étant remplacé par 42
h, dans l’estimation (3.10).



Chapitre 4

Remarques sur la régularité du

calcul symbolique dans certains

espace de Besov

Le chapitre 4 traitera de généralités sur la régularité du calcul symbolique, et démon-

trons les théorèmes 4 et 5.

Théorème 4. Soient (s, p, q) ∈ I1,1,E et f : R → R, une fonction continue telle que

f(0) = 0. Alors l’application Tf : εsp,q(R) → εsp,q(R) est lipschitzienne sur tout borné de

εsp,q(R) si et seulement si f ∈ Es+1
p,q (R)loc.

Théorème 5. Soient r ∈ N, (s, p, q) ∈ I1,1,E et f : R → R, une fonction continue telle

que f(0) = 0. Alors l’application Tf est de classe Cr de εsp,q(R) dans εsp,q(R,R) si et

seulement si f ∈ clEs+r
p,q (R)loc (C∞(R)).

4.1 Régularité du calcul symbolique

Rappel

Définition 4.1.1. Pour s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞], on définit l’espace εsp,q(R) comme l’en-

semble des distributions tempérées à valeurs dans R, f telles que

‖f‖εsp,q(R) := ‖f‖L∞(R) + ‖f‖Esp,q(R) < +∞ .

.
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Définition 4.1.2. Soit ϕ ∈ C∞(R). On dit que ϕ opère par multiplication sur E ⊂ D′(R)

si ϕf ∈ E pour tout f ∈ E.

calcul symbolique borné

Définition 4.1.3. On dit que εsp,q(R) a un calcul symbolique maximal si toute fonction

appartenant à Es
p,q(R)loc opère de εsp,q(R) dans εsp,q(R).

Définition 4.1.4. Si E et F sont deux espaces métriques, une application T : E → F

est dite bornée si, pour toute partie bornée B de E, T (B) est borné dans F .

Définition 4.1.5. Soit E un espace de Banach dans D′(R) ; on dit que E est un

εsp,q(R)-module algébrique si tout élément de εsp,q(R) opère par multiplication sur E.

Il est bien connu que pour s > 0 les espaces εsp,q(R) sont des εsp,q(R)-modules algé-

briques, pour la multiplication usuelle entre les fonctions scalaires et les fonctions vecto-

rielles, voir par exemple [21, 4.6.4].

Proposition 4.1.1. Soit s > 0. Pour toute fonction f appartenant à C∞(R) et s’annulant

en 0, l’oprateur Tf est borné sur εsp,q(R).

Démonstration. Voir par exemple [8, prop. 4.1].

Soit Φ(εsp,q(R)) l’ensemble des fonctions f : R→ R, pour lesquelles Tf est une application

bornée de εsp,q(R) dans εsp,q(R) et f(0) = 0.

L’espace Φ(εsp,q(R)) sera abrégé en Φ si le contexte est clair.

Pour tout r ∈ N, on notera W r(Φ) l’espace des fonctions f : R → R telles que f ′ ∈ Φ

pour tout 1 ≤ r.

Préparation

Si f de classe C1(R). Nous notons Tf ′ l’opérateur de composition, défini par

Tf ′(g) = f ′ ◦ g.

Proposition 4.1.2. Soit s > 0. Si f : R → R est une fonction continue appartenant à

W 1(Φ(εsp,q(R))), alors l’application Tf : εsp,q(R)→ εsp,q(R) est lipschitzienne sur tout borné

de εsp,q(R).
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Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.3].

Proposition 4.1.3. Soient s > 1/p et f : R→ R une fonction continue. On suppose que

pour toute intervalle I de R, l’application

Tf :
(
D(I,R), ‖ − ‖εsp,q(R))

)
→ Bs

p,∞(R)loc

est uniformément continue. Alors f est une fonction affine.

Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.4].

Soit r ∈ N. Par la proposition (4.1.1), toute fonction f ∈ C∞(R) telle que f ′(0) = 0

pour tout 1 ≤ r, appartient à W r(Φ(εsp,q(R))).

Proposition 4.1.4. Soient r ∈ N et s > 0. Si f : R → R est une fonction continue

appartenant à clW r(Φ(εsp,q(R)))(C∞(R) ∩W r(Φ(εsp,q(R)))), alors l’application

Tf : εsp,q(R)→ εsp,q(R) est de classe Cr.

Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.6]

On notera
◦

Es
p,q la fermeture de D(R) dans Es

p,q(R).

Si 1 ≤ p, q <∞, on a
◦

Es
p,q(R) = Es

p,q(R) , (4.1)

(voir par exemple [22, 2.3.3]).

Proposition 4.1.5. Soit s > 0. On suppose que q ∈ [1,∞[. Alors

(i) clEsp,q(R)
(
C∞(R) ∩ Es

p,q(R)) = Es
p,q(R) ,

(ii) clEsp,q(R)loc (C∞(R)) = Es
p,q(R)loc.

Démonstration. voir par exemple [11, prop. 7].

On dit que Tf a la propriété (Pr) si Tf est de classe Cr de
(
D(I,R), ‖ − ‖εsp,q(R))

dans εsp,q(R), pour toute intervalle I de R.

Proposition 4.1.6. Soient s > 0, r ∈ N, et f : R → R une fonction continue. Si

l’application Tf : εsp,q(R)→ εsp,q(R) est de classe Cr. Alors f appartient à (
◦

Es+r
p,q (R))loc.

Démonstration. Voir par exemple [8, thm. 4.9].



Chapitre 4. Remarques sur la régularité du calcul symbolique dans certains espace de
Besov 37

4.2 Preuves des théorèmes 4 et 5

Preuve de théorème 4

La nécessité de f ∈ Es+1
p,q (R)loc a été prouvée par [8, th. 4.5]. Nous tournons maintenant

vers la suffisance. Supposons que f ∈ Es+1
p,q (R)loc et f(0) = 0. Par l’hypothèse

(s, p, q) ∈ I1,1,E et une propriété standard de Sobolev, f est de classe C1, posons

u := f − f ′(0).idR.

Par la propriété

Es+r
p,q (R) = W r(Es

p,q(R)) ∀r ∈ N, (4.2)

il vient donc u ∈ Es
p,q(R)loc et u′ ∈ Es

p,q(R)loc (voir [11, prop. 13].)

Puisque u(0) = u′(0) = 0, et par l’hypothèse (s, p, q) ∈ I1,1,E, on a u ∈ W 1 (Φ). Compte

tenu de la proposition (4.1.2), il vient que Tu est lipschitzienne sur tout borné de εsp,q(R).

Puisque Tf = Tu+f ′(0).idεsp,q(R). D’où le résultat. Les propositions (4.1.2) et (4.1.5) ont la

conséquence suivante, qui généralise les résultats correspondant pour les espaces de Sobolev

W 1
p , obtenus par Marcus et Mizel [20].

Corollaire (4.2.1). Soient (s, p, q) ∈ I1,1,E, f : R → R, une fonction continue. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Tf opère de εsp,q(R) dans εsp,q(R),

(ii) Tf est un opérateur borné de εsp,q(R) dans εsp,q(R),

(iii) Tf est un opérateur continu de εsp,q(R) dans εsp,q(R).

Preuve de théorème 5

Étape 1 : Si Tf est de classe Cr de εsp,q(R) dans εsp,q(R), compte tenu de la proposition

(4.1.6), on a f ∈
(
clEs+r

p,q (R)(D(R))
)
loc
. On conclut que

f ∈ clEs+r
p,q (R)loc(C

∞(R)),

(voir [11, prop. 12].)

Étape 2 : Par la condition (s, p, q) ∈ I1,1,E, nous obtenons

Es+r
p,q (R)loc ↪→ Cr(R) . (4.3)
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En particulier, on pose

Ẽs+r
p,q (R) :=

{
f ∈ Es+r

p,q (R)loc : f(0) = f ′(0) = 0 , 1 ≤ r

}

est un sous-espace fermé dans Es+r
p,q (R)loc. Par l’hypothèse (s, p, q) ∈ I1,1,E, on a Ẽs+r

p,q (R)

est inclus dans l’espace W r (Φ) (voir [11, prop. 9].) Grâce au plongement

Φ ↪→ W 1
∞(R)loc, (4.4)

(voir [8, th. 3.1]), soit encore

W r (Φ) ↪→ W r+1
∞ (R)loc ↪→ W r

∞(R)loc.

Du théorème du graphe fermé, on déduit que

Ẽs+r
p,q (R) ↪→ W r (Φ) .

Étape 3 : Soit f ∈ clEs+r
p,q (R)loc(C∞(R)). Il existe une suite (fk)k∈N de fonctions de classe

C∞(R), telle que limk→∞ fk = f dans Es+r
p,q (R)loc. Par la proposition (4.1.1) la formule de

Taylor polynomiale bornée de εsp,q(R) dans εsp,q(R) comme un opérateur de classe C∞(R),

et par le plongement (4.3) implique que limk→∞ f
′
k(0) = f ′(0) pour tout 1 ≤ r, il n’y a

aucune perte de généralité pour supposons que f, fk ∈ Ẽs+r
p,q (R). Maintenant par l’étape

2, il vient limk→∞ fk = f dans W r (Φ) . Puisque fk ∈ C∞(R) pour tout k ∈ N, par la

proposition (4.1.4), on conclut que Tf est de classe Cr de εsp,q(R) dans εsp,q(R).



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considéré un calcul symbolique pour les espaces de Besov

Bs
p,q(Rn) et de Lizorkin-Treibel F s

p,q(Rn) à valeur dans Rn. Dans notre travail, le théorème

1 est fondamental, la condition ∇f appartient localement uniformément à Es−1
p,q (Rn,Rk)

est nécessaire. En fin nous avons étudié la régularité de l’opérateur Tf dans certains espace

de Besov.
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