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Résumé 1

Résumé

Dans ce travail, nous avons adapté la méthode duale de support ainsi que la méthode
adaptée développées par R. Gabasov et F.M. Kirillova pour la résolution des problémes
de laprogrammation linéaire a variables non-négatives. Afin d’initialiser ces agorithmes
avec une solution réalisable de départ et un support initial, une technique d’initialisation
utilisant une seule variable artificielle est proposée et une méthode dite laM-méthode avec
une seule variable artificielle est présentée. Dans le but de comparer les performances de
nos méthodes avec celles de la méthode du simplexe, nous les avons implémentées avec le
langage de programmation C++. Les résultats trouvés montrent I’ efficacité de la méthode
adaptce.

Mots clés : Programmation linéaire, variables non-négatives, méthode duale de support,

méthode adaptée, initialisation, résultats numériques.
Abstract

In this work, we adapted the dual support method as well as the adaptive method deve-
loped by R. Gabasov and F.M. Kirillova for solving linear programming problems with
non-negative variables. In order to initialize these algorithms with an initial feasible so-
lution and an initial support, an initialization technique using asingle artificial variableis
proposed and a method called the M-method with asingle artificial variableis presented.
In order to compare the performance of our methods with those of the simplex method,
we have implemented them with the C ++ programming language. The obtained results
show the efficiency of the adaptive method.

Keywords : Linear programming, non-negative variables, dual support method, adaptive
method, initialization, numerical experiments.
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Introduction générale

La programmation linéaire est une discipline qui s’intéresse aux méthodes de réso-
lution du probléme consistant & maximiser ou minimiser une fonction linéaire, appelée
fonction objectif, sur un domaine délimité par un ensemble d’équations ou d’inéquations
linéaires, appelées contraintes. Son origine remonte au années 30 lorsque le mathémati-
cien russe L.V. Kantorovitch [16] a modélisé un probleme économique d’allocation opti-
male de ressource sous forme d’un probléme de programmation linéaire. Plus tard, plu-
sieurs probléemes pratiques sont modélisés sous forme de problémes de programmation
linéaire, on cite : le probléme de planification de production, les problemes de transport,
les problémes de découpe, les problémes d’ordonnancement, etc.

Pour la résolution de ce types de problémes, plusieurs méthodes sont développées et
chaque méthode a des bienfaits et des méfaits. Parmi ces méthodes, on cite la méthode du
simplexe développée par G.B. Dantzig en 1947 [9], qui consiste & démarrer d’un sommet
initial du polyedre des contraintes et de passer d’un sommet a un autre sommet adjacent
meilleur jusqu’a atteindre le sommet minimal ou maximal ; la méthode des ellipsoides
développée par Khachian en 1979 [18], qui est la premiére méthode de points intérieurs
de complexité polynominale. Cette méthode a une importance théorique mais elle n’est
pas efficace en pratique; I’ agorithme projectif de Karmarkar (1984) [17] qui est un ago-
rithme polynomina trés efficace pour la résolution des problémes de grande dimension;
les algorithmes de points intérieurs de type primal-dual [21] ; les méthodes d’activation de
contraintes de Gill et al. (1973) [15], la méthode adaptée de R. Gabasov et F.M. Kirillova
mise au point dans les années 70 a ’université de insk, Bié¢lorussie [12], etc.

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a la méthode adaptée initialement déve-
loppée pour la résolution des problémes de programmation linéaire a variables bornées,
i.e., les problemes de la forme :

max z = cx,
Ax = b,
[ <x<u,

ou ¢, x, u et / sont des n-vecteurs avec ||u|| < oo et ||/|| < e, b un m-vecteur, 4 est une
matrice de dimension (m X n) avec rang(4) = m < n.

Cette méthode est bien expliquée dans le livre [5]. Dans ce travail, nous allons adapter
cette méthode pour la résolution des problémes de programmation linéaire a variable non-
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négatives écrit sous la forme suivante :

max z = c’x,
Ax = b,
x>0,

ou ¢ et x sont des n-vecteurs , b un m-vecteur, 4 est une matrice de dimension (m x n)

avec rang(A) =m < n.

Notre mémoire est constitué d’une introduction, trois chapitres et une conclusion.
Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques rappels d’algebres linéaire et de pro-
grammation linéaire. La méthode primale de support pour la résolution des problemes de
programmation linéaire a variables non-négatives est également présentée dans ce cha-
pitre. Dans le deuxiéme chapitre, nous avons adapté la méthode duale de support pour la
résolution des problémes de programmations linéaire a variable non-négatives.

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation des méthodes que nous avons pro-
posées, a savoir : la méthode adaptée avec la regle algébrique, la méthode adaptée avec la
regle du pas simple, et ce, pour la résolution des problemes de programmation linéaire a
variables non-négatives. Dans ce méme chapitre, une technique d’initialisation nous per-
mettant de trouver une base initiale et une solution réalisable de départ est suggérée.

De plus, nous avons implémenté les algorithmes proposés dans les chapitres précédents
avec le langage de programmation C++ et nous avons comparé les performances de nos
méthodes avec la méthode du simplexe [9]. Finalement, nous cloturons ce mémoire par

une conclusion générale et quelques perspectives de recherche.



Chapitre 1

Rappel d’algebre linéaire et de

programmation linéaire

1.1 Rappel d’algebre linéaire

1.1.1 Matrices et vecteurs

— Soient deux ensembles d’indices :
I={1,2,....m},J={1,2,...,n},m <n.
— Une matrice 4 de dimension (m X n) est représentée par 1’écriture suivante :

air 412 ... a]j ... dlp
ay; dyp ... azj ... Ay
A=A(J) = (ajj,iel,je]) =
ai ap ... 4dijj ... dipn
aml Am2 --- Amj --.- Amn
T
A,
T
AZ
A:(al,az,...,aj,...,an): Rk
i
T
Am
ou
a]j
azj
aj=A(l,j) = ' est un vecteur-colonne,
apj
am]'

AT = A(i,J) = (ain,an,...,aip, ..., ain) est un vecteur-ligne.

— Le symbole (T ) est celui de la transposition. Chaque vecteur, noté
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x=x(J)=(xj,j€J),
sera ainsi considéré comme un vecteur-colonne tandis que le vecteur-ligne sera noté
X!
— La matrice transposée de A4 sera notée
AT =AT (1) = (ai,jeJi€l).
— Notons qu’un vecteur-colonne de dimension m peut étre considéré comme une matrice
de dimension (m x 1), tandis qu’un vecteur-ligne de dimension » peut étre considéré
comme une matrice de dimension (1 x n).

— La matrice identité d’ordre » sera notée I,,.

1.1.2 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

— Soit (K,+,-) un corps commutatif, on note 1x son élément neutre par rapport a loi
.7, On appelle espace vectoriel sur le corps K un ensemble V' d’éléments désignés par
x1,X2,... € appelés vecteurs, muni d une structure algébrique définie par la donnée de

deux opérations :

1. Paddition vectorielle : a tout couple (x1,x;) de vecteurs correspond un vecteur

dans V' désigné par x| +x, et appelé somme de x| et x».

2. la multiplication par un scalaire : a tout couple (¢, x) formé d’un scalaire a € K
et d’un vecteur x correspond un vecteur dans V' désigné par o et appelé produit

de « par x.

Ces deux opérations satisfont aux conditions suivantes :Vx,y,z € V.Va,B € K

1. (x+y)+z=x++2);
2. x+y=y+x;

3. II existe un vecteur, noté 0y et appelé vecteur nul, tel que x + 0y = x pour tout

vecteurx € V' ;

4. Pour tout vecteur x € V, il existe un vecteur, noté —x et appelé vecteur opposé de

x, tel que x+ (—x) =0;
o (Br) = (o B)x;
(a+B)x=ax+ PBx;
alx+y)=ax+ay;

N @

lgx =x.
— Soit U un sous-ensemble non vide de R”. On dit que U est un sous-espace vectoriel de
I’espace vectoriel V si et seulement si :
l. x,yeU,x+yeU.
2.VAeR, VxeU, AxeU.

Soient aj,as, ...,ay,, n vecteurs de V.

n -
— L’expression Y, Aja;,A; € R, j=1,nestdite combinaison linéaire des vecteurs aj,ay, ..., a,.
J=1
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n
— Sideplus ¥ A;=1,4; >0, la combinaison linéaire est appelée combinaison convexe.
j=1
— Les vecteurs ay,ap, ...,a, sont linéairement indépendants si :

n
ZAjaj =0 :>)Lj =0,Vje {1,...,}’1}.
=1

On dit aussi que {aj,ay, ...,a,} forme une famille libre de V.
— On dit que les vecteurs ay,ay, ..., a, forme une famille génératrice de V' si et seulement
Si:
W eV, I A, Ay ER v = g L.
— La dimension de V" est le nombre maximal de vecteurs ii_néairement indépendants dans

V.
— Soient ay,as,...,a, une base de V. La représentation d’un vecteur quelconque x de V'

comme combinaison linéaire de vecteurs de base est unique :

_ n
A, j=1,ntelquex= 3 Aa;.
j=1
— La substitution du vecteur x a un vecteur a; de la base fournit une nouvelle base si et

seulement si A # 0.

1.1.3 Matrices et vecteurs partitionnés

On peut effectuer le produit d’une matrice 4 et d’un vecteur x, apres les avoir partition-
nés judicieusement. On dit alors qu’on a effectué un produit par blocks.

A:(AlaAZ)ax: (xl )7
X2

Ax = (Al,Az) ( A ) =Ax1 +Ayx;.
X2

A A
4= 1 A x— x| b= by ,
Ay Ax X by

I’équation Ax = b peut alors s’écrire :

En effet, sil’on a

alors on peut écrire :

De méme, pour

Ay1x1 +A12x2 = by,
An1x1 +Axxz = ba.

On peut partitionner une matrice d’une maniére arbitraire. Par exemple, si 4 = A(1,J) est
une matrice de dimension (m x n) et que Jp et Jy sont deux sous-ensembles quelconques
de J tels que

JpUJy =J,JgNJIy =0,

alors on peut partitionner 4 de la fagon suivante :
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A= (al,az,...,aj,...,an) = (AB,AN),

avee AB :A([,JB), AN :A(I,JN).

XB

Six=x(J) = , xp = x(Jp), xy = x(Jn), alors on peut écrire

XN

Ax= Yapx;= Y aixj+ ¥ aix;=A,Jp)x(Jp) + A, Jn)x(Jy).
jeJ Jj€Jp JEIN

On a alors
Ax = Apxp +Anxy.

1.1.4 Rang d’une matrice

Définition 1. Le nombre maximum de colonnes (considérées comme des vecteurs de
R™) linéairement indépendantes d’une matrice A est égal au nombre maximum de lignes
(considérées comme des n-vecteurs-lignes) linéairement indépendantes. Ce nombre est

appelé rang de la matrice A4 et il est noté par rang(A4).

Remarque 1. Le rang d’une matrice de dimension (m x n) est inférieur ou égal a min {m,n}.

1.1.5 Discussion générale sur I’existence et le nombre de solutions
d’un systéme linéaire
Généralités et définitions
Soient m et n deux nombres entiers. Un systeme de m éguations linéaires a coefficients

réels a n inconnues x1,x7, ...,Xj, ...,X, s’écrit comme suit :

apxy+apxy+---+ayx;+ -+ amxa = by,

ax1xX1 +axpxy + -+ axx;+ -+ awxy = by,
(1.1)

ajlX1 +apXxy 4+ aiixj+ -+ ainXy = bi,

L 9mix1tapexo+---+amixj+ -+ apXn = by

Les nombres b1, by, ..., by, sont appelés les seconds membres du systéme (1.1).

En posant
X1 b
X2 by
A= (aij,1<i<m1<j<n),x=| " |,b=]| .
X b,

Le systeme (1.1) s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :

Ax = b. (1.2)
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La matrice 4 = (4, b) est appelée la matrice augmentée du systéme (1.1). On a aussi
rang(A) < rang(4). (1.3)
Définition 2.

— Tout vecteur x Vérifiant les équations (1.1) s appelle solution du systéme.

— Le systeme (1.1) est dit compatible s’il posséde une ou plusieurs solutions. Dans le cas
contraire, il est dit incompatible ou impossible. D’une maniere générale, le systeme
(1.2) posseéde une solution si le vecteur b appartient au sous-espace engendré par les
vecteurs colonnes de la matrice 4.

— Lorsque le vecteur b est nul, le systeme (1.2) est dit homogene. Tout systéme homogene
possede la solution triviale x = 0.

Définition 3.

Le systeme linéaire (1.2) est dit de rang complet en ligne si rang(4) = m, m < n.

Si deux systeémes d’équations linéaires, avec le méme nombre des inconnues possedent

exactement les mémes solutions, on dit alors qu’ils sont équivalents. On a ainsi le théo-

réme suivant :

Théoréme 1. [6]
Si M est une matrice réguliére d’ordre m, alors les systemes Ax = b et MAx = Mb sont

équivalents.

Lemme 1. [6]
Soit m < n et rang(A4) = m. Alors le systéme Ax = b admet toujours quelque soit le second

membre b :
1. Une solution et une seule si m = n.
2. Uneinfinité de solution si m < n.
Théoréme 2. [6]
Le systeme Ax = b
1. possede une solution unique si rang(A4) = rang(A4,b) = n,
2. possede uneinfinité de solutions si rang(A4) = rang(A4,b) < n,

3. est impossible si rang(A) < rang(A4,b).

1.1.6 Solutions basiques d’un systéme d’équations

Soitx = %) un vecteur partitionné qui est solution du systeme Ax = b, ou rang(A4) =
XN
m < n. Alors x est dit solution basique si xy = 0 et si les vecteurs qui composent la sous-

matrice carrée Ag sont linéairement indépendants.
Une solution basique est dite non-dégénérée si

x; #0,Vj € Jp, avec xp :Aglb.
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1.1.7 Inversion d’une matrice réguliere par la méthode de Gauss-

Jordan

Pour illustrer cette méthode d’inversion, considérons une matrice 4 réguliere d’ordre 3 et

son inverse A~ ! :

aj; ap ap X11 X12 X3

_ 1 _
A= an axn an |, 4 =] x2a x» x3
az; ay a3 X31 X33 X33

La relation A4~' = I5 est ainsi équivalente a trois systémes d’équations : Ay i =ej,j=
1,2,3,avecy; =4~ 1(1,)) = (xij,i = 1,2,3) ete; le j*™ vecteur de la matrice identité /5.
On peut alors résoudre simultanément ces trois systémes en mettant dans la seconde partie
du tableau de Gauss-Jordan trois seconds membres différents :

aj ay as bl = €] bz =€ b3 —=e3

ai | an | ais 1 0 0

ax) | axn | ax 0 1 0

asl | axn | as 0 0 1
Tableau de départ

En travaillant avec des pivots diagonaux tous égaux a 1, I’application de la méthode de
Gauss-Jordan pour ce systéme avec trois seconds membres nous donne alors le tableau
final suivant :

ey |ex|es Yi |2 | M3
00 X11 | X12 | X13
0O]11]0 X21 | X22 | X23
0 0 1 X31 | X32 | X33
Tableau final

Puisque la matrice 4 est transformée en matrice unité, il en résulte que les vecteurs qui
se trouvent dans la deuxiéme partie du tableau seront les solutions des trois systémes. Par
conséquent, le processus d’inversion par la méthode de Gauss-Jordan conduit au schéma

général suivant :

LA 1] 4]

1.2 Rappel de programmation linéaire

1.2.1 Présentation d’un probléme de programmation linéaire

Un probléme de programmation linéaire ou programme linéaire se présente sous la
forme suivante :
Trouver les variables x1,x,, ..., X, qui maximisent ou minimisent la fonction linéaire sui-

vante :
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n
z(x) = X c¢jxj,
J=1
sous les contraintes linéaires suivantes :

apxy+apxy+---Fayx;+ -+ amxa = b,

ay1x1 +apxy+--+ayx;+---+ayx, = b,

am X1 +amexa+ -+ amixj+ -+ appXn = by,
x;>0,Vj=1,n.

Le probléme s’écrit aussi sous la forme matricielle suivante :

max z = c’x, min z = ¢’x,
Ax = b, ou Ax=2b,
x> 0. x>0,

o c=(c1,02y.y0n T e R est appelé vecteur des cofits.
o A= (ai gy i=1,m, j= m) est appelé matrice des contraintes.

= )
T . . .
o x=(x1,x2,...,x,)" € R" est appelé vecteur des variables de décision.

La fonction z est appelée fonction objectif du probléme de programmation linéaire.

Les systeme Ax = b est appelé systeme des contraintes principales.

Les contraintes x; > 0, j = 1,n sont appelées contraintes de non-négativité des va-
riables.

2. odélisation sous forme d’un programme linéaire
1.2.2 Modélisat f d’ 1

La formulation d’un mod¢le mathématique est 1’étape la plus délicate de la résolution
d’un probléme. Elle nécessite un effort de conception qui doit aboutir a la détermination :

1. des variables pour lesquelles on doit décider du niveau a atteindre, tel que le niveau
d’activité dans I’entreprise, on suppose, dans un premier temps que ces variables
peuvent prendre n’importe quelle valeur positive ;

2. de la fonction objectif qui décrit la relation linéaire, entre les variables de décision,
représentant 1’objectif de ’entreprise ;

3. des contraintes du modele qui décrivent les relations linéaires entre les variables de
décision représentant les restrictions auxquelles est sujette I’entreprise.

Exemple de programme linéaire [22]

On présente dans cette partie un exemple permettant d’introduire et d’expliciter la
notion de formulation d’un mod¢le mathématique linéaire, cet exemple porte sur les pro-
blémes pour lesquelles la modélisation en programme linéaire est bien adaptée et claire-

ment explicitée.
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Une compagnie est spécialisée dans la production de deux types de produits : des
climatiseurs et des ventilateurs. Les deux produits nécessitent un certain nombre d’heures
machine et un certain nombre d’heures de main d’oeuvre. Le tableau suivant donne les
informations nécessaires sur les deux produits, ¢’est-a-dire le nombre de chacun de ces
produits. Dans toute la suite, on utilisera comme unité¢ monétaire UM, qui peut étre I’Euro,
le Dollar ou le Dinar et le tableau nous donne, de plus, le nombre d’heures machine et
d’heures de main d’oeuvre disponibles.

Heures machine | Main d’oeuvre Profit
Climatiseur 2h/unité 3h/unité 25U M /unité
Ventilateur 2h/unité 1h/unité 15U M /unité
Disponibilité 240h 1404

Formulation du probléme :

a) Variables de décisions : la compagnie veut décider du nombre de climatiseurs et du
nombre de ventilateurs a produire. Notons les deux variables de décision par :

x1 = nombre de climatiseurs.

x; = nombre de ventilateurs.

b) La fonction objectif : I’objectif de I’entreprise est de déterminer le plan de production
qui maximisera son profit, lafonction objectif s écrit alors

max z = 25x1 + 15x».

¢) Les contraintes du modele : la limitation des ressources contraint I’entreprise de la

maniére suivante :
1. contraintes heures machine : 2x; + 2x, < 240;
2. contraintes main d’oeuvre : 3x; +xp < 140;

3. contraintes de non-négativité (exprimant que les niveaux d’activité ne peuvent

étre négatifs).
Modélefinal :

max z(x) = 25x; + 15x,,
2x1 + 2xp < 240,
3x1 +xp < 140,
x;>0,Vje{1,2}.

Ce programme linéaire s’écrit sous la forme standard suivante :

max z(x) = 25x; + 15xp,
2x1 4+ 2xp +x3 :240,
3x1 +x3 +x4 = 140,
x;>0,Vje{l,.. 4},

avec x3 et x4 sont des variables non-négatives, appelées variables d’écarts.



Rappel d’algebre linéaire et de programmation linéaire 16

1.2.3 Existence des solutions d’un programme linéaire

Avant d’étudier I’existence des solutions d’un probléme de programmation linéaire, on va

d’abord rappeler quelques éléments de topologie dans R”.

Eléments de topologie

Nous nous plagons ici dans R”, muni de la norme euclidienne :

&2
X[l =/ X x;.
i=1

Définition 4. (Convergence des suites dans R”)
Une suite infinie xo,xp,...,X,, ... dans R” sera notée (xx);c. On dit que la suite (xXg);cpy

converge vers x si la norme ||x; —x|| tend vers 0 quand k£ — 4o, i.c.
Ve>0, dngeN, Vn>ngy, |x,—x||<e.

Définition 5. (Point d’accumulation)

On dit que x est un point d’accumulation de la suite (x,),cx Si on peut extraire de cette
suite une sous suite (x;);; -y convergente vers x. Si la suite (x,), .y est convergente, alors
elle a un point d’accumulation unique qui est la limite de cette suite.

Soit S C R” un sous-ensemble non vide de R”.

Définition 6. (Point intérieur)
Un point y € S est un point intérieur de S s’il existe une boule centrée en y et contenue

dans S. L’ensemble des points intérieurs de S est appelé I’intérieur de S et noté par int(S).

Définition 7. (Sous-ensemble ouvert)
On dit que S C R” est un ensemble ouvert s’il coincide avec sont intérieur, i.e.,

S =int(S).

Définition 8. (Voisinage)

Etant donné y € R”, v(y) est un voisinage de y s’il contient une boule ouverte contenant
V.

Définition 9. (Point d’adhérence)

Un point y € S est un point d’adhérence de S si tout voisinage de y rencontre S, i.e.,

Ve>0, IxesS, |y—x||<e.

Définition 10. (Sous-ensemble fermé)
On dit que S C R” est un ensemble fermé s’il coincide avec son adhérence, i.e.,

§=S.

Proposition 1.
Un sous-ensemble S de R” est fermé si et seulement si toute suite convergente d’éléments
dans S a une limite dans S.
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Définition 11. (Ensemble compact)
Un sous-ensemble K C R” est dit compact si de tout suite infinie (x,),.y de K, on peut
extraire une sous-suite infinie (x;),.; - convergente vers un élément de K.

Proposition 2.

Dans R” un sous-ensemble K C R” est compact si et seulement s’il est fermé et borné.

Soit /" une fonction définie d’un ensemble K C R” dans R. Le théoréme suivant étudie
I’existence d’optimum pour la fonction f sur I’ensemble K.

Théoréme 3. (Théoréme de Weierstrass)
Si f est une fonction continue sur un ensemble compact K C R”, alors le probléme d’op-
timisation :

maximiser f(x)
xek

a une solution optimale X € K.

Preuve.

Soit M = sup{f(x)}. La caractérisation de M nous donne :
xek

Ve>0, Ixe €K, M—e< f(xg) <M.
Sion prend € = ,ll, nous obtenons

I, €K, M—1<f(x,) <M.

Comme K est compact, on peut extraire de la suite (x,),cpy une sous-suite (x;);c;
telle que

x—x€eKk.
Puisque f est continue,
fxr) = f(x).
Comme (x7);c; -y ©st une sous-suite de (x,), o, On aura
x €K, M—1<f(x)<M.
En passant a la limite, nous obtenons
ek, M<f(x)<M,

ie, X e Kavec f(x) =M=sup{f(x)}.
xek

Théoréme 4.
Si f une application linéaire de R” dans R, alors f est continue.
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Preuve.
Soit {e;},.1, une base dans R”, et soit x un vecteur quelconque de R”. On a
n n n n
)= (X xier)| = | Xxif(er)| < X [l lf (el < (sup ul)- 3 [/(en)] < ]l
= = = i=1l,n 1=

D’ apres |” équival ence des normes dans un espace de dimension fini, on aura

30> 0, x|, < orflx]].

Alors
IM=k.a>0, [f(x)|<M|x].
Comme f est une application linéaire de R” dans R, donc elle vérifie :
M >0, |f(x)] < Mx].
Alors f est une application continue de R” dans R.

Maintenant considérons le probléme de programmation linéaire sous la forme suivante :

max z = clx,

Ax=b, (1.4)
x> 0.

Notons le domaine réalisable du programme linéaire (1.4) par
S={xeR", Ax=1b, x> 0}.

Proposition 3.
L’ensemble S est fermé.

Preuve.
Soit (x¥)reny = (¥4, x4, ..., x8) ey une suite de S convergente vers une limite x° = (x? x93, ...,x0) €
R”. Puisque (x*).c est une suite de S, alors on a

Ax¥=b, x¥>0, VkeN.

Comme les fonctions associées aux contraintes du probléme sont linéaires, alors elles sont

continues, donc on peut passer a la limite puisque (x*)zeny converge vers x° :

Ax0 = b, x> 0.
Ce qui implique que x° € S. Par conséquent, S est un ensemble fermé.

Proposition 4.

Si S est un ensemble non vide et borné, alors le probléme (1.4) admet un solution optimale
X.

Preuve.

La fonction z est une fonction linéaire sur R”, alors elle est continue. De plus, puisque
S est fermé et borné donc compact de R”, alors d’apres le théoréme de Weierstrass, le
probléme (1.4) admet une solution optimale X.
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Point extréme et optimalité

Définition 12. (Point extréme)
Un vecteur x € S est appelé point extréme de S si x = Ax] + (1 — A)xy, avec x1,x; € S et
A €]0,1] implique que x = x] = x3.

Théoréme 5. [10]
La fonction objectif du probleme de programmation linéaire définie sur un polyedre S
atteint son maximum en un point extréme de ce polyedre.

Preuve.

Soit le probléme de programmation linéaire sous forme standard

max z = clx,
Ax = b, (1.5)
x> 0.

Soient x!,%2,...,x” les points extrémes du polyédre S, avec S = {xeR" Ax=b, x>0}
et x° une solution optimale du probléme (1.5).
Supposons le contraire (x” n’est pas un point extréme de S).

r . p
Alors x0 = P> AX, ou P> Ai=1,avec A4;>0.0na

i=1 i=1

p p ‘
z(x%) = (D Ax) =Y, Aiz(x). (1.6)
Déterminons la valeur maximale que prend la fonction objectif z aux points extrémes

max z(¥) =z(x). 1.7
l_e{17...7p}( ) =z(X") (1.7)

En vertu des relations (1.6) et (1.7), on obtient

2(x%) = z(

I~

) P )
AF) = ;xiz(xl) <2(®) S =2(¥).

~

0

Ce qui implique que x” n’est pas une solution optimale du probleme (1.5). D’ou ’on

déduit que x° est un point extréme de S.

Théoréme 6. [10]
Si la fonction objectif prend sa valeur maximale en au plus d’un point extréme alors toute

combinaison linéaire convexe de ces points donne la méme valeur de la fonction objectif.

Preuve.

2

Soient X', %2, ..., les points extrémes du polyédre S, tels que

2(5) =2(@) = =2() = a,
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P P
ou « est la valeur maximale. Soitx= Y A;x’,ou Y A, =1,avec A; >0.0na
i=1 i=1

)4 . p )
2(%) = z(gzp—a) - a;/x,» = o =z(¥).

Théoréme 7. [10]

X est un point extréme si et seulement s’il est une solution de base réalisable.

1.3 Méthode primale de support pour la résolution des

programmes linéaires

1.3.1 Position du probleme et définitions

Le probléme de programmation linéaire a variables non-negatives se présente sous la
forme standard suivante :

max z = ¢! x, (1.8)
Ax = b, (1.9)
x>0, (1.10)

ou ¢ et x sont des n-vecteurs, b un m-vecteur, 4 est une matrice de dimension (m x n) avec
rang(A) =m < n.
— Définissons les ensembles d'indices suivants :

1= {1,2,...,1’1’1}, J= {1,2,...,71}, J:JBUJN, JBmJNZQ, |JB| =m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice 4 de la maniére suivante :

. X \ . .
x=x(J)=(x,j€J) = (x]i) , ou xp =x(Jp) = (xj,j €Jp) et xy =x(Jn) = (x},j €EJIn),

c=cl))=(c;,j€J) = (CB

. ) , ou CB:C(JB) :(Cj,jEJB) et CN:C(JN) = (Cj,jGJN),
N

alj
A=A(1J) = (aiji€l,je])=(aj,j€J), ona;=

amj
A= (A4p,An), Ap =A(1,Jp), AN =A(I,Jy).
— Un vecteur x vé&rifiant les contraintes (1.9) et (1.10) est appelé solution réalisable (SR)

du probléme (1.8)-(1.10). Notons par S = {x € R", Ax = b, x > 0} ’ensemble des so-
lutions réalisables du probléme (1.8)-(1.10).
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— Une solution réalisable x° est dite optimale si
z(xo) >z(x), VxeS.
— D’autre part, une solution réalisable x est appelée €-optimale ou suboptimale si
z(x%) —z(x®) = 2" —TxF <,

ou x° est une solution optimale du probléme (1.8)-(1.10) et € un nombre positif ou nul
choisi a I’avance.
— Soit un sous-ensemble d’indices Jp C J tel que |Jg| = |I| = m. L’ensemble Jp est alors
appelé support si
detdp = detA(I,JB) £ 0.

— Le couple {x,Jp} formé de la solution réalisable x et du support Jp est appelé solution
réalisable de support (SRS).
— Une (SRS) est dite non-dégénérée si
Xj > 0, j€Jp.
— Définissons le vecteur des multiplicateurs « :

nl =chaz! (1.11)
ainsi que le vecteur des coits réduits E7 = (EL,EL) :
Ey=n"Ay—ch e Ej=n"a;—c;,j €y, (1.12)

et
Ef =nldp—ch =chaglup—ck =o.

On définit les deux sous-ensembles Jy+ et Jy, de Jy comme suit :

I+ :{jEJN/xj>0} etJy, = {jEJN/ijO}.

1.3.2 Formule d’accroissement de la fonction objectif
Soit {x,Jp} une SRS du probléme (1.8)-(1.10). Considérons une autre solution réalisable
quelconque X = x + Ax. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit

Az = 2(%) — z(x) = chAxp + cL Axy. (1.13)
Comme on a

Ax=0>b Apxp+ANXN = b
{ o :>{ BXB T ANXN ?(EB—XB):—AEIAN()_CN—XN).

Ax=15> Apxg+Anxy = b



Rappel d’algebre linéaire et de programmation linéaire 22

Alors on trouve :
Axp = —Ag ' AnAxy.

D’autre part
Az = z(%) — z(x) = chAxp + chAxy = (—chAg Ay +cf) Axy.
D’ou

Az =z(X) —z(x) = —EyAxy = — Y Ej(x; —x;). (1.14)

JEIN

Laformule d accroissement prend aorslaforme finale suivante :
Az = —Ef Axy+ — Ex Axy,, (1.15)
avec

En+ = (Ej, j€JIy+), Eny = (E}, JEJIN,), Mxy+ = (Axj, jE€JIy+), Axn, = (Axj, j EJN,).

1.3.3 Ciritére d’optimalité

On a le théoréme suivant [12] :
Théoréme 8. (Critere d’optimalité )

Soit {x,Jp} une SRS du probleme (1.8)-(1.10). Alors les relations :

Ei >0, sijely;
’ ’ (1.16)
Ej:O, st jeJy+;

sont suffisantes pour |’ optimalité de la solution réalisable x. Ces mémes relations sont
aussi nécessaires dans le cas ou la SRS {x,Jp} est non-dégénérée.

1.3.4 Critére de suboptimalité

Pour estimer 1’écart qui existe entre la valeur optimale z(x") et une autre valeur z(x) d’une
SRS quelconque {x,J5}, remplagons dans la formule d’accroissement (1.14) le vecteur X
par x°. On aura donc

AZ:Z<XO)—Z<X):—ZEj(X(J)-—Xj): zEj(xj—x?). (1.17)
JjEIN JEJIN

Majorons la valeur de I’expression (1.17). Supposons que Ey > 0, on a alors

Az< Y Ej(xj—0)= Y Ejx;. (1.18)
JEJIN JeIN
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Pour Ey > 0, le nombre

B(X,JB) = 2 Ej)Cj,

JEIN
est appelé estimation de suboptimalité. On a alors le théoréme suivant [12] :
Théoréme 9. (Condition suffisante de suboptimalité)
Soit {x,Jp} une SRS du probleme (1.8)-(1.10), avec Ey > 0 et € un nombre positif ou nul

arbitraire. Si
B(x,Jp) <€, (1.19)

alors la solution réalisable x est £-optimale.

Preuve.

En vertu de (1.18), on peut écrire
2(x%) —z(x) < B(x,Jp) < e.

La solution réalisable x est donc €-optimale.

1.3.5 Schéma de I’algorithme primal du support

Soit {x,J/z} une SRS et € un nombre arbitraire positif ou nul.

Algorithme 1.
1. Calculer 17 = chdz' et EL = nldy — cL;
2. Test d’optimalité de la SRS {x,Jp} :
(a) Cas1:Enx>0:
- Calculer I’estimation de suboptimalité 3 (x,Jp) = E ﬁxN ;
- Si B(x,Jp) = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {x,Jz} une SRS optimale.
- Si B(x,Jp) < €, alors ’algorithme s’arréte avec {x,Jp} une SRS €-optimale.
- Sinon aller a I’étape 3 ;
(b) Cas2:Ey #0. Aller a I’étape 3 ;
3. Amélioration de la SRS {x,Jz} :
- Déterminer I’ensemble des indices non-optimaux :
Jwwo={j€Jn:[E;<0,x;=0]oulE; #0,x;>0]};
- Choisir I’indice jj tel que ‘Ejo’ = max {|EJ|},

) _ ] ~ J&Jnno
- Calculer la direction d’amélioration d tel que :

dj = —sign(Ej,); d;j =0, # jo, j € Jv; d(Jg) = A aj,sign(E,, );
- Calculer le pas de déplacement 6° tel que 8° = min { 0;,,6 jo} , ol

=L, siodp<0;
6;, =min{6;}, avec 6, = !
i€Jp ; .
J o, si d;j>0;
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et
Xj,, si Ej >0;
9]0 = . )
o, si Ej <0

- Si 8% = o, alors le probléme est non borné et ’algorithme s’arréte.
- Sinon calculer X = x + 6% etz =z + 6° |Ej0 ;
4. Test d’optimalité de la nouvelle SRS {x,J3} :
(a) Cas1:Ey>0:
- Calculer I’estimation de suboptimalité
B(%.Jp) = B(x.Jp) — 6°Ej;

- Si B(x,Jp) = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {X,Jp} une SRS optimale.

- Si B(x,Jp) < €, alors I’algorithme s’arréte avec {X,Jp} une SRS €-optimale.
- Sinon aller a I’étape 5 ;
(b) Cas2:Ey #0: Allera’étape 5;
5. Changement du support Jp en Jg:
- Si 0 = 0, alors on pose Jp = Jp;
-Si 0 = 0, alors on pose Jp = (Jg \ {j1 ) U{jo};

6. Poser Jp = Jp, x =X et aller a I’étape 1.

Exemple 1.
Résolvons par la méthode primale de support le probléme suivant :
max z(x) = —x1 +2xy,
X1+x+x3=>35,
X2 +x4 =2,

—X1+x24+x5 =1,
x;>0,Vje{l,..,5}.
Solution
Soitx = (0,0,5,2,1)7 une solution réalisable de support initiale de ce probléme et z(x) =
0 la valeur de la fonction objectif correspondante.
Premiére itération :
Ona
Jp=1{3,4,5}, Jy={1,2}, ¢k =(0,0,0), ¢k =(-1,2),

1 00 1 00 1 1
AB:<010>,AEI:<010>,AN:<O 1).
0 01 0 0 1 -1 1
Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des cofits réduits :
nl =chAg' =(0,0,0), Ef = 1" Ay —ck = (1,-2).

Ona Ey 7 0, alors on peut améliorer la SR x.
Amélioration de la SR x :
Calcul des indices non-optimaux :
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Iwwo={j€n:[E;<0,x;=0]oulE; #0,x; >0]} ={2}.
Choisir I'indice jg avec la régle suivante :

|Ej| = max |E;|={2}=|E2| = jo=2.

J€INNO

Calcul de la direction d’amélioration d :

—1
0
dN: ( 1 ),dg :Aglaz(—l): —1 ; d= —1
—1 —1

Calcul du pas de déplacement 0° :
6% =min{6;,,6;,}, avec 6, :%Bgej,
0j,=6,=weth;, =min{=3,=3 =1} =1=6s.
On a alors

6°=6s=1=j =5.

Calcul de la nouvelle SR x :

0
1
-1 | =
—1
—1

=l
I
=
+
us
=)
SH
I
—_ N L O O
+
S = k=~ = O

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
z=z+0"|E;| =0+|-2|=2.
Changement du support Jp en Jp :
Je=(s\ {1} U{jo} = ({345} \ {5} U{2} ={3,4,2}, Jy = {1,5}.

Deuxiéme itération :
Ona
Jp=1{3,4,2}, Jy={1,5}, g =(0,0,2), cy = (~1,0),

101 10 —1 1 0
AB:<01 1>,A§1:<01 —1>,AN:<O o).
001 00 1 ~-1 1
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Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des cofits réduits :
nl =chay! =(0,0,2), Ef = nl Ay —ck = (—1,2).
On a alors :
Iwwo={j€In:[E;<0,x;=0]oulE; #0, x; >0]} ={1}.
Choisir I'indice jj avec la régle suivante :
|Ejy | = max Ej|={1}=|Ei|=jo=1.

Calcul de la direction d’amélioration d :

di 1

1 -2 d 1
dN:(()),dB: —1 ,d=| ds = -2
1 dy —1

ds 0

Calcul du pas de déplacement 6° :
—4 —1
0, =0 =ceth = =1=6;4.
o 1 e mln{ 7 } 4

On a alors
0°=6,=1=j =4

Calcul de la nouvelle solution réalisable x :

0 1 1
1 1 2
x=x+0%=| 4 [+]| 2 | =] 2
1 ~1 0
0 0 0

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
z=z+6|E|=2+|-1]=3.
Changement du support Jg en Jp :

Je =\ {1} U{jo} = ({3.4.20\{4}) u{1} ={3,1,2}, Jy = {4,5}.

Troisiéme itération :
Ona
Jp={3,1,2}, Jy={4,5}, ¢k =(0,-1,2), ¢k =(0,0),
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11 1 1 -2 1 00
AB:<O 0 1>,AB‘:<0 1 —1>,AN:<10>.
0 —1 1 0 1 0 0 1

Calcul du vecteur des multiplicateurs et du vecteur des cofits réduits :

al =ckaz' =(0,1,1), EL=n"dy—ckh=(1,1).
On a Ey > 0, alors on peut calculer I’estimation de suboptimalité :

B(x,Jp) :EﬁxN = Y Ex;=1.0+1-0=0.
JEIN
Alors la solution ¥ = (1,2,2,0,0)” est optimale et la valeur de la fonction objectif en cette
solution est z(X) = 3.

1.4 Dualité

1.4.1 Introduction

La notion de dualité a été introduite par Von Neuman en 1947 [11], puis développée
par Gale, Kuhn et Tuker en 1951 [11]. Les propriétés fondamentales des problémes duals
ont été définies par Goldman et Tuker en 1956 [11]. Nous commencerons par illustrer
cette notion de dualité a 1’aide d’un exemple, puis nous continuerons par 1’étude des re-
lations existantes entre le primal et le dual. Ensuite, nous évoquerons quelques propriétés
fondamentales de la dualité.

1.4.2 Exemple d’un probléme de programmation linéaire et son dual

Considérons I’exemple suivant [3] :

Bouzid a un chat "Klibo" qu’il veut nourrir au moindre cofit. Le chat "Klibo" a besoin
d’un minimum de 3 unités de protéines et de 2 unités de vitamines par jour. Sur le marché
local, il existe deux catégories de paté.

— Le paté de régime qui colite 15 dinars la boite contenant une unité de protéines et une
de vitamines.

— Le paté de luxe fournit deux unités de protéines et cinq de vitamines au prix de 50
dinars.
Le programme linéaire correspondant aux voeux de Bouzid peut étre formulé de la

maniére suivante :

min z(x) = 15x; +50x,,
X1 +2x; > 3,
X1+ 5x0 > 2,
x;>0,Vj€ {1,2},
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ou x| et x désignent respectivement le nombre de boites de paté de régime et de paté de
luxe.

La solution optimale de ce programme linéaire est x = (3,0,0,1)7 ou x3 et x4 sont des
variables d’écarts et la valeur optimale de la fonction objectif est z = 45.

Désignons par y| et y; les prix respectifs d’une unité de protéine et de vitamine.
Supposons que le fabricant de paté pour chats connaisse les besoins minimaux en pro-
téines et vitamines de "Klibo" et les colits de marché des deux types de nourriture. Le
probléme du fabricant est de déterminer les prix y; et y, de facon a maximiser sa recette
compte tenu des colits des deux patés.

Le programme linéaire qui en est dérivé est formulé de la maniere suivante :

max ¢(y) =3y + 22,
y1+y2 <15,
2y1 + 5y, <50,
v >0,Vie{1,2}.

Connaissant les besoins minimaux du chat "Klibo" en éléments nutritifs, le fabricant
va essayer de déterminer les prix y; de fagon 4 maximiser sa recette. Etant donné que le
paté de régime contient une unité de protéine et une unité de vitamine, le prix total de
ce type de nourriture, i.e. y| + )7, ne doit pas dépasser 15 dinars. Le méme raisonnement
S applique alaseconde contrainte. Enfin, les prix y; doivent étre non négatifs. La solution
optimale de ce programme linéaire est y = (15,0,0,20)7 avec ¢ (y) = 45.

Remarque 2.
Le dual et le primal d’un programme linéaire s’agissent du méme probléme vu sous des
angles différents : celui de I’acheteur et celui du vendeur.

1.4.3 Relation entre le primal et le dual d’un programme linéaire

Nous avons vu qu’un probléme de programmation linéaire pouvait se présenter sous
deux formes différents : la forme canonique et la forme standard. Nous nous intéressons
en premier lieu a la forme canonique d’un programme linéaire qui s’écrit comme suit :

max z = clx,

Ax < b,
x>0,

ou x et ¢ sont des n-vecteurs, b un m-vecteur et 4 une matrice de dimension (m x n). Le
programme linéaire suivant est appelé dual ou probléme dual du probléme de program-

mation linéaire précédent :
min ¢ = b7y,
ATy >e¢,
y =0,
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ou y est un m-vecteur. Le premier appelé le probleme primal et le deuxiéme probleme
dual. Le probléme typique consiste a poser le dual a partir du primal, il s’agit donc d’exa-
miner les relations existantes entre le primal et son dual.

Afin de poser le dual & partir du primal, il faut tout d’abord que la maximisation devient
une minimisation. Les variables ne sont plus les mémes par conséquent, nous les notons
non plus x mais y. Les coefficients de ses nouvelles variables dans la fonction objec-
tif & minimiser sont les seconds membres des contraintes du probléme primal. A chaque
contrainte du primal correspond une variable duale. Notons que la matrice des coefficients
des contraintes se retrouve dans sa forme transposée pour le dual. Les nouveaux seconds
membres des contraintes du dual sont les coefficients de lafonction objectif du probléme
primal. Il ne faut pas oublier de changer le sens des inégalités dans les contraintes.

Nous nous proposons d’effectuer la transformation d’un probléme primal en dual en par-

tant d’un exemple.

Exemple 2.

Soit le programme linéaire suivant, considéré comme étant le primal :

max z(x) = 2x; + 5x; + 4x3,
x1+3x+2x3 <7,
3x1 —x3 <6,
x;>0,Vje{l,2,3}.

Nous obtenons le dual correspondant :

min ¢(y) = 7y1 +6y2,
»i+3y2 > 2,
3y12>5,
2y1—»m >4,
yi >0,Vie {1,2}.

Nous voyons que la maximisation est devenue une minimisation, et on tenant compte
des modifications suivantes : les deux contraintes du primal deviennent les deux variables
du dual et a chacune des trois variables du primal correspond une contrainte duale. La
matrice des coefficients des contraintes du primal, ¢’ est adire:

A:123,
30 -1

AT =1 2

devient pour le dual :

—1

7 . .
Le vecteur second membre des contraintes b = ( 6 ) devient le vecteur des coefficients

de la fonction objectif du dual 7 = (7,6).
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Quand au vecteur descoefficientsc” = (2,4,5), il se transforme en vecteur second membres
2

des contraintes dudualc = | 4
5

Nous allons maintenant étudier comment trouver le dual d’un probléme énoncé sous sa
forme standard :

max z = clx,

Ax = b, (PLS)
x> 0.

Le probléme dual associé a ce probléme est le suivant :

min ¢ = b’y,
ATy>¢,  (PLD)
yeR",

Celasignifie que les contraintes d’ égalité dans le primal conduisent ades variables sans
restriction de signe dans le dual. Les variables sans restriction de signe dans le primal
conduisent a des contraintes d’égalité dans le dual.

Les différentes relations existantes entre le primal et le dual d’un probléme de program-

mation linéaire sont résumées dans le tableau suivant :

Primal Dual
maximisation minimisation
contrainte < variable y; > 0
contrainte = variables sans restriction de signe

variable x; <0 contrainte <
variables sans restriction de signe contrainte =

Tableau 1 : Relations entre primal et dual.

1.4.4 Propriétés fondamentales de la dualité

Dans ce paragraphe nous allons voir les relations qui existent entre les solutions du
probléme primal et celles du probleme dual.

Théoréme 10. [11]
Considérons un probléme primal sous forme standard (PLS) et son dual (PLD). Six ety
sont respectivement des solutions réalisables du primal et du dual, alors :

clx < bTy.

Preuve.
Nous avons pour le primal Ax = b, car x est réalisable. Nous allons multiplier cette inéga-
lité par 7, on aura :

yTAx:yTb<:>yTAx:bTy.
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D’autre part, nous avons pour le dual A7y > ¢, puisque y est une solution réalisable. Nous
pouvons transposer cette inégalité en :

yTA >l
Nous multiplions par x 1’inégalité précédente, nous obtenons
yTAx > clx.

De y7 Ax = b7y et yT Ax > T x, nous déduisons que ¢’ x < b7y.

Théoréme 11. [11]

Si x et y sont respectivement les solutions réalisables d’un probléme primal sous forme
standard (PLS) et de son dual (PLD) et si ¢/x = b7y, alors x et y sont des solutions
optimales pour le primal et le dual respectivement.

Preuve.
Soient x et y les solutions réalisables du probléme primal (PLS) et de son dual (PLD)
respectivement. Soit X une autre solution réalisable du primal, alors avec I’application du
théoréme 10, nous avons :

JIx<bly=cx.

Puisque le primal est un probléme de maximisation, x est une solution optimale.
Un raisonnement analogue montre que y est une solution optimale au probléme dual.

Les deux théorémes suivants sont énoncées par Gale, Kuhn et Tuker [11] :

Théoréme 12. [11]
Une solution réalisable du primal x est optimale si et seulement s’il existe une solution
réalisable du dual y pour laquelle ¢’ x = b7y.

Théoréme 13. [11]

— Un programme linéaire posséde une solution optimale finie si et seulement si lui et son
dual possedent des solutions réalisables.

— Si le probléeme primal possede une solution optimale infinie, alors le dual n’a pas de
solutions réalisables.

— Si le dual ne posseéde pas de solutions réalisables alors que le primal en posséde, alors
lasolution du primal est une solution optimale infinie.



Chapitre 2

Méthode duale de support

2.1 Introduction

La méthode duale de support est une méthode qui exploite les relations existantes
entre le primal et le dual ainsi que les propriétés fondamentales de la dualité afin d’ ob-
tenir la solution optimale d’un probléme de programmation linéaire. Une itération de
cette méthode consiste a commencer par une solution duale réalisable de support initiale
{y, Jp}; calculer la co-solution réalisable {0,Jp} et la pseudo-solution associée K, puis
grace au critere d’optimalité, elle permet de tester 1’optimalité de la co-solution courante.
Si cette co-solution n’est pas optimale, on passe a une nouvelle co-solution réalisable
meilleure {3,7 B}, et ce, en suivant une direction duale ¢ avec un pas de déplacement o?.
Ce processus est répété jusqu’a I’obtention d’une co-solution optimale pour le dual, la
pseudo-solution associée est alors optimale pour le probléme primal.

2.1.1 Le probléme dual d’un PL sous forme standard

Considérons le probléme de programmation linéaire a variables non-negatives qui se
présente sous la forme standard suivante :

max z = ¢! x, 2.1
Ax=b, (2.2)
x>0, (2.3)

ou ¢ et x sont des n-vecteurs, b un m-vecteur, A est une matrice de dimension (m x n) avec

rang(A) = m < n.

32
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Le probléme dual associé¢ au probléme (2.1)-(2.3) est donné par :

min ¢(y) = b7y, (2.4)
ATy—c—8=0, (2.5)
§>0,ye R (2.6)

2.1.2 Définitions

— Considérons le probléeme de programmation linéaire (2.1)-(2.3) et soit {x, Jz} une SRS
initiale de ce probléme. Le vecteur des multiplicateurs 7, le vecteur des cofits réduits £
sont définis par lesrelations :

AT = ;"

El=n"a—-c" El, =n"ay—c}, Ef =0.

Pour Ex > 0, ’estimation de suboptimalité 3 (x,Jp) est donnée par :

B(x,Jp) = E;CxN = Z Ejx;.
JEIN

— Un m-vecteur y est appelé solution réalisable duale s'il vérifie les contrainte du pro-
bleme (2.4)-(2.6).

— Si y est une solution réalisable duale, alors le n-vecteur § = A7y — c est dit co-solution
réalisable correspondant a cette solution.

— D’autre part, le couple {y, Jz}, formé d’une solution réalisable duale et d’un support
Jp est appelé solution réalisable duale de support du probléme (2.4)-(2.6). Le couple
{6, Jp} est alors appelé co-solution réalisable de support.

— Une co-solution réalisable de support {0,Jp} est dite non-dégénérée si

6j>0, VjEJN:J\JB.

— En outre, une solution réalisable duale y° est dite solution duale optimale si elle réalise
le minimum de la fonction objectif du probléme (2.4)-(2.6). Le vecteur §° = 470 — ¢
est alors dit co-solution optimale.

— Enfin, définissons|anotion de pseudo-sol ution réalisable de support du probléme (2.1)-
(2.3). Soit donc {8, Jg} une co-solution réalisable de support du probleme dual (2.4)-
(2.6) et considérons le n-vecteur K = (xp, ky) défini par :

Kj=0, jEJyetk(Jg) =Az'b.

Une pseudo-solution réalisable de support du probléme (2.1)-(2.3) sera donc le couple
{K, Jp} tel que Ak = b et dont les composantes &, j € Jy sont nulles.
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2.2 Accroissement de la fonction duale et critére d’opti-

malité

2.2.1 Accroissement de la fonction duale

Soit {8, Jp} une co-solution réalisable de support correspondant a la solution réalisable
duale de support {y, Jz}. Considérons une autre solution réalisable duale y et la co-
solution réalisable associée 8, telles que :

§=4Ty—c,
y=y+A4ay,
S§=86+A8

Posons Ay = s et A§ = ¢ et calculons 1’accroissement de la fonction objectif duale :
0@ —0() =b"y—bTy=>b"(F—y) =b"Ay=b"s=5"b.

Comme on a

d=ATy—c,
ngTy—c,
alors
1=A6=8-8=4ATFG-y)=ATAy=aTs=1" =5T4.
On déduit que

03 — o) =s"b=s"Adx=1"Kk =Y 1;k;.

jeJ
Comme la pseudo-solution réalisable k vérifie k; = 0, j € Jy, nous obtenons :

0@ —0(y) = D 1;K;. 2.7)

J€JB

Afin de tester I’ optimalité d’ une co-solution réalisable de support {8, Jz}, nous allons
démontrer le théoréme suivant :

2.2.2 Critére d’optimalité

Théoréme 14. (Critére d’optimalité)
Soit {8, Jp} une co-solution réalisable de support pour le probleme (2.4)-(2.6) et Kk la
pseudo-solution réalisable associée. On a alors les relations suivantes :

kKj=0, sid;>0;
{ jEeJs (2.8)

K'J'ZO, si5j:0;

sont suffisantes pour I’ optimalité de la co-solution réalisable de support {8, Jz}. Elles
sont aussi nécessaires dans le cas ou {8, Jp} est non-dégénérée. La pseudo-solution K
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correspondant a la co-solution optimale {8, Jp} est alors une solution optimale du pro-
bléme primal (2.1)-(2.3).

Preuve.

Condition suffisante.

Soit {8, J} une co-solution réalisable vérifiant le critére d’ optimalité et soit § une autre
co-solution réalisable quelconque. En vertu de la formule d’accroissement de la fonction

duale, nous avons :

O3 — () = . 1K;.

JE€JB

Grace au critere d’optimalité, on aura :

0F) —0()= Y, 8K (§;=0=8;=58+1=1)).
jEJB,stO

Comme & ;>0 (3 est une co-solution réalisable) et k; > 0, Vj € Jp (k vérifielesrelations
d’optimalité (2.8)), on aura

O()—0() 20=90(F) = ().

La solution duale réalisable y et sa co-solution réalisable correspondante & sont donc
optimales pour le probléme dual.

Montrons ensuite que la pseudo-solution x Vvérifiant le critere d’ optimalité (2.8) est une
solution réalisable optimale du probléme primal (2.1)-(2.3). On a Ak = b et k¥ > 0, donc
la pseudo-solution x est réalisable. De plus,

z(K)=cTx=0pTa-86")k=y"h—- 6"«
Comme 0 et k vé&rifient le critére d’ optimalité (2.8), on a
JEJB

On déduit alors que
z2(k)=cTx=yTb=9(»).

Les valeurs des fonctions primales et duales sont donc égales et d’apres le théoreme de
la dualité (Théoreme 11), le vecteur k est par conséquent une solution optimale pour le
probléme primal (2.1)-(2.3).

Condition nécessaire.

Soit {8, Jp} une co-solution réalisable non-dégénérée et supposons que le critére d’opti-
malité (2.8) n'est pas vérifié, alorsil existe unindice j; € Jp tel que :

[5j1 > 0 et K, 750] ou [5j1 =0et x;, <0].

Soit ji € Jp tel que 6, > 0 et k;, # 0, on construit alors une solution duale y et sa co-
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solution correspondante & de la maniére suivante :
y=y+0%, 6 =6+0".
On pose
Abj, =1;, = _Sign(Kjl)a
A5] :tj :Oaj?éjlajeJB-
Le pas ¢ est choisi de telle sorte que la co-solution & soit réalisable :

0 .
c" =min {0, 0jo },
ou
0j,, sikj; >0etd; >0;
Cj = .
oo, sinon;
et
) —5j/lj, S1 lj<0;
Cj, = mln{Gj}, avec 0; =
e .
JEIN oo, si t;>0.

En utilisant 1’accroissement de la fonction duale, nous obtenons :
03 — o) =0’k=0" 1;x;.
JE€JB

On a alors
07 —0(v) =—0’|x;,|.

Comme ¢ > 0 (hypothése de non-dégénérescence de &) et Kj, # 0, on déduit que

00 —0() <0=90() <o)

Cette dernicre inégalité contredit I’optimalité de la solution duale y, ce qui acheve la
démonstration.

Le cas ou j; € Jp vérifie ;, = 0 et k;, < 0 peut étre traité de la méme maniere que le cas
précédent.

2.3 Algorithme de résolution

L’algorithme dual de support commence par une solution réalisable duale y et un sup-
port Jp. Nous calculons la co-solution réalisable de support correspondante {8, Jp} et
la pseudo-solution x, puis nous vérifions |’ optimalité de cette pseudo-solution : d’abord

nous calculons I’ensemble des indices basiques non-optimaux :

Jevo=1{jE€Jp: [8;>0etk;#0] ou [§;=0etk;<0]}.
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- SiJpyo = 0, alors I’algorithme s’arréte avec k une solution réalisable optimale.
- Sinon nous construirons une autre co-solution réalisable & meilleure.
Une itération de 1’algorithme consiste donc a faire le passage de {0, Jp} vers {3,7 B}.

On construit la nouvelle co-solution & de la maniére suivante :
§=686+0"% o">0,

ol ¢ est un n-vecteur appelé direction duale et 6° est le pas le long de cette direction.
Pour que I’accroissement dual soit maximal, il faut prendre ¢° aussi grand que possible
et choisir I’indice jj tel que :

ol = Il

On posera donc :
t;, = —sign(x;,); t;=0,j# j1, j€Jp; th =t Az Ay.
D’autre part, le pas ¢ doit vérifier les relations suivants::

oY%ign(k;,) < 8;,; 29
—Gotj < 5]', jEJIN.

En calculant les différentes valeurs que peut prendre le pas ¢ dans les relations (2.9), on

aura :
0j,, sikj >0etd; >0;

oo, sinon.

Le nombre o, est calculé de la maniére suivante : 0, = miJn {o;}, avec
JEIN

*éj/l‘j, si t; <0
O =
oo, si ljZO.

Par conséquent, le pas maximal oy le long de la direction # est égal a :

o’ =min{o;,0;}.

Alors la nouvelle co-solution réalisable s’écrit :
8 =56+0o".

Apres nous passons au changement de la co-solution & et du support Jp.

- Si 6% = oo, alors le probléme dual est non borné et d’aprés la théorie de la dualité,
I’ensemble des solutions réalisables du probléme primal (2.1)-(2.3) est vide.

- Si 0% = o}, alors on pose Jg = Jg.
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- Si 6% = o, alors on pose Jg = (Jz \ {j1}) U {jo}-
- Calculer § =5+ 0% et ¢ = () = 0(y) — 6|, .

Puis, on recommencera une nouvelle itération avec la nouvelle co-solution de support

{5.75}.
2.4 Schéma de I’algorithme dual de support

Soient Jp un support initial du probléme (2.1)-(2.3), y une solution réalisable duale, 6 =
ATy — ¢ la co-solution réalisable correspondante et ¢ = ¢(y) la valeur de la fonction
objectif duale en y. Le schéma de I’algorithme dual de support est décrit comme suit :

Algorithme 2.

1. Calculer la pseudo-solution x associée a la co-solution réalisable &, en utilisant les
relations :
Kj =0, j€Jyet k(Jp) = Az'b;

2. Tester ’optimalité de la pseudo-solution de support {k, Jz} :
- Déterminer 1’ensemble des indices basiques non-optimaux :
Jevo=1{j€Jp: 6;>0etk; #0}U{jEJp: §;=0etk; <0};
- Si Jpno = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {x, Jp} une SRS optimale pour le

probléme primal (2.1)-(2.3).
- Sinon, choisir I’indice j; tel que :

\@J%@%ﬂ@

- Calculer la direction 7 = (¢,#y) en utilisant les relations suivantes :
. ) VA ) —1y .
t;, = —sign(k;,); ; =0, j £ j1,j €Jp; th =tk Az An;

- Calculer le nombre o0, :

o — 0j,, sik; >0etd; >0;
/ oo, sinon;

- Calculer o;, = mino;, avec :
jo =1 J
JEIN

—6;/t;, si t;<0;
Gj:
oo, si t;>0;

- Calculer le pas le long de la direction duale : 6° = min {Gj1 , Gjo} ;
3. Changement de la co-solution & et du support Jp ;
- Si 6% = oo, alors le probléme dual est non borné et d’aprés la théorie de la dualité,
I’ensemble des solutions réalisables du probléme primal (2.1)-(2.3) est vide.
- Si 0% = o}, alors on pose Jp = Jg ;
- Si 0% = 0, alors on pose Jg = (Jz \ {j1}) U{jo};

- Calculer 8§ = & + 0% et = ¢ *GO,K/‘] 5
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4. Poser 8 =68, ¢ = ¢, Jp = Jp et aller a I’étape 1.

Exemple 3.

Résolvons par la méthode duale de support le probléme suivant :

max z(x) =xj +x3 —x3 — X4,
X1 +X2+Xx3= 3,
X2 +x4 =2,
x;>0,¥j€{l,...4}.

Solution

D’abord on forme le probléme dual associ€ a ce probléme :

min ¢(y) =3y1 +2»2,
»n =1,
yi+y2 21,
y1 2> -1,
y2 2> -1,
yieRVie{l,2}.

Premiére itération
Ona

Jp = {172}7 IN= {374}7

(v (v, (1o
B=Vo1 )7 o 1 )™ \o1)

Choisissons une solution réalisable du probléme dual : y” = (1,1). La valeur de la fonc-
tion objectif duale en y est ¢ = ¢(y) = 5.
Calcul de la co-solution réalisable 0 :

1

i)

—1

§=ATy—c=

O = =
—_ O = O
NSRS N )

Calcul de la pseudo-solution k associée a la co-solution 9 :

()

S O N =
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Test d’optimalité de la pseudo-solution x :

Calculons d’abord I’ensemble des indices basiques non-optimaux :
Jsvo={jE€Jp: [8;>0etk;#0]ou[d; =0etk; <0]}={2} #0.

Alors la pseudo-solution k n’est pas optimale.
Le choix de I’indice j; :

i | = max {[i]} =[ro| =2 jr =2.

Calcul de la direction duale ¢ :

0
zB:< 1),;,62 thag ' dy =(0,-1), 1=

Calcul du pas dual ¢ le long de la direction ¢ :

Ona o’

=min{0;,0j},o0u

-2
- 0
o, =0,=1, 0j, =min{03,04} = {oo, 1}—2—64:>6 =0, = 1.

Changement de la co-solution 6 et du support Jp :

— N O O

Calcul de ¢ :
§=0-0"K;|=5-1.(2)=3.

Deuxiéme itération :
Ona

JB = {172}7 JN: {374}7
1 1 1 —1 1 0
A = 714_1: 7A - )

etd =

— N O O

L’ensemble des indices basiques non-optimaux est Jpyo = 0. Par conséquent, la pseudo-
solution {k,Jp} est optimale, avec z(k) = 3.
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Exemple 4.

Résolvons par la méthode duale de support le probléme suivant :

max z(x) = 2x; — 3xp — x3 + Xa,
X1 —X2+3x3+2x4 =2,
—Tx1+x3+2x3+3x4 =2,
x; >0,Vje{l,...4}.

Solution.
D’abord on forme le probléme dual associ¢ a ce probléme :

min Q)(y) = 2y1 +2y2,
y1—="Ty2 22,
—Vi+y2 = -3,
3y1+2y; > -1,
2y1+3;2 21,
yi € R,Vie{1,2}.

Premiére itération :
Ona
Jp={1,2}, Jy={3,4}, ¢k =(2,-3),

1 -1 _ —1/6 —1/6 3 2
Ap = Azl = , Ay = .
g (—7 1) B (—7/6 —1/6) N (2 3)
Nous choisissons comme solution réalisable du probléme dual le vecteur
yl =chag! =(19/6,1/6).

La valeur de la fonction objectif du probléme dual en cette solution est ¢ = ¢ (y) =40/6.
Calcul de la co-solution réalisable 6 :

1 -7 2 0
—1 1 1 -
5 ATy 96\ | =3 |_| o
302 1/6 ~1 65/6
1 35/6

Calcul de la pseudo-solution k associée a la co-solution 6 :

~2/3

K‘:( KB>:<AB][)>: —8/3
Ky 0 0

0
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Calcul de I’ensemble des indices basiques non-optimaux :
Jevo={jE€Jp: [6;>0etk;#0]ou[d; =0etk; <0]}={1,2}#0.

Alors la pseudo-solution k n’est pas optimale.
Le choix de ’indice j; :

kj, = max {|k;|} =max{2/3,8/3} =8/3 =1 = j; =2.

J€JBNO

Calcul de la direction duale ¢ :

0

(0 (236 1
BN )T e )T —asge

~17/6

Calcul du pas dual ¢° le long de la direction 7 :

0

Onao :min{cjl,cjo},oﬁ

o e e _ | —65/6 -35/6
0j, = 0y = o, 0j, —mln{63,64} = {T3/6’ ~17/6

}:35/17264 = jo=4.
D’ou
0 =35/17=oy.

Changement de la co-solution 6 et du support Jp :

35/17

T = U\ (iU Lio} = (1,4} etdy= (3.2}, 5=+ 0" = | 1 -

Calcul de ¢ :
¢ =¢—0x;,| =40/6—(35/17)(16/6) =20/17.
Deuxiéme itération :

Ona
JB = {174}7 JN: {372}7

1 2 B 3/17 —2/17 3 1
Ap = , Agl = , Ay = :
B (—7 3) B (7/17 1/17 ) N (2 1 )

0

35/17

50/17
0

Calcul de la pseudo-solution x :
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2/17

2/17 0 0
Kp = y KN = , K=
16/17 0 0
16/17

Calcul de I’ensemble des indices basiques non-optimaux :
On a Jgyo = 0, alors la pseudo-solution {x,Jp} est optimale, avec z(k) =20/17.

Remarque 3.
Dans le cas ou y est une solution duale réalisable basique, i.e.,

T :chgl et =E=A4ATy—c>0.
Onaé; = E; =0,V € Jp. Par conséquent,
1. lacondition suffisance d’ optimalité du couple (x,y) devient :
K; > 0,Vj € Jp;
2. I’ensemble des indices basique non-optimaux devient :
Jevo=1{j€Jg: [8;>0etk;#0]ou[d;=0etk;<0]} ={j€Js k;<0};
3. le pas dual ¢¥ devient :

0

0’ =min{0;} car gj, = oo.

JEIN
On retombe alors sur la méthode duale du simplexe. C’est pourquoi la méthode duale de
support est considérée comme étant une généralisation de la méthode duale du simplexe.

2.5 Schéma de I’algorithme dual du simplexe

Soient Jp un support initial du probléme primal (2.1)-(2.3), y = chgl la solution duale
réalisable basique, avec § = A7y —c > 0et ¢ = ¢(y) . Grice a la remarque précédente,

nous déduisons les différentes étapes de I’algorithme dual du simplexe :

Algorithme 3.

1. Calculer la pseudo-solution k associée a la co-solution réalisable & en utilisant les
relations :
kj =0, j€Jyetkp=K(Jp) =Az'b;

2. Test d’optimalité de la pseudo-solution K :

- Déterminer I’ensemble des indices basiques non-optimaux :
Jeno = {j €Jp, kj <0};

- Si Jgvo = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {x,Jz} une solution de base réali-
sable (SBR) optimale pour le probléme primal (2.1)-(2.3).
- Sinon, aller a I’étape (3) pour améliorer la solution courante ;

3. Choisir I’indice ji, tel que :
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‘Kjl‘:jggio"(j

4. Calculer la direction # = (¢3,#y) en utilisant les relations suivantes :
_ ) A ) —1y .
tjl = —51gn(1<j1), lj = 0, J 75]1, J EJB, t]z; :lgAB AN,
5. Calculer le pas dual 6° le long de la direction 7 : 6° = miJnGj, avec
JjeIn

*5j/tj7 si 1; < 0;
0=
oo, si t;2>0;
6. Changement de la co-solution & et du support Jp ;

- Si 6% = oo, alors le probléme dual est non borné et d’aprés la théorie de la dualité,
I’ensemble des solutions réalisables du probléme primal est vide.
-Si 0¥ < oo, alors Jp = (Jp\ {j1}) U{Jjo}:
- Calculer § =8+ 0% et ¢ = ¢ — ok, ;

7. Poser § =8, ¢ = ¢, Jg = Jp, puis aller a I’étape 1.

Exemple S.
Résolvons par la méthode duale du simplexe le probléme suivant :

max z(x) = —x; —2xp — 3x3,
2x1+2x) —x3 —x4 =2,
—X1+ X2 +4x3 —x5 =3,
X1 +x3—2x3—Xx6 =06,
2x1+x3 —3x3 —x7 =3,
x;>0,Vje{l,.., 7}

Solution.
Premiére itération :

Commengons par

Jp=1{4,5,6,7}, Jv ={1,2,3}, ¢k =(0,0,0,0),

VI =chAg! = (0,0,0,0) et § =4y —c =

I R O T R N
V
o

Calcul de la pseudo-solution x :
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0
0
-2
0
O -3
K'N:O, KB:AB b= 6 , K= -2
-3
-3

Calcul de I’ensemble des indices basiques non-optimaux :
Javo = {j €Jp, k; <0} ={4,5,6,7}.
Choix de indice j; :
Ki,| = max |K;j|=6= = j1 =6.
‘ /1‘ jEJBNO‘ /‘ | Ks| = J1

Calcul de la direction duale ¢ :

cth=thAg Ay = (=1,-1,2), t =

S = O O

Calcul du pas dual ¢° :

0

(o] :min{Gj} :min{:—%,:—%,oo} =l=01=jo=1.

JEIN

Changement de la co-solution 6 et du support Jp :
Ona

7B: (JB\{jl})U{jO} = {4757177}7'7N: {67273}7

1 -1 0
2 ~1 1
3 2 5
S=lo0o|+| o [=]0],9=0-1-16/=—6.
0 0 0
0 1 1
0 0 0

Deuxiéme itération :
Ona
JB = {4757 177}7‘]]\’ = {67273}7
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I
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<
I
|
=N

Calcul de la pseudo-solution x :

6
0
10
0 0
-9
Kp = 6 y Ky = 0 , K= 10
0 -9
9
0
9

Calcul de I’ensemble des indices basiques non-optimaux :
Jevo = {j €Jp, k; <0} ={5}.
Choix de indice j :
k| =K5| =9=j1 =5.

Calcul de la direction ¢ :

0
-2
0
| -2
=, cth=thAg Ay = (1,-2,-2),t=| 0
1
0
1
0

Calcul du pas dual ¢° :
c’=1/2=0,=jo=2.

Changement de la co-solution 6 et du support.Jp : On a

73 = (JB\{jl})U{jO} = {4727177}: 7N: {67573}7

0 0 0
1 -2 0
5 -2 4

S=|o|+1/2)] 0o |=| 0 |,¢=-6-(1/2)-]9]=-21/2.
0 1 1/2
1 1 3/2
0 0 0
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Troisiéme itération :
Ona
Jp=1{4,2,1,5}, Jy={6,5,3}, § =(0,0,4,0,1/2,1,0)".

Calcul de la pseudo-solution x :

3/2

10 0 9é2

Kg = 5/2 kv=1 0 K= 10
32 |’ ’

9/2 0 0

0

9/2

L’ensemble des indices basiques non-optimaux est Jpyo = 0. Par conséquent, la pseudo-
solution k = (3/2,9/2,0,10,0,0,9/2)7 est optimale, avec z(k) = —21/2.

2.6 Algorithme dual de support sous forme de tableaux

Par analogie avec la méthode des tableaux du simplexe, nous présentons ici la méthode
duale de support sous forme de tableaux. Un tableau de la méthode duale de support doit
contenir les données suivantes :

p—

. la matrice des contraintes du probléme 4 ;

2. levecteur des coefficients de lafonction objectif ¢ ;
3. le vecteur des seconds membres b ;

4. le support Jp ;

5. le pseudo-solution k;

6. la direction duale ¢ et le pas dual ¢°.

Considérons le probleme de programmation linéaire écrit sous la forme suivante :
max z = chg + c]7\;xN,
Luxg +Anxy = b,
x>0,
ou
beR" Jp={1,2,...m}, IJy={m+1,m+2,...,n},

Ap =A(l,Jp) = In, AN = A(I,Jn), A = (4p,A4n).

La matrice /,, désigne la matrice identité d’ordre m.
Soit {x,Jp} une pseudo-solution de support pour notre probléme. Le premier tableau de
la méthode de support aura alors la forme suivante :
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S Spvevenen S, Syl S,
Foeeeeenss tn bypq seveeeees ty
JB 68 KB al --------- am am+1 --------- an b
1 & K1 by
AB—A(],JB) =1, AN—A([,JN)
m 6m Km bm
Z(K) Gl ......... Gm Gm+l ......... Gn GO
On calcule :
K, | = max |Kj|;
’ Jl| jeJBNO’ /

Jevo={j€Jp: 8;>0eti;#0}U{j€Jp: §;=0etk; <0};
ty = —sign(i;,); £; =0, j # j1, J € Jg;

T T 41 T . T . T
ty =tgAg AN =tgAn = —51gn(Kj1)ei]AN = —sign(k;, )Ail,

ou ij représente la position de I’indice j; dans Jp et AI.T] la ligne 7} de 4;

0 ) —6j/lj, S1 lj<0;
o = mlncj, avee G] =
JEIN oo si ljZO.

i

Les indices non-basiques non-optimaux sont accompagnés d’un astérisque dans la co-
lonne Jg du tableau.

Trois cas peuvent se présenter :

1. Cas 1. Si 6% = oo, alors le probléme dual est non borné et le probléme primal est
irréalisable.

2. Cas2.Sio? = 0j,,alors Jp = Jz, 5 =356+0, puis nous mettons a jour le tableau
précédent.

3. Cas 3. Si 6 = 0y, alors Jp = (Jg\ {Ji1}) U{jo}, 8 = 8 + 6", puis on obtient un
nouveau tableau en effectuant un pivotage sur I’élément g;, ;,, ou i; représente la
position de I’indice j; dans Jp.

Pour bien comprendre les étapes de la méthode duale de support sous forme de tableaux,
considérons I’exemple suivant :

Exemple 6.
max z(x) = —x; —xp — X3,
X|+X3 = %,
xp—3x3 = —%,
x; >0,Vje{l,...,3}
Solution.

Le dual de ce probléme s’écrit :
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. 14 2

min =_—y —=
o(y) 332
J/1Z—1;
J/2Z—1;
y1—3mn>—1,

yi >0,¥ie{1,2}.

Choisissons comme solution duale réalisable de départ le vecteur y7 = (0,0) et un support
initial Jg = {1,2}, Ag=1.
La co-solution et la pseudo-solution associées a y sont données par :

§=ATy—c=(1,1,1)7, kg=4Az'b=(14/3,-2/3).

Premiére itération :

On a le tableau suivant :

Jp| 8| K |ag ay az| b
1|1 1431 0 1 ]14/3
201112310 1 -3]|-2/3

-4 ] o o 1

L’ensemble des indices non-optimaux est Jgyo = {1}. Donc

14 -2 14
max {’KJ‘} :max{]?],]TH =—=K=/1=1

|Kj1 | - J€JBNO 3

La direction duale est alors
1T = —sign(x;)4T = (-1,0,—1).

Le pas dual est donné par

6’ = min{l,0,00} = 1 = 01 = 0;,.

Donc
0

Jg=Jgetd=8+0%=| 1
0

Nous obtenons alors le nouveau tableau suivant :
Deuxiéme itération :
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Jp| 0| Kg |a1 a2 b
1 0 [14/3] 1 0 1 14/3
211 12310 1 -3 -2/3

J1—

Jo T

L’indice j; = 2 ne vérifie pas|esrelations d’ optimalité, donc Jgyo = {2} et
Ky =k=-2/3=j=2

La direction duale est
T = —sign(x)4 = (0,1,-3).

D’ou

6% = min{es,00,0} =0 =03 = jo = 3.
L’indice 2 sort de Jp et I’indice 3 entre dans celui-ci.
En effectuant un pivotage sur I’élément a;, ;, = a3 = —3, nous obtenons le nouveau ta-
bleaux suivant :
Troisiéme itération :

On a Jpyo = 0, alors la pseudo-solution k¥ = (40/9,0,2/ 9)7 est optimale pour notre pro-

bléme, avec z(k) = —42/9.

Jp| 6| kg |ay a a3 | b
110409 1 13 o0 4009
3000209 |0 <13 1|29

4209 - - | -




Chapitre 3

Méthode adaptée

3.1 Introduction

La méthode adaptée est développée par R. Gabasov et F.M. Kirillova dans les années
soixante-dix a I’'université de Minsk, Biélorussie pour la résolution des problémes de pro-
grammation linéaire a variables bornées [12, 13]. Le principe de cette méthode est comme
suit : en commengant par une solution réalisable de support initiale, elle permet de passer
a une nouvelle solution améliorée en suivant une direction dite "direction adaptée". Puis
on procede au changement de support. Ce processus est répété jusqu’a ce que le critére
d’ optimalité ou de suboptimalité soit vérifié.

I1 existe trois régles pour changer de support : la regle algébrique, la régle du pas simple
et la regle du pas multiple. Dans ce qui suit on présentera la méthode adaptée utilisant la
regle algébrique et celle utilisant le pas simple, et ce, pour résoudre des programmes li-
néaires a variables non-négatives.

3.2 Position du probléme

Considérons le probléme de programmation linéaire a variables non-negatives qui se
présente sous la forme standard suivante :

T

max z = ¢’ X, 3.1
Ax = b, (3.2)
x>0, (3.3)

ou ¢ et x sont des n-vecteurs, b un m-vecteur, 4 est une matrice de dimension (m x n) avec

rang(A) =m < n.

51
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3.3 Meéthode adaptée avec la régle algébrique

3.3.1 Principe de la méthode

Soient {x,Jp} une SRS initiale du probléme de programmation linéaire a variables
non-négatives (3.1)-(3.3) et € un nombre arbitraire positif ou nul choisi a I’avance. Une
itération de la méthode adaptée avec la régle algébrique consiste a passer de la SRS {x,Jz}
a une autre SRS meilleure {x,Jp} .

Le passage de x a X est réalisé en suivant une direction d’amélioration dite adaptée
dans le but d’améliorer la valeur de la fonction objectif du probléme primal et de diminuer
I’estimation de suboptimalité.

Le changement de support est effectué en utilisant une regle appelée "la regle algé-
brique" : on choisit I'indice entrant afin d’ assurer une améioration maximale de la fonc-
tion objectif et on choisit I’indice sortant de telle sorte que la nouvelle matrice formée des
colonnes correspondantes aux indices basiques soit inversible.

3.3.2 Construction d’une direction d’amélioration adaptée

La méthode primale de support est une méthode dont la direction d’amélioration est basée
sur la métrique du simplexe. Soit {x,Jp} une SRS du probléme (3.1)-(3.3). Dans ce qui
suit nous construisons la direction réalisable d comme suit :

Xj—f—djzo,jEJN@-Xdej,jEJN. (3.4)

Cette métrique dépend de la solution réalisable courante x, et de ce fait, elle est dite adap-
tée. Les composantes (3.4) se calculent en rendant maximal I’accroissement de la fonction
objectif dans |’ espace des variables non-basiques. Afin de calculer les composantes de la

direction d, considérons 1’accroissement

z(x+d) —z(x) = —jg] E;d;.

En tenant compte de la métrique (3.4), nous choisissons les valeurs des composantes non-
basiques de d comme suit :

dj:—xj, si Ej>0;
di=0, si E;=0; jeJy (3.5)

di=o, si E;<O0;

ou ( est un parametre positif.
Les composantes basiques de d seront donc déduites de la formule Ad =0 :

dp = — Az Aydy. (3.6)

Avec ce choix, I’accroissement de la fonction objectif sera comme suit :
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AZ:—ZEjdj: Y Eij—(X Y EJZO
JEIN JEINE;>0 JEINLE ;<0

3.3.3 Changement de la solution réalisable

D’ une fagon analogue au chapitre précédent, nous définissons I’ estimation de suboptima-
lité comme suit :

ﬁ(x,JB) = Z ijj

JEJIN
SiEy > 0et B(x,Jp) =0, alors la solution courante x est optimale. Si Ex > 0 et B(x,Jp) <

¢, alors la solution courante x est €-optimale. Dans le cas contraire, on construit une
nouvelle solution réalisable X sous la forme

X=x+0d,

ou d est ladirection d’amélioration définie par les formules (3.5) et (3.6). Le nombre 6
est le pas le long de cette direction. Il se calcule de fagon a ce que les contraintes de
non-négativité sur le vecteur X soient verifiées, i.e.,

—X; < Odj, st jeJn; (3.7

—x; < Odj, si j € Jp. (3.8)

Pour satisfaire les inégalités (3.7), nous choisissons 6 < 6;, ou

1, si d;j<0;
min6;, avec 6; = 3.9
€JN

6
JeJ; o, si dJZO

0:

Pour satisfaire les contraintes (3.8), on doit choisir 8 tel que 6 < 8;,, ou

=L, siodp<0;
6;, = minb;, avec §; = ! (3.10)
I o, si d;>0.

On prendra donc
0= 90 = min{OjO,Oj] } .

Nous démontrons la proposition suivante qui permet de nous donner une condition suffi-
sante pour I’optimalité de la nouvelle solution x.

Proposition 5.

Soit x une solution réalisable du probléme (3.1)-(3.3) et ¥ = x + 6% une autre solution
réalisable du méme probléme.

SiEy > 0et 8° =1, alors la SRS {X,.Jz} est optimale pour le probléme (3.1)-(3.3).

Preuve.
L’accroissement de la fonction objectif du probléme (3.1)-(3.3) est donné par :
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Z()_C) —z(x) = —90 2 Ejdj.

JeIn

Si Ey > 0, alors nous obtenons

z(x) —z(x) =—6" ¥ E;d;=06° 3 Ejx;=6°B(x,Jp).
&) J

JEIN JeIN

Aussi, I’estimation de suboptimalité de la nouvelle SRS {x,Jp} s’écrit :

B(x,Jp) = X E;X;.
JEJIN

On aura alors

B(x.Jp) = Y, Ej(x;+0°d;) = B(x,J5)+6° Y E;d;.
JEIN JEIN

En remplagant les composantes d; par leur valeurs dans (3.5), nous obtenons :

B Js) = B(x,Jp)+0°> Ed;
JEIN

= BlxJp)+6° Y Ej(—x))
E;i>0,jely

= B(x,Js) — 6°B(x,Jp)
(1—6%B(x,J3).

Si de plus 6° = 1, alors :
ﬁ(xa‘]B) = (1 - Oo)ﬁ(x7‘]3) =0.

Ce qui démontre que la SRS {x,Jp} est une solution optimale du probléme (3.1)-(3.3).

Trois cas peuvent alors se présenter :

1. Cas 1.Si 8% = e, alors le probléme (3.1)-(3.3) est non borné et I’algorithme s’arréte.

2. Cas 2.Si 6% =1, alors

a- Si Ey > 0, alors la solution réalisable X = x + d est optimale grace a la proposi-

tion précédente.

b- Si Ey # 0, alors on procéde au changement de support.

3. Cas 3. Si 8° # 1, alors I’accroissement de la fonction objectif du probléme (3.1)-

(3.3) sera égal a :

z(X) —z(x) =—-6° 3 E;d;.
JEIN
Nous distinguons deux cas possibles :
a- Si Ey > 0, alors on pose :
B(%.Jp) = (1 6°)B(x,Jp).

- Si B(x,Jp) = 0, alors {X,Jp} est optimale.

- Si B(x,Jp) < €, alors {X,Jp} est €-optimale.

- Sinon on procede au changement de support.

b- Si Ey # 0, alors on procéde au changement de support.
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3.3.4 Changement du support avec la regle algébrique

Comme on I’a vu, le changement du support se fait lorsque 6° = 0;,. Ce cas se réalise
donc pour un indice j; € Jp tel que d;, # 0.
En vertu de la relation (3.6), on peut alors écrire

dB = d(JB) = —AEIANGIIN = — z Aglajdj.

JEIN
En posant X; :Aglaj = (xjj, i€I),onaura:
dg=— Y Xd.
JEJIN
Donc
djy ==Y e Xjdj= = xid; #0, (3.11)
JEIN JEIN

ou i est la position de I’indice j; dans I’ensemble Jp. D’autre part, I’ensemble des indices

non-optimaux s’écrit :
Iwwo={j€Jv:[E;<O0etx;=0] ou [E;#0etx;>0]}.
Comme d; = 0 pour tout j € Jy \ Jyno, la relation (3.11) devient :

djy=— % xi;d; #0.

J€INNO

Il existe donc un indice jo € Jyno tel que x;, ;, # 0. Cette derniére condition nous assure
par conséquent que le nouvel ensemble Jp = (Jg \ {j1}) U {jo} est bien un support. Si
le critére d' optimalité ou de suboptimalité n’est pas vérifié, on recommencera alors une
nouvelle itération a partir de la nouvelle SRS {)_c,j B}.

3.3.5 Schéma de I’algorithme de la méthode adaptée avec la régle
algébrique
Soit {x,Jp} une SRS de notre probléme. Soient € un nombre arbitraire positif ou nul et
o> 0.
Algorithme 4.
1. Calculer 7 = chgl et Eﬁ =aldy— c{,;
2. Test d’optimalité de la SRS {x,Jp} :

(a) Cas 1.Si Ey > 0, alors
- Calculer I’estimation de suboptimalité 3 (x,Jp) = E ]ExN ;
- Si B(x,Jp) = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {x,Jz} une SRS optimale.
- Si B(x,Jp) < €, alors I’algorithme s’arréte avec {x,Jp} une SRS €-optimale.
- Sinon, aller a I’étape 3 ;

(b) Cas 2.SiEy # 0, alors aller a I’étape 3 ;
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3. Amélioration de la SRS {x,Jz} :
- Calculer la direction d’amélioration d :
di=—x;, si E;>0;
d;=0, si E;=0;, j€Jy, dp=—Ap'Aydy;
di=oa, si E;<O0;

- Calculer le pas de déplacement 6° : 6° =min{6,,6;, } , ou

{ 1, si d;<0;

0; = minb;, avec 6; = ]
/ 7 / o, si d;>0;

JEIN

—X;

0;, = min;, avec 0; = .
J€Jp o, si d;j>0;

- Si 80 = oo, alors le probléme est non borné et I’algorithme est arrété ;

- Sinon, calculer

zZ+ Ooﬁ(x,JB), siEy>0;

x=x+0'detz= ,

r=x “z z—0°Y% E;d;, sinon;
JeIN

4. Test d’optimalité de la nouvelle SRS {X,Jz} :

(a) Cas 1.Si Ey >0, alors
- Si % = 1, alors I’algorithme s’arréte avec {X,J3} une SRS optimale ;
- Si 8% < 1, alors calculer B(%,J5) = (1 —0°)B(x,J5);
- Si B(x,Jp) < &, alors I’algorithme s’arréte avec {X,Jp } une SRS g-optimale ;
- Sinon, aller a I’étape 5 ;
(b) Cas2.SiEy Z 0, alors aller a 1I’étape 5 ;
5. Changement de support Jp en Jp avec la régle algébrique :
- Si 0 = 6, alors poser J = Jp et Jy = Jy ;
-Sie0 = 0;,, alors soit i la position de I’indice j; dans I’ensemble Jp.
- Calculer I’ensemble des indices non-optimaux :

Ivwwo={jEJv:[Ej<Oetx;=0] ou [E; #0etx; >0]};
- Calculer x;, ; = e,-TlAglaj, JE€JInNo;

- Choisir un indice jy € Jyno tel que x;, j, # 0.
Pour assurer une meilleure stabilité numérique, on peut choisir jj tel que

‘xi1j0| = max |xi1j
JEINNO

- Poser Jp = (Jp\ {/1}) U{jo};

6. Poser x =X, z =2z, Jp = Jp et aller a I’étape 1.

Exemple 7.

Résolvons par la méthode adaptée avec la regle algébrique le probléme suivant :
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max z(x) = 2x; — 3xp — x3 + Xa,
X1 —X2+3x3+2x4 =2,
—Tx1 +x3 4+ 2x34+3x4 = 2,
x;>0,Vje {1,...,4}.

Solution.
Soit {x,Jz}, avec x = (1,3,0,2)7 et Jg = {1,2} une solution réalisable de support initiale
de ce probleme et z(x) = —5 la valeur de fonction objectif correspondante. Posons a = 1.
Premiére itération :
Ona

Jp={1,2}, Jy={3.4}, ¢y = (2,-3), ey = (= 1,1),

I -1 —-1/6 —1/6 3 2
Ap = , Ag' = / / , Ay = :
-7 1 -7/6 —1/6 23
Calcul du vecteur des multiplicateurs et celui des coiits réduits :
nl =chaz! =(19/6,1/6), EL = (E3,Es) =l Ay —ck = (65/6,35/6).

On a Ey > 0, alors on calcule I’estimation de suboptimalité :

B(x,Jg) =Elxy = Y Ejxj = Esx3+ Esxqg =35/3 #0.
JEIN
Donc la solution x n’est pas optimale.
Calcul de la direction d’amélioration d :

—10/6
0 _ —10/6 —34/6
dy = dg = —Ay Andy = L d=
N (—2> BT s AN (—34/6) 0
-2
Calcul du pas de déplacement 6° :
9]0:1’1’1i1’1{93,94}:I’I’Iil’l{oc,l}:17
0;, =min{6;,6,} :min{ﬁ,%‘fm} =18/34=6,.
D’ou
90 :mln{GJO,Gﬂ} = 02 = 18/34:>]1 = 2.
Calcul de la nouvelle solution réalisable x :
1 —10/6 2/17
3 —34/6 0
x=x+6%d= +(18/34 =
T=x I ERCTED] B .
2 -2 16/17

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
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z=z+0%8(x,Jp) = -5+ (18/34) x (35/3) =20/17.

Test d’optimalité de la nouvelle solution X :
On a Ey > 0, alors on peut calculer ’estimation de suboptimalité 3 (X,Jp) :

18, 35 280
B(x,Jp) = (1—-6°)B(x,Jp) = (1— g) 3= 70

Donc la SRS {x,Jz} n’est pas optimale. Passons alors au changement de support avec la

regle algébrique.

Changement de support.Jz en Jp :

L’ensemble des indices non-optimaux est :

Jwwo={j€Jn:[E;<Oetx;=0]oulE; #0etx;>0]} = {4}.

Calculons
=xyi=el A a:, jed
X j=xX2j=eyAp a;, ] € JNNO-
Onaxy =eldz'as=—17/6.Dou
‘xi1j0| = max |xi1j‘ = ]x24] :>j0 =4,
JEINNO

Le nouveau support est alors

Jp=(Jp\ {1} Ujo} ={1,4}, Jy ={3,2}.

Deuxiéme itération :
Ona
JB = {174}7 JN = {372}7 617; = (271)7 C]7\; - (_17_3)7

1 2 _ 3/17 =2/17 3 -1
Ap = Azl = , Ay = .
g (—7 3) B (7/17 1/17) N (2 1)
Calcul du vecteur des multiplicateurs et celui des coiits réduits :
nl =chag! = (13/17,-3/17), Ef = (E3,E2) = aldy — ¢k, = (50/17,35/17).

On a Ey > 0, alors on calcule I’estimation de suboptimalité :

B(x,Jg) =Elxy = 3 Ejx;=Esxs + Eaxy = (50/17) -0+ (35/17) -0 =0,
JEIN
Donc la solution x = (2/17, 0, 0, 16/17)7 est une solution optimale du probléme consi-

déré et la valeur de la fonction objectif correspondante est z(x) =20/17.

Exemple 8.
Résolvons par la méthode adaptée avec la regle algébrique le probléme suivant :

max z(x) =x; +x2,
—X1+x2+x3 =1,
X1—Xp+x4=1,

x>0,/ €{1,...,4}.
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Solution.
Soit x = (0,0,1,1)” une solution réalisable initiale et Jg = {3,4} un support initial de ce
probléme. La valeur de la fonction objectif est z(x) = 0. Posons a = 1.
Premiére itération :
Ona
Jp=1{3,4}, Jy={1,2}, ¢k =(0,0), L =(1,1),

10 10 ~1 1
Ap = Azl = , Ay = .

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des colits réduits :
n’ =chdp' =(0,0), Ef = (E1,E2) =" Ay —cf = (~1,-1).

Ona Ey 7 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable x.
Calcul de la direction d’amélioration d :

1 0
dN:<1>7dB:_AEIANdN:<O>7d:

Calcul du pas de déplacement 6° :

O O = =

8, = min{6;, 6, } = min {eo,00} = oo,
9]'1 = min{03,04} = min{oo,oo} — oo,

0 _ mi . p.l —
Alors nous obtenons 6% = min {6,,6;, } = .
Par conséquent, le probléme considéré est non borné.

Exemple 9.
Résolvons par la méthode adaptée avec la regle algébrique le probléme suivant :

max z(x) = 3x; + 2x3,
X1 +xy+x3 =15,

2x1 + 5xp +x4 = 50,

x; >0,Vje{l,...4}.

Solution.
Soit {x,Jz}, ot x = (10,2,3,20)7 etJp = {3,4} une solution réalisable de support initiale
de ce probléme, avec z(x) = 34. Posons o = 1.
Premiére itération :
Ona
Jp={3,4}, Jy={1,2}, ck =(0,0), ck = (3,2),

10 10 11
Ap = A7 = Ay = .
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Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
al =chag! = (0,0), EL = (E1,E2) = aldy —cl, = (—3,-2).

Ona Ey 2 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable x.
Calcul de la direction d’amélioration d :

1 —2 1
dy = ,dp = —Az'Aydy = . d=

Calcul du pas de déplacement 6° :
ejO = mln{01702} - min{m,w} = oo,
0, =min{6;,04} = min{:—g,i—%o =3/2=6;=j; =3.

Alors nous obtenons 6° = min{6;,,6;, } = 6; =3/2.
Calcul de 1a nouvelle solution réalisable x :

10 1 23/2
2 1 7/2
Xx=x+0%= +(3/2) = /
3 -2 0
20 —7 19/2

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
z=34—(3/2)(-3-1+-2-1)=83/2.

Test d’optimalité de x :

Ona Ey 7 0, alors on passe au changement de support.
Changement du supportJz en Jp :

L’ensemble des indices non-optimaux est :

Iwwo={j€Jn:[E;<Oetx;=0]ou[E; #0etx;>0]} ={1,2}.

Calculons

Xiyjg =X1j = elTAzglaj = elTa/w J € Inno-
‘xi1j0| = jg}f\}f\fo ’xilj| = max{]xlll, ]xu]} = rnax{l, 1} =1.

On prend jo = 1.
Le nouveau support est alors

Jp= s\ {/1}) Ujo} ={1,4}, Jy ={3,2}.
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Deuxiéme itération :
Ona
Jg={1,4}, Jy={3,2}, c5 = (3,0), e = (0,2),

1 0 1 0 11
Ap = Ag' = Ay = :
Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
nl =chaz! = (3,0), Ef = (E3,E2) = aldy —ck = (3,1).

On a Ey > 0, alors on calcule 1’estimation de suboptimalité :

ﬁ(x,JB) :E£xN =Y Eij =E3x3+Eyxp = 7/2 75 0.
JEIN

Calcul de la direction d’amélioration d :

7/2

0 ) 7/2 ~7)2

dy = . dp = —A7"Andy = . d=
N (7/2) BT AN (21/2) 0
21/2

Calcul du pas de déplacement 0° :
0, =min{63,6,} =min{ee, 1} =1,
0;, =min{0;,6;} = min{oo, 00} = oo

Alors nous obtenons 6° = 1.

Calcul de 1a nouvelle solution réalisable x :

23/2 7/2 15

7/2 —7)2 0
¥=x+0%= + =
e 0 0 0

19/2 21/2 20

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
z=1(83/2)—1(3-0+1-(=7/2)) =45.

Test d’optimalité de x :
Ona Ey > 0 et 8° = 1. Par conséquent, la solution X = (15,0,0,20)7, avec z(x) = 45 est
optimale pour le probléme considéré.

Remarque 4.

Dans le cas ou le probléeme de programmation linéaire admet plusieurs solutions opti-
males, la méthode adaptée peut fournir des SRS optimales qui ne sont pas des sommets.
Pour illustrer ce cas, considérons 1’exemple suivant :
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Exemple 10.
Résolvons par la méthode adaptée avec la regle algébrique le probléme suivant :

max z(x) =x; +x2,
X1 +x2+x3 =3,
X2 +x4 =2,
x;>0,¥j€{l,...4}.

Solution.
Soit {x,Jz},avecx = (1,1,1,1)7 et Jg = {3,4}, une solution réalisable de support initiale
de ce probléme et z(x) = 2 la valeur de fonction objectif correspondante. Posons o = 1.
Premiére itération :
Ona

Jp={3,4}, Jv = {1,2}, ¢ = (0,0), = (1,1),

10 10 11
Ap = Azl = Ay = .

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
nl =cldg! = (0,0), El = (E1,E) =nTdy—cf=(-1,-1).

On a Ey # 0 alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable x.
Calcul de la direction d’amélioration d :

1 —2 1
dy = ,dp = —Ay'Aydy = . d=

Calcul du pas de déplacement 6° :

0°=min{6; .0, }. ou6; =minb; et O; = minb;.
{ J Jo}7 e o = N

0, =1/2=63=j1 =3.
9/0 = min{91,92} = min{oo,oo} — oo,

Donc nous obtenons 6° = 6; = 1/2.
Calcul de 1a nouvelle solution réalisable x :

1 1 3/2
1 1 3/2
T=x+0%= +(1/2 =
X=x ] (1/2) s 0
1 -1 1/2

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :

2=2—(1/2)[(=1)- 1+ (~1)-1] =3,
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Test d’optimalité de X :

On a Ey # 0, alors on passe au changement de support.
Changement du supportJz en Jp :

Calcul des indices non-optimaux :

Ivwwo={jE€JIn:[E;<0,x;=0]oulE; #0, x; >0]} ={1,2}.

Calculons
Xijj=X1j= elTAglaj = elTaj, j € Jvno-
Donc
‘x,-]jo| = 'rnax ’xi1j| = max{]xlll, ]xu]} = rnax{l, 1} =1.
JE€JINNO

On prend jy = 1.

Le nouveau support est :

Je =\ {7 U{jo} = ({3.43\ {3 u{1} ={1,4}, Jy = {3,2}.

Deuxiéme itération :
Ona
Jp={1,4}, Jy={3,2}, cg = (1,0), ¢ = (0,1),

10 10 11
Ap = Azl = Ay = .

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
nl =chaz! = (1,0), Ef = (Es,E2) = aldy — k= (1,0).

Test d’optimalité de la nouvelle solution réalisable x :
OnaEy>0etfB(x,Jp)=1-0+0-3/2=0.

Alors la solution x = (3/2,3/2,0,1/2)7 et optimale pour le probléme considéré, avec
z(x) = 3.

Le chemin suivi par la méthode adaptée pour cet exemple est montré dans la figure 1.
Cette figure montre que la méhode adaptée fournie la solution optimale B qui est un
point frontiére.
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Figure -1-

- Chemin de la méthode du simplexe : §S1 — $4 — S3.

- Chemin de la méthode adaptée avec la régle algébrique : 4 — B.

3.4 Méthode adaptée avec la régle du pas simple

3.4.1 Principe de la méthode

Soit x une solution réalisable initiale du probléme de programmation linéaire a variables
non-négatives (3.1)-(3.3), € un nombre arbitraire positif ou nul choisi a I’avance et Jp un
support dual réalisable, i.e.,

detAp 75 OetEy = 7'L'TAN —cy > 0.

Une itération de la méthode adaptée avec la regle du pas simple consiste a passer de
la SRS {x,Jz} a une autre SRS meilleure {)?,.73}. Le passage de x a X est réalisé en
suivant une direction d’amélioration dite adaptée dans le but d’améliorer la valeur de la
fonction objectif du probléme primal tout en diminuant 1’estimation de suboptimalité. Le
changement de support est effectué en exploitant les informations relatives au probléme
dual de telle sorte a diminuer d’avantage 1’estimation de suboptimalité.

3.4.2 Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Considérons la métrique suivante pour les composantes non-basiques de la direction réa-
lisable d :
—XJ'de, jGJN. (312)
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Les composantes (3.12) se calculent en rendant maximal 1’accroissement de la fonction
objectif dans |’ espace des variables non-basiques. Afin de calculer les composantes de la

direction d considérons I’accroissement

Z(X+d) —Z(X) = — z Ejdj.
JEIN

En tenant compte de la métrique (3.12), cet accroissement atteint son maximum pour les
valeurs des composantes non-basiques de d suivantes :

dj:—x]', VjeJdy. (3.13)
Les composantes basiques de d seront donc déduites de la formule Ad =0 :
dp = —Agz' Aydy. (3.14)

Avec ce choix, I’accroissement de la fonction objectif s’écrit :

JjeJIN JjEIN

Remarque 5.

L’initialisation de la méthode adaptée avec une solution réalisable et un support dual réa-
lisable nous permet d’avoir a chaque itération Ey > 0. Par conséquent, I’estimation de
suboptimalité est toujours définie et est égale a:

ﬁ(x,JB) = Z ijj = EﬁxN.
JEIN

3.4.3 Changement de la solution réalisable

Si B(x,Jg) = 0, alors la solution courante x est optimale. Si (x,Jp) < &, alors la solu-
tion courante x est €-optimale. Dans le cas contraire, on construit une nouvelle solution

réalisable X sous la forme
X=x+6d,

ou d est ladirection d’amélioration définie par les formules (3.13) et (3.14). Le nombre
0 est le pas le long de cette direction. Il se calcule de fagon a ce que les contraintes de
non-négativité sur le vecteur X soient vérifiées ,i.e.,

—X; < Odj, si jEeJIn; (315)

—X;j < Odj, si ] € Jp. (316)

Pour satisfaire les inégalités (3.15), nous choisissons 6 < 1.
Pour satisfaire les contraintes (3.16), on choisit 6 < 6;,, ou

—X; .
d—j’, si d; <O0;

oo, Si deO

0;, = min6;, avec 0, = { (3.17)
€JB

JeJ
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On prendra donc
6=6%=min{1,0; }.
Deux cas peuvent se présenter :
1. Cas 1. Si 8° = 1, alors la solution ¥ = x + d est optimale. En effet,
ﬁ(J_C:JB) = (1 - 90)ﬁ<x7‘]3) =0.
Le processus de résolution du probléme (3.1)-(3.3) est terminé.

2. Cas 2. Si 8° = 6;, < 1, alors I’accroissement de la fonction objectif du probléme
(3.1)-(3.3) estégal a:

2(%) —z(x) = -0 Y E;d; = 0°B(x,Jp), (3.18)
JEIN
et
B(x,Jz) = (1—6°)B(x,J). (3.19)

Si B(x,Jp) < &, alors la solution réalisable X est €-optimale et le processus de réso-
lution du probléme (3.1)-(3.3) est arrété. Dans le cas contraire, on devra changer le
support Jp.

3.4.4 Changement de support avec la régle du pas simple

Dans la méthode adaptée avec la régle algébrique, le choix de I’indice jj est basé
uniquement sur une condition algébrique, donc I’estimation de suboptimalité f8(x,Jp) ne
diminue pas forcément. Ici, on choisit dans 1I’ensemble Jyyo un indice jj de tel sorte que
’estimation de suboptimalité correspondante a la nouvelle solution, 3(x,Jz), diminue.
A cet effet, on peut faire correspondre a la SRS {x,Jp} une co-solution réalisable 0 et une
solution réalisable duale y du probleme dual (3.4)-(3.5) de la mani¢re suivante :

yT:nT:chEI etd=E=A4A"y—c.

Remarquons que la solution réalisable duale y et sa co-solution correspondante & dé-
pendent uniquement du support Jp. On montre alors que I’estimation de suboptimalité se

décompose ainsi :
B(x,Jp) = B(x)+ B (Js),
avec
B(x) =z(x") —z(x) = c"x" —cTx et B(Jp) = ¢(y) — 9(°) = Ty~ by,

ou les vecteurs x° et y° sont des solutions optimales respectivement du probléme (3.1)-
(3.3) et de son dual (3.4)-(3.5). On peut en effet écrire :

B(x,Jg)= X Ex;=ETx=0TAd—cx=yTb—cTx=¢(y) —z(x).
JEJIN
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Puisque ¢ (3°) = z(x°), on aura donc

Bx,Jp) = z(x%) —z(x) + ¢ (») = 9(°) = B(x) + B(Jp)-

Grace au changement de la solution réalisable x par X, on a amélioré 1’estimation de
suboptimalité en diminuant B(X,Jp) :

B(x.Js) = B(X)+B(Js) = B(x) + (c"x — c'%) + B(Jp) = B(x,Jp) — ("X —cx).
En effet,
BE =clx® —cTx=c"x" — x4+ cTx —cTx = B(x) + (cTx - T%).

De la méme maniére, on fera diminuer f(Jp) :

B(J5) =B(Js) — (6 (») —9 (7). (3.20)

Pour ce faire, on effectuera une itération de la méthode duale de support en passant de la
co-solution réalisable de support {6,Jp} a la co-solution réalisable de support {3,7 B}

pour laquelle B(J5) < B(Jz). Le passage de y a 7 et de & a & est effectué de la maniére
suivante :
y=y-+0setd=25+ot,

ouoc >0,s€R"”ett e R”sont les directions duales d’amélioration des vecteurs y et 0
respectivement qui sont construites comme suit :

On calcule d’abord la pseudo-solution réalisable k associée a la co-solution réalisable de
support {0,Jp} :

K=x+d.
Les directions duales sont alors données par :
. ) . - —1y . —1
t;, =—sign(k;,); t; =0, j€Jp\{i1}; th =1k Az An; sT =tk 45"

Pour calculer ’accroissement de la fonction duale A¢ = ¢ (y) — ¢ (y), considérons la fonc-
tion y dépendant du parameétre o :

Y(0) =40 =9(y) —9(») =9 (v(0)) —¢(y) = b" (7 —y) = 057D

Notons que
STA = Z‘ZZ;AEIA = (IIZ;AEIAB,IZI;AEIAN) = (tg,t;) :tT.

Puisque t7 = 574 et b = Ax, alors
sTh=sTAx =1t"Tk.
La fonction y s’écrit :

y(o)=0(t"k)=0 3 tikj+0 ¥ tjk;=B(c) +N(0o).
JjeJB JEIN
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Evaluons le terme B(o) :
B(o)=otjk;,+06 ¥ tjkj=—0|k;]|.
JEIBJFI1-
Maintenant, évaluons le terme N(o) :

Comme pour tout j € Jy, ona k; =x; +d; =x;+ (—x;) = 0, alors on déduit que

N(o)=0 ¥ tjk;=0.
JEIN

Par conséquent,

y(o) = _G‘Kjl"

Afin de maximiser | accroissement de la fonction duale tout en s assurant que & restera

0

positif ou nul, on posera 6 = 6°, ol 6¥ est appelé pas dual qui est calculé de la maniére

suivante :

0 —5j/lj, si lj<0;

0’ =0, = min {Gj}, avec 0; =

JEIN oo si ljZO.

9

Avec un tel indice jj ainsi choisi, on construira un nouveau support

Jp =g\ {j1})U{jo}-

Si {8,Jp} est non-dégénérée (6 > 0), alors le passage de la co-solution de support
{6,Jp} ala co-solution de support {3,7 p ¢ fera diminuer la fonction duale d’une valeur

égale a 0¥ |k | :
03 —9() = —0|x; | <0.
En vertu de la relation (3.20), on aura
B(s) = B(Js) — (9(y) — 9 () = B(Js) — 0| i |

Donc I’estimation de suboptimalité de la SRS {x,J3} vaut :

B(x,J8) = B(X)+B(Us) = B(X)+ B(Jz) — 0° |K;,| = B(x,Jp) — 6° |k, | < B(X,J3).

Si de plus, x est non-dégénérée (6° > 0), alors

B(x.Jp) = (1—-6°)B(x,Jp) < B(x.Jp).

Par conséquent, le changement de support Jp par Jp s’effectue de telle sorte que la valeur
de la fonction duale diminue strictement. Ceci assure bien la convergence de la méthode
adaptée sous I’hypothése de la non dégénérescence primale (6° > 0) et duale (¢° > 0).
Dans le cas ou {6,Jp} est dégénérée, on distingue deux cas :

1. Cas 1. S’il existe au moins un indice j, € Jy, tel que :

6j*:07 I, <0,
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2.

0

alors les relations du pas donnent : 6 = 6;, = 0, on prend alors jjo = j, et Jp

(Je\{/1})U{jo}. Par conséquent, I’accroissement dual sera nul et :
ﬁ()_C,jB) = B()_CaJB)
Cas 2. S’il n’existe pas d’indice j. € Jy, tel que
6j* =0, 1, < 0,

alors pour tous les indices j € Jy, avec ; =0, on a #; > 0. Dans ce cas, o’ =

donc le probléme dual est non borné et le probléme primal est irréalisable.

oo

3.4.5 Schéma de I’algorithme de la méthode adaptée avec la régle du

pas simple

Soit x une solution réalisable du probléme, € un nombre arbitraire positif ou nul et Jz un

support dual réalisable.

Algorithme 5.

1.
2.
3.

Calculer 77 = cL Az EL = alAy —c;

Calculer I’estimation de suboptimalité 3 (x,Jp) = E £xN ;

Test d’optimalité de la SRS {x,Jp} :

- Si B(x,Jp) = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {x,Jz} une SRS optimale.

- Si B(x,Jp) < €, alors I’algorithme s’arréte avec {x,Jp} une SRS €-optimale.
- Sinon, aller a I’étape 4 ;

. Amélioration de la SRS {x,Jp} :

- Calculer la direction d’amélioration d :
dj = —Xj, VJ € Jy; dg = —AEIANGIIN;

- Calculer le pas de déplacement 6° : 8° = min { 1,6; } , ol

s )
) %, st d; <0
0; — minb;, avec 0; = J
J1 ; J° J

JE€JB

o, si d;j>0;

- Calculerx = x4+ 0% etz =z + 6°B(x,J);

Test d’optimalité de la nouvelle SRS {x,Jp} :

- Si 8% = 1, alors I’algorithme s’arréte avec {X,Jp} une SRS optimale.

-Si 0% =0;, < 1, alors calculer B(x,Jz) = (1 —0°)B(x,J5).

- Si B(x,Jp) < &, alors ’algorithme s’arréte avec {x,Jp} une SRS e-optimale.

- Sinon, aller a I’étape 6 ;

Changement de support Jp en Jp avec la régle du pas simple :
- Calculer la pseudo-solution ¥ = x + d;
- Calculer la direction duale 7 :

t;, = —sign(k;,); t; =0, j€Jp\ {1 }; th = th Az An;

- Calculer le pas dual : 6 = 0, = min {Gj}, avec
JEIN
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o — _6j/tj7 si tj<0;
/ oo, si t;>0;

- Si 0% = 0, alors on pose Jp = (Jg\ {1 }) U{jo} et E = E + 6%
- Calculer I’estimation de suboptimalité

B(x,Jp) = B(x,J) — 0° |K;,

- Si B(x,Jp) = 0, alors I’algorithme s’arréte avec {X,Jp} une SRS optimale.

b

-Si [3(3‘6,7 B) < &, alors I’algorithme s’arréte avec {)?,.73} une SRS g-optimale.
- Sinon, aller a I’étape 7 ;

7. Poserx=X,z=2Jg =Jp, E =E, B(x,Jp) = B(x,Jp) et aller a I’étape 4.

Exemple 11.

Résolvons par la méthode adaptée avec la régle du pas simple le probléme suivant :

max z(x) = 2x; — 3xp — x3 + Xa,
X1 —X2+3x3+2x4 =2,
—Tx1+x3+2x3+3x4 =2,

x;>0,¥je{l,..,4}.
Solution.
Soit x = (1,3,0,2)7 une solution réalisable initiale de ce probléme, avec z(x) = —5 et
Jp ={1,2} un support dual réalisable.
Premiére itération :
Ona

Js=1{1,2}, Jv={3,4}, ¢ =(2,-3), chy = (- 1,1),

1 -1 —-1/6 —1/6 3 2
Ap = , Ag' = / / , Ay = .
-7 1 -7/6 —1/6 2 3
Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
nl =clag! = (19/6,1/6), EL = (E3,E4) = nl Ay — ¢, = (65/6,35/6).

Calcul de I’estimation de suboptimalité :

B(X,JB) :E]ng =Y Ejx; = E3x3 + Eqxq4 = 35/3 #£0.
JEIN
Alors la solution x n’est pas optimale.
Calcul de la direction d’amélioration d :

~10/6
a0 106 | —34/6
N — ) y UB — B “ANUN — —34/6 y ¥ — 0

-2

Calcul du pas de déplacement 6° :

6° =min{1,6; }, ou 6, =min6;,
J€JB
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6j, =min{6,6,} :min{ﬁ7%} =18/34=6,= 0% =6, = 18/34.

Calcul de la nouvelle solution réalisable x :

1 —10/6 2/17
3 —34/6 0
Xx=x+6d= +(18/34 =
X=x o | TUSSBHL 0
2 -2 16/17

Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
Z=z+0B(x,Jp) = —5+(18/34) x (35/3) =20/17.

Test d’optimalité de x :
Calculons I’estimation de suboptimalité 3 (X, Jp) :

B ) = (1 0B (e.dp) = (1 29)- 2 =3 0

Donc la solution {x,Jp} n’est pas optimale. On passe alors au changement de support
avec la regle du pas simple.

Changement de support.Jz en Jp :

Calcul de la pseudo-solution x :

1 ~10/6 —4/6

3 ~34/6 ~16/6
* 0 0 0

2 -2 0

Calcul de la direction duale 7 et du pas dual ¢° :

0
1
—23/6
~17/6

0’ =min{o;} =min{65/23,35/17} =35/17 = 04 = jo = 4.

JEIN

Le nouveau support Jp est :

Js=({1,.2}\{2}) U{4} ={1,4} ety ={3,2}.

Le nouveau vecteur des colts réduits est :
E = (0,0,65/6,35/6)+(35/17)(0,1,-23/6,—17/6) = (0,35/17,50/17,0).
Test d’optimalité de {x,J5} :

B(x,J5) = B(x,J5) — 0|k, | = (280/51) — (35/17) - (16/6) = 0.
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Par conséquent, la solution X’ = (2/17,0,0,16/17) est une solution optimale au probléme
considéré, avec z = 20/17.

Exemple 12.

Résolvons par la méthode adaptée avec la régle du pas simple le probléme suivant :

max z(x) =xj +x3 —x3 — X4,
X1 +xp+x3 =3,
X2 +x4 =2,
x;>0Vje{l,... 4}
Solution.
Soit x = (1,1,1,1)7 une solution réalisable et Jz = {1,2} un support initial de ce pro-
bléme, avec z(x) = 0.
Premiére itération :
Ona
Jp={1,2}, v ={3,4}, cp = (1, 1), ey = (=1,-1),

11 1 -1 10
Ap = ARl = , Ay = .

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
al =chaz! = (1,0), EL = (E3Eq) =n"dy—cl=(2,1).
Calcul de I’estimation de suboptimalité :

B(x,Jg) =Elxy = Y Ejx;j = Esx3+Esxqs =3 #0.
JEIN

Alors le solution x n’est pas optimale.
Amélioration de la solution réalisable x :
Calcul de la direction d’amélioration d :

Calcul du pas de déplacement 0° :
0" =min{1,0; }, ou 6, =minb;,
min{1,6;, }, ot 6}, 51611}; j
0;, =min{0;,6,} == 0°=1.
Calcul de la nouvelle solution réalisable x :

T=x+0%= .

—1

—
+
I
(=l
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Calcul de la valeur de la fonction objectif en cette solution :
z=z+0B(x,Jp) = 3.

Test d’optimalité de la nouvelle SRS {x,Jz} :
On a 6° = 1, alors la solution x” = (1,2,0,0) est optimale pour le probléeme considéré,
avec z(x) = 3.

3.5 Initialisation

3.5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, on commence les méthodes présentées en choisissant
une solution réalisable initiale et un support de départ, cependant dans la majorité des cas
ces informations ne sont pas connues. Généralement, la technique du grand M est utilisée
pour remédier a ce probléme. Cette technique consiste & former un nouveau probléme
dit M-probléme qui a une solution réalisable initiale et un support de départ évidents. La
résolution de ce dernier permet de déduire la solution optimale du probléme original.

3.5.2 La M-méthode adaptée avec la régle algébrique

Dans le cas ou nous ne connaissons pas une solution réalisable de support initiale
pour la méthode adaptée avec la régle algébrique, nous formons d’abord un nouveau pro-
bleme dit M-probléme, qui a une nouvelle variable dite variable artificielle. Ce nouveau
probléme posséde une solution réalisable de support initiale évidente. L’application de
la méthode adaptée avec la reégle algébrique pour ce M-probleme permet alors de nous
donner la solution optimale du probléme original.

Le support initial peut étre trouvé avec la méthode de Gauss ou celle de Gauss-Jordan,
cependant dans [4], I’auteur a prouvé que les techniques dite "crash procedures" sont plus
efficaces et il a présenté une technique de recherche de support initia. Ces techniques
permettent d’exploiter la structure de la matrice des contraintes pour trouver un ensemble
de m colonnes linéairement indépendantes.

Notons par Jp le support trouvé avec par exemple la technique présentée dans [4] ou toute
autre technique permettant de trouver une base initiale [15, 20].

Les différentes étapes de la M-M¢éthode adaptée avec la régle algébrique sont présentées
ci-dessous :

1. Choisir un n-vecteur x* € R” ;
2. Calculer le vecteur p = b— Ax™;

3. Former le M-probléme :

T

maxz =c' x — Mx,11,

Ax+ pxp+1 = b,
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X, Xp41 2 07

ou M est un nombre positif arbitraire supposé trés grand.

4. Résoudre le M-probleme avec la méthode adaptée avec la regle algébrique, en com-
mengant par la solution réalisable de support {y,Jp}, avec

Y= (%Xp41) = (x+7 1).
5. Soit {yO,Jg} = {(xo,x2+1),Jg} la SRS optimale trouvée.
Deux cas peuvent se présenter :

(a) Cas 1. Si xg 41 > 0, alors le probleme original (3.1)-(3.3) n’a pas de solutions
réalisables. En effet, supposons que le probleme original (3.1)-(3.3) admet une
solution réalisable x € R”.. Le vecteur y! = (x,0) est une solution réalisable
pour le M-probléme, avec z(y') > z(3°), ce qui contredit le fait que »° est une

solution optimale pour le M-probléme.

(b) Cas2.Si x2 41 =0, alors x¥ est une solution optimale pour le probléme original

(3.1)-(3.3).

Exemple 13.
Résolvons par la M-méthode adaptée avec la régle algébrique le probléme suivant :

max z(x) = 3x; + 2xy,
X1 +x2+x3 =15,
2x1 +5x2 +x4 = 50,
x> 0,¥j€{l,..,4}.

Solution.
Prenons Jp = {3,4}. Posons x* = (1,1,1,1)7 et calculons le vecteur

PSR B I B AR B B (12
p= 1\ 50 250 1 S\ 4

Considérons le M-probléme suivant :

O W

maxz(x) = 3x; 4+ 2x; — Mxs,
X1 +x3+x3+12x5 =15,
2x1 + 5xp + x4 +42x5 = 50,
x; >0,Vje{l,..,5},

ou M est un nombre arbitraire supposé tres grand. On remarque bien que le couple {y,Jz},
ou
yi=051) = (1,11L1,0), Jp = {3,4},

est une solution réalisable de support pour le M-probléme. Appliquons alors la méthode
adaptée avec la regle algébrique a ce M-probléme.
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Premiére itération :
Ona
Jp=13,4}, Jy ={1,2,5}, CB = (0,0), cN— (3,2,—M),

10 10 11 12
Ap = Azl = . Ay = .
5 (01) B <01> N (2542)

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des colits réduits :
=chAz' =(0,0), EL = (E1,E2,Es5) = nldy — ¢l = (=3,-2,M).

On a Ey # 0, alors on passe a I’amélioration de la solutions réalisable y.
Amélioration de y :
Calcul de la direction d’amélioration d :

1
1 1
dy = 1 ,dB——ABANdN:<1O>,d: 10
-1 39 35
-1
Calcul du pas de déplacement 0° : 60 = 0, =1.
Calcul de la nouvelle solution réalisable y :
1 1 2
1 1 2
y=y+0% =11 [+ 10 [=] 11
1 35 36
1 -1 0

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif : z(y) = 10.
OnaEy #0et 0% =6, =1, alors on pose Jg = Jg et Jy = Jy.
Deuxiéme itération :
Ona

Jp={3,4}, Jy ={1,2,5}, ¢k =(0,0), cf, = (3,2,—M),

10 10 11 12
Ap = Azl = Ay = .
B (01)’3 <01>’N (2542)

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
T _,.T l T _ —

On a Ey # 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable y.
Amélioration de y :
Calcul de la direction d’amélioration d :
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1
1 1
dy=1] 1 M@:—A;AMM::<_2>,d: -2
0 7 —7
0

Calcul du pas de déplacement 6° :
6°=0; =6,=36/7=j =4.

Calcul de la nouvelle solution réalisable y :

2 1 50/7
2 1 50/7
y=y+0%=1| 11 |+36/7)| -2 | =] 5/7
36 —7 0
0 0 0

Calcul de 1a nouvelle valeur de la fonction objectif : z(y) = 250/7.
Changement de support avec la régle algébrique :
L’ensemble des indices non-optimaux est donné par :

Ivwo={jE€Jv:[E;<0Oety;=0] ou [E; #0ety; >0]} ={1,2}.

Donc

U A = .
Xij =X =eyaj, j €Jyno et |xu/o’ _jg}%o ’xlu|'

Nous obtenons
iy jo| = max{|xz1 |, [x22|} = max{2,5} = x| = jo = 2.
Le nouveau support est :

Jp =\ {1 U{jo} = ({3,4}\{4})u{2} = {3,2}, Jn = {1,4,5}.

Troisiéme itération :
Ona
Jp = {372}7 Iy = {1:475}7 Cg = (072)7 CIZ\; = (370>_M)7

11 1 —1/5 1 0 12
Ap= , Ag' = / , AN = .
05 0 1/5 2 1 42

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
—11 2
575

84

ﬂTzchgl:(072/5),E1€:(E1,E4,E5):7L'TAN—CIZ\;:( 5

M+

Ona Ey 7 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable y.
Amélioration de y :
Calcul de la direction d’amélioration d :

).
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1
1 —2/5
1 -3/5 /
dy = 0 |,dp=—Az Andy = ,d= —3/5
-2/5
0 0
0
Calcul du pas de déplacement 6° :
6% =0, =6;=25/21 = j; =3.
Calcul de la nouvelle solution réalisable y :
50/7 1 175/21
50/7 -2/5 140/21
y=y+6%=| 5/7 |+(25/21)| -3/5 |= 0
0 0 0
0 0 0

Calcul de 1a nouvelle valeur de la fonction objectif : z(y) = 805/21.
Changement de support avec la régle algébrique :
L’ensemble des indices non-optimaux est donné par :

Ivwo={jE€Jn:[Ej<0Oety;=0] ou [E; #0ety; >0]} ={1} = jo=1.

Le nouveau support est :

Jp =\ {/1)U{jo} = ({3,2}\ {3} u{1} ={1,2}, Jn = {3,4,5}.

Quatriéme itération :
Ona
Jp= {172}7 IN= {3:475}7 Cg = (372)7 C]7\}: (0,0,—M),

1 1 5/3 —1/3 1 0 12
AB: 7A];1: / / 7AN:
25 ~2/3 1/3 01 42

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :

nl =clag! = (11/3,-1/3), EL = (E3,E4,Es) = il Ay — c§y = (11/3,—1/3, M +30).

Ona Ey 7 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable y.
Amélioration de y :
Calcul de la direction d’amélioration J :

1/3

0 ~1/3

1 1/3 /

dN: 1 :dB:_ABANdN: ,d: 0
0 173 1

0
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Calcul du pas de déplacement 6° :
6°=0;, =6,=140/7= j; =2.

Calcul de la nouvelle solution réalisable y :

175/21 1/3 15

140/21 ~1/3 0

y=y+6% = 0 +(140/7) 0 =1 0
0 1 20

0 0 0

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif : z(y) = 45.
Changement de support avec la régle algébrique :
L’ensemble des indices non-optimaux est donné par :

Ivwo={jE€JInv:[Ej<Oety;=0] ou [E; #0ety; >0]} = {4} = jo=4.

Le nouveau support est :

Jp =\ {1 U{jo} = ({1,2}\{2})u{4} = {1,4}, Iy = {3,2,5}.

Cinquiéme itération :
Ona
Jp={1,4}, v =1{3,2,5}, cg = (3,0), cy = (0,2,~M),

10 1 0 11 12
Ap = ARl = , Ay = .
B (21> B (—21) N (0542)

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
nl =clag' = (3,0), EL = (E3,E2,Es) = nl Ay —cky = (3,1, M+ 36).
On a Ey > 0, alors on calcule I’estimation de suboptimalité 3 (7,Jp) :
B, Jg)= X Ejyj=0+0+0=0.
JEIN

Par conséquent, y = (15,0,0, 20, O)T est une solution optimale du M-probléme. Comme
x5 = 0, alors x = (15,0,0,20)T est une solution optimale du probléme original, avec
z(x) = 45.

3.5.3 La M-méthode adaptée avec la régle du pas simple

Dans le cas ou nous ne connaissons pas une solution réalisable initiale et un support
dual réalisable pour la méthode adaptée a pas simple, nous formons un nouveau probléme
dit "M-probléme" avec deux nouvelles variables et une contrainte additionnelle. Ce M-
probléme posséde une solution réalisable initiale et un support dual réalisable de départ
¢vidents. La résolution de ce M-probléme avec la méthode adaptée a pas simple permet
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d’obtenir la solution optimale du probléme original.
Supposons qu’un support initial Jp est connu pour le probléme original (3.1)-(3.3) (s’il
n’est pas connu on le calcule avec la technique présentée dans [4]). Alors ce dernier peut

s’écrire comme suit :
max z(x) = chg + CK,XN,

Apxp+Anxy = b, 3.21)
x> 0.
Deux cas peuvent se présenter :

Cas 1. Le support initial Jp est un support dual réalisable.
Les différentes étapes de la M-Méthode adaptée a pas simple sont présentées ci-dessous :

1. Choisir un n-vecteur x* € R” ;
2. Calculer le vecteur p = b — Ax™ ;
3. Former le M-probléme :
max z(x) = clx — Mx, 1,
Ax+ pxyy1 = b,
X, Xp41 20,

ou M est un nombre positif arbitraire supposé tres grand.
4. Résoudre le M-probléme avec la méthode adaptée a pas simple, en commencant par

la solution réalisable de support {y,Jz}, avec

y=(xxp41) = (", 1).

5. Soit {yO,Jg} = {(xo,x2+1),Jg} la SRS optimale trouvée.
Deux cas peuvent se présenter :
(a) Cas 1. Si xg 41 > 0, alors le probleme original (3.1)-(3.3) n’a pas de solutions
réalisables.

(b) Cas2.Si x2 41 =0, alors x¥ est une solution optimale pour le probléme original
(3.1)-(3.3).

Cas 2. Le support initial Jp n’est pas un support dual réalisable (3/ € Jy, tel que E; < 0).
D’abord nous ajoutons au probléme (3.21) une autre contrainte [24]. Ainsi nous obtenons
le probléme suivant :

max z(x) = chxp + chxw, (3.22)
Apxp+Anxn = b,
(3.23)
eTxN+xn+1 =M,
X, Xn41 > 0, (3.24)

ou M est un nombre arbitraire positif supposé tres grand, e € R”~" un n — m-vecteur dont
toutes les composantes sont égales a 1 et x,4| une variable positive ou nulle.
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Notons par 7, E le vecteur des multiplicateurs et celui des cofits réduits respectivement,
du probléme original. Et par 7, E ceux du nouveau probléme (3.22)-(3.24).

Démontrons la proposition suivante :

Proposition 6.
Le support Jp =JgU{p}, ot p est I'indice vérifiant :

Ep = min {E;}

est un support dual réalisable pour le probléme (3.22)-(3.24).

Preuve.
Ona:

Iv=Un\{p})U{n+1}, ey = (c;,j €Jn), g = (c;,j € Tp),

— . _ AB AN ORm — AB a — —
A:(a17a27"'7an+1): < T >7AB: ( ’ >7AN:([7JN)-

0fw e 1 0kn 1

On va tout d’abord démontrer que Jp est un support, i.e., det Az # 0.
Ona

- A
detAp = det ( OTB P ) =1-detdp = detdp # 0 (car Jp est un support).
Rm

Ce qui démontre que Jp est un support.

Maintenant démontrons que le support Jp est un support dual réalisable, i.e.,

E;j=7"a;—¢;>0,Vjely.

Pour ce faire, calculons I’inverse de la matrice Az avec la méthode de Gauss-Jordan :

Ag a Az —47la
P B B “p
[m+1 ’[m+l

0L, 1 oL, 1

—1 —1
Z,] B < AB _AB dap )
F ok 1 '
Rm

Le vecteur des multiplicateurs 7 est alors calculé de la maniére suivante :

Alors on a

—1 -1
Ag —Ap ap

L :EZ;Z;] = (cg,cp) ( r
oL, 1

) (B,

-SijeJy\{n+1}, alors on aura

. _=T= = T 4-1 aj = T 4—1
Ej=7'aj—¢;=(cjdy a_Ep)< | >_CJZCBAB aj—Ep—c;.
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Nous obtenons
Ej=E;j—Ep>0, jeJy\{n+1}.

- Si j=n+1, alors on aura

il =T— — _ ORm
Epp1 = ﬂ"TanJrl —Cntl = (CgABla_EP> ( 1 ) -0= —Ep.

Comme Jp est un support qui n’est pas dual réalisable, alors il existe j € Jy : E; <0, donc
E, = min {E j} < 0, nous obtenons alors :
JEIN
F}’H—l - —Ep 2 0

Ce qui compléte la démonstration.

Afin d avoir une solution réalisable de départ évidente, gjoutons une variable artificielle
X2 au probleme (3.22)-(3.24), nous obtenons le M-probléme suivant :

max z(x) = % — M'x, 12, (3.25)
A%+ pxyia = b, (3.26)
T, %042 > 0, (3.27)
ou
Z:( Ap Ay 0Rm> E:< b ) %= ;CB ¢=(c,0),p=b—Ax"
0oL, o 1 ) M) NP o) P T
Xn+1

avec X > 0 est un vecteur choisi arbitrairement et M’ un nombre arbitraire positif supposé
trés grand.

On résout ce M-probléme avec la méthode adaptée a pas simple, en commengant par la
solution réalisable de support {y,Jz}, ou

y= ()_C?xn+2) - ()_C+7 1)

Soit {3°,J5} = {(x°,x" +2),Jg} la solution optimale de support trouvée.
Deux cas peuvent alors se présenter :

1. Cas 1. Si xg 42 > 0, alors le probléme (3.1)-(3.3) n’a pas de solutions réalisables car
dans ce cas, la fonction z = c¢’x — M'x,, », ne peut jamais prendre une valeur finie.

S0 =0 _ (.0 0 0.0
2. Cas 2. Six,,, =0, alors X = (X7,X3,...,X;,%, |

probléme (3.22)-(3.24). Ici également deux cas se présentent :

)T est une solution optimale du

(a) Cas2.1.Si xg 41> 0, alors ¥ = (x(l),xg, <., N7 est une solution optimale pour
le probléme original (3.1)-(3.3).

(b) Cas2.2.Si xg 41 =0, alors le probleme original (3.1)-(3.3) est non borné.
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Exemple 14.
Résolvons par la M-méthode adaptée a pas simple le probléme suivant :

max z(x) =x; +x2,
X1 +xp+x3 =3,
X2 +x4 =2,
x; >0,Vje{l,...4}.
Solution.
Ona
Jp={3,4}, Jv = {1,2}, ¢ = (0,0), = (1,1),

ap={ " V) gt e = !
B—0173_27N—01-

On choisit Jg = {3,4} comme un support initial. Calculons le vecteur des multiplicateurs
et celui des cofits réduits :

nl =chag! = (0,0), EL = (E3,E4) = aldy —cly = (—1,-1).

Alors ce support n’est pas un support dual réalisable. Donc nous ajoutons une autre
contrainte a ce probléme. Nous obtenons alors le probléme suivant :

maxz(x) = x] +xz,
X1 +x2+x3 :3,
Xy +x4 =2, (3.28)
X1 +x2+x5 =M,
x;>0,Vje{l,..,5},

ou M est un nombre arbitraire positif supposé tres grand.
Ona

E,=min{E;} =min{-1,-1} = E|.
p=min{E;} =min{-1,-1} =&

Donc le support Jp = JpU{p} = {3,4,1} est un support dual réalisable pour le probléme

(3.28).
Posons
1
1 100 3 1
A= 01010 |,b=] 2 |, x"=]1
1 0 01 M 1
1
et calculons le vecteur p :
1
3 1 1100 1 0
p=b—-Ax"=| 2 |- 01010 1 | = 0
M 1 1001 1 M-3
1
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Considérons le M-probléme suivant :

max z(x) = xj +x3 — M'x,
X1+x2+x3 =3,
Xy +x4 =2,
X1 +x34+x54+ (M—3)x¢ = M,
x;>0,¥je{l,...6},

ou M’ est un nombre arbitraire supposé trés grand et {y,Jg}, avec
Y= (x+71) = (17171717171)7 ‘73 = {37471}7

est une solution réalisable de support pour le M-probléme et Jp est un support dual réali-
sable pour le M-probléme. Appliquons la méthode adaptée a pas simple a ce M-probléme.
Premiére itération :
Posons

Jp=1{3,4,1}, Jy = {2,5,6}, cf = (0,0,1), ¢k = (1,0,—M"),

1 01 1 0 —1 1 0 0
AB:<010>,A31:<01 0),AN:<10 0 >
0 01 0 0 1 1 1 M-3
Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :

al =clag' =(0,0,1), EL =aldy —cl = (0,1,M + M-3).

Ona B(y, Jp) # 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable y.
Calcul de la direction d’amélioration d :

M-2

0 M+2 0

dy=1| -1 |,dzg= 0 d= _MO+2
~1 M-2

—1

—1

Calcul du pas de déplacement 6° :
=0, =1/(M—2)=6s=j =3.

Calcul de la nouvelle solution réalisable y :

1 M-=2 2
1 0 1
1 —M+2 0
— 004 = 1 =
y=y+ 1 +(M72) 0 1
1 —1 (M-3)/(M-2)
1 —1 (M-3)/(M-2)

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif :
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— —6+4+3M—M M+3M
z(y) = + Y M

Changement de support avec la régle du pas simple :
Calcul de la pseudo-solution x :

1 M-2 M—-1
1 0 1

1 —-M+2 —M+3
1 0 1

1 -1 0

1 -1 0

0
0
1 0
1
tp = 0 |,tn= —1 , = 0 ,
0 —M+3 !
—M+3

Le nouveau support est alors

jB = (JB/{]I})U{]O} = {5747 1}7 jN = {27376}'

Le nouveau vecteur des colts réduits est

0 0 0

0 0 0

_ 0 1 1
E=E+0%= + —

0 0 0

1 —1 0

M+M-3 —M-+3 M

Deuxiéme itération :
Ona
Jp=1{5,4,1}, Jy ={2,3,6}, cp = (0,0,1), ¢y = (1,0,—M),

0 01 -1 0 1 11 0
AB:<010>,AB‘:<0 10>,AN:<10 0
1 01 1 00 1 0 M-3
Le vecteur des cofits réduits est : E%, = (0,1, M).

On a B(y,Jp) # 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable y.
Calcul de la direction d’amélioration d :



Méthode adaptée 85

0 (M—3)2/(M~2)
dy = 0 , dp = 0 . Donc
(=M+3)/(M-2) 0
0
0
0
d=
0
(M=3)*/(M~2)
(—M+3)/(M-2)
Calcul du pas de déplacement : 6° = 1 = 6.
Calcul de la nouvelle solution y :
2 0 2
1 0 1
0 0 0
y=y+ 1 T 0 1
M-3/M-2 (M—3)2/(M—2) M-3
M-3/M-2 (=M+3)/(M-2) 0

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif : z(y) = 3.

Onaf’=1,alorsy= (2,1,0,1,M -3, O)T est une solution optimale pour le M-probléme.
Comme x¢ = 0, nous obtenons (2,1,0,1,M — 3)T est une solution optimale pour le pro-
bléme (3.28). Puisque x5 = M —3 > 0, alors

x=(2,1,0,1)"

est une solution optimale pour le probléme original, avec z(x) = 3.
[llustrons maintenant la méthode adaptée a pas simple pour la résolution des problémes
de programmation linéaire a variables non-négatives qui sont non bornés.

Exemple 15.
Résolvons par la M-méthode adaptée a pas simple le probléme suivant :

max z(x) =xj +x2,
—X1+X2+Xx3 = 1,
x| —x2+x4 =1,
x;>0,¥j€{l,...4}.

Solution.
On choisit Jp = {3,4} comme support initial. Calculons le vecteur des multiplicateurs et
celui des cofits réduits :

al =chag! = (0,0), EL = n"Ay —cf = (—1,-1).
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Alors ce support n’est pas un support dual réalisable. Nous ajoutons une nouvelle contrainte
a ce probléme et nous obtenons le probléme suivant :
max z(x) =x; +xz,
—x1+x2+x3=1,
x| —xp+x4=1, (3.29)
X1 +x2+x5 =M,
x; >0,Vje{l,..,5},

ou M est un nombre arbitraire positif supposé tres grand.
Ona

E,=min{E;{ =min{—1,—1} = E].
p=min {E;} =min{-1,~-1} = £,

Donc le support Jg = JgU{p} = {3,4, 1} est un support dual réalisable pour le probléme

(3.29).
Posons
1
-1 1 1 00 1 1
A= 1 -1 010 |,b=[ 1 [,xt=][1
I 1 001 M 1
1
et calculons le vecteur p :
1
1 -1 1 1 00 1 0
p=b—Axt=| 1 |- 1 -1 01 0 1| = 0
M I 1 001 1 M-3
1
Pour obtenir une SRS de départ, considérons le M-probléme suivant :
maxz(x) = x; +x2 — M'xg,
—X1+x2+x3 =1,
X1 —xp+x4=1, (3.30)

x1+x; +X5+(M—3)X6ZM,
x;>0,Vje{l,..,6},
ol M’ est un nombre arbitraire supposé trés grand et { »,J. B} , avec
=0t =015, Jp={3,4,1},

est une solution réalisable de support pour le M-probléme (3.30) et Jg = {3,4,1} est un
support dual réalisable pour le M-probléme (3.30).
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Appliquons la méthode adaptée a pas simple a ce M-probléme.
Premiére itération :
Posons
Jp=1{3,4,1}, Jy ={2,5,6}, ¢} = (0,0,1), ¢} = (1,0,—M'),

1 0 —1 1 0 1 1 0 O
AB:<O 11 ),A§1:<O 1 —1),AN:<—1 0 0 )
0 0 1 0 0 1 1 1 M-3
Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :

al =chaz! = (0,0,1), Ef = 2l Ay — ¢l = (0,1,M' + M - 3).

On a B(y,Jp) # 0, alors on passe a I’amélioration de la solution réalisable y.
Calcul de la direction d’amélioration d :

M—1
¥ M |
dy = —1 , dg = -M ,d=
~1 M—1 M
-1
-1
Calcul du pas de déplacement 6° :
=0, =1/M=0y=j =4
Calcul de la nouvelle solution réalisable y :
2M—1
M
1 M—1 M—1
1 —1 M
1 M )
y=y+od=| | +/M) = .
1 —1 M—1
1 1 M
M—1
M
Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif :
. 243M+M -MM
z(y) = i )
Changement de support avec la régle du pas simple :
Calcul de la pseudo-solution x :
1 M—1 M
1 -1 0
K—yptd— 1 n M _ M+1
1 —M —M+1
1 -1 0
1 -1 0
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Calcul de la direction duale 7 et du pas dual ¢° :

0
-2
0 -2
0
Ip= 1 y IN = —1 , I = 1 ’
0 —M+3 !
_M+3

Le nouveau support est :
Jp=(Js/ {1 Uljo} =1{3,2,1}, Jnv = {4,5,6}.

Le nouveau vecteur des colts réduits est

E=E+0o%=

- o O O O

M+M-3

Deuxiéme itération :
Ona
Jg=1{3,2,1}, Jy ={4,5,6}, ¢k = (0,1,1), cf = (0,0,— M),

11 -1 1 1 0 00 0
AB:<O -1 1 >,A31:<0 —1/2 1/2>,AN:<1 0 0 )
0 1 1 1 1/2 1/)2 01 M-3

Calcul du vecteur des coiits réduits : £/, = (0,1, M+ M —3).
Ona B(y,Jp) # 0, alors on passe a I’amélioration de cette solution.

Calcul de la direction d’amélioration d :

(M—1)(M—2)
2M
. . (M—1)(M—2)
1—M (M—1)(M-2) M
dy = M , dp = 2M ,d=
1-M (M—1)(M-2) 0
M M 1-M
M
1—M
M

Calcul du pas de déplacement : 6° = 1.
Calcul de l1a nouvelle solution réalisable y :
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2M—1 (M—1)(M—2)
2M
(M—1)(M-2)

‘i
N 4

)

y=y+6%d=

_|_
o o X
= <

Il

T
ai‘

JRef5e - oEs

|

La nouvelle valeur de la fonction objectif est : z(y) = M.

Ona 0% =1, alors

M+1 M-1
—_— ,2,0,0,0
( 2 ’ 2 )

est une solution optimale pour le M-probléme (3.30). Puisque x5 = 0,

‘<

M+1 M-1

2,0,0
(272 )

est une solution optimale pour le probleme (3.29). Comme x5 = 0, alors le probleme
original est non borné.

3.6 Exemples numériques et comparaison graphique entre

la méthode adaptée et la méthode du simplexe

Exemple 16.
Résolvons par la méthode adaptée avec la regle algébrique le probléme suivant :
max z(x) = 3x; + 2xy,
X1 +xy+x3 =15,
2x1 +5xp +x4 = 15,
x; >0,Vje{l,...4}.

Solution.
Soit {x,Jz}, ot x = (0,0,15,50)7 et Jp = {3,4} une solution réalisable de support initiale
de ce probléme, avec z(x) = 0. Posons a = 1.
Premicére itération :
Ona
Jp=1{3,4}, Iy ={1,2}, ¢k =(0,0), ¢k =(3,2),

10 10 11
Ap = A7 = Ay = .

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
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n’ :chgl - (070)7 Ez€ = (E17E2) = ﬂ’-TAN_C]I\; = (_37_2)'

Ona Ey 2 0, alors on passe a I’amélioration de cette solution.
Amélioration de la solution réalisable x :
Calcul de la direction d’amélioration d :

1
1 -2 1
dy = ,dp = —Az'Aydy = ,d=
N ( | ) B g ANnan ( 7 ) D)
-7
Calcul du pas de déplacement 6° :
0% =0; =6, =50/7.
Calcul de la nouvelle solution réalisable x :
0 1 50/7
0 1 50/7
X=x+6%= +(50/7) = /
15 -2 5/7
50 -7 0

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif : z =250/7.
Test d’optimalité de X :

On a Ey # 0, alors on passe au changement de support.
Changement de support.Jz en Jp :

L’ensemble des indices non-optimaux est donné par :

Jwwo={j€Jn:[E;<0etx;=0] ou [E;#0etx;>0]} ={1,2}.

Donc

=y T = .
X j =X =eyAg aj=eya;, j €Jyyo et |x,UO‘ _jg]/%])\fo ‘x,u‘.

Nous obtenons
xiyjo| = max{|x21], [x22]} = max{2,5} = [x22| = jo =2.
Le nouveau support est
Jp=(Jp\ {1} Ujo} =1{3,2}, Iy ={1,4}.

Deuxiéme itération :
Ona
Jp = {372}7 Iy = {174}7 cl]; = (072)7 C]]\}: (370)7

(1 (1 -1y (1o
AB_(O 5)”431_(0 1/5 )’AN_<2 1)'

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
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nl =chaz! = (0,2/5), EL = (E1,Eq) = 17 Ay — c§, = (—11/5,2/5).

Ona Ey ;f 0, alors on passe a I’amélioration de cette solution.
Amélioration de la solution réalisable x :
Calcul de la direction d’amélioration d :

1
1 _ -3/5 -2/5
dy = ,dp = —Az'Andy = . d=
N (0) BT ANON (—2/5) ~3/5
0
Calcul du pas de déplacement 0° :
0% =0, = 6; =25/21.
D’ou
50/7 1 175/21
50/7 -2/5 140/21
Xx=x+0d= / +(25/21) /52 /
5/7 -3/5 0
0 0 0

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif : z = 805/21.
Test d’optimalité de x :

Ona Ey 7 0, alors on passe au changement de support.
Changement de support.Jz en Jp :

L’ensemble des indices non-optimaux est donné par :

Ivvo={jE€JIn:[Ej<Oetx;=0] ou [E; #0etx; >0]} ={1} = jo=1.
D’ou

Jp= B\ {1} U{jo} ={1,2}, Jv={3,4}.

Troisiéme itération :

Jp={1.2}, Jy={3,4}, ct = (3,2), cy = (0,0),
175/21
11 5/3 —-1/3 1 0 140/21
Ap = , Agl = / / Ay = X = /
25 -2/3 1/3 0 1 0
0
Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui des coiits réduits :
al =chaz! = (11/3,-1/3), EL = (E3,Eq) = 2l Ay — = (11/3,-1/3).

Ona Ey 7 0, alors on passe a I’amélioration de cette solution.
Amélioration de la solution réalisable x :
Calcul de la direction d’amélioration d :
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1/3

0 - 1/3 ~1/3
dy = ,dp = —A7 ' Andy = . d=
N (1) 5 B NN (—1/3) 0

Calcul du pas de déplacement 6° :

6% = 6;, = 6, = 20.

D’ou
175/21 1/3 15
140/21 —1/3 0
T=x+0%= / +20 / =
0 0 0
0 1 20

Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif : z = 45.
Test d’optimalité de x :

Ona Ey 7 0, alors on passe au changement de support.
Changement de support.Jz en Jp :

L’ensemble des indices non-optimaux est donné par :

Jvvo={jE€Jn:[Ej<Oetx;=0] ou [E; #0etx; >0]} = {4} = jo=4.
D’ou
Jp= U\ {1} U{jo} ={1,4}, Iy ={3,2}.

Quatriéme itération :
Ona
Jp={14}, v ={3.2}, ¢4 = (3,0), ¢} = (0,2),

15

P Loy Loy, 11 0
= N = s = ,x:
5 21 B 2] N 05

20

S

Calcul du vecteur des multiplicateurs et de celui colits réduits :
nl =chdg' = (3,0), E, = (E3,E2) = nl Ay — ¢k = (3,1).

On a Ey > 0, alors on calcule 1’estimation de suboptimalité :

B(X,JB) :EZZ;XN = 2 Eij = E3x3+ Eyxy = 0.
JEIN

Donc la solution x est une solution optimale du probléme considéré et la valeur de la
fonction objectif correspondante est z = 45.
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14

méthode adaptés

4]

Figure -2-Chemin suivi par la méthode adaptée avec la regle algébrique en démarrant par

un sommet.

Remarque 6.
Lorsque nous démarrons par un sommet, la méthode adaptée avec la regle algébrique peut

passer a un point fronticre.

Exemple 17.
On résout par la méthode adaptée et la méthode du simplexe le probléme suivant :

max z(x) =x; + 2xp,
xp+x3 <35,
x <2,
—x1+x <1,
X1 —X2 S 3,
x; >0, €{1,2}.

Dans |a figure suivante nous montrons les chemins suivis par la méthode adaptée avec la
régle algébrique et celle du simplexe pour obtenir la solution optimale.

On voit bien que les chemins suivis sont comme suit :

Méthode du simplexe : ST — §6 — S5 — §4.

La méthode adaptée : B — D — S4.

Avec

S1=(0,0), S4=(3,2), §5=(1,2), S6 = (0,1), B=(1,1), D = (2,2).
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N

4

ax(1)+x(2)=5

Méthode adaptée

bx(2)=2

d-x(1)+x(2)=-3

o= X(11+3(2)=1

/
Figure-3-Chemin suivi par la méthode adaptée avec la régle algébrique.

3.7 Résultats expérimentaux

Afin d effectuer une comparai son numeérigque entre laméthode primale du simplexe (MPS),
la méthode duale du simplexe (MDS) et les deux variantes de la méthode adaptée : celle
avec la reégle algébrique (MAA) et celle a pas simple (MAPS), une implémentation sous
le langage de programmation C++ a été développée. Nous avons également développé un
programme qui permet de générer des problemes de programmation linéaire de la forme :

max z = clx,

Ax < b,

x>0,

ou ¢, x et b sont des n-vecteurs, 4 est une matrice carrée d’ordre n. Les éléments aléatoires
de la matrice 4 et du vecteur ¢ sont uniformément distribués dans I’intervalle [0, 10], avec
une densité 30% de la matrice 4 (nombre d’éléments non-nuls/n?).

Nous avons résolu des problémes avec la matrice des contraintes 4 de dimension # X n,
tel que n € {20,40,60,80,100}. Pour chaque taille, nous avons généré dix problemes dif-
férents. En totalité, nous avons généré 50 programmes linéaires. Nous avons résolu ces
problemes avec les quatres méthodes que nous avons implémentées. Les différentes mé-
thodes sont initialisées en utilisant la technique de la M-méthode.

Les résultats numériques obtenus sont présentés dans la table 2, ou TMP et NIT repré-

sentent respectivement le temps moyen d’exécution et le nombre moyen d’itérations né-
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cessaires pour la résolution des dix problémes générés pour chaque taille.

Nous avons également représenté graphiquement NIT et TMP pour les quatres algo-

rithmes. Les graphiques sont montrés respectivement dans la figure 2 et la figure 3.

MPS MDS MAPS MAA
Taille | NIT | TMP | NIT | TMP | NIT | TMP | NIT | TMP
20 16.6 | 0.02 | 15.7 | 0.10 | 173 | 0.02 | 70.7 | 0.03
40 427 | 0.08 | 37.8 | 0.05 | 414 | 0.06 | 203.5 | 0.02
60 79.1 | 0.13 | 67.6 | 0.20 | 69.6 | 0.22 | 380.7 | 1.01
80 | 1382 ] 047 | 959 | 0.64 | 852 | 0.59 | 33423 | 19.50
100 | 253.7 | 0.50 | 139.2 | 1.74 | 130.5 | 0.55 | 1979.9 | 22.00

Table-2- TMP et NIT en fonction de la taille du probléme.

Figure -4-Nombre moyen d’itérations en fonction de la taille du probléme.

MNIT

35004

30004

2500

2000

1500+

10004

5004

Taille du probléme
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B
MAA
MDS
204
MAPS
— MPS
175
154
12.54
TMP(s)
104
7.5
5]
2.5
20
Taille du probléme

Figure -5-Temps moyen d’exécution en fonction de la taille du probléme.

Les différents graphiques montrent bien que la méthode adaptée a pas simple est plus

rapide que les autres méthodes.



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons adapté la méthode duale de support ainsi que la méthode
adaptée développées par R. Gabasov et F.M. Kirillova pour la résolution des problémes
de programmation linéaire a variables non-négatives. A cet effet, trois algorithmes sont
décrits et justifiés, a savoir : I’agorithme dual de support ; la méthode adaptée avec la
regle algébrique ainsi que la méthode adaptée avec la regle du pas simple.

En s’inspirant des travaux développés dans la thése de doctorat [4] et ceux présen-
tés dans I’article [24], une technique d’initialisation est proposée et une méthode dite la
M-méthode est présentée, et ce, dans le but d’initialiser ces algorithmes avec une solution
réalisable de départ et un support initial.

Dans le but de comparer les performances de nos méthodes avec celles de la mé-
thode du simplexe, nous les avons implémentées avec le langage de programmation C++
et nous avons mené plusieurs expérimentations numériques qui permettent de comparer
le nombre d’itérations et le temps d’execution de nos méthodes avec celles de la méthode
du simplexe. Les résultats trouvés montrent que la méthode adaptée a pas simple est plus
rapide que la méthode du simplexe.

Néanmoins, d’autres expériences numériques sur les problémes-test de la librairie
NETLIB [14] sont nécessaires pour confirmer I’ efficacité de nétre méthode pour larésolu-
tion des problémes de grande dimension. Dans de travaux futures, nous allons également
adapter les algorithmes proposés dans ce mémoire pour la résolution des problémes de

programmation quadratique convexe a variables non-négatives.
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