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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur les applications de la théorie des opérateurs.
En particulier sur la projection orthogonale, théoreme de Riesz et les conditions de K.K.T.
Le but essentiel est la résolution d'un probleme d’optimisation quadratique sous contraintes

linéaires, I'étude du probléme dual, et la décomposition de la fonction-objectif.

Abstract

This work deals with the applications of the theory of operators. Particularly, the orthogo-
nal projection, theorem of Riesz and the conditions of K.K.T.

The essentiel goal is the resolution of the problem of quadratic optimization with linear
constraints, the study of dual problem, and the decomposition of the objective function.
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Introduction

La notion d’optimisation est la recherche des valeurs de variables qui maximisent ou
minimisent une fonction donnée, cet outil mathématique, une fois transposé au monde
de 'entreprise, permet d’obtenir un rendement idéal. Cependant I'optimisation reste un
sujet vaste de sorte qu’il est impossible de vraiment définir tous les domaines d’applica-
tion. Ainsi I'optimisation peut représenter une aide pour respecter certaines contraintes
du cahier des charges ou pour améliorer un produit ( durée de vie, fiabilité, cotit de fabri-
cation ). Cependant, pour qu'on puisse trouver une solution d'un probleme d’optimisa-

tion il faut :
1. Exprimer la fonction-objectif a optimiser.
2. Choisir les variables de décision.
3. Définir un espace admissible pour les variables de décision.

Si la fonction-objectif est quadratique et les contraintes sont linéaires, il s’agit d'un

probléme de programmation quadratique.

x=0

Ax<b
(P): 4

oules a; et f; nombres réels quelconques. A est une matrice de dimension mxn a
coefficients réels, et b un vecteur de R™.

Lorsque la fonction a optimiser est non-linéaire, on a affaire a la programmation non-
linéaire. Il convient de distinguer les cas ol toutes les fonctions qui interviennent dans la
fonction-objectif et dans les contraintes, sont différentiables ou pas.

Le cas particulier de la programmation non-linéaire avec contraintes linéaires est celui de
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Introduction

la programmation quadratique, sujet de notre travail. Cependant, un probleme de pro-
grammation quadratique differe d’'un probleme de programmation linéaire seulement
dans le fait que la fonction-objectif contient en plus les termes x? et x;x; (j #i).Lapro-
grammation quadratique convexe est ainsi considérée comme une transition naturelle de
la programmation linéaire vers la programmation non-linéaire.
La linéarité des dérivées partielles de la fonction-objectif quadratiques convexe a permis
d’établir une théorie trés élégante, importante par elle méme. Les programmes quadra-
tiques peuvent apparaitre dans divers domaines :
— Régression : Trouver la meilleure approximation par moindres carrés dans le cas
ol on sait a priori que certains parametres satisfont des contraintes d’inégalités.
— Production : Maximisation des profits dans le cas de fonctions de production li-
néaires et de variation linéaire des cotits marginaux.
— Variance minimum : Résoudre un programme linéaire comportant des coeffi-
cients de cott variable avec espérances de cotlit données et variance minimum.
— Programmes convexes : Minimiser une fonction convexe quelconque sous des
contraintes linéaires.
Le sujet de ce mémoire a été consacré a I'optimisation des fonctions quadratiques quel-
conques sous contraintes linéaires, on s’'intéresse a l'illustration de quelques méthodes.
Le contenu de ce mémoire est réparti en quatre chapitres :
Au premier et deuxiéme chapitres, nous avons rappelé brievement les définitions de quelques
notions importantes, ainsi que quelques propriétés, comme la notion de convexité et le
calcul différentiel qui permettent d’obtenir des résultats d’existence et d'unicité de la solu-
tion du probleme d’optimisation. Nous envisageons particulierement présenter les théo-
remes les plus utiles qui synthétisent les propriétés de minimisation ( ou maximisation )
d’'une fonction convexe ( ou concave ).

Dans le troisieme chapitre, on s’intéressera a I’optimisation de la fonction concave :

p(x) = i a;x; + iﬂix? avec Pi<0,Vi=1..n.
i=1 i=1
Pour calculer 'optimum, on a utilisé la méthode présentée dans [6].
Dans le quatrieme chapitre, on a étudié les points suivants :
— Probléme dual d’'un probleme de programmation linéaire.
— Introduction a la programmation non-linéaire.
— Lemme de Farkas-Minkowski.
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— Relations de KKT.
— Les points-selles.
— Points-selles d'une forme quadratique.



Chapitre 1

Calcul différentiel

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelque rappels sur le calcul différentiel, nous

allons nous intéresser plus particulierement aux dérivées.

1.1 Applications continument différentiable

Dérivée suivant un vecteur

Proposition 1.1.1. Soit f une application d’'un ouvert UcR" dansR ,si ueU et h est
un vecteur non nul de R" , il existe unréel 6 >0 tel que pour tout t€]—0,0[, u+theU.
On peut donc définir Uapplication fj, :1—06,6[— R par

t— f(u+th).

Car f estdéfiniesur U dans R.

Définition 1.1.1. ( Dérivée en un point suivant un vecteur )
Avec les hypotheses et les notations de la proposition (3.1.1),
ondit que f admet une dérivée au point u suivant le vecteur h si la fonction f;, admet

une dérivéeen 0, on la note

lim fu+th)— f(w
—0 t

= £,(0) = D f(w).

Définition 1.1.2. ( Dérivées partielles )
Avec les hypotheses et les notations de la proposition (3.1.1), ondit que f admet une dérivée
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partielle au point u suivant la variable d’'indice j , si elle admet une dérivée au point ua
suivant le vecteur ej , laquelle est notée par :

. flu+te)) - f(a)
lim l{ =D, f(u) = D;f(a) = f,,(0).

Définition 1.1.3. On dit que la fonctionnelle f définie sur un voisinage de u € R" est
dérivable (ou différentiable ) en u au sens de Fréchet, s'il existe une forme linéaire d f(u)

continue sur R", qui vérifie :
VheR"”, f(u+h)=f(u)+df(u).h+|hleh),

ot €:R" — R avec e(h) — 0 quand | h|| — 0.
Lopérateur linéaire d f (u) lui méme s'appelle dérivée forte. d f(u) est un opérateur linéaire
continu.

Remarque 1.1.1.
1) D’apres le théoreme de représentation de Riesz, d f (u) est une forme linéaire sur R", donc
il existe P €R" tel que

df(u).h=<Ph> VheR".

On appelle P le gradientde f en u etonnote P=Vf(u).Alorsona
df(u).h=Vf(u).h.
2) Side plus u— df(u) estcontinue, alors on dit que f estde classe C'.

Définition 1.1.4. On dit que la fonctionnelle f, définie sur un voisinage de u € R" est

dérivable (ou différentiable ) au sens de Gateaux en u, s'il existe P € R" tel que

lim fla+t.d)— f(a)

t—0 t

VdeR"

=(Pd)=Df(u,d).
On l'appelle différentielle de Gateaux ou différentielle faible.

Remarque 1.1.2. [15].
Une fonction dérivable au sens de Fréchet Uest aussi au sens de Gdteaux, mais la réciproque

est fausse.
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Soit f un fonction dérivable au sens de Fréchet .Alors il existe une forme linéaire
df(u) continue sur R”, quivérifie, VheR" , f(u+h)= f(u)+df(u).h+ | h|e(h).Donc
si teR*,ona f(u+th)— f(u)=df(u).th+|thle(th), avec e(h) — 0

flu+th)- f(w

=df(u).h+|hle(th).

t
Mais on a
lim || h|le(th) = 0.
—0+
Par suite, on a
+th)—
i flu t) 1 _ 4o,

Alors f estdérivable au sens de Gateaux .
Mais la réciproque est fausse

Exemple

Soit la fonction de deux variables

3
xl.xz

lex_'_x% st (x1,x2) #(0,0),
fx1,x2) =

0 si(x;,x2)=1(0,0).
Cette fonction est continue partout sur le plan car

lim  f(x1,x2) =lim r3cos3(0).rsin(0) im rcos3().sin(0)
@—00" T T =0 ricost () + r2sin2(0) -0 r2(r2cos*(0) + sin2(0))

im r2cos3(0).sin(0) 3
T r=0r2cost(0) + sin20)

etona
lim fO+th)—f(0) _ i t*hihy - t*hi.hy im thi.hy
=0 ¢ (=0 t(t*h} + ?h3) =0 3(12hi+h3) =0 t2hi+h5

Néanmoins, cette différentielle n’est pas la partie principale de I'accroissement de la fonc-
tion f au point (0,0) .
En effet, sil'on pose hy = h% on obtient.

. _ . h5
1. f(hlth) f(0,0) — ]. 1 _ hm 1 _ 1 # 0.

Vo0 1Al = [72 . a4 m—0, [ 72 2
- - 4 2 4 — 2
1 2h1. h1 +h1 1~¥ 2, 1+h1

Car (f(0+h)—f(0)=df(0).h+O(lRl)).
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1.2 Formule des accroissements finis

Proposition 1.2.1. Soit O un ouvertde R", et le segment [xp,x] < O
f:O<R"—>R
ayant en tout point du segment [xo; x] une dérivée faible f'. Alorsona

|f(x) = f(x0)| < sup |f'(xo+OAX)|IAX] : (Ax=x~Xo)
0=<0<1
Preuve. Considérons la fonction g(t) = ¢(f(xp + tAx)) définie pour 0 <t <1 ol ¢ est
une fonction arbitraire de 'espace dual de R (¢ € Z(R)).

Cette fonction est différentiable par rapporta ¢ .

En effet,
glt+Ar)—g(t) @(f (xo+ tAx+ AtAx) — p(f (xp + tAX))
At - At
_ (f(x0+ tAx+AtAx) — f(xo+ tAx)) (e LR et AteR).

At
En passant a limite, on obtient

g' (1) = (f(xo + tAX)AX)

etonag(l)—g(0)=g'(@) ot 0<6<1, (laformule des accroissements finis sur R) .
Alors

P(f(0)—f(x0)) = p(f' (Xo+0AX)Ax) : Ve LR) (car: g) = @(f(x) et g0) = p(f(x0))).

On déduit que

lp(f(x) = fxo)| < ll@ll. sup |f'(xo+60AX)].IAX] .
0<6<1

D’apreés la théoreme de Hahn Banach on choisi ¢ € Z(R) qui vérifie

lp(f(20) = f(xo))| = llpll.1 f(x) = f(xo)l, [4].

Alors on obtient

loll.l f(x) = f(xo) < llgll. sup |f'(xo +O0AX)].IAX]

0<6<1

= |f(x) = f(x0)| < sup |f (xo+O0AX)].IIAX].
0<6<1

12
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1.3 Probleme d’extremum

Définition 1.3.1. (Point extremum ). Soit f un fonction réelle définie surR".

Ondit que la fonction [ admet au point xo un minimum, si pour tout les x assez voisins
de xo ona f(x)— f(xp) =0.

» On défini de maniere analogue le maximum d’une fonction.

e Si la fonction [ admet au point xy un minimum ou maximum, alors on dit que f

admet en ce point un extrémum .

Théoreme 1.3.1. Pour qu'une fonction différentiable f présente au point xo un extremum,
il faut que sa différentielle en ce point soit nulle pour tous les h , f'(xy).h=0 .

Preuve. [ est différentiable alors, f(xo+ h) — f(x0) = f'(x0).h+ O(h) .

On suppose que il existe un h tel que f'(xo).h # 0, alors pour des valeurs réelles assez
petites de A, le signe de l'expression f'(xo).(Ah) + O(Ah) coincide avec le signe de sa partie
principale f'(x9).(Ah) mais f'(xy) estune fonction linéaire, on a donc

f'(x0).(Ah) = A f'(x0).h .

o Si xo estun minimum alors f(xo+ Ah)— f(xp) =0 (A #0 est assez petit ), mais si A
vérifie f'(xo).(Ah) = Af'(x0).h <0 . Alorsona f(xo+ Ah)— f(xo) <0 contradiction .

e Si xo est un maximum alors f(xo+ Ah)— f(x9) <0 (A # 0 est assez petit ), mais si A
vérifie f'(xo).(Ah) = Af'(x0).h >0, alorsona f(xo+ Ah)— f(x) > 0, contradiction .

De sorte que la fonction f ne peut pas a d’'extremum au point xp . m

Remarque 1.3.1. .

Dans le cas des fonctions de n variables , pour l'existence d'un extremum on a la condition
nécessaire suivante : lorsque une fonction différentiable f admet au point xy = (x(l), xg ey X0)
un extremum,, alors en ce pointona df =0 cestadire.

of _of _  _9f _

ox; 0x, = 0xy,

0.

1.4 Condition pour I'existence d'un extremum

1.4.1 Différentielles d’ordre supérieur

On définit la différentielle d’ordre deux de la fonction f parlaformule d?f = f"(x)(h, h)
c-a-d comme I'expression quadratique qui correspond a 'application f”(x) € B(R?R) ,

13
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d’une facon générale on appelle différentiel d’ordre n de f l'expression, d"f = f"(x)(h, h,.,.,., h)
c-a-d I'image dans R d’un élément (h, h,.,.,., h) € R par 'application f(x).
Voyons maintenant, dans quelle mesure ces résultats peuvent étre étendus aux fonctions

définies sur R”.

Théoreme 1.4.1. Soit f une fonction réelle, définie sur R" et admet au voisinage d'un
point xo une dérivée seconde continue . Si cette fonction admet au point xo un minimum,
ona d?f(x) =0 .

Preuve.

D’apreés la formule de Taylor on a

1
f o+ h) = f(xo) = = f" (o) (s ) + OUI )
car xy estun minimum de f, alors f'(xp) =0 .
On suppose qu'il existe un élément & tel que

" (x0)(h; h) <0 (1.1

alors, puisque f"(xo)(eh,eh) = 2 f" (x0)(h, h) , il existe des h vérifiantla condition (1.1) et
ayant la norme aussi petite que I'on veut. Or, pour des h suffisamment petits en norme le
signe de I’expression %f”(xo) (h, h)+O(|| h||?) estdéfini par le signe du terme %f” (x0) (B, h) .
Par conséquent,

1
[+ )= fxo) = = (o) (s 1) + OUIRI®) < 0 = f(x0 + 1) < f (o)
c-a-dlafonction f n’apasde minimum en xp. m

Définition 1.4.1. Une fonction quadratique g est dite fortement positive , s’il existe une

constante ¢ >0 telle que g(x,x) = cllx|? pour touts les x , ou
g :R"xR" —R
x,y)— gx,y).

Théoreme 1.4.2. Si une fonction f, définie sur R" , vérifie les conditions
1) df(xp)=0.
2) d?f(xq) est une fonction quadratique fortement positive,

elle admet au point xy un minimum.

14



1.5. MAXIMUM ET MINIMUM RELATIFS CHAPITRE 1. CALCUL DIFFERENTIEL

Preuve.
Choisissons € >0 de fagon que pour || h||? < ¢ et vérifie la condition

-C C
—\hIZ<o(hI>) < =|Ih)>.
2 Al (Rl 4|| I
Alors

1 1 1 C
flxo+h) - fxo) = zf"(xo)(h; h) + O(lh|?) > Ecnhn2 - L—Lcnhn2 = Znhuz.

C
= f(xo+h) — f(xg) > Z||h||2 pour |h|*<e.

Mais §||h||2 >0 ,donc f(xp+h)— f(xg) >0.D’ou

fxo) < f(xo+h) Yh: |h|<e.

1.5 Maximum et minimum relatifs

Définition 1.5.1. On dit que la fonction f admet un minimum relatif (resp-un minimum
relatif strict) en un point a € A (partie deR" ), s'il existe un voisinage V de a dansR" tel que
pourtoutxe VN A, f(x)= f(a)(resp.f(x) > f(a) ).

On dit que [ admet un maximum relatif . (resp, un maximum relatif strict) au point a si la

fonction — f admet un minimum relatif (resp, un minimum relatif strict) au point a .

Théoréme 1.5.1. Si la fonction f admet en un point a intérieur a A un minimum relatif

ou un maximum relatif, et si f est différentiable en a, sa différentielle en ce point nulle .

Preuve. Supposons f’(a) # 0, alors 3v € R" tel que f'(a)(v) # 0 donc f'(a)(v) >0
(si f'(a)(v) <0 enremplacant v par —v, f'(a)(-v) = —f'(a)(v) >0).

v
Posons w=—et M = f’(a)(w), alors on remarque que M >0

vl
(car M = f'(a)(w) = f’(a)(ﬁ) = n_zl;nf/(“)(”) >0) et on a [ différentiable, alors

fla+x)— f(a)— f'(a)(x) = 0(||x|]), donc 3n > 0 tel que pour x € R", vérifiant | x| < n avec

a+ x soit intérieur a A, on a

M
If(a+x) - f(a) - f'(a@)(x)| < ?lell, donc

15



1.5. MAXIMUM ET MINIMUM RELATIFS CHAPITRE 1. CALCUL DIFFERENTIEL

M M
fl(@)(x) - ?lell <fla+x)-f(a) < fl@x) + Ellxll.

Soit V un voisinage de a dans R, le point a étant intérieur a A, alors il exists 8 > 0 tel que
pour teR,et|f] <0, on obtient a+ tw soit intérieur a A et élément de An V. Imposons
de plus 0 < 1, nous avons alors, dans les mémes conditions, ||[twl| = |t|<n et, d’apresla

double inégalité précédente (on pose x = tw). On a alors
fl@x)=f(a)(tw) =t.f'(a)(w) =tM.

Alors

I\

M M
tM—?Itlllwll f(a+tw)—f(a)5tM+?|t|||w||

:M(t—'zi') fla+ rw)—f(a)sM(lei').

IA

Ce qui prouve que f(a+tw)— f(a) estde méme signe que t,le point a+fw étant élément
de V n A,ceci prouve que f n'admet en a ni minimum relatif, ni maximum relatif.

Le théoreme ci-dessus donne, sous certaines hypothéses, une condition nécessaire pour
que la fonction f admette un maximum relatif ou un minimum relatif en un point a. =

1.5.1 Notion sur les formes quadratiques
Soit @ une forme bilinéaire sur R”, nous supposons ¢ symétrique,i.e.
Vx,yeR": p(x,y) =@y, x).

(a) On appelle forme quadratique associée a ¢ 1'application ¢ : R” — R définie par

¢(x) = @(x, x). La connaissance de ¢ détermine ¢ puisque,

1
Vx,y:oky= E(w(X+y)—<p(x)—<p(y)).

Et on dit que la forme quadratique ¢ est positive si ¢(x) >0 , V x € R" et on dit aussi
que la forme bilinéaire symétrique ¢ est positive si la forme quadratique associée ¢ est
positive.( ¢ est négative si —¢ est positive).

(b) On dit que la forme quadratique ¢ est coercive s'il existe 1 >0 tel que
VxeR", p(x) = Alx|?

et on dit la forme bilinéaire symétrique ¢ est coercive si ¢ est coercive .

¢ Une forme quadratique coercive est évidemment positive.
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Théoréeme 1.5.2. Soit f une fonction définie sur une partie A de R" . Si f admet en un
0
point a € A un minimum relatif (resp. un maximum relatif) , et si f est deux fois différen-

tiable en a, la forme quadratique associée a sa différentielle seconde au point a est positive
(resp. négative).

Preuve. Supposons que f admette en a un minimum relatif, et que f”(a) ne soit pas
positive. Alors 3v € R" : f"(a)(v,v) <0.0Onpose w = ﬁ ,etona: f"(a)(w,w)=-M<0.
D’autre part, d’apres la théoreme (3.3.1) f’(a) =0 . Alors la formule de Taylor au point a
al'ordre 2 s’écrit

fla+x) - fla)- %f”(a) (x,x) = O(lxII) .

0
Alors In>0,Vx e R" vérifiant || x|| <n avec a+x€A tel que

1 M 1 M
fla+x) - f(a) - Ef”(a)(x, x) < Zuxn2 = fla+x)- fla) < Ef”(a)(x, x) + lexnz.

0
Soit V un voisinage de a dans R"”, comme a€A, 30 >0 et Vt € R vérifiant

0
[t|<0, a+tweA eta+twe ANV.Imposons de plus 6 <n.Dans les mémes conditions,
nous avons | tw| =|t|] <n etalors on pose x = tw, alors

fla+tw) - f(a) < %tzf”(a)(w; w) + AZ/III tw|®

M M, M
> f(a+tw)—f(a)s(—?+z)t == t

donc f(a+tw)—f(a)<0 eta+twe V(A cecicontredit I'hypothese selon laquelle f
admet un minimum relatifen a. m

<0,

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour que f admette en a un mini-
mum relatif strict.

Théoreme 1.5.3. Soit f définie sur une partie A de R". Si la fonction f est deux fois

0
différentiable en un point a€A etsi f'(a) =0 et sa différentielle seconde en ce point est
coercive, alors f admet en a un minimum relatif strict.

Preuve. On a f”(a) est coercive, alors

IA>0,VxeR": f"(a)(x,x) = Al|x]?.
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La formule de Taylor a 'ordre 2 en a nous permet d’écrire

1
fla+n-f@-3f" @0 = O(llxII*).
0
Alors An>0, VxeR", ||x||<n ettelque a+x€A,

1 A 1 A
|f(a+x) - f(a)— Ef”(a)(x, x)| < anu2 = fla+x) - fla) = Ef”(a)(x, x) — Zuxn2

A A
= fla+x)-fl@)= (- Z)uxn2

A
:f(6l+x)_f(a)zzllx||2>0.

Donc f admeten a un minimum relatif strict. m
La proposition suivante indique des conditions dans les quelles on peut affirmer que f”(a)

est coercive.

Proposition 1.5.1. Soit ¢ une forme bilinéaire continue et symétrique sur R", ¢ la forme
quadratique associée. On note @ lapplication linéaire continue de R" dans son dual

topologique qui associe a chaque élément x deR", la forme linéaire ¢ définie par
P =9y, yeR"
Si ¢ est positive et si p est un isomorphisme de R" sur son dual, alors ¢ est coercive.

Preuve. Soit x € R”,x # 0. Lanorme M~! de § ! est strictement positive, puisque

~

P : R" — Z([R"™ est un isomorphisme, c’est-a-dire est linéaire, bijective, continue et

d’'inverse continue. Nous avons donc
@)l = Mlixll.

D’apres la définition de la norme d’'une application linéaire, il existe y € R” vérifiant
lyll=1 tel que

_ M
X)W =lpx,y)|= ?lell,

R R M
dy: llyll=1et @)l =1px) ()= ?lell.

Compte tenu de I'inégalité de Schwartz, nous en déduisons
— _1 _1 —
P(x,y) <92 (x,%).9% (3, y) = [p(x, YI° < 9(x).0(y)

18
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— 2 .
etona [@(x,y)?= MT [l x||2. Alors on obtient

M2
9.0 = Tuxnz.

Mais si [|@]l = k>0, puisque ¢ est positive et que [|y[l =1,

o) =90,y <klyl*=k,

mais on a
2 2

M M
P(x).k=@(x).0(y) = T.lell2 = @(x) = E.lellz.

Ce qui prouve que ¢ est coercive. m

1.5.2 Maximum et minimum relatifs liés

Soit U un ouvertde R”, et g: U — F une application différentiable de classe
CP(p=1) de U dans partie de R” (F < R").
Soit A lapartiede U : A=g '(0)={xeU; g(x)=0}.
Soit d’autre part f: U — R . Nous nous intéressons aux points de A ou la fonction f;4
(restriction de f a A) présente un minimum relatif ou un maximum relatif. Ces points
sont traditionnellement appelés minima ou maxima liés de la fonction f, car la condition
g(x) =0, exprimant que les points x € U auxquels on s’intéresse doivent appartenir a A,
est souvent appelée une liaison.

Théoreme 1.5.4. [16]

Soit a un pointde A ou la fonction f;j4 admet un minimum relatif ou un maximum
relatif. On suppose que les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) la différentielle g'(a) de g au point a est surjective,

(2) il existe un sous-espace vectoriel fermé G de R" supplémentaire de ker g'(a),

(3) la fonction f est différentiable au point a.

Alors on a linclusion ker g'(a) cker f'(a).

Preuve. Posons pour alléger I'écriture, K = kerg’(a). C’est un sous-espace vectoriel fermé
de R”".Par hypothese, il existe un autre sous-espace vectoriel fermé G de R” supplémen-
taire de K. Lapplicationde K x G dansR”, (x,y) — x+y,avec x € K et y € G, estlinéaire,
continue et bijective. D’apres le théoreme de Banach, son inverse est continue. Nous pou-

vons donc identifier, au moyen de cette application, I'espace R" au produit K x G, donc
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considérer U comme un ouvertde KxG, et A= g (0) comme une partie de U(Ac U),
doncde K x G .Lepoint a de A s’écritdonc a= (ax,ag), avec ar€ K,age G .
L'application g : U — F s’écritcomme (x,y) — g(x,y), x€ K, y € G. Ses différentielles
partielles g'(ax,ag) et g;,(aK, ag) sont les restrictions de g'(a), respectivementa K eta
G, celarésulte en effet de 'identification que nous avons faite de R” avec K x G. Comme
K estle noyau de g'(a), ona gi(ax,ac) =0 . Lautre différentielle partielle g} (ax,ac)
est linéaire continue et bijective de G sur F . D’aprés le théoreme de Banach, son inverse
est continue, et nous pouvons affirmer que g;,(aK, ag) est un isomorphisme de G sur
F . Le théoreme des fonctions implicites nous permet d’affirmer qu’il existe un voisinage
ouvert V de (ag,ag) dans Kx G, V c U, un voisinage ouvert W de ax dans K
et une application différentiable h, de classe CP, de W dans G, tels que les assertions
suivantes :

a) (x,y)eVetgxy=0

b) xe Wet y=h(x)

soient équivalentes.
Nous voyons ainsi que VN A=V ng~1(0) estle graphe de 'application & :

VNA={(x, ) eKxG,xeW, y=h(x)}.

Lapplication x — (x, h(x)) est un homéomorphisme de 'ouvert W de K sur l'ouvert
VNA de A Lafonction f admettant au point a de VN A un minimum relatif ou un
maximum relatif, sa composée fo (idy,h) avec 'homéomorphisme (id,, h) admet au
point ax de W un maximum relatif ou un minimum relatif. Mais la fonction fo(id,,h)

est différentiable au point ag . Alors

Yue K:D(fol(idy,h)(ag)(u)=0 (1.2)

Donc
D(f o (idy, ) (ag)(w) = f'(a@)(u, h'(ag) (W) (1.3)

Calculons h'(ax) ona
VxeW, g(x, h(x)) =0.

En différentiant cette expression au point ag, nous obtenons, pour tout ue€ K:
gxlax, ag) (W) + gy (ax, ag) (W' (ax) (w)) = 0.
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Puisque g;,(aK, ag) estunisomorphisme et que g\ (ax,ag) =0, cette égalité prouve que
h'(ax) =0 (1.4)
La condition (1.2), compte tenu de (1.3) et de (1.4), équivaut donc a
Y u e Kerg'(a), f'(a)(u)=0.

Alors on obtient
Kerg'(a) c Ker f'(a).
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Chapitre 2

Rappel d’analyse convexe

2.1 Les ensembles convexes

dans ce chapitre, nous allons donner les définitions de les ensembles convexes, et leurs
propriétés fondamentale.

Notions fondamentales

Définition 2.1.1. Un ensemble X < R" est convexe si, chaque fois qu’il contient deux points
X1; X2 quelconques, il contient également tout les points de la forme

x=ax;+(1-a)x:0<sa<l.
La droite passante par les point x,, X2, a pour équation paramétrique :
x(@)=x2+(x1—x2)a car ax;+(1—-a)xa=x2+(x1—x2)a, a €R.

Exemple 2.1.1. Le triangle X définie par: X = {(x1,%2) ER?: x1 + X, < 1:x1 =0 et xp = 0}
est convexe .

Soient (x1, x2), (x’l, xé) deux points du triangle X , et « un nombre arbitraire tel que0 < a < 1.
Vérifions que le point de coordonnées (ax; + (1 — @) x|, ax, + (1 — @) x,) appartient a X .

En d’autres termes, il faut tester les inégalités :

axi+(1-a)xi+axx+(1-a)x, <1 et ax;+(1-a)x; =0 et ax;+(1—a)x,=0.
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Commex1 =0 et xi >0 etona 0<a<l, alors ax1+(1—a)x’1 >0 etona x1+x<1
et x; +x, <1 , on les multiplie par les nombres non négatifs « et 1— a respectivement on
fait la somme, il vient

axi+(l-a)xj+ax+(1-a)x,=ax +x)+(1-a)(xj+x) <al+(l-a)l=a+l-a=1

Alors axi+(1-a)xj+ax+(1-a)x,<1
Donc X estconvexe.(Figl)

Exemple 2.1.2. Le disque X définie par : X = {(x1,x) € R? : x? + x5 < r?} est convexe..
Soit (x1,x2) € X, (x};x5) € X et 0<a <1 vérifions que
(axi+ (1 —-a)x}),axz + (1 — a)x))) est un élément de X .

On effectue les transformations simples suivantes :
(ax1+(1—a) X))+ (axp+(1-a)xp)? = a® (x5 +x5) +(1—a)* ((x]))*+(xp)?) +2a(1—a) (x1 X} + X2.X5)

et on utilise l'inégalité fondamentale du produit scalaire

X1X) + XX < /x5 + x%.\/(x’l)2 +(x))%. Ona xi+x5<r? et (x))*+(xp)*=<r2
Alors (axi+(1-a)x)?+(@xz+(1-a)xp)? < r(a*+ (1 -a)? +2a(l-a)) =2

Donc, le disque est une ensemble convexe. (Fig 2)

Fig1 Fig2

Théoreme 2.1.1. Lintersection finie d’ensembles convexes est convexe.

Preuve.

Soit X = rn] X; avec X; est ensemble convexe pour toute i = 1,2...n et soient x,x’ deux
points qule_llconques de X. Comme X € X;, Vi=1;2..n, alors x,x’ € X;, mais X; étant
convexe il en résulte que le segment [x,x'] tout entier estdans X;, Vi=1,2...n.

Donc [x,x']c ‘ﬁl X; = X, alors X est un ensemble convexe. m

1
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Définition 2.1.2. On appelle somme de deux convexes X, et X, l'ensemble défini par
X={x=x1+x/x1€ X1, %€ X5}
Théoreme 2.1.2. La somme d’'ensembles convexes est convexe.

Preuve.

Soient x,x' € X ou X = Xj + X avec X; et X, deux ensembles convexes .

Il existe dans X; et X, des éléments tels que x=x;+ X2, x' =x]+x, avec x,x; €X;
et Xz, x5 € Xy .

Comme X; et X, sontconvexes, alorspourtout0<a <1 ona ax;+(1- a)x’1 €X; et
axp+(1-a)xy€ X .

De la définition de X, il résulte que la somme de ces éléments est dans X :
axi+(1-a)xj+ax+(l-a)x=ax+x)+(1-a)(x+x)=ax+(1-a)x € X.

Donc X estconvexe. m

Exemple dans I'espace R"?, Q= {x eR": Ax=b, Aune matricenxm,be Rm}.

2.1.1 Caractéristiques des ensembles convexes

Théoreme 2.1.3. (Théoréme de projection ). [8]
Soit un espace de Hilbert H et soit C ¢ H une partie convexe fermée non vide alors pour tout
Xo € H\ C il existe un unique yy € C tel que | xo—yo ||l= ing | xo—=yIl.

JE

Preuve. Posons d = ing | xo— y I|. Alors pour tout z€ Con a: || xo—z [|= d ( qui existe,
4SS

puisque c’estl'inf d'une partie non vide minorée par 0 ). Par définition, il existe (y,)nen <
C telque d<|xo—ynl<d+%, VneN .

Montrons que (y,)nen €st une suite de Cauchy. Ainsi, H étant Hilbertien c’est un espace
complet, donc on pourra conclure quant a la convergence de la suite (y,,).

Soit n,meN : | yn = Ym II°=Il yn— Xo+ X0 = Ym 1*=1 yn = X0 = (ym — x0) |I%.

D’apreés la loi du parallélogramme on a

I (¥n = %0) = Wm = %0) 12 + | = x0) + Y — X%0) 1°=2 1 yu =20 12 +2 | ym — %0 1% .

+
Alors || (7n = X0) = m — %0) 2= 2 | Y — X0 12 +2 || Y — %o 1% —4 | yTy’” —x0 |12

+ +
Mais % € C car C est convexe, donc 4| % —xoll> = 4d? d’otr

1 1 4d 4d 2 2
|l yn=ym 7= 2(d+ﬁ)2+2(d+a)2—4d2 R — n,m—oo 0.
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Donc (y;) est de Cauchy, alors y,, — yo: yp € C car C est fermé et on a
1
d = llxo = yoll = IX0 = yn+ ¥Yn = Yol = X0 = ynll + 1 yn — yoll Sd+ﬁ+€

cary, — yo=d<|xo-yol d+1+e.¥n=nyV¥e=0.D'ol |xo—yoll =d
« Unicité de yy. Supposons qu’il existe zy # yo et zp€ C, d = [l xo — zoll.

20+ Yo
20— Yol = Il (2o — X0) — (Yo — x0) 1 = 2||ZO—x0||2+2||y0—xo||2—4||Ty—x0||2

zZo +
:2d2+2d2—4||OTyO—x0||2s4d2—4d2:0.

Alors |lzo = yo I2=0= 2y = ¥o. Contradiction, alors on a unicité. m

Définition 2.1.3. Un ensemble de points x = (x1, X2..., X,) de coordonnées telles que
p1X1+ paXo + ...+ ppXy = ¢, s'appelle hyperplan dans R".
Ot le vecteur p = (p1, p2..., pn) € R" est la normale a cet hyperplan (avecp #0) etceR.

Définition 2.1.4. On dit que 'hyperplan < p,x >=c est un hyperplan d'appui dans l'en-
semble X enun point be X sil'ona pourtout élément x € X les relations
<p,x><cet <pb>=c.

Théoreme 2.1.4. La fermeture d’'un ensemble convexe est convexe.

Preuve. Soient x,x’ € X. Alors il existe une suite (xp)reny < X tel que x= klim x; etil
—00

existe une suite (x;c) ken € X tel que x' = lim x

/
k—o0 k
Mais X est convexe, alors Va € [0,1]ona axj+(1— a)x;C e X, etona

lim ax;+(1-a)x, =ax+(1-a)x' € X .

k—o0

Donc X est convexe . m

Définition 2.1.5. Un ensemble K < R" s'appelle cone convexe si, toutes les fois qu’il contient
des points x',x"" quelconques , il contient tout les points de la forme

x=ax' +px",a=0 er f=0.
o [l en résulte de suite que, premierement,le cone convexe K est un ensemble convexe et

deuxiemement, si K contient le vecteur x, il contient également la demi-droit ax, a =0.
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2.1.2 Ensembles convexes polyédriques
Combinaison linéaire convexe

Définition 2.1.6. [2].

Soient Xxi,X»...Xy des points quelconques deR".

On appelle combinaison linéaire convexe de ces points la somme a; x,+ ax Xz +...+ ay Xy pour
a;,i=1,2,...k des nombres non négatifs arbitraires dont la sommeest1 ou a; =0 et

k
Y ai=1.
i=1

Remarque 2.1.1. Un ensemble X est convexe s’il contient la combinaison linéaire convexe
de deux points quelconques .

Théoreme 2.1.5. [11].
Soient X un ensemble convexe et x1, x,...Xx , k points quelconques de X, alors X contient
toute combinaison linéaire convexe de ces points, / i.e /

k
Si(x)f X, Y Ai=1,2;20i=1,2,..ket A, €R.
i=1

k
Alors Y A;jx; € X.

i=1
Preuve. On démontre par récurrence sur le nombre k de point .
¢ Si k =2 comme X est convexe donc Vxj,xs € X et A;+A;=1avecl; =0et A, =0o0na
Mx1+Ax0e X (Ao=1-21).
¢ On suppose que
k-1 k-1

VA;€l0.1[et ) Aj=lona ) AixjeXet () < X.
i=1 i=1

Soient x1, x2...Xk. k points quelconques de X ,et soient (/li)ile c]0.1[ avec

k-1 .
Z?L—l alorsona ) A;j=1- Ak:Z
i=1 i=1 io1- Ak

Donc

xl Xi=Y),ona

Z
-1
Z/l X; = Z/le+/1kxk—(1 Ak)z

i=1
(car X est convexe avec J, Xy € X) m

/1 Xi+Axe =1 -A)y+Arxp € X
k
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Définition 2.1.7. Soit M un ensemble de points ( fini ou infini) deR" .
On appelle enveloppe convexe de M , et on note C(M) , l'ensemble de toutes combinaisons

linéaires convexes des points de M .

Théoreme 2.1.6. Lenveloppe convexe C(M) de l'ensemble M coincide avec le plus petit en-
semble convexe contenant M.

Preuve.

D’une part, C(M) est un ensemble convexe et d’autre part. Soit X étant un convexe conte-
nant M contient toutes les combinaisons linéaires convexes des points de M,i.e.

X convexe et M < X. Alors

k k
VK cMet Y Ai=1:4;20= (xp¥ cXet Y A;=1Alors
i=1 i=1

k
Y dixie X = C(M) < X.
i=1

Comme X quelconque, on obtient C(M) est le plut petit ensemble convexe contenant M.

Définition 2.1.8 ( Point extréme). On dit qu'un point x d’'un convexe C < R" est extréme
s'il n'existe pas x,, x» € C avec

1 1
X1 #Xp et X=—X]+—Xo.
17 X2 F X1t 5%

On note que tout ensemble convexe ne possede pas de points extrémes.
Ainsi le demi-plan supérieur fermé est convexe, a des points frontieres ( qui sont tous les

points de la droite définissant le demi-plan ), mais il ne possede pas de points extrémes.

Définition 2.1.9 ( Point extréme). Un ensemble C < R" est convexe, non vide, un point
x € C est appelé point extréme de C, si x = Ax; + (1 — 1) xo avec x1,x2 € C et AL €]0.1[

= X=X1 = X2.

Définition 2.1.10 ( Direction de C). Soit C = R"(C # @) convexe et fermé.
Un vecteur non-nul d € R" est appelé une direction du convexe C si pour tout x € C on a

x+0deC,0€eR.
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» Deux direction d; et d, sont distinctes si d, # ad, pour «a > 0.

e Une direction de C est dite direction extréme si elle ne peut étre exprimée comme une
combinaison linéaire positive de deux directions distinctes ,/i.e.

Si d=MAd,+ A2ds pour Ay, A2 20, alors dy = ad,, pour a> 0.

Exemple 2.1.3. SoitE = {(x;y) € R?: y=lx|} ona

di=1,1) etdr, =(—1,1) sontdeux directions extrémes de E . (Fig 3)

y=-u y=ua

da(—1;1) di(1;1)

Fig 3

Proposition 2.1.1. [13]
Soit C = R"™ un convexe non vide alors .
(a) Sixe Ir(C) (les points intérieure a C), alors x n'est jamais extréme.
(b) Soit C <R" un convexe compact et soit x ¢ C , soit z € C tel que
| x—zl=supllx—y| (norme euclidienne).
yeC

Si z existe ,alors z est un point extréme de l'ensemble C .

Preuve. (a).Sixe Ir(C) et u=z—x avec z€ C\ {x}, alors il existe a = 0 tel que
x+[-a,alucC (carxe Ir(C)= 30 ouverttelque xe Oc C. Alors
da>0: x+[-a,alucO<cC ). (Fig4)

X—aU xXtau
2 T

Alors x n’est pas extréme. m

Donc x = avec x—aueC et x+aueC.

Exemple 2.1.4. Si B est la boule euclidienne unité, alors tous les points de la sphére unité
S(B) sont extrémaux.

. X1 | X2
Eneffet, si||lxll=1 et x= ?+ ) avec x1<1 et xo<1 alors : {x1,x)=1 car

X X 1
2 1 212 2 2
[l xIl :||3+?II =Z(||x1|| +lx20” +2 < x1, %2 >)
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Alors
1 1 1

4 4

I1<—4+-4+=-<x,X>=—4+=-<X,X2> = <X, X2>=>—
2 ’ 2 2 ’ 2 ’

Fig4

1|| ||2+1|| ||2+1< ><11+11+1< >
= —|X — || X — X1, X: < - — — X1, X: .
4 1 4 2 2 1, A2 4 4 2 1) A2

1 1 1 1

2
=< Xx,X>2=1

et de l'inégalité de Cauchy - Schwarz on a

<xp,X><|xllx]<ll=1=<x,x2><1, alors

<x1, X2 >=1=|x1 ][l x2 |l

Ce qui implique l'existence de A > 0 tel que x, = Axy, d’out

X ¥ X Allx 1+1 1+A
p Il el ol Al 144, 1+4
2 2 2 2 2 ?
1+A
= ——=>1, donc
2
A 1
_2_:>)L21.
2 2

Comme x = p.x1 avec [ =

X = X1 = Xo.

Donc x est un point extréme.

%, on obtient donc aussiA <1 dou =1 et x1 = xp alors
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(b) Lafonction y — |lx—yl étant continue sur le compact C, elle atteint son
maximum sur ce compact .Soit donc z € C réalisant ce maximum (on remarque que
X1+ x
z # x), et soient x1, x, € C tels que z = % .On a alors

x=x1 x—x2  Nlx=x1l lx—x2ll  llx—zl lx—zl
lx==z|l = + I < + = + =lx-zl,
2 2 2 2 2 2
car x1;x2 € C et ||x—z| =suplx— yll. On est donc dans un cas ou la norme de la somme
yeC

de deux vecteurs est égal a la somme des normes, ,i,e.

[(x—x1) + (x = x2) I = llx — x1 [ + [|x — x2 |
1= x1) + (x = x) 17 = (Ix = x1 | + | x = x211)?
= [lx—x1 I+ llx = x2 I +2 < x = x1, X — xp >= [l x = x1 [|* + | = x2[1* + 2[|x = x1 L. l|x = x|
=< Xx—xL,Xx—x>=|x—x1llx— x| .
Ce qui implique donc I'existence de A > 0 tel que
X—x1=Alx—x9) .

Donc
lx—x1l Alx—xl 1+A 1+
= + = lx—x1ll <
2 2 2

1+A1
:Tzlzﬂzl.

lx—zll

lx—zll (lx— 2zl #0)

De méme,comme x—x, = A~} (x—x;) le méme raisonnement montre que A7 1>1, donc
A=1.Alors x—x1=X—Xp = X] =X — X] = X» = z.D’ol

z est un point extréme du convexe compact C.

Théoréeme 2.1.7. [1] et [6]
Tout ensemble compact convexe de R" est I'envloppe convexe de ses points extrémes .

Définition 2.1.11. Un ensemble X s'appelle polyedre convexe s'il est 'enveloppe convexe des
points en nombres finis .

Autrement dit un ensemble X est un polyédre convexe sil contient un nombre fini de points
X1, X2, ..., Xk tels que tout élément x de X s'écrive

k k
x:Zaixi: O<a;=<1, Zaizl
i=1 i=1

et que tous les points de cette forme soient dans X.
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Théoreme 2.1.8. [2]
Un polyedre convexe est compact .

Preuve. Un polyedre convexe X estl’enveloppe convexe de ses points X1, X2, ..., Xk, ,i,e.
X=C(x1,Xx2, ...,Xp).

On utilise le théoréme de Weierstrass si de toute suite infinie (x™) ey d’éléments de X, on
peut extraire une sous-suite infinie (x") ,,c y qui converge vers un élément de X.
e Soient (x") ey < X, sibien que
k k
n_ n... n n_
X —Zaix, avecOsa; <let Zai =1.
i=1 i=1
Chaque suite (a;’) neN est bornée de R on en choisit donc une sous-suite convergente.
Alors pour tout i =1,2...k il existe une sous-suite (“?l )len convergent.
Soit

. n n
lim a;'=a;: ;20 (car0<a;'<1) et

[—+00
k k
lim Y a'=) a;=1
I=+o0;5 i=1
etona
k k
lim ) a/'x;=) a;xi=x'€X (car X=C(x1,X2, ..., X))
I—+ooizy ! i=1
Alors

I pen tel que limx™ =x"€ X .

l—00

Donc X est compact. m

2.1.3 Enveloppes conique.

Définition 2.1.12. Soit M < R" un ensemble quelconque. On appelle enveloppe conique, et

on note CO(M), I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires non négatives
k
Y aixi : a;=0de pointsde M.
i=1

¢ On montre que CO(M) est le plus petit cone convexe contenant M
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Définition 2.1.13. [6]. Un cone convexe K est dit polyédrique s'il est 'enveloppe conique
d’'un nombre fini de ses points.

e Le cone polyédrique est fermé, et la démonstration de cette propriété provient du lemme
suivant:

Lemme 2.1.1. On suppose qu'un vecteur x non nul est combinaison linéaire non négative

des vecteurs
k

X1, X2, ..., Xkt X=) a;x; avec a; =0 i=1;2,..,k.
i-1

Le vecteur x s'écrit comme combinaison linéaire non négative d’'un certain nombre de vec-

teurs linéairement indépendants de l'ensemble {x1, X2, . .., Xi}.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k

« Laffirmation est triviale pour k=1.

* Supposons qu’elle soit vraie pour les k — 1 vecteurs .

Silexiste i € {1,2,..., k} telle que a;, =0, on applique '’hypothese de récurrence .
Sipourtout i €{1,2,...,k} onaa;>0. Onsupposonsque xi, Xy, ..., X, sontlinéairement
indépendants, ,i,e.

EI()L,-);C:1 sont non tous nuls tel que
k
Z Aix; =0.
i=1

Alors il existe au moins un certain A; positif ( dans le cas contraire , on multiplie tous par
-1).
Soit

Ai

0 = max (—).
l=<i<k «a;

/1.
1l est clair que @ > 0. Alors il existe iy tel que @ = —> pour fixer les idées, auquel cas,
io

1 k k 1 k k 1
X=x—— leixi = Z a;x;i—— Z/Iixi = Z(ai —=A)x;.
0 i=1 i=1 0 i=1 i=1 0

. . . . ) A
etona@zi—;:aiz%:ﬂxi—%zo i=1,2,..,k. Maisona aio—%: . Par

conséquent, le vecteur x est combinaison linéaire non négative des k — 1 vecteurs. m

Théoréme 2.1.9. [6]. Un cone polyédrique convexe est fermé.
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Preuve. Soit K = CO(x1, X2, ..., X§) .
Placons-nous dans le cas ou le systeme de vecteurs x;,i =1,2,..., k, est linéairement in-
dépendant.
Soit L un sous-espace vectoriel k— dimensionnell de R” engendré par ces vecteurs. Alors
{x1,x2, ..., X} estunebasede L.
On munit L d'un produit scalaire de facon que la base donnée soit orthonormée, ce qui
permet d’identifier L et R¥, d’'une part, K et IR{_’i, de l'autre.
Il est évident que R’i est un ensemble fermé, ce qui entraine la propriété de K d’étre
fermé pour la norme associée au produit scalaire choisi.
Mais les normes sont équivalentes. Soient le cas ot les vecteurs, x1, X2, .. ., Xk, sont linéai-
rement indépendants.
On considére un sous-systeme libre quelconque {x;,, x;,, . .., x;} de cet ensemble et le
cone K, =CO(x;,, Xiy, .. .,X;i) ,aveco ={iy,lz,.. ., i}
Comme nous I'avons vu , K est fermé. On démontre que K = |, K, 1a réunion étant
prise par rapport a tous les jeux o correspondant aux sous-systémes libres de vecteurs
X1, X2, « ooy Xf-
En effet, on a évidemment

Kc|JK,cK=K=JK,

o (o}

et 'inclusion inverse découle du lemme.
La propriété, pour la réunion d’ensembles fermés en nombre fini, d’étre fermée démontre

le théoreme. m
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2.1.4 Structure des ensembles admissibles

On se propose d’étudier d'une maniere systématique la structure des ensembles ad-
missibles des problémes de programmation linéaire. [2].

Un ensemble admissible est décrit par le systeme d’inéquations linéaires de la forme :

anxyt+apx+ ... +aipx, < by

a1 X1+ ampXo+ ... +a,X, < by
(P) : 1

A1 X1+ GuaXo+ ... + AmnXy < by,

On n’écrit pas les contraintes x; = 0 car ces contraintes, si elles existent ,sont incluses
dans le systeme (P) sous forme —x; <0. Le symbole a; désignera dans la suite le vecteur
a; = (aj,a, -..,a;;) (laligne i delamatrice A des coefficients de (P) ), et a’ dési-

gnera le vecteur al = (a1, azj, . ..,an;) (lacolonne jdelamatrice A ).

<a;,x><by,<ax,x><by, ... <amyx><by,

x étant comme toujours x = (x;, X2, ... X,) € R".

Sil’on fait recours a la notation
A=(aij) i=12,.m, j=12,.,n,

Notre systeme se récrit
Ax<b, bz(bl, bg, bm)

Et on désignera par la suite I'ensemble des vecteurs réalisables ( c’est - a - dire 'ensemble

des vecteurs x vérifiant (P) ) par

Q= { xeR" : Ax<b}
Remarque 2.1.2. [l se peut que Q soit vide.
Exemple 2.1.5. Lensemble Q) défini par les contraintes, x <2 et —x < —3 etQ est vide.

Théoreme 2.1.10. Tout ensemble Q) des vecteurs réalisables est convexe et fermé .
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Preuve. On montre que le demi-espace ; défini par < a;, x >< b; est convexe.
En effet, soit x,x' € Q; .Ona <a;,x><b;, <a;,x'><b; .Soit @ unnombre quel-
conque telque 0<a <1 auquel

a<aj,x><ab; , 1-a)<a;,x' ><1-a)b,.

On fait la somme et on utilise la linéarité du produit scalaire , il vient
<aj,ax+(1-a)x' ><ab;j+(1-a)b; =b; = ax+(1-a)x' €Q; .

D’oli la convexité de Q; .

On constate que I'ensemble Q) est I'intersection de demi-espaces Q; .i.e

xe€Q sietseulementsi x dansdetousles Q;,i=1,2,..,m.

I nereste qu’a appliquer le théoreme (I'intersection d’ensemble finis convexes est convexe).
On peut utiliser I'écriture matricielle (Ax < b) , pour démontrer le théoreme .

Si x,x'€Q, ,alors Ax<b,Ax' <b ,dans ce cas

VYA€ [0,1,AAx<Abet(1-A)Ax' <(1-A)b.
D’ou
AAx+ (1 -VNAX < Ab+Q-V)b=b= AAx+(1-1)x)<b.

Alors on obtient Ax+ (1-21)x'€Q .D’oula convexité de Q.
e La fermeturede Q .

Soit (x,)neny € Q , une suite convergente telle que

lim x,=%.
n—oo

Ona Ax,<b ,alorslalimite pour passage a la limite, on obtient

nlirn Ax,<b=—=>AXx<b, donc xeQ).
— 00

Définition 2.1.14. Un point xy € Q est dit intérieur s'il vérifie strictement toutes les inéqua-
tionsdu (P) ((aj,xo) < b; pour i=1,2,...,m)
Tous les autres points de Q seront qualifiés de point frontieres .
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Remarque 2.1.3. Cette définition est parfaitement cohérente avec la notion usuelle d'un
point intérieur.

En effet, sil'on utilise la continuité des fonction (a;, x) et lefait qu'elles sont en nombre fini
dans notrecas (i =1,2,...,m), on trouve facilement un nombre ¢ tel que sila longueur
du vecteur 6 =(01,02,...,05) est plus petite que ¢, alors on ait les inégalités

(aj, xo+06)<b;, i=1,2,...,m clest-a-dire le point (xo+0) appartient lui aussia Q .
En d'autres termes, tant que X contient un point intérieur xy il contient un e— voisinage

de ce point .

Définition 2.1.15. [14].

Le support d’'un point frontiere xy est l'ensemble des contraintes (P) vérifiées par X
sous forme d’égalités .

Autrement dit, le supportde x, estl'ensemble des hyperplans (a;, x) = b; quidéfinissent
Q et qui contiennent xg .

Soient 0 = (iy ,iz ... ix)1<ij<m j=1,2,..,n les numéros des vecteurs-lignes a; qui
définissent le support de x( et o l'ensemble des numérosi € {1,2, ..., m} restants .

On note Ay la matrice de vecteurs-lignes a;, i € o et by le vecteur formé de coordonnées de
b indicés par les éléments de o .

On introduit de méme les notations Ag et by .

Si on prend comme exemple

3 5 15
-1 1 2
10 7 35 70 45
A= , b= etx=(—=,—).
-1 -1 -1 29 29
-1 0 0
0 -1 0
Ona
3 5 15
=25
-1 70 29
M 10 7 29 35
x: =
115
-1 -1 15 >9
29 =70
45
0 -1 29
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Alors
0:{1,3},6:{2y4;5v6} ACT:

-1 1 2

-1 -1 -1
AE: -1 0 eth:

0o -1

Les contraintes (P) ( Ax <b) deviennent pour xy.
Agxg = ba’ , AEX() < bﬁ.

On rappelle que le rang d'une matrice est le nombre maximum des lignes ( ou colonnes )
linéairement indépendantes .

Théoréme 2.1.11. Un point xo € Q est un point extréme si et seulement si le rang de

Ay est n.

Preuve. On montre en premier lieu que si xp est un point extréme, alors le rang de A,
vaut n.

Supposons que ce n'est pas le cas. Le range de A, est alors inférieur a n , si bien que
Asx =0 apoursolution x#0 .

Comme Az xo < bz, on trouve « # 0 suffisamment petit tel que
AE(XO-I-(XE) < ba; AE()C()—(Xf) <b§

et
Ay (Xo+ax)=As X0+ aAsx=Ag X9 = by.

Deméme A, (xo—ax)=As Xo— aAsx=As X9 = by.

Il en résulte que (xp+ax), (xop—ax) € Q , ce qui contredit I'hypotheése xp est un point
extréme ( en effet, xp = % (xo+ax) + % (xp—ax) ).

Inversement, soit n lerangde A,.

On suppose que xp n’est pas un point extréme de Q. Alors il existe deux points

X, xX"eQavecx' #x" et xo =1x'+3x" Alorsonabg = AgXo = 3 AgX' +3A5x" .

Du moment que Ayx' < b, , Agx" < b, la derniére égalité entraine Ay;x'= Agx" = b,.

Car on suppose que

1 1
Apx < by = zAgx' < Ebg )
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Done 1 1 1 1
by = EAUx, + zAgx" < Ebg + Eba =b, contredit.
Alors Agx' = Agx" = by, dout As(x'—x") =0, ce qui contredit '’hypotheése faite sur le
rangde A, (car x'—x" #0).
Donc le théoreme est démontré . m

Ce théoréme nous donne deux résultats importants.
Théoreme 2.1.12. Les point extréme de l'ensemble (, s'il en existe, sont en nombre fini.

Preuve. D’apres le théoréme précédent, a tout point extréme il correspond un matrice
carrée non dégénérée A, quile définit completement: xp= A;l by .
Les points extrémes de ’ensemble Q sont donc en nombre fini ( car il en est de méme des

sous-matricesde A). m
Théoreme 2.1.13. Sil'ensemble Q) est borné, alors c’est un polyédre convexe.

Preuve. On a Q est borné fermé alors Q est compact et ona Q convexe donc Q est
I'enveloppe convexe de ses points extrémes mais le nombre des points extrémes de Q est

finie. Alors Q un polyéde convexe. m

Définition 2.1.16. Si le rang de la matrice A estégala n, l'ensemble Q={ x | Ax<b}
est dit régulier.

Théoréme 2.1.14. [1].
Lensemble Q0 posséde des points extrémes si et seulement s’ il est régulier.
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2.2 Fonctions convexes

Soit Q un ouvert de R", a, b deux points de Q tel que le segment

(1-1ta+th) € Qpour tout ¢ € [0,1], on suppose que la fonction

fQcR”" —R
x— f(x).

admet des dérivées partielles continues dans 2, c.a.d, f est de classe ct.

Alors la fonction

g:[0,1] — R
t — g=f(1-0a+th)

est dérivable dans [0, 1]. De plus,

Ytel0,1], g’(t) = Z(bi — al-)g((l —ta+th).
i=1 i

Car ( f (b; —ai)%((l— t)a+tbh)=<b—-a,Vf((1-t)a+tbh)>=(b—a)-Vf(1-t)a+tb)) ou
i=1 '
b= (b)), eta= (la,-);?:l en vertu du théoreme de Lagrange, on a g(1) — g(0) = (1 —0)g' ()

ol £y €]0,1[, mais g(1) = f(b) et g(0) = f(a) , et en posont fy = € on obtient

fb)—fla)=<b—-a,Vf(1-¢€)a+eb) >= Z(bi—ai)g((l—a)a+eb) ou €€]0,1[.
i=1 i

Soit
f:QO—R, ¢@:IcR — Q, QunouvertdeR"

t — @)

Considérons I'’hypersurface f(x) = b, et une courbe ¢ telle que @(t) = x et f(x) = b.
@ est une courbe qui appartient a ’hypersurface f(x) =b.
Soit tp € I: p(ty) =xo, f(x0) =b.

Définition 2.2.1. On dit qu'une droite est tangente a une surface en un point x si elle est

tangente a n'importe quelle courbe ¢ passant par x.
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Définition 2.2.2. Un point xq de la surface f(x) = b est un point singulier si

of .
—(x0) =0, Vi=1.2...n.
ax,-

S’ilexisteip€ {1,2,...,n} tel que

(x0) # 0 on dira que c’est un point simple de la surface .
io
Toutes les droites tangentes a la surface en un point simple xy appartiennent a un méme

plan, appelé plan tangent a la surface au point xy.

Ona: (1) = (p1(1),....,n(1), et

/ dxl

x1=@1(8) , (pl(t):ﬁ
X

Xn=@n(t) , Q1) = dt”

(¢] (%), ..., 9}, (1)) est un vecteur tangent a la surface f(x) = b au point xo (¢(fp) = Xo). Mais
f(x) = b, alors
of on , 0f 0x  Of 0w

S N i L i 9xn _
f& ~ox 0t o ot T ax, ot

_ 0f(xo)  0f(xo)
N=( ox; 7 0xy

Soit xo un point, f(x) = b, et soit x un point du plan tangent a la surface au point x.

) est le vecteur normal a la surface au point xp.

Alors (x — xp) est un vecteur du plan tangent et ce vecteur est perpendiculaire a N ,donc

0
<( f(xO)) , X — x0> =0dou (Vf(xp), x —x9) = 0. Ce qui implique que I"’équation du plan
i

6xl-
tangent a la surface f(x) = b est: donnée par

(Vf(x0),x) =V [(x0), x0).

Définition 2.2.3. SoientQ un convexe deR" non vide, et f : Q — R. On dit que f est convexe
si pour tout xy, x, deQ et pour tout 1 :0<A<1,0ona

f(/l)Cz +(1- /1))61) < /lf()Cg) +(1- A)f(xl)

On dira que | est concave si (- f) est convexe. On dira que [ est strictement convexe si pour
toutes x1,x, deQ ona f(Axo + (1 -A)x1) < Af(x2) + (1= A) f(x1).
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Théoréme 2.2.1. Soit f est fonction de classe C' sur un ouvert convexe Q < R" . Si f est
convexe dans (2, alors on a

((x2—x1),Vf(x1)) < f(x2) — f(x1) pour tout x1,x; € Q.

Preuve. Soit x1, x2 € Q et 1 €]0,1]. Comme f est convexe alors

fAxo+ (1= x1) — f(x1)
A

FAxa+(1-Dx) sAf(x) +(1-A) f(x) = < f(x2) — f(x1).
Mais d’apres 'egalité
f)-f@=(b-aVf((l-¢ea+eb)),

et on posont x; = Axy + (1 — 1) x;, on obtient

flxa) = fx)

(22 —x1, V(A —&)x1 +€x3))

(Axg+ (L= V)x1 = x1,Vf(x1 —€x1 + €(Ax2 + X1 — Ax1)))

(Axg +x1 = Axy —x1, Vf(x1 —€x1 + €EAxp + €x1 —€AX1))

(Mg — x1), Vf(xp + Ae(xp — x1) = A{x2 — x1, V(31 + Ae(x2 — x1)))

((x2 = x1), V.f (1 + Ae (22 — x1))) < f(x2) — f ().

Par passage a la limite quand A — 0, on obtient

(x2—x1,Vf(x1)) < fx2) — f(x1).

2.2.1 Lhyperplant tangent a ’hypersurface

Théoréme 2.2.2. Soit f une fonction convexe alors l'ensemble défini par {x : f(x) < b} est

convexe .

Preuve. Posons Q = {x: f(x) < b}
Si Q) contient un point le théoréme est évident .
Sinon, soient x1, x, deux points de Q alors

Ax1+(1-ANxeQ, VA€I0,1].

41



2.2. FONCTIONS CONVEXES CHAPITRE 2. RAPPEL D’ANALYSE CONVEXE

Car
fAX1+A-D)x) < Af(x)+ A=AV f(x2) <Ab+(Q-AV)b=b=Ax1+(1-A)x2 € Q.
| ]

Remarque 2.2.1. L'ensemble {x, fx) = b} n'est pas en général convexe, car
fAx1+A-Dx2) <Af(x1))+ QA —-A) f(x2) =b.
Cependant, l'application x — (a, x) = ax est convexe et Q) = {x:{a, x) = b, x = 0} convexe.

Théoréeme 2.2.3. [9] et [18].

Soit f une fonction convexe de classe C' pour tout x =0 .

Alors Uhyperplan tangent a l'hypersurface f(x) = b au point xy = 0 est 'hyperplan, d’appui
aQ={x=0,f(x) < b} au point xo.

Preuve. Q) est convexe, comme f admet des dérivées partielles continues, elle est continue
, donc Q est convexe fermé .

On sait qu’'on peut construire un hyperplan d’appui a 2 au point xp

Ici,on veut montrer que cet hyperplan a Q au point xp, (f(x9) = b) est le plant tangent a la
surface f(x) = b au point x.

Mais on sait que I'’équation de I'’hyperplan tangent a I’hypersurface f(x) = b au point xy = 0
est

(V£ (x0),x) = {Vf(x0), %)

11 est évident que I'hyperplan (V f (xo), x) = (V f (xo), xo) contient le vecteur xy.
I rest 2 montrer qu’il sépare le convexe fermé Q = {x>0: f(x) < b}.
Soitx; €Q, x120: f(x1)<b

(Vf(x0),%0)—{Vf(x0),x1) ={Vf(x0),— X1+ X0).
Mais

(Vf(x0),—x1+X0) —(x1—x0,Vf(x0)) = —(f (x1) — f(x0))

f(xo) = f(x1)=b— f(x1)
0.

IV

v
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Alors
(Vf(x0), x0) = (Vf(x0), x1) = 0= (Vf(x0), X0) = (V[ (x0), x1).

Maison a
(Vf(x0),x0) ={(Vf(x0),x) (f(x)=D).

On obtient donc
(Vf(x0),x)=(Vf(x0),x1) ,Vx1€Q et f(x)=h.

[
On peut de la méme maniere démontrer le résultat suivant pour le cas d'une fonction

concave.

Théoréme 2.2.4. Soit f est fonction de classe C' sur un ouvert convexe Q < R" ,si f concave

alors
(Vf(x1),x2—x1) = fx2) — fx1) .

Preuve. On a (— f) est convexe alors on obtien Vxp, xp € Q,

(VEND), xe—x1) < (=) (x2) = (=) (x)
=> (=Vfx),x2-x1) < —f(x2)+f(x1)
= —(Vf(x),x2—x1) = —(f(x2) = f(x1))
= (Vfx),x2—x1) = flx2)—flx).

|
Théoréme 2.2.5. Si f est une fonction concave alors l'ensemble Q = {x : f(x) = b} est convexe.

Preuve. Soit x1, x, € Q alors f(x;) = b et f(x2) = b. Comme f est concave, VA € [0,1]

fAx1+1-Vx2) = Af(x)+1A-A)f(x2)
Ab+(1-AN)b=b .

v

Alors Ax1+(1-ANx Q.

Théoréme 2.2.6. Si f est une fonction concave de classe C' pour tout x = 0. Alors I'hyper-
plan tangent a 'hypersurface f(x) = b au point xy = 0 est 'hyperplan d’appui a

Q={x=0,f(x) = b}.
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2.2.2 Minimum et maximum d’une fonction convexe

Définition 2.2.4. On dit que x* est un point de minimum local de f sur I'ensemble Q si et
seulement si
In>0,VxeQ,llx—x*<n= f(x*) < f(x).

Eton dit que x* est un point de minimum global de f sur Q si et seulement si
VxeQ: f(x™) < f(x).

Théoreme 2.2.7. Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé Q deR", alors le mini-
mum local de f est un minimum global de f sur Q.

Preuve. Soit xp un minimum local de f sur Q, donc
N>0,VyeQ:lly—xll<n= f(xo) < f(y).

Soit x € Q, pour 0 €]0, 1[ suffisament petit xg = Ox + (1 — 0) xq vérifie ||xg — xoll <7 eton a

xp € Q car Q est convexe . On a f convexe, donc
fxg) =fOx+(1—-0)xp) <O0f(x)+(1-0)[f(x0)

= f(x0) < fxg) <Of(x) + f(x0) =0 f(x0) / f(x0) <6f(x)+ f(x0)—6f(x0)
=>0f(x0) <0f(x) mais >0 alors f(xy) < f(x),VxeQ.

Ce qui montre bien que xp est un minimum global sur Q. m

Remarque 2.2.2. Ici, on suppose que le minimum local existe, f est localement bornée, donc

bornée sur le fermé Q.

Théoreme 2.2.8. Soit [ une fonction convexe sur un convexe fermé Q de R". Alors l'en-
semble des points minimaux locaux de f est convexe.

Preuve. Si x; et x, sont deux minimum locaux tel que x; # x, , et si 6 € [0, 1] ,alors
x=0x1+(1-0)x,€Q,etona f(x)<0f(x)+1-0)f(x2).
Mais f(x1) = f(x2) = yigsfzf(y),
alors f(x) <0 inf f(y) + (1-0) inf f(y) = inf f(y)
yEQ VEQ VEQ
= f(x) < in£ f(y) alors f(x) = inf(y) car x € Q, donc x est encore un minimum de f
ye y

eQ)
surQ. m
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Remarque 2.2.3. [11] ef[19].
f(x) ={a,x), f est convexe. Si x) est un minimunde f , x, un autre alors le segment deivent
un minimun.

Théoreme 2.2.9. Si f est strictement convexe sur un convexe fermé Q) deR" , alors le mini-
mum locale qui est global est unique .

Preuve. On suppese qu'il exist x; et x, deux minimun. Si 0 €]0, 1], alors
y=0x1+(1-0)x2 € Q. Donc

foo<aﬂm)+u—mfum=eggfmyu1—mggfuyzggfurzfoo<ggfu)
contradiction. m

Théoréme 2.2.10. Soit f une fonction de classe C' sur un convexeQ deR™ . Si f est convexe,

0
et si Vf(xp) =0 ,avec xy €Q (intérieur deQ ), alors le minimum global est x = x.

Preuve. On a (x — xg, Vf (x0)) < f(x) — f(x0), mais V f(xo) =0, alors
f(x) = f(x0) =0= f(x) = f(xp) pour tout x € Q. Donc xy est le minimum global de f. m

Théoreme 2.2.11. [20].
Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé borné. Si le maximum global de f est fini,

alors il est atteint en un ou plusieurs sommets.

Preuve.

0
i)Supposons que ma}zxf(x) = f(x*) et que x* €Q. Si f n'est pas constante, 3x; € Q tel que
X€

0
f(x1) < f(x*), mais x* €Q, donc
dx, € Qet A€]0,1[ tel que x* =Axp+(1—-A)xy,

comme f convexe alors f(x*) < Af(x2) + (1 —A) f(x1).
Mais f(x;) < f(x*) ,donc f(x*) < Af(x2) +(1—A) f(x¥)

= f(xX") < A(f(x2) — fF(X™) + f(x™),

d'ou A(f(x2) — f(x*)) >0= f(x*) < f(x2), contraction . Donc f est une constante sur Q.
Mais un ensemble Q2 de R” fermé et borné possede au mois un point extréme X et
fx) =c".Dou m%xf(x) = f(@) =c*".

X€
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ii) Supposons que x* est un point frontiére et que le maximum de f n’est pas un point
intérieur de Q. On doit montrer que x* est un point extréme . On sait qu’ il existe un hy-
perplan H, qui sépare x* et le convexe fermé Q, x* est un point frontiére donc I’hyperplan
d’appui a Q au point x* est H = H,.

Posons T = QN H; c Q, T; est fermé, convexe et borné (car T; < Q) ,donc posséde au
moins un point extréme , mais 7; < H; (hyperplan), donc

dimTi=n-1,x"eH,x"€eQ=>x"eT.

Si x* est un point intérieur a T; d’aprés (i) = f = ¢* et on aura une contradiction .

Sinon x* € T est un point frontiére de T, d’apres (ii), posons T» = T; N H,..., on arrive
alonsa T,, = T,,-; N H,, et maintenant dimT, = 0 = T, contient un point unique .

Ce point unique est bien évidemment x*, T;, = {x*}.

Un singleton est un point extréme car T, est fermé et borné , donc il doit contenir un point
extréeme . m

D’une maniere analogue, on peut démontrer les théorémes suivants.

Théoreme 2.2.12. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé deR", alors le

maximum local de f est global (car, max f(x) = — inf (- f(x))).
xeQ xeQ

Théoreme 2.2.13. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de R", alors

I'ensemble des maximum globaux est un convexe .

Théoreme 2.2.14. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de R", si x;
et xp sont deux maximum alors (Axy; + (1 — A)x2) est aussi un maximum global pour tout
Ae0,1].

Théoréme 2.2.15. Soit f une fonction de classe C' dans un ouvert convexe Q deR",.f est

0
concave, etV f (xg) =0, avec xy €Q alors [ atteint son maximum global au point xy.

Théoréme 2.2.16. Soit f une fonction de classe C* , sur un convexe fermé et borné et si f est
concave sur Q, et si le minimum global de f existe, alors il est atteint en un point extréme

du convexe Q.

Définition 2.2.5. L'épigraphe de la fonction f ,définie sur un sous-ensemble non vide Q) de
R" est
epi(f)={(t,0) eR"™! ,xeQ f(x) =<1}
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Géométriquement, pour définit I'épigraphe il faut prendre le graphe de la fonction la
surface {r = f(x), x € Q} dans R"*! et ajouter a cette surface tous les points qui sont au-
dessus.

La définition géométrique (équivalente )d'une fonction convexe est donnée par :

Proposition 2.2.1. ( Définition de la convexite en termes d’epigraphe )
La fonction f définie sur un sous-ensemble de R" est convexe si et seulement si son epi-

graphe est un ensemble convexe non vide dans R"**.

Proposition 2.2.2. (L’inégalité de Jensen)
Soit f une fonction convexe et soit Q) le domaine de f alors pour n'importe quelle combi-

n n
naison convexe, Y A;i=1,1;€R; et ). A;jx; des pointsde(, on a
i=1 i=1

n n
f(z /L-xi) < Z Ai f(x;).
i=1 i=1
Preuve. On a les points
(f(x), xi) € epi(f) car (f(x),x;) €R™ et f(x;) < f(xy).

Comme f est convexe alors son épigraphe est un ensemble convexe de sorte que la com-

binaison convexe

Y Ai(f(xi), x) = (Z Aif(xi), ) ﬂixi) .
i=1 i=1 i=1

Par la définition de I'’epigraphe, ¢ca implique que f (‘Zn: Aix;) < Zn: Aif(x;) .

- i=1 i=1

Notez que la définition de la convexité d'une fonction f est exactement la condition que
f satisfait I'inégalite de Jensen dans le cas de n = 2.
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Chapitre 3

Optimisation de la fonction concave

3.1 Décomposition de la fonction-objectif

Considérons le probléme suivant :

x=0
Ax<b
(P): < max f(x)
xeQ
avec f(x) = iéaixi +l£j7’ijxixj

ol Q={xeR" / x=0 et Ax <b}, A une matrice de dimension m x n, b un vecteur de
R™ telque b; =0 i=1,2..m.
Il est facile de qu’on peut se restreindre a I’étude du cas suivant

n
2 (aixi+pix;) aveca;eRet fi € R
i=1

ol a; et B; sont des coefficients réels quelconques, et la fonction f est quelconque.
Commencons par comment optimiser la fonction f .
Soit 1 ={i/ Bi<Otetl,={i / B; =0}, onadonc
n
OO =Y (@ixi+Bix)) = ) (@ixi+ixi) + Y (@ix; + Bix)).
i=1 iel i€l

On pose
) =Y (aixi+Pixd) et yx) =Y (@ixi+pix?),

iel) i€l
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ce qui implique que la fonction f devient:
) =) +yx).

Nous allons commencer par la fonction concave ¢ .

n
Si p(x) =) (a;x; +,B,~xl3), on adonc
i=1

0
P ai+2pix
Oxi

alors

a(p * * (_ai)
— X)) =0=>x"= .

On va que la solution optimale est la projection du point x* sur un nouveau convexe
(). Si le point critique x* est a I'intérieur du convexe Q, alors la solution optimale du
probléeme (P) se trouve exactement en ce point. Sinon, la projection directe du point x*
sur O donne seulement une solution approchée.

Nous montrons dans le théoreme 4.1.1, que
maxg(x) = ¢(x)
xeQ

ou X estla projection du point x* sur le nouveau convexe Q.

3.2 Optimisation de la fonction concave

Soit ¢ estun fonction concave définie par

n
@(x) = Z(aix,- + ,Bl-xf) aveca;eRet f; <0 pour touti=1,2..,n.
i=1

¢ définie sur 'ensemble convexe fermé borné de R”, et posons :

x*—(x*)-—(_—“") *—(*)-—( - )
AT A PV

y=0ii= (\/—Tfixi)i, maxe(x) = (x), ¥ = (X;); € Q
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Théoreme 3.2.1. [6].

Il existe un ensemble convexe fermé borné Q' de R" , et un vecteur yo = (yoi); € Q' , tel que

les condition suivantes soient satisfaites :
max(x) = p(x*) = | y* = yol?
xeQ

ly* = yoll = inf |y* -yl
yeQ
Yoi

X; = pour tout i, i=1,2,..,n.

Lemme 3.2.1. .
Si ¢ un fonction continue sur un ensemble borné on a donc,

inf(b—¢@(x)) =b—-maxe@(x) beR".
xeQ xeQ

Preuve. (lemme 4.1.1).

On a toujours

inf(b—px)<b-—@kx), VxXeQ= -b+ inf(b—¢(x)) < —@(x) VxeQ.
xeQ xeQ

Alors
b—inf(b—@(x)) = p(x), VxeQ,
xeQ)

on aura donc
b—inf(b—-¢(x)) = maxe(x) .
xeQ) xeQ

Alors on obtient
—inf(b—p(x)) =2 —b+maxg(x) = inf(b—-¢(x)) < b—maxg(x).
xeQ xeQ xeQ xeQ

D’un autre coté on a

@(x) <max@(x) = b—@(x) = b—maxg(x),Vx e Q.

xeQ) xeQ)

Alors comme b - m%xqo(x) est constant on obtient donc

XE

;‘3};([’_ p(x) = b—gleaéw(x).
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On aura,
;g(fl(b— p(x)) = b—I}Cle%X(P(x).

]
Preuve. ( Théoreme 4.1.1)

Pour tout x € Q on posons A@; = (a;x} + B;x}%) — (a;x; + B;x). Alors

2 2
AQ; = (==t + Bi(==1)2) Sy Rl R pix;
= (0 — —aix; x = +——ajx i X
PDi lzﬁi 26; i i zﬁz 46; iXi iX;
202+ a? —a? a; \> a
- - pot = o i i = () + St )
2
a.
BT S
Mais .
P () =) Ap;.
Alors ;
P(x*) —p(x) =Y —Bi(x;—x)* pour tout xeQ.
i=1
cela donne,

n
. * _ — i _R. L * 2
inf(p(x*) - p(x)) ;ggfz(; Bi(x; xl))

peut atre écrite sous la forme suivante :

@(x™) —maxg(x) = inf Xn:(\/—ﬁ»(x-—xf))z = inf Xn:(y-—y?*)z
reQ Qo R year\I5 7

Q':{y:(yi)ieR” :y,-:\/—»ﬁ,-xi / x:(x,-)ieQ}.

n
inf (Y (y =y =1y* = yol* :y0€Q’
ye 5

avec

Parce que

(car Q' fermé et borné) donc: maxgo(x) = @(x*) = ly* - yol*> alors on obtiens (3.1) .

Puisque 1nf lly* —yIIZ ly™ —yoll2 alors ||y* —y0||2<||y yII2 pour tout yeQ/,
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ceci implique que |y* —yoll < lly* —yll pourtout yeQ'.
Nous avons par conséquent, [|[y* — yoll < in(’g, ly* =yl ,mais yo€Q’ ,alorsona:
yE

ly* = yoll = inf | y* =yl donc lly* —yol = inf [|y* -yl
yeQ yed!

Donc on obtient (3.2).

On ale vecteur yq estla projection du vecteur y* sur le nouveau convexe Q'

ona:
max@(x) = (@) = @(x*) = lly* - yoll?
xeQ)
— * 1 -
= g(x") ;gf(g(yz ))
=<p(x*)—Z( —\/—Bix )
i=1
Alors

i=1

n 2 n .
/ _ — Yio
E _ﬁixi = E (y;—J/iO)Z:xi:—-
=1( ) v —Bi
Donc on obtient (3.3) m

n
Remarque 3.2.1. Si x* €Q ona inf ¥ (-f;(x} —x;)%) =0. Alors max¢(x) = p(x*) .
x€Qj=1 XeQ

Remarque 3.2.2. Soit Q un ensemble et soit T: Q c R" — Q' < R" [application qui
transforme le convexe Q en un convexe Q' .

T(x)=vx telque v=(\/—P1,vV/—P2,..... »\/—PBn) ,ona B; <0 pourtout i.Alors la matrice

de cette transformation :
—Bi 0
0 _ﬁn
n
Son déterminant est [[ \/—B; #0. Donc elle est conforme.
i=1

Remarque 3.2.3. On a Q) est convexe borné, on peut se restreindre aucas «; =0 pour
tout i.
2
En effet, supposons que nous avons a;x; + f;x; avec a; <0
onpose: §* =max(x;) ,yi=0"—-x;=0=x; =0" —y; par conséquent

a;x;+ ,Bix? = a;(0* - y) + Bi(6* - yi)?
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= a;6* -y +Pi6* =26:6" yi + Biy;
= Biy; + (—a; —26;6")yi + ;6" + B;6™°
onpose, a;=—a;—2f;0* =20 et k;=a;6* + B;6*2. Alors on obtient
aix;+Bixi = alyi+Piy> +ki,ona=0et f; <0,
par conséquent il suffit de remplacer : x; par 6* —y; et a;x; +/3ix? par a;y; +,6iyf + ki .

Exemple 3.2.1.

X1,%X2=0

3X1+x2=<9

X1+2x, <8

maxe(xy,x2), avec : @(xy,x2) =5x1+5x —xf - x% .

On remarque que 1 = Po=~1 alorsona y;=+/-B;xi=yi=x;, Q=Q' etona

0 0
—(p(xl,xg) =5-2x1, alors —(p(xl,xg) =0=5-2x] =0= x] =
0x; 0x;

NG po o

0 0
—(p(xl,xg) =5-2x,, alors —(p(xl,xg) =0=5-2x, =0=x} =
0x» 0x

Alors le point critique x* = (%, %) ¢ Q car 3% + g =10>9 donc le projection de x* est X tel

que:

ax-x")=ax—ax*=b-{(a,x*)
car x est un point frontiére de Q)

(x*,a)—b
lall?

- _ *_

etona a=3,1),b=9 , alors

5 5
(x*,a) = 53 +5= 10, ||lall® = 10.

Donc
E—(S 5) 1 3 1)—(22 24):> max @(x1,x) =@(x)=12.40
Y T 100 TN 10 T e P ) = ¢l = Re A0,

3 1 X1 9
=< etx1=0,x=0 ;.
1 2 X2 8
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Exemple 3.2.2.

X1,X2 =0
3X1+2x2<6

maxg(x1,xz) , avec : 9(x1,%2) = 5x1 +8xp — X2 —2x5 .

Dans ce cas B, = -1 et B, = =2 alors on remarque que Q # Q' etona

0 0
—(p(xbxz) 5-2x1, —(p(x1,x2)=8—4x2-
axz

0x1
Alorsona
O
a—(xl,xg) 0=5-2x1=0—=>x, =
X1
et

op
a—(xl,xg) 0=8-4x,=0= xy=2.
X2

5
On obtient le point critique x* = (2.5,2)¢Q car 3—+2x2=754+4=11,5>6,alorsona
p q >

x>, a) —
X():PQ(X*):X*_;Q avec a=(3,2) etbh=6

lall?

(x*,a)=23+22=2|al?=13 , on obtient donc.

(5 2) - 23_6(32) G > - Mg =28 1
’ 13 ’ 26 7 "13'13

etona y,=x)ety,=\2x,,alors

2
:{(yl,yz)eRZ/?)yl'i'EyZSG, y120,y220}

5
De plus y* = (5,2\/5) , alors la projection de ce point sur Q' donne le point suivant y, :

* I\
J’Ozy*—%a' tel que a’:(S,\/E) eth=6.
Alors . /33
5 3342V2V2-6 544
y0=(5,2\/§)— 2 = 3 f)—(—zf) (3f)

11 2
2 22 2 22
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V2 3
—(— 2\/5—— =(1,—).
V2
3 - 3 Y20
Alors yo=(1,—=)=x=(1,3) (car x1=y1p0et xy = ﬁ)

V2
et max(x) = (X) = ¢(1,3) =11,50.
xeQ
Notons que la projection du point x* sur Q donne le point (%, %) et (p(%, %) =11,207.
Evidemment maéap(x) <@x*) = (p(g,Z) =14,25.
X€
Alors on remarque que la projection du point x* est le plus proche point du point critique

x* , mais nwest pas la solution optimale de .

Exemple 3.2.3.

X1,%X2,x3=0
xX1+3x, <18
4 X1+x2+x3<8

2xX1+x+2x3<14

max f (x1, X2, X3) , avec : f(x1,Xz,X3) = 2X1 +3x2 +3X3 + X2 +2x5 — X5 .
On pose f(x1,x2,x3) =¥ (x1,X2) +@(x3) tel que
@(x3) =3x3— x3 ; WXy, X2) =2x1 +3x +xf +2x§ .

Ona ¢(x3)=3x3— x§ alors le point critique est x* = (%) et maé(go(xg) = (p(%) = %
X3€

o est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extréme (sommet de Q ).

max_y(x1, X2) = ¢(0,6) =90

(x1,%2)€Q
Mais
< + .
max f(x) = maxy (x) + max¢(x)

Par conséquent magf(x) <92,25.

Xe
Mais on a le point, (0,6, %) e Q .Alors f((0,6,3)) < m%xf(x) = 92,25 < m%xf(x) .

X€ X€E

Alors on obtient maécf(x) =92,25.

Xe

Remarque 3.2.4. Si nous posons y(x) = ¥ (a;x;+ p;x7), alors
Bi>0

W) =0 = 3 [+ ilx? - e - pid] = £ ﬁ[(

a;
)x* (X9 + —x; +x7

Bi Bi
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_a. _ao
-2( l)xl?*—(xl?*)z—Z( 2)xi+ X7

2; 2p;

n
= Y —Bi(x] —x))* pourtout x€Q et

n
= El —Bi (2(x1)? = (x1)* = 2x7 x; + x2)

: *y _ Y B e Sy *_ __ gk 2
;%(w(x) w(x)) ;21(1;( izzlﬁz(x, xl)):w(x) maxy (x) r?eaé((izzlﬁl(x’ xl)),

donc

maxy (x) =y (x*) + maX(Z Bi(x] - xi)z)
xeQ x€Q \i 3

- ot g $ (5,5t - B

Soit y* = (y}); = LI y=Wi=(VBixi);
2v/B;);

Notons que Yy, est le point le plus éloigné du convexe

Q':{yeR"/yi:\/Bix,-,x:(x,-),-eQ}.
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Chapitre 4

Programmation linéaire et non-linéaire

4.1 Dual d’'un programme linéaire

4.1.1 Probleme dual d’'un probléme de programmation linéaire (P . L)

Considérons le probleme de (P L) suivant

x=0
(P){ Ax=b
max”Z =CT.x

Soit x° une solution optimale de base non dégénérée du probléme (P) et Az sa matrice de
base associée .

« Cette solution correspond au vecteur des multiplicateurs suivants,
nl =i Ag! (4.1)
o De 1 optimalité de x°, le vecteur
An=ANT—CN=0 4.2)

car

x0 = (x%,x?v) avec x?v =0alorsona ABx% + ANx?V =b (ANx?V =0), donc x% = Aglb et
0y _ ~T0_ (~T,0 T,0 _ T p-1

Z(x)=C =Cyxp+Cyxy=CgAg .

Comme x° solution optimale alors Z(x?) — Z(x) 20:Vx =0
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Z(x%) - Z(x) = C§ Ag'b— (C} xp + C,xy), mais xg = Az'b— Az Ay xy, alors
Z(x" - Z(x) = CLAZ'b— (CL AR b+ (CL - CLAZ  An)xn) = (CL A Ay — Cl)xwy.
Mais on a Z(x°) — Z(x) = 0 et xy = 0, donc

CRAz' AN—CL20=>n"Ay—Cl 20> Ajm—Cn20.

Donc (4.2) vérifie .
D’ou le vecteur & verifie 'ingalité
Aln=>cC (4.3)

(car Agn —Cg=0)ona
T T _ T g-1 T_ T _ T _
T AB—CB _CBAB AB—CB _CB _CB =0.
e Soit y un vecteur vérifiant, ATy = C ou yT A= CT , comme x° = 0, en multiplient le
derniére inégalité par x° on aura, yT Ax = CTx" = y"b > C x> bTy = CTx% Vy e R,
vérifiant
Aly=cC (4.4)
De (4.3) et (4.4) on déduit que le vecteur 7 est une solution optimale du problém de
yeR”
programation linéaire (PL) suivant: (P*){ ATy >C
minw=bTy.
Car, si yo =7 alors bTyO =bln= C};Aglb , mais
Azt b=x5=bTy0=ClxY
= by’ =cTx" clb =0,
donc minw = maxz.
On déduit que le problemé (P) et (P*) sont équivalent.
« Le probléme (P) est dit probléme primal et le probléme (P*) est appelé dual du probléme
(P). [17]
Définitions

a) Cas d’'un (P.L) canonique de type max

Définition 4.1.1. On appelle programme linéaire dual du (PL) canonique de type max (P)

x=0 V= 0
Ax<b , le (PL) canonique de type min(P*){ ATy=>C
CTx=2z (maxz) bTy: w (minw)
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x=0
X1
3 2 -1 2
Exemple 4.1.1. (P): < X2 | =
5 -1 1 3
X3
Z2=2X] — X2 +Xx3 (max z)
y=0
3 5 2
. N
apourdual (P*):<| 2 -1 =| -1
Y2
-1 1 1
w=2y;+3y; (min w)
y=0
3y1+5y222

C’est -a-dire, en " développé " (P*): 4 2y; — y, = -1

“nty2z1

w=2y1+3y, (min w)

Remarque 4.1.1. Nous aurions écrire (P*) sous la forme équivalente suivante , obtenue par
y=0

simple transposition de lecriture ATy > C: (P*):{ yTA=CT

y'b=w (minw)

y=0
3 2 -1
ainsi (P*):<(y1 ’yz) 5 -1 1 2(2’ -L 1)
(y1 ,yz) 2 =w (minw)

b) Cas d’'un (P.L) canonique de type min

x=0 x=0
(P):{ Ax=b < (P):{ (-A)x=<-b
CTx=2z (min 2) —CTx=272 max z) (o1 z =-2)
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sous cette forme, la définition 5.1.1 ,s’applique 4 (P) et’'on a

y=0 y=0
(P*): (-A)Ty=-C < (P"):{ATy=<C
(-b)"y=w'" (min w bTy=w (max w) (ot w=-w')

C’est cette derniere forme qu’on appellera dual de (P).

Définition 4.1.2. On appelle programmation linéaire dual du (P.L) canonique de type min,

x=0 y=0
(P):{ Ax=b le (P.L) canonique de type max, (P*):{ ATy<C
CTx=2z (min 2) bTy=w (max w).

c)Le cas général
Généralisons maintenant le travail précédent nous avons introduit pour tout (PL) de type
max (respectivement min) de maniere Systématique , un (PL) canonique de type max (res-
pectivement min) équivalent.

Définition 4.1.3. On appelle programme linéaire dual d’'un programme quelconque (P) le
dual (P*) de son programme canonique équivalent .

C’est en fait une forme équivalente de (P*), que nous considérons comme dual de (P).

Commencant par préciser cela sur quelques exemples.
Exemple 1 (Un type max avec contraints supérieur et égale )

x=0 x=0
X1—X2+Xx3=6 —X1+X2—X3<—6
X1+X2+x3<2 . X1+Xp+x3<2

(P) : 4 < (lignel) (P): 1
2xX1+2x2+x3<4 2xX1+2x+x3<4
4x1+ 2%y +2x3 =2z (maxz) 4x1+2x2+2x3=2 (Mmaxz) .
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Alors le probléme dual de (P).

Y =5y y3) =0
Y+ Yo +2y324
(%) Vi +Yo+2y3=2

Y +yety3=2

-6y +2y2+4y3 =w (minw)

on posant y; = —y; alors on obtient

<0220, y3=0
V1+)y2+2y3=4
—yi+)y2+2y3=2
t+y2+y3=2

(P*): 1

6y1+2y,+4ys=w (minw).

Ainsi, apres calculs, la présence de = dans la ( ligne 1) ne se traduit dans ( P*) que par
une condition y; <0 . Tout se passe comme si, considérant ( P;) identique a ( P) , sauf
X1 — X2 + x3 <6 , on formait Pf et on changeait y; =0en y; <0.

Il ne faut toutefois . Changes les signes dans la premiere ligne de A et b, , équivaut a
changer le signe de la premiere variable y; de y.

Exemple 2 (un type max avec contraints égale )

x=0
x=0
X]—Xp <2
X1—X2<2
5x1+2xy<4
(P):45x1+2x2 =4 > (P) 14

—5x1-2x, <-4

2X1+ X2 = z (maxz)

2x1+ X2 =z (maxz)
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Alors on a le probleme dual de (P)

Y =,y ¥5) =0
y1+5y, =5y, =2
(P*):q -y +2y,-2y,=1

2y1+4y, -4y, =w (minw)

Mais il est aisé de constater que y, et y; n'interviennent que sous la forme " groupée "

y =y, — Y4 €R, donc on obtient

h4! >0, y2€|R
y1+5y222
(P*):S =y +2y =1

2y1+4y, = w (minw)

Nous notons y, pour signifier que cette variable est non astreinte.

Dans ce cas encore, par rapport a un programme (P;) qui aurait comporté comme ligne(2),
la seule modification de (P*) parrapporta (P]) consiste a remplacer y» =0 par y, €R.
Exemple 3 (Un peu de tout ce qui précede ... et une variable non astreinte ).
Considérons d’abord (P;) :

x=0
X1+Xx2+x3<9
2X1+3x,=3
(P1): 3
xl—xg—xg;:l

X1 —2X2+ X3 =2z (Inaxz).

Des exemples antérieurs certainement que les variables duales vérifieront
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¥1=0,y2 <0, y3 €R, si bien que 'on obtiendra :

120, )2<0, y3€R
y+2y2+y3=1
V1+3y2—y3=-2
yi-ysz1

(P*):

9y1+3y2+y3=w (minw).

Mais que devient - il si nous modifions (P;) en (P) par x3 € R (non astreinte ) au lieu

x3=0.0n pose alors x3=x;—x; avec x5 =0, x; =0 et on écrit:

x = (x1, X2, X5, %3) = 0
X1+ X+ X5 — X3 <9
—2X1—3xp,<-3
(P):{x1—xp—xj+x;<1
—X1+Xp+x5—x3 < -1

X1 —2X + x5 — x4 =z (maxz).

V=00Y Y3 y) 20
V1=2y5+y5 =y, =1
V=3V = Y3ty =2
(P*):qyi-yi+y,=1

-y +ys—y=z-1

9y; =3y, +y3—yy = w (minw)

Soit, on posant y; = y{(=0), yo=-y,(s0) et y3=y; -y, €R
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y120,y2S0,y3€[R
y+2y +y>1 y120,y2S0,y3€|R
1 2 3=
y+3y . ) y1+2y2+y321
1 27 J)Y3="
1+3y2—y3=-2
P yr—ys=1 =P {TTY
—y1+y32—1

9y1+3y2+ y3 =w (minw)

9y1+3y2+ y3 = w (minw)

Ainsi (P]) ne differe-t-il de (P*) que par égale au lieu de supérieur et égale dans la
troisieme contrainte! Le role de " x3 non astreinte " par rapporta x3 =0 peut étre " suivi

alatrace " dansles lignes (4) dans (P*) et colons (4) dans (P) .

4.1.2 Construction du dual
Primal (P) Dual(P™)
maxz= c'x minw= by
A;x = b; Vi €R
A;x < b; ¥i=0

A;x = b; yi<0

x;=0 Aly=c;

x;<0 Ajy<c;
T, _

X;€ER A].y—cj
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Proposition 4.1.1. (Dual d’'un programme standard )

x=0 y non astrient
Ax=Db N yTA=cT
(P): 1 a pour dual (P™):<
cTx=z (maxz) yI'b=w (minw)
Preuve.
x=0 x=0
Ax<b Ax<b
(P):{ Ax=b <~ (P):{ -Ax<-b
Tex =z (maxz) cTx =z (maxz)
Alors on a
x=0
A b
X<
(P):4| -A -b

c'x =2z (maxz)

avec,si A€ My,.n,(R), be My, 1(R) . Alorsona

2 sn l 2 ,1 I]E

Il'yadonc 2m variables duales, séparons les en deux blocs.

Correspondant aux m premieéres contraintes (y’) et aux m dernieres (y”):

y=0,y"=0
/ I
ool t e V=0, 7=
A / A= T
(P*) 4 - —(pr): TR
b ' T-y"b=w (min w)
(J//T, ynT)( b)_w (min w) y y
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etiln'ya plus qu'a poser y =y’ —y" par construction aucune variable n’est astreinte .

VER
() yTA= T

yI.b=w (min w).

Théoréme 4.1.1. Soit (P) un programme linéaire, et (P*) son dual . Alors (P*)* = (P).
» compte tenu de la définition 5.1.3, il suffit de prouver le résultat pour un probleme cano-
nique de type max, (C) . Or (C*) est du type " fourniture " F .

(GRS = (C*) = (F) : 4

¢'.x=2z (max z2)

x=0 x=0
ADHT x< HT Ax< b
= (C*)* = (F*) 5 = (C*)* 11
cl.x=z (max z) clx=z (max z)

Ce résultat est la justification du mot dualité : (P) et (P*) jouent des roles symétriques,

chacun étant le dual de l'autre.

Théoréemes de la dualité.

Etant donné un probléme de (PL ) primal .

(P) <

cl.x=z (max z)

et sondual : (P*):

Théoréme 4.1.2. ( Théoreme faible de le dualité ). [5]
Si x et y sontdeux solutions réalisables du probléeme primal et du probleme dual respec-

tivement. Alors cTx< by .
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Preuve. On a x est solution réalisable pour le probleme primal(P) donc A.x < b apres
multiplication de cette équation par y’ =0, on obtient y” . A.x< yT .b.

Comme y est un solution réalisable du probléme dual (P*) donc y7.A> ¢ et en multi-
pliant cette derniere équation par x(x = 0), on obtient yT Ax= el x.

D’on

T

clx<syl Ax<yl b= T

x<yl.b.
On notera le role essentiel de x>0 et y =0 dans cette démonstration .

Corollaire 4.1.1. Si les problémes (P) et (P*) admettent des solutions optimales : X ety

respectivement , elles vérifient ¢’ X < 31 .b.

Preuve. x et y sont en particulier réalisable, elles vérifient donc I'inégalité .
[
Exemple 1. Soit le probléme (PL) suivent (P) etle duale de (P)

x=0
X1+x<1

(P) < —3x1+x2<-3

3x1 + Xx» =z (max z)

y=0
y1—3y223
(P™):% nt+y2=1

y1—3y2 = w (min w).

T x=3.

OnaQ={A(1,0)} (fig5) etona cl.x=3x1+x, =>x=A = ¢
Alors maxz=3.
et on a les points extrémals du Q', {A'(3;0)} (fig6).

Alors on a
yI.b=y,-3y,donc y=A' = y'.b=3, alors minw=3
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N P N
" . N
~ s N
. N
. N
. N
P N
. N
.
Q-
N
0 RN
. N
N
.

Fig 5 Fig 6

1 1
ouona: ¢'.x=(3,1) 0 =3et ?T.b =(3,0) =3,alors c¢cl.x= 7T.b.
Il'y a donc égalité a 'optimum.

Exemple 2.

x=0
X1+2X2+x3<5
(P):{ xp+x3=2

X1 +4x) + %xg =z (max z).

y120,y2€|R

n=zl
(P*);{ 2y1+y224
J’1+J’22%

5y1+2y, =w (min w).
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Sion pose x3=2— X, alorscomme x3=0 ona x» <2 donc on obtient

X1, X2=0 X1, X2=0
X <2 Xy<2
(P):{ x1+2x2+2—x <5 — (P):{x1+x2<3
5 3
x1+4x2+§(2—x2):z (max z) x1+gx2+5:z (max z)
A(0;2) B
15 U(1:2)
Fig 7 Fig 8

La résolution graphique est aisée. comparons le valeurs de z et w.

Point (x1,x2) | 2= c¢'.x
0(0,0) 5 Point (y1,y2) | w= y'.b
A(0,2) 8 U(,2) 9
B(1,2) 9 V(1.5,1) 9.5
C(3,0) 8

On vérifie d’abord, pour tout les couples de sommets, I'inégalité fondamentale

(¢’.x < yT.b). Mais on observe également que, de nouveau, (¢’.x = y'.b=9).

Corollaire 4.1.2. . [6]

Si les problemes (P) et (P*) possédent des solutions réalisables x° et y° (respectivement )
et vérifiant de plus, ¢cT.x° = y°T.b. Alors x° est solution optimale de (P) et y° solution
optimale de (P*)
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Preuve. On a pour tout x réalisable de (P), et pour tout y réalisable de (P*)

c’.x < yT.b,alorssi y=3° ona

T

cTx<y'Th = T

T

x< clx® (car cT.x"= y° T p).

T 0

Donc pour tout x réalisable de (P): c¢’.x< Tc.x% alors x° est optimale de (P). Dé-
monstration identique concernant ° .

4.2 Introduction a la programmation non linéaire

Considérons le probleme de programmation non linéaire :

trouver u tel que

ueU={veR": ¢;(1)<0,1<i<m}
P - inf J(v) ’
ou J et ¢; , 1<i<m desfonctions définies sur un ensemble ouvert de R , dans R.
Et considérons le fonction L tel que: L(v;u) = J(v)+ g Lipi(v) pour veR" et ueRY.
Appelée le Lagrangien associé au probleme (P), eton Illi(l)ntre que, si u désigne la solution
du probleme (P) , il existe dans certains cas un élément A € R} vérifiant

L(u,A) = inf L(y,A) = sup inf L(v, )
veR”" peRZ’UeRn

soit encore L(u,A) = sup L(uy, ) avec u, estsolution du probléeme sont contraintes :
peRY!

p u € R y l:z u y u = iIlf L U, /,l« .
( ‘[) 7] ( o ) UeR ( )

L(u,A) = sup L(u,u) = inf sup L(v,u)
peRr? VER” e

les points (u, 1) apparaissant ainsi comme des points-selles du Lagrangien L. Dans cette
direction, une relation entre I’ensemble des solutions du probléeme (P) et’ensemble des
premiers arguments des points-selles du Lagrangien L.

ATlaide de la fonction :

G: peR” — G = inf L(v;p).
veR”
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On appelle probleme dual du probleme primal (P): trouver A tel que

(Q) : LeRY; G(A) = sup G(p)
peRY!

» Tout les espace vectoriels considérés sont réels.

4.2.1 Lemme de Farkas- Minkowski

Théoreme 4.2.1. ( Lemme de Farkas- Minkowski )
Soient a;:i €l ,ou I estun ensemble fini d'indices, et b des éléments d’'un espace de

Hilbert V , de produit scalaire <.,.) . Alors l'inclusion
{fweV :(a;,w)y=0,ielic{weV : (bw)=0}
est satisfaite si et seulement si (<)
dA;=0,i€l, tel que b= Z/Iiai.
iel

Preuve. La condition est évidemment suffisante. Sa nécessité est établie en trois étapes :
(i) Lensemble
:{Z/liaiEV ;i =0, iEI}
iel
est un cone de sommet l'origine, convexe, fermé dans V . La convexité résulte de I'égalité :
0) Aiai+(1—0)) pia; =) (04;+(1—-0)u)a;.
iel iel iel

Supposons les vecteurs a;,i € I , linéairement indépendants. Toute suite (vi)i=o de
points vy = Z /1k a; de C est en particulier une suite de points du sous-espace vectoriel
U de dlmensmn finie, donc fermé, engendré par les vecteurs a; . Si elle converge dansV,

elle converge donc dans U , et comme la convergence dans U équivaut a la convergence

des composantes, on déduit que

11m vk_Z{hm Ma;ec |car :A¥20= lim AF>0

—00 l(—:I k—oo

ce qui montre que I'ensemble C est fermé.

Si a;, 1 € I sont linéairement dépendants, alors Ju;,i €I, telsque ) p;a; =0 et
iel
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J={iel, u;<0}#¢@ ,alors v=) A;a; € C peutaussis’écrire v=7) (1;+tu;)a;eC
iel i€l
ou t= min{—l—’:} >0 .
ie] Hi
Les nombres (A;+tu;) =0, i € I , mais!'un d’eux au moins est nul : on a donc démontré
I'égalité :
C=U3{v= ) Aiai, A;=0,ie(-{j}
jel ie(I-{j}
Et il suffit de recommencer ce raisonnement jusqu’a ce que le cone C soit écrit comme
une réunion finie de cones associés a des vecteurs a; linéairement indépendants, donc
fermés d’apres la premieére partie du raisonnement.on obtient C est fermé .
(ii) Soit C une partie convexe fermée non vide d'un espace de Hilbert V ,et be V avec

b ¢ C . Alors on peut trouver, des vecteurs u € V et des nombres réels a tels que

(vu)>a
:YvecC.
(byu) <«

D’apres le théoreme de projection, 3c € C et un seul tel que

Fig9

Ib—clly=inf|b—vly >0
veC

(v—c,c—b)=0,YVveC
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etona {(c—-b,c—b)>0= {(c,c—b)>(b,c—D)
donc (v,c—b)={c,c—Db) > {(b,c—Db) .
Il suffit de choisi u = (c—b) etn'importe quel nombre a vérifiant (c,c—b) >a > (b,c—b) .
(iii) Sile point b n'appartient pas a I'’ensemble
C:{U:Z/liai, ﬂiEO, i€l
iel

Alors, dueV : (a;,u)=0,iel et (b,u)<0.

D’apres I'étape (i) ,'ensemble C est une partie convexe fermée non vide de V . Si
donc b¢ C ,d’apresl'étape (ii) ,il existe un vecteur u € V etun nombre réel a tels que

(v;u)>a

, YveC.
(b;u) < «a

Comme C estun cone de sommet 0 . 0€ C= a <0 , et par suit
a
(v, u)>z,‘v’ﬂt>0z(v,u>20, VYveC(car :veC=>AveC, VA>0).

On a donc établique (a;, u)=0, i€l (puisque a;€C ),et (b, uy<a<0 .

Ce qui donne la contradiction car, Vu eV , si <aj;u>je;= 0 =< b,u >= 0. ce qui
démontre I'assertion .

(<) Si b= Z)Liai,ﬂtizo .Soit ue{weV:{(a;,wy=0, i€l} .Alors {a;,uy=0,iel .
Comme A; ;01: (A;a;,uy=0,iel ,donc (Z Aia;,u)y =<{(b,uy=0 .

Alors ue{weV, (b,w) =0}, donc !

fweV . (a;,w),ielic{weV, (bw) =0}

4.2.2 Lesrelations de Kuhn et Tucker

Soit V' un espace vectoriel normé et U une partie non videde V.
En tout point u € U ,le cone C(u) des directions admissibles est la réunion de {o} et
de I'ensemble des vecteurs w € V pour lesquels il existe (au moins) une suite de points
(ur) k=0 telle que
ureUetur#u:VYk>0, klim U =1u

—00

i MU w
Um =t = g W#0.
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La derniere condition s’écrivant de facon équivalente

w .
up=u+lugp— ull— + |l ug — ul|dg, lim 6 =0; w #0.
wl k—o0

Il est clair que I'ensemble C(u) est un cone, non nécessairement convexe.
Si une telle courbe y est représentée par une application ¢ — u(f) avec u(0) = u,

dérivable en 0 etsi u'(0) #0 on peut en effet écrire
U —u=tru' (0) + treg; lim e =0 avec : ur = u(ty), ty >0: lim £ =0,
k—oo k—o0

de sorte que

lim &% _ LA .

k—oo lug —ull |l (0)|l
Théoreme 4.2.2. Soit U une partie quelconque non vide d’'un espace vectoriel normé V .
(1) En tout point ue U , le cone C(u) des directions admissibles est fermé.
(2) Soit J: Q2 cV — R une fonction définie sur un ouvert Q c U. Si la fonction ] admet
en un point u € U un minimum relatif par rapport a l'ensemble U, et si elle est dérivable
en u ,alors

Jww—-u)=0, Vve{u+Cu).

Preuve.

(1) Soit (wp)n=0< C(u) et wy —n—100o W vers wev.

Si w=0 ona 0€C(u) stop.sinon,

on supposer que w # 0 et donc supposer w, #0 pour tout n . Par définition, Vne N:
(u) k=0 tel que

I’L:u

uZeUetuZ;éu :Vk>0, lim up
k—o0

n

Uy

=u+u”—ull. 2+ || —ul.67, lim 6%=0
k T, | k » om0

Soit (£,)n=0 une suite de nombres €, >0 telle que nliIP e, =0 .Alors il existe un entier
—+00
k(n) tel que

Ny~ ull S €n, 187, < En.

(n) |

Considérons alors la suite (u .On a d'une part

n

n n : n —
Ui € U, Uk(n) ZuUu,Vvn=0. nlieruk(n) =u
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et’on peut écrire , d’autre part

w w
n _ n _ T n _n__
et = 1+ Wiy = 4 Wt = 20 + G =t
Comme lim 2 =_%_ Jassertion est démontrée. (w € C(u)) donc C(u) fermé.
N—> 400 Tw,ll ~ Twll

(2) Soit w = (v—u) un vecteur non nul du cone C(u) , et soit (ug)x une suite de points
de U —{u} telle que

Iim up=1u
k—+o00
Ug— U= ” Ui — u” ||LU|| + ” Ui — u” 6/(: ’ lim 5/(? 0

k—+o0

Jw) < J(up), Vi

Comme J dérivable on a

0= () = /a0 = J/(0) g = 1)+ (s = we = ' () i = ) + g =l E e

o B _ w
=J () (ur —uw) + lug — ull(—— +6r)ex
lwll

=J (W (ug—uw) +llug —ullel, ; lim &, =0,
k k—+o0o k

ona
g — ull
0<J'(w)(lug—ull. m+lluk ull.5x)+llug—ule, = W(]’(u)LU+IIWIIJ’(u)5k+IIwII &)
lug—ul .
= y l :0
121 V'@w-+ng), lm 7y
Alors

llux — ull
lwll

Il en résulte que le nombre J'(u).w=0. m

J' (ww+n) =0 (avec khT Nk =0).

Nous considérons les ensembles U particuliers, de la forme
U={reQ: ¢;(v)<0,1<i<smj
avec Q estun ouvertde V ,et considérons!’ensemble d’indices
Iw={1<ism, p;(u)=0}

et
C*w={weV, ¢, (ww<=<0, icI(w)
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Définition 4.2.1. On dit que les contraintes sont qualifiées en un point ue U si
» ou bien toutes les fonctions ¢;, i€ I(u) sont affines.
* ou bien il existe un vecteur we'V tel que

P uw<0 _
pour tout i€ I(u)
@,(w)w <0 si@;n'est pasaffine

Théoreme 4.2.3. Soit u un point de l'ensemble
U={veQ, ¢;(1)=<0,1<si=m},

et les fonctions ¢;: Q< V — R, i € I(u) sontdérivables. Alors :

(1) Le cone des directions admissibles en ce point vérifie toujours l'inclusion C(u) < C* (u)
(2) Si les contraintes sont qualifiées en u et si les fonctions ¢;;i ¢ I(u) sontcontinuesen u,
on a l'égalité C(u) = C*(u)

Preuve.

(1) Ona ¢;(r)<0:YveU etona ¢;(u)=0:i€cI(u), alors

chaque fonction ¢;:i€ I(u) admeten © un maximum relatif par rapport a 'ensemble
U, Une application du théoréme (5.3.2) montre alors que :

P;(ww<0,VweCu), icl(u)=VYweCw eticl(uona ¢;(ww=<0.

Alors C(u) < C*(u) .

(2) Supposons d’abord toutes les fonctions ¢;; i € I(u) affines.

Etant donné un vecteur w non nul de C*(u), considérons la suite (uy) définie par
Up=u+erw ou g>0et klim e =0.

—+00

Alors up—u=¢€rw #0 pour tout k=0 et klim ur = u par ailleurs
—+00

0>¢i(u) = klim wi(uy) pour i ¢ I(u) (par continuité)
—+00

@i(up) = @i (ur) — @i (W) = @i (W) (U — u) = ex@;(Ww <0, pour i€ I(u).

Ce qui montre que les points u; sont dans 'ensemble U pour k suffisamment grand.

Comme enfin :
Ur—u

luk —ull lwl

pour tout k.
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On a bien démontré que w e C(u) .
Passons au cas général : il existe un vecteur w # 0 tel que

P (Ww=<0 _

pour tout i€ I(u) .

@ (Ww<0 si@;n'est pasaffine
Etant donné un vecteur w non nul de C*(u) . Soit un nombre § > 0 tel que le vecteur
(w+6w) soitnon nul . Considérons la suite (uy) définie par
Up=u+er(w+ow), €, >0, lim ¢, =0.

k—+o0

Alors up—u=¢ex(w+0ow)#0 pour tout k et klim Uy = u . Par ailleurs
—+00

0>¢pi(u) = klim @i(ur), pouri¢I(u) (par continuité)
—+00

@i(ur) = @) (u — u) = @ (Wer(w +6w) = e (@;(Ww + 8¢ (Ww) <0,

pour i€ I(u) et ¢; affine.

@i(ug) = ;W) (U —u) + 8 lim 5 =0 (@;(u) =0)

k—+00

@i(ug) = e (@ (Ww+ 09" (WW + ay), klim ar=0etdonc
—+00
@i(ug) < e (0@’ (Ww+ay), pour i€ I(u) et ¢; non affine

(car ¢i(w)w <0 we C*(u)). Ce qui montre que les points uy € U pour k suffisam-
ment grand (ce qui explique I'inégalité stricte (p;(u)w < 0 d’une part, et I'introduction
des vecteurs (w +6w) d’autre part). Comme

Up— U w+ow

= — pour tout k.
lug—ull  llw+owl

On a montré que (w +d0w) € C(u) pour tout nombre § > 0, suffisamment petit. La suite

(w,) définie par w, = w+¢e,w avec nlir+n €, =0, est une suite de points de C(u) (pour
—T00

n assez grand). Comme '’ensemble C(u) est fermé ( théoréeme 5.3.2 ). On conclut que

nEIP w, =w e C(u) .Alors C*(u) < C(u) on par suite C*(u) = C(u). m

Exemple 4.2.1. Soit V =R" et toutes les fonctions ¢; sont affines, 'ensemble U se pré-
sentant alors sous la forme :

n
U:{I/ERn, Zc,-jvjsdi, l1<sism}={veR", c.vsd}
j=1
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ot ¢ =(cjj) € My;n(R) est une matrice donnée et d € R™ un vecteur donné, le cone des
directions admissibles en un point ue U est l'ensemble

C*(u)=C(w) :C(u):{weR”, Y cijw; <0, iEI(u)}.
j=1

e Revenant a la situation générale, nous obtenons un des résultats les plus importants de

U+cCU)

Fig 10

loptimisation.

Théoreme 4.2.4. (Condition nécessaire de minimum en programmation non linéaire).
Soit 9;: Q< V —R,1<i<m avec Q) est un ouvert d'un espace de Hilbert V et
U={veQ, o;w)<0,1<sism}et I(u)={1<sis<m, ¢;(u)=0;.

On suppose les fonctions ¢;,i € [(u) dérivablesen u , et @;,i ¢ I(u) continuesen u.
Enfin, on se donne une fonction ] :Q <V — R dérivableen u.

Si J admeten u un minimum relatif par rapport a l'ensemble U , et si les contraintes sont
qualifiées au point u , alors il existe des nombres A;(u), i € I(u) tels que

J@+ Y Aiweiw)=0 et A;(w)=0; iel(w.
iel(u)

Preuve.
D’apres le théoréme.5.3.2,

J'(ww=0 pour tout weC(u).
D’apreés le théoréeme .5.3.3,

Cw={weV: ¢ (ww=<0, icl(u}.
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Désignant par (< .,.>) le produit scalaire de 'espace V et par 7 l'isométrie canonique de
V sur V', nous sommes donc dans la situation suivante :

{weV, (—tei(w),w) =0, ic Iw}c{weV, (t] (w),w) =0}

car

weV, (-t@;(w),wyz0, iel(u)=weV, ¢;(ww=<0,icl(u)
= weC(u), alors J'(w)w=0
= weVet(t] (w;w) =0,

c’est-a-dire exactement les conditions d’application du lemme de Farkas-Minkowski
(théoreme .5.3.1) : on obtient

W) =0, ieI(w) rel que T]' (W)= Y Ai(w) (-1} W)
i€I(u)

=1/ (Ww+1 ) Aiwe(w)=0
iel(u)

=J W+ Y Liwe;(w)=0...(%).

iel(u)
Alors les relations (x), s’appllent les relations de Kuhn et Tucker
e Sionposer A;(u) =0, Vi ¢ I(u). Donc

I+ ¥ 2] =0

Ai(u)=0,1<i<m, % Ai(w)pi(u) =0.
i=1

1

On appelle le vecteur A(u) = (1;(w)) € RY" un multiplicateur de Lagrange généralisé, asso-
cié au minimum relatif u. m

Remarque 4.2.1. Si I(u) = @, alors la relation de Kuhn et Tucker se réduisent a J'(u) = 0.

Définition 4.2.2. On dit que des contraintes convexes ¢;: Q< V — R, 1 <i<m sont
qualifiées si :
* ou bien toutes les fonctions ¢;, 1 <i < m sont affines, et 'ensemble (convexe si Q) est

convexe)

U={veQ, ¢;(v)<0,1<i<m}
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est non vide,
e ou bien il existe un point v e Q tel que

pi0) <0
@i(V) <0 si@; n'est pas affine

Théoréme 4.2.5. (Conditions nécessaires et suffisantes de minimum en programmation
convexe). Soit J: Q< V — R une fonction définie sur un ouvert convexe Q d'un espace
de Hilbert V , et

U={veQ:9;(1)<0,1<i<m}

une partie de (), les contraintes ¢;: Q< V — R, 1 <i<m étant supposées convexes.
Soit ue U un point en lequel les fonctions ¢;, 1 <i<m et ] sontdérivables.
(1) Sila fonction ] admet en u un minimum relatif par rapport a l'ensemble U et si les
contraintes sont qualifiées, alors il existe des nombres A;(u), 1 <i<m tels que les relations
de Kuhn et Tucker : .

J'(u) + El?ti(u)q)’i(u) =0

Ai(w)=0,1<i<m, § Ai(w)pi(u) =0
i=1

soient satisfaites.

(2) Réciproquement, sila fonction J: U — R est convexe et s'il existe des nombres A;, 1 <
i < m tels que les relations de Kuhn et Tucker soient satisfaites, alors la fonction ] admet
en u un minimum par rapport a l'ensemble U.

Preuve.

(1) 11 suffit naturellement de montrer que, si des contraintes convexes ¢; sont qualifiées
au sens ci-dessus, elles le sont aussi en tout point u € U au sens entendu antérieurement,
ce qui permet d’appliquer ensuite le (théoreme .5.3.4) ).

Or,si u#7v levecteur w=7v—u répond a la question, puisque
Piw=g;w+;w@V-w<p;), Yielw (p;w)=0,icl(w).

Les fonctions ¢; étant convexes:si u=7v 'ensemble I(u) ne peut contenir que des
indices i pourlesquels les fonctions ¢; correspondantes sont affines, et le vecteur w =0
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répond a la question.
(2) Soit ve U (convexe). Alors

m

Jw) <Jw) =Y Aigi(v) (A; =0, ¢;(v)<0)
i=1

=Jw) - Y Ailpiw)—@iw) A;=0sii¢l(w), p;(w)=0,icl(w)
i€l (w

< J(u) - Z ﬂti.(p’i(u)(v—u) (p; convexe)
iel(u)

<Jw+@-w(- Y Ai.@iw)

iel(u)

<Jw+J(w(w—u) (Kuhnet Tucker)

< J(w) (Jconvexe).

4.2.3 Lagrangien et points -selles

Soient V et M deux ensembles quelconques et
L:VxM—R

une fonction. On dit qu'un point (u,A) € V x M est un point - selle de la fonction L sile
point # un minimum pour la fonction L(.,A):veV — L(y,A) €eR etsile point 1 est
un maximum pour la fonction L(u,.):pue M — L(u,u) €R , autrement dit, si

sup L(u, ) = L(u, A) = inf L(v, A).

peM veV
Remarques
1) On notera que la définition fait intervenir de facon essentielle ( mais évidemment arbi-
traire ) 'ordre dans lequel les deux variables interviennent.
2) Dansl'usage que nous ferons de cette notion, les variables pe€ M décrivent un espace
de " multiplicateurs de Lagrange généralisés.
¢ On atendance a se représenter un point-selle comme " col ", c’est-a-dire un point d'une

surface ayant la forme d'une selle.
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Théoréeme 4.2.6. Si (u,A) est un point-selle d'une fonction L:V x M — R, alors :

sup me(v, W =L(u,A) = 1nf sup L(v, ).
peM VeV VueM

Preuve. Montrons d’abord que :

sup 1nfL(v W < 1nf f sup L(v, ),
peM VeV ViueM

étant donné des éléments quelconque v e V et ue€ M on a surement

1nfL(v,u) < L(v,p) <sup L(v, ).
ueEM

(onn’exclut par les valeur —oo pour inf{.} et +oco pour sup{.} ). Comme in‘le(v,m est
ve

fonction de la seul variable e M , et comme sup L(v, 1) est fonction de la seul variable

HeEM
veV ,alors 'inégalité suivant :
sup inf L(v,p) < 1nf sup L(v, 1) (4.5)
peM VeV VieM

e pour établir notre I'inégalité, exprimons que (u,1) est un point-selle, on écrit

1r1f sup L(v,p) <sup L(u, 1) = L(u, A) = 1nf L(v,A) < sup 1nfL(1/, .
ViueM ueM peM VeV

Alors

1nf sup L(v, 1) < sup 1nf L(v, ) (4.6)
VieM peM VeV

De (4.5) et (4.6), on obtient donc

1nf f sup L(v,u) = L(u, 1) = sup 1nfL(v .
VieM peM VeV

Reprenons le probléme général de la programmation non linéaire, ol nous supposons les
diverses fonctions définies sur I'espace V' tout entier, dans le seul but d’alléger I'écriture :
étant donné des fonctions J: V —R et ¢;: V— R, 1<i<m, définies sur un espace
de Hilbert V , on définit '’ensemble

U={veV ,piw=<0,1<i<m}
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et il s’agit de trouver le, ol les éléments, u vérifiant

ueU: J(u) =inf J(v)
veU

c’est ce que nous appellerons dorénavant le probleme (P) .

Lintérét fondamental de la notion de point-selle est le suivant ( c’est ce que nous établis-
sons au prochain théoreme ) sous certaines conditions, toute solution u# du probléme
(P) est également premier argument d'un point-selle (u#,1) d'une fonction convenable
L:VxM-— R (lespace M étant donc a déterminer ), appelée le lagrangien associé
au probleme (P) considéré, et réciproquement, si (u#,1) est un point-selle de ce méme
lagrangien L alors u estsolution du probléme (P).

On appelle le second argument A d'un tel point-selle (u#,A) un multiplicateur de La-
grange généralise associé a la solution u du probleme (P) .

De facon plus précise, définissons le Lagrangien associé au probléme (P) ci-dessus comme
étant la fonction :

m
L:(v,weVxR™ — Lv,w=JW) + Y pip;i(v)
i=1
le " deuxiéme " espace M étant donc R’ .

Théoreme 4.2.7. (1) Si (u,A) € VxR est point-selle du Lagrangien L, le point u, qui
appartient a l'ensemble U , est solution du probleme (P).

(2 ) On suppose les fonctions ] et ¢;, 1 <i < m, convexes, dérivables en un point ue U,
et les contraintes qualifiées. Alors, si u est solution du probleme (P) , il existe au moins un
vecteur L€ R tel que le couple (u,A) € V xR" soit point-selle du Lagrangien L .

Preuve.
(1) Les inégalités L(u,u) < L(u,A):Vue R s'écrivent: L(u, u) — L(u, 1) < 0. Alors

m m m
J) + Y pipiw) = Jw) =Y Aigi(w) 0= (ui—A)@i(u) <0:Ypu=0
i=1 i=1 i=1
ce qui entraine ¢;(u) <0, 1 <i < m (faire tendre chaque u; vers +oo).

m m
Si u=0 onobtient )} —A;j¢;(u) <0 = Y} A;p;(u) =0 etcomme A; =20 et ¢;(u) <0
i=1

i=1 1=
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on obtient Z Ai@i(u) <0 ,onadonc déjamontré que uc U et Z Aipi(u) =0 , mais on
=1 i=1
ales 1negahtes L(u,A) <L(v,A):YveV ,on obtient donc

Jw) < J()+)_ Aigi(v):YveV
i=1

comme A; >0 ,et ¢;(u)<0 ,etsi veUcV ,donc

Jw) < JW)+ ) Aigi(w) = Jw) < J(v):YveU.

i=1
Alors comme J(u) < J(v):VYveU ,et ue U donc

J(u) = inf J(v)
veU

a par suite u estun solution de (P).

(2) On est exactement dans les conditions d’application du théoréme . 5.3 .5:

m
Si u estsolution du probleme (P), il existe un vecteur A € R telque Y. A;p;(u) =0 et
i=1

m
J'(w)+ ¥ A;¢’(u) =0 (relations de Kuhn et Tuckes ). La premiére égalité donne
i=1

L(u, ) = J(u) + Z,ul(pl(u) <J(u) =L, A): Yue R = L(u,A) = sup L(u,p),
i=1 HERT

(car u;=0 et @;(w)<0),
et la seconde égalité est une condition suffisante de minimum pour la fonction convexe

(somme de fonctions convexes)

LA :veV — JW)+ ) Aigi(v)
i=1

comme J convexe et la relations de Kuhn et Tuckes, on a

Jw-JWw) < w-v)J' W)= Jw-JW) < u-v)(=) Li¢’:(w)
i=1

= Jw) - J() < )_ i@ (w) (v —u)

i=1
eton a comme ¢; convexe pour tout i,ona

i) —i(v) <@ (W) (u-v) = @) —¢;V) < —@;(Ww-u
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= ¢ (W —uw <@;v)—p;Ww).
Alors . .
Jw) = JW) = ) Ligi(0) = ) Aiepi ()

i=1 i=1

m m
= JW)+ ) Aipiw) < J) + Y Aigi(v)

i=1 i=1
L(u,A) < L(v,A)

par suite L(u,A) < L(v,A) pour tout veV ,eton adonc établi que le point (u#;1) estun
point-selle du Lagrangien L.
* L'ensemble des solutions du probléeme (P) : trouver u tel que

ueU={veV:p;(v)<0:1<si=m}
p):
J(w) = inf J(v)
velU

coincide avec I’ensemble des premiers arguments des points-selles du Lagrangien

L:(nw eV xR — Lv,w) = JW) + Y wipi(v)
i=1

disons A, des seconds arguments de ces points-selles. le probleme (P) avec contraintes
serait remplacé par le probléme sans contraintes (P,) : trouver (u,) tel que:

(Py):uy e V:L(uy,A) = inf L(v, A).
veV
Comment trouver un tel élément A € R. Sil'on se rappelle que (théoréme . 5.3 .6)

L(uy, A) = inf L(v,A) = sup inf L(v, u)
veV peR™ vevV

on est naturellement conduit a chercher A comme solution du probleme (Q) : trouver A
tel que
AeRY :G(A) = sup G(p)
peRY!
ou l'application, G:R" — R est définie par

G:peRT—»G(u):gg‘f/L(v;p).

On appelle (Q) le probleme dual du probleme (P) qui, de ce point de vue, devient le
probleme primal. De la méme facon, on appelle p € R?" la variable duale, de la variable
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primale veUCV .

Le probleme dual apparait donc a nouveau comme un probleme d’optimisation avec contraintes,
mais les contraintes p; =0, 1 <i < m, sontaisément prises en compte puisqu’on connait
I'opérateur de projection associé, alors que les contraintes

@i(u) <0,1 <i<m,sonten général impossibles a prendre en compte numériquement.

Alors qu’au théoréme précédent, nous avions établi le lien existant entre le probleme pri-

mal (P) etun probleme primal-dual, qui faisait intervenir a la fois les variables primale et

duale, de recherche de point-selle, il nous reste a établir le lien existant entre les solutions

du probleme primai (P) et les solutions du probleme dual (Q), c’est’objet du résultat

qui suit. m

Théoreme 4.2.8. On suppose que les fonctions ¢;:V — R,1 < i < m, sont continues et
que, pour tout p€ R, le probleme (P,) : trouve uy, € V tel que

(P yerr = uy €V, Lluy, 1) = 31€1£L(v,y)

a une solution et une seule u, dépendant continiiment de p € R' . Alors, si A est une
solution quelconque du probléeme (Q) , la solution uy du probleme (P,) correspondant
est solution du probléme (P) .

Preuve. Soit A une solution quelconque du probleme (Q).Ona

A€ IRT, G(A) = L(uy,A) = inf L(v, A)
veV

et nous allons établir la relation

sup L(uy, ) = L(uy, A)
peRY!

Ces deux relations constituant précisément la définition d'un point-selle (u;,A) du La-
grangien L, on déduira du théoreme.5.3.7 que u, estsolution du probleme (P). Consi-
dérons deux points u et (u+¢) del’ensemble R, de composantes

Wi et (u;+&;), 1<i<m,lesinégalités

L(uy, 1) < L(uyye, p) et Lluyye, 10+ ¢) < L{uy, 1+ <)

s’écrivent encore :

Y Eipi ) <Gu+E -G < ) &ipiuy)
i=1

i=1
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car
G(pu+¢)—G(w) = inf L(v, u+ &) — inf L(v, ), (inf L(v, p) = L(uy, W)
veV veV veV
< L(uy, p+¢) — L(uy, 1)
mais

Lty o+ &) = Lty 1) = J(up) + Y (i +ED @i () = J () = D pipi(u) = D &Eipi(uy).
i=1 i=1 i=1

Alors on obtient

Gu+8 -G = Y &ipi(uy) (4.7)
i=1

Respectivement on a

L(uy, 1) < L(uye, ) = G(W) < L(uy+e; 1.

Alors
—L(uyre, 1) = -G

par suite

Llttrg f+8) = Lt f) S G+ ) = G(), - (Glu+8) = inf L, p+8) = Llttgeg, 1+ )

etona

Lty p+ &) = Llttyre, 1) = JUpad) + Y (i +ED @i (Uyad) = T(Uprd) = D i i (Uysg)
i=1 i=1

=Y &ii(uusg) .
i=1

Alors on obtient

Y i) < Glu+8) — G(u) (4.8)
i=1

De (4.7) et (4.8) on obtient donc
m m
Y Eipiluyrd) <Gu+E -G < Y &ipiuy)
i=1 i=1

il existe 0 € [0,1] tel que

Gu+&) -G =0-0))_ &piu)+0) &ipi(tyse)
i=1 i=1
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m m
=) Eipiu) +0)_ &i(@i(uyss) — @iuy)).
i=1 i=1

=
Les fonctions peRY — u, €V, et ¢;: V — R, étant continues par hypothese , on peut

écrire, en tout point u € R

m
0 Eili(upse) — i) = 0E(@(Upre) — puy)
i=1

1

=<6 ”g—” p(upre) — o(uy)

=<l e(§) avec €(&) =0 il p(uyre) — o(uy)).

ISl
Alors "
Gu+&) -G =Y &ipi(uy) +IEll.e) avec ynge(é) =0.
i=1 -
(Il : norme vectorielle quelconque sur R™ ), ce qui établit la dérivabilité de la fonc-

tion G:R™ — R, d'une part, et qui, d’autre part, donne I'expression de la dérivée , on a
en effet

Gu+8) -G =EG (W) + 1€M@ = E.G (W) = )_&ipiluy) : VEER™.
i=1

Puisque la fonction G admet un maximum au point A de 'ensemble convexe R’* alors

ona:
GMu-2A)<0: VueR”
soit encore :
m m m
Y Wi—A)@iu) 0= pipi(uy) <Y Aigi(uy) : YueRy
i=1 i=1 i=1
par suite :

L(up, ) = J(up) + ) pipi(up) < J(wp) + Y Aii(up) = L(up, A) = VpeRY
i=1 i=1

ce qui est précisément la deuxieme inégalité caractérisant un point-selle.
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Théoréme 4.2.9. [7]
On suppose que le probleme (P) a au moins une solution u , que les fonctions
Jet@;, 1<i<m, sontconvexes, dérivables en u, et enfin que les contraintes sont quali-

fiées. Alors le probleme (Q) a au moins une solution.

Preuve. D’apres le théoreme (5.3.7), il existe (au moins) un vecteur A € R". tel que le

couple (u,A) soit un point-selle du Lagrangien L.et Le théoreme (5.3.6) entraine alors.

L(u,A) = inf L(v,A) = sup inf L(v, )
veV peR™ veV

ce qui peut encore s’écrire :

G(A) = sup G(u).
peRY!

Remarque 4.2.2. Si (u,A) est un point-selle du Lagrangien L sur V xR, il est clair
d’apres le théoreme. 5.3.6 que A est solution du probleme (Q) par définition de ce dernier,
réciproquement, avec les hypotheses du théoreme précédent, si A est solution de (Q), le
couple (uy, L) est point-selle du Lagrangien L : il y a donc coincidence de l'ensemble des so-
lutions du probleme dual (Q) avec celui des seconds arguments A des points-selles (uy, )

du Lagrangien L .
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Notre contribution est dans la suite :

4.3 Points selles d’'une forme quadratique

Considérons le probleme suivant :

p n
fO= Y (xi+fix)+ X (@ixi+Bix) =) +y(x)
(P): lzlﬁi<0 l:p+1ﬁi>0

Q= {xeR}, Ax<b}, maxf(x) , b=(b)]" eR".
x€Q) -

Notations et rappels :
max f (x) = f(x).
xeQ)

Soit a un vecteur de R”
[al={xeR", x=Aa: 1eR}.

[a] est le sous-espace vectoriel de R” engendré par a(a # 0) c’est le plus petit sous-
espace vectoriel contenant a il est fermé, d’apres le théoréme de Riesz, R" = [a] @ [a]* .
Algorithme de recherche de x : On a deux possibilités
(i) x est un sommet de (2, Dans ce cas on a un algorithme de recherche de X, [3]

(ii) Si x n’est pas un sommetde Q ,

2pi

- . . . — [
on sait que X est un point frontiere de Q, ( sinon X = ( l) )
i

Alors il existe un hyperplan ax = b contentent x
(aj1x1 + GppXxo + ... + ainxy,=b;) (ax=D>b).

Dans le cas ou f'(X) € [a], on peut determiner la valeur de X

f'(x) € [al = f'(X) = k.a avec k€ R (nombre réel). Cette equation s’ecrit :
(a; +2Bix;)i =k.a

avec

a=(aj,aj, ... ,Ain) = (ay, ag, ......... , ay)

= a;+20ix;=k.a; ,i=1,2,..n
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Xi

Ny :>E:x*+k.( ai ) ( si on pose x*:(_ai) )
i i

"2 20; 2; 2i

— On ala transformation suivante

K—2k =% =x"+k.

a) aj;xy+apxs+...... +a1nx,=b; "contenantx" ax=b; < ax* + ka(g—;i"_)‘ = b
)1

— valeurdek
b) Calcule de}:x*.kk(g_g)'
L)
c) SixeQ

d) Stop x =x lasolution optimale du probleme (P)

e) SiAx>b,onpasse 4 i=2...m

Remarque importante. On a les deux possibilités suivantes :
(x) X estunsommet.
(x%) X n’est pas un sommet et soit I'hyperplan contenant x: ax=>=.

On veut chercher k tel que X=x*+k (%) .
i)

a; _
l) ,alors X = Pq/(x*).
i

P
Montrons que si  f(x)= Y aixi+,6ixl?:<p(x) ,etsi%;é(
i

i=18;<0
Sans restreindre la généralisation, on peut supposer que f; =-1, Vi.

X=x*—k(a;);=ax=b et ax=b=ax*—ka(a;);=ax*-klal?>.

D’ou
. b-ax* ax*-b
| all® | all
Alors N
_ 4 ax’-=b
X=X —— =5
lall

Théoreme 4.3.1. Si B; #0,Vi=1..n
Alors il existe un convexe formé et borné Q' de R" , tel que

Fx)=¢(y)
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avec

p n
PO =Y @yi—yD)+ Y (@yi+y)), Pi==1

i=1 i=p+1

pour tout ye Q' .

Preuve.

pose Q' ={y=)i€eR" : yi=+/IBil.xi ; x=(x;)); €Q}

le transformé Q' de Q devient

P a; 2 n a; 2
f@=o= Y vi—yil+ > Vi+Y;

i=1;8:<0 \ vV —Bi i=p+1;B:>0 \ V/ Bi
N4 Yp Yn
a + e +a1p———+a + e +a <b
11 \/—_ﬁl 1p \/% 1p+1 \/ﬂ 1n \/E 1
Ax < b+
N IYp+1 Vn
Anl——==~+ cereeuee. +a +a + e +a <b
nl \/—_ﬁl np \/— np+l = /— \/m nn \/,B_n n
onpose: d; = -2 donc on obtient Ay <b=y=y* + k(@,;) ot
V1Bil
. —au —dip Aip+l a1
= —,.....
\/ \/ﬁp+l
Sans restreindre la généralisation , on peut écrire f sous la forme :
C 2 < 2
FO =) (aixi—x)+ Y (aixi+x3).
i=1 i:p+l
(Il suffit de poser y; =/IBilx; ,ici on suppose que f; #0 ).
Considéreons le cas oi1 X n’est pas un sommet de Q .
Soit E:x*+k(%)_ keR .
i)i
On pose
={xeR} : anxi+....+apxp=bret x; =0 : Vi=p+1,...,n}
Qo ={x€R} : aipr1Xps1+ .t Qipxp=bpet x;=0: Vi=1,...., p}
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avec b=Dby + by et x* = (X[, X5 ,.cc., X}
On pose
—%
X = (X505 ,x;,O, ..... ,0) et x* =(0,..... ,O,x;+1,x;‘+2, ...... XN
—%
x*=X"+X*, ap=(ai, ..., a1p,0.....,0) et ay = 0....,0, a1 p11, ..., A1)
*\ *_%E*—bl
le(E )_E ||aw||2 a‘ﬂ
—
—%
—%y _ —k _ ayX —by
P, (X7) = X7 = =g dy
* —%
apx*—>b ayx —Db
* —x * pL 1 —x v 2
pa, (X7) + po,(x7) = X" — 7 A+ X ——————ay
| ayll | @y |l
* —%
. GpX - ayX™ — by
=x" - 5y — >y
layl lay
Mais
N a; Pi=1 si i=p+1,.... N
X=x +k|—
Bi ) Bi=-1 si i=1,.... N7
donne
_ * ayg
ax=ax” +ka|—| aveca=(a,.... y A1)y eeeey A11)
i/
2o, L
— *
ax=ax” +k _Z“1i+ Z ay;
i=1 i=p+1
Lo, L,
_ *
—ax*-k) aj;+k ) aj
i=1 i=p+1
p n
=ax*+ax* -k at,+k Y aj;.
i=1 i=p+1
Alorsona

p n
ax=|ax*-kY ai,|+|ax"+k Y aj
i=1 i=p+1

14 _ n
Posonsalors ax* -k Y aj,=b; et ax*+k Y aj,=b, avec b=by+b,
i=1 i=p+1

bi—ax*  bi—ayx*
a2 a2
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* * * *
car ax”™ = (A1, ey Alpy-eeeey A1) (X] 5 e ,X7,0,....... ,0)=apx™ .

p p
Parsuite ax*—kY a? =a,x*—k Y a’. = ay,x* —klayl*=b; .
= Pt 1i p= o 1i Y= ¢

by —ayx _ _
De méme la maniere k= 1!/2 , ax*:awx*
@y |l
_ al a Aip+1 ay
x:x*+x*+k(—, ..... L P ,—")
- -1 -1 1 1
* —%
=x*+k(-ai, oo =1, 0,.c0c0. 0) + X+ k (0,00, 0, A1 15 evevey A1)
*
a —b1 _b2
=+ (-1)a, + X - ———(+Day
layll | ay I
* —%
[ Gpx - —w GyX —Db
=& Tz % Tz v
lapll lay

0 :{XERH tanx +...... +a1pxp:b1}

Qo ={x€R" : A1ps1Xps1+ e+ A1nXn = b2 }

apx* — by

—%
ayx —Db
. —xy _ =% v 1
PRE ap ; pa,xX7)=x"—————
@

lay 112

po, (&) =x* ay.
Alors
X = pa,(x) + pa, &)

Notons par: y =X, et X=X, donc a,y+ayx=">b

apy = by,
ayX = bs.
Six=0,onadonc b;=b.
Si y=0,onadonc bo=b.
Supposons qu’on sait Eu, .
max(x)

ApXp+AyX = Db.
Si x, n'est pasun sommet, Ayx+ AyX<b ,ona
. _
ApX™ — b+ ayxy

llay >

- _ox
Xp=2X

a(p.
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Car : Xpap+Xyay=b=Xpa,=b~-Xyay

_ . _
_ _b—awxu, — . GpX —b+ ayxy — kX —b+ayxy
lagll gl lapll lapll
ou
X(p—(xl, ........ ,yp,o ....... ,0),}1//—(0, ....... ,O,xP+1, ........ ,xn)
X=X+ Xy
. _
— _ x_ X -b ayxy
lagpll lapll
v *
7 = « AyXy _ GpX _ba
P d (% (7
lapll? llapll?
ok _ ok AyXy
Onpose X™ = x* —-——=a, .Alors
Tag|
*
— . Gpx"—D
X=X — ———>—0y.
llapll
Mais on a _
ayX
ak * vy 2 _ * -
apX™ = apx —Wlldq)” =ApX — Ay Xy
(%
* _ o ok =
ey QX =D+ ayXy _ apXx* —ayxyl - b+ ayxy
Po, (X7)=X"— ap =X — a
1 ” 2 (7 2 (Y
agll layl
~k a(pﬁ* -b —
=X - ———5—dy = Xg.
layll
D'ou X, =Pq, (x*).
Donc le vecteur X, = (X1;....... 7 Xp, 0, ,0) , est projection orthogonale du vecteur X* sur
Q.
]
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Conclusion

Les algorithmes de résolution des problemes d’optimisation quadratique sont tres
complexes et tres lourds a mettre en ceuvre pour les problemes de grande taille ou pour la
résolution en temps réel.

Des formes particulieres de ce probleme ont été étudiées pour réduire le temps du calcul.
L'une de ces cas est 'application des opérateurs pour la résolution d'un probleme d’opti-
misation quadratique [8].

En développant plusieurs exemples a I’aide de la méthode|[7] , nous avons montré la sim-
plicité des calculs et surtout la précision des résultats obtenus aprés un nombre d’itéra-
tions tres limité.

Nous avons explicité les condition d’'utilisation de cette méthode en démontrant I'exis-

tence des solutions et les techniques permettant de les calculés :
1. Décomposition de la fonction f en deux fonctions, ¢ et v,

2. Optimisation de la fonction concave ¢ . X estla projection orthogonale de x* sur

un nouveau convexe Q' ;
3. L'extrémum de la fonction convexe 1 est un sommet;

4. Si x estun sommet de Q, dans ce cas on a un algorithme de recherche de x [3],
etsi X n'est pas sommet de ) on sait que X est un point frontiére. Alors il existe
un hyperplan a.x = b contentent X donc si ¢'(x) € [a],on peut calculer Xx;

5. On a rappelé le cas linéaire, en particulier la méthode du simplexe, et le probleme
dual ainsi que le rajout d'une contrainte.

Notons qu'il est parfois difficile de trouver la projection sur un polyedre.
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