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Résumé
Le travail présenté dans ce mémoire porte sur les applications de la théorie des opérateurs.

En particulier sur la projection orthogonale, théorème de Riesz et les conditions de K.K.T.

Le but essentiel est la résolution d’un problème d’optimisation quadratique sous contraintes

linéaires, l’étude du problème dual, et la décomposition de la fonction-objectif.

Abstract
This work deals with the applications of the theory of operators. Particularly, the orthogo-

nal projection, theorem of Riesz and the conditions of K.K.T.

The essentiel goal is the resolution of the problem of quadratic optimization with linear

constraints, the study of dual problem, and the decomposition of the objective function.
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Introduction

La notion d’optimisation est la recherche des valeurs de variables qui maximisent ou

minimisent une fonction donnée, cet outil mathématique, une fois transposé au monde

de l’entreprise, permet d’obtenir un rendement idéal. Cependant l’optimisation reste un

sujet vaste de sorte qu’il est impossible de vraiment définir tous les domaines d’applica-

tion. Ainsi l’optimisation peut représenter une aide pour respecter certaines contraintes

du cahier des charges ou pour améliorer un produit ( durée de vie, fiabilité, coût de fabri-

cation ). Cependant, pour qu’on puisse trouver une solution d’un problème d’optimisa-

tion il faut :

1. Exprimer la fonction-objectif à optimiser.

2. Choisir les variables de décision.

3. Définir un espace admissible pour les variables de décision.

Si la fonction-objectif est quadratique et les contraintes sont linéaires, il s’agit d’un

problème de programmation quadratique.

(P ) :



x ≥ 0

Ax É b

................................

f (x) =
n∑

i=1
αi xi +

n∑
i=1

βi x2
i (max f )

où les αi et βi nombres réels quelconques. A est une matrice de dimension m ×n à

coefficients réels, et b un vecteur de Rm .

Lorsque la fonction à optimiser est non-linéaire, on a affaire à la programmation non-

linéaire. Il convient de distinguer les cas où toutes les fonctions qui interviennent dans la

fonction-objectif et dans les contraintes, sont différentiables ou pas.

Le cas particulier de la programmation non-linéaire avec contraintes linéaires est celui de
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Introduction

la programmation quadratique, sujet de notre travail. Cependant, un problème de pro-

grammation quadratique diffère d’un problème de programmation linéaire seulement

dans le fait que la fonction-objectif contient en plus les termes x2
j et x j xi ( j 6= i ). La pro-

grammation quadratique convexe est ainsi considérée comme une transition naturelle de

la programmation linéaire vers la programmation non-linéaire.

La linéarité des dérivées partielles de la fonction-objectif quadratiques convexe a permis

d’établir une théorie très élégante, importante par elle même. Les programmes quadra-

tiques peuvent apparaitre dans divers domaines :

— Régression : Trouver la meilleure approximation par moindres carrés dans le cas

où on sait à priori que certains paramètres satisfont des contraintes d’inégalités.

— Production : Maximisation des profits dans le cas de fonctions de production li-

néaires et de variation linéaire des coûts marginaux.

— Variance minimum : Résoudre un programme linéaire comportant des coeffi-

cients de coût variable avec espérances de coût données et variance minimum.

— Programmes convexes : Minimiser une fonction convexe quelconque sous des

contraintes linéaires.

Le sujet de ce mémoire a été consacré à l’optimisation des fonctions quadratiques quel-

conques sous contraintes linéaires, on s’intéresse à l’illustration de quelques méthodes.

Le contenu de ce mémoire est réparti en quatre chapitres :

Au premier et deuxième chapitres, nous avons rappelé brièvement les définitions de quelques

notions importantes, ainsi que quelques propriétés, comme la notion de convexité et le

calcul différentiel qui permettent d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité de la solu-

tion du problème d’optimisation. Nous envisageons particulièrement présenter les théo-

rèmes les plus utiles qui synthétisent les propriétés de minimisation ( ou maximisation )

d’une fonction convexe ( ou concave ).

Dans le troisième chapitre, on s’intéressera à l’optimisation de la fonction concave :

ϕ(x) =
n∑

i=1
αi xi +

n∑
i=1

βi x2
i avec βi < 0 , ∀i = 1...n .

Pour calculer l’optimum, on a utilisé la méthode présentée dans [6].

Dans le quatrième chapitre, on a étudié les points suivants :

− Problème dual d’un problème de programmation linéaire.

− Introduction à la programmation non-linéaire.

− Lemme de Farkas-Minkowski.
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− Relations de KKT.

− Les points-selles.

− Points-selles d’une forme quadratique.
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Chapitre 1

Calcul différentiel

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelque rappels sur le calcul différentiel, nous

allons nous intéresser plus particulièrement aux dérivées.

1.1 Applications continument différentiable

Dérivée suivant un vecteur

Proposition 1.1.1. Soit f une application d’un ouvert U ⊂Rn d ans R , si u ∈U et h est

un vecteur non nul de Rn , il existe un réel δ> 0 tel que pour tout t ∈]−δ,δ[ , u + th ∈U .

On peut donc définir l’application fh :]−δ,δ[−→R par

t −→ f (u + th).

Car f est définie sur U dans R.

Définition 1.1.1. ( Dérivée en un point suivant un vecteur )

Avec les hypothèses et les notations de la proposition (3.1.1),

on dit que f admet une dérivée au point u suivant le vecteur h si la fonction fh admet

une dérivée en 0, on la note

lim
t→0

f (u + th)− f (u)

t
= f ′

h(0) = Dh f (u).

Définition 1.1.2. ( Dérivées partielles )

Avec les hypothèses et les notations de la proposition (3.1.1), on dit que f admet une dérivée
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1.1. APPLICATIONS CONTINUMENT DIFFÉRENTIABLE CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

partielle au point u suivant la variable d’indice j , si elle admet une dérivée au point ua

suivant le vecteur e j , laquelle est notée par :

lim
t→0

f (u + te j )− f (a)

t
= De j f (u) = D j f (a) = f ′

e j
(0).

Définition 1.1.3. On dit que la fonctionnelle f définie sur un voisinage de u ∈ Rn est

dérivable ( ou différentiable ) en u au sens de Fréchet, s’il existe une forme linéaire d f (u)

continue sur Rn , qui vérifie :

∀h ∈Rn , f (u +h) = f (u)+d f (u).h +‖h‖ε(h),

où ε :Rn −→ R avec ε(h) −→ 0 quand ‖h‖ −→ 0.

L’opérateur linéaire d f (u) lui même s’appelle dérivée forte. d f (u) est un opérateur linéaire

continu.

Remarque 1.1.1.

1) D’après le théorème de représentation de Riesz, d f (u) est une forme linéaire sur Rn , donc

il existe P ∈Rn tel que

d f (u).h =< P,h > ∀h ∈Rn .

On appelle P le gradient de f en u et on note P =∇ f (u) . Alors on a

d f (u).h =∇ f (u).h.

2) Si de plus u −→ d f (u) est continue, alors on dit que f est de classe C 1.

Définition 1.1.4. On dit que la fonctionnelle f , définie sur un voisinage de u ∈ Rn est

dérivable ( ou différentiable ) au sens de Gâteaux en u, s’il existe P ∈Rn tel que

∀d ∈Rn lim
t→0

f (a + t .d)− f (a)

t
= 〈P,d〉 = D f (u,d).

On l’appelle différentielle de Gâteaux ou différentielle faible.

Remarque 1.1.2. [15].

Une fonction dérivable au sens de Fréchet l’est aussi au sens de Gâteaux, mais la réciproque

est fausse.
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1.1. APPLICATIONS CONTINUMENT DIFFÉRENTIABLE CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

Soit f un fonction dérivable au sens de Fréchet .Alors il existe une forme linéaire

d f (u) continue sur Rn , qui vérifie, ∀h ∈Rn , f (u+h) = f (u)+d f (u).h+‖h‖ε(h) . Donc

si t ∈R?, on a f (u + th)− f (u) = d f (u).th +‖th‖ε(th), avec ε(h) → 0

f (u + th)− f (u)

t
= d f (u).h +‖h‖ε(th).

Mais on a

lim
t→0+

‖h‖ε(th) = 0.

Par suite, on a

lim
t→0

f (u + th)− f (u)

t
= d f (u).h.

Alors f est dérivable au sens de Gâteaux .

Mais la réciproque est fausse

Exemple

Soit la fonction de deux variables

f (x1, x2) =


x3

1 .x2

x4
1+x2

2
si (x1, x2) 6= (0,0),

0 si (x1, x2) = (0,0).

Cette fonction est continue partout sur le plan car

lim
(x1,x2)→(0,0)

f (x1, x2) = lim
r→0

r 3cos3(θ).r si n(θ)

r 4cos4(θ)+ r 2si n2(θ)
= lim

r→0

r 4cos3(θ).si n(θ)

r 2(r 2cos4(θ)+ si n2(θ))

= lim
r→0

r 2cos3(θ).si n(θ)

r 2cos4(θ)+ si n2(θ)
= 0

et on a

lim
t→0

f (0+ th)− f (0)

t
= lim

t→0

t 4h3
1.h2

t (t 4h4
1 + t 2h2

2)
= lim

t→0

t 4h3
1.h2

t 3(t 2h4
1 +h2

2)
= lim

t→0

th3
1.h2

t 2h4
1 +h2

2

= 0 .

Néanmoins , cette différentielle n’est pas la partie principale de l’accroissement de la fonc-

tion f au point (0,0) .

En effet , si l’on pose h2 = h2
1 on obtient .

lim
‖h‖→0

f (h1;h2)− f (0;0)

‖h‖ = lim
h1→0

h5
1

2h4
1.

√
h2

1 +h4
1

= lim
h1→0

1

2.
√

1+h2
1

= 1

2
6= 0.

Car ( f (0+h)− f (0) = d f (0).h +O(‖h‖) ).
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1.2. FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

1.2 Formule des accroissements finis

Proposition 1.2.1. Soit O un ouvert de Rn , et le segment [x0, x] ⊂O

f : O ⊆Rn →R

ayant en tout point du segment [x0; x] une dérivée faible f ′ . Alors on a

| f (x)− f (x0)| ≤ sup
0≤θ≤1

| f ′(x0 +θ∆x)|.‖∆x‖ : (∆x = x −x0)

Preuve. Considérons la fonction g (t ) = ϕ( f (x0 + t∆x)) définie pour 0 ≤ t ≤ 1 où ϕ est

une fonction arbitraire de l’espace dual de R (ϕ ∈L (R)).

Cette fonction est différentiable par rapport à t .

En effet ,
g (t +∆t )− g (t )

∆t
= ϕ( f (x0 + t∆x +∆t∆x)−ϕ( f (x0 + t∆x))

∆t

=ϕ(
f (x0 + t∆x +∆t∆x)− f (x0 + t∆x)

∆t
) : (ϕ ∈L (R) et ∆t ∈R).

En passant à limite, on obtient

g ′(t ) =ϕ( f ′(x0 + t∆x)∆x)

et on a g (1)− g (0) = g ′(θ) où 0 ≤ θ ≤ 1 , ( la formule des accroissements finis sur R ) .

Alors

ϕ( f (x)− f (x0)) =ϕ( f ′(x0+θ∆x)∆x) : ∀ϕ ∈L (R)
(

car : g (1) =ϕ( f (x)) et g (0) =ϕ( f (x0))
)

.

On déduit que

|ϕ( f (x)− f (x0))| ≤ ‖ϕ‖. sup
0≤θ≤1

| f ′(x0 +θ∆x)|.‖∆x‖ .

D’après la théorème de Hahn Banach on choisi ϕ ∈L (R) qui vérifie

|ϕ( f (x)− f (x0))| = ‖ϕ‖.| f (x)− f (x0)|, [4].

Alors on obtient

‖ϕ‖.| f (x)− f (x0)| ≤ ‖ϕ‖. sup
0≤θ≤1

| f ′(x0 +θ∆x)|.‖∆x‖

=⇒ | f (x)− f (x0)| ≤ sup
0≤θ≤1

| f ′(x0 +θ∆x)|.‖∆x‖.
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1.3. PROBLÈME D’EXTREMUM CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

1.3 Problème d’extremum

Définition 1.3.1. ( Point extremum ). Soit f un fonction réelle définie sur Rn .

On dit que la fonction f admet au point x0 un minimum , si pour tout les x assez voisins

de x0 on a f (x)− f (x0) ≥ 0 .

• On défini de manière analogue le maximum d’une fonction.

• Si la fonction f admet au point x0 un minimum ou maximum, alors on dit que f

admet en ce point un extrémum .

Théorème 1.3.1. Pour qu’une fonction différentiable f présente au point x0 un extremum,

il faut que sa différentielle en ce point soit nulle pour tous les h , f ′(x0).h ≡ 0 .

Preuve. f est différentiable alors , f (x0 +h)− f (x0) = f ′(x0).h +O(h) .

On suppose que il existe un h tel que f ′(x0).h 6= 0, alors pour des valeurs réelles assez

petites de λ, le signe de l’expression f ′(x0).(λh)+O(λh) coïncide avec le signe de sa partie

principale f ′(x0).(λh) mais f ′(x0) est une fonction linéaire , on a donc

f ′(x0).(λh) =λ f ′(x0).h .

• Si x0 est un minimum alors f (x0 +λh)− f (x0) ≥ 0 ( λ 6= 0 est assez petit ), mais si λ

vérifie f ′(x0).(λh) =λ f ′(x0).h < 0 . Alors on a f (x0 +λh)− f (x0) < 0 contradiction .

• Si x0 est un maximum alors f (x0 +λh)− f (x0) ≤ 0 ( λ 6= 0 est assez petit ), mais si λ

vérifie f ′(x0).(λh) =λ f ′(x0).h > 0, alors on a f (x0 +λh)− f (x0) > 0, contradiction .

De sorte que la fonction f ne peut pas a d’extremum au point x0 .

Remarque 1.3.1. .

Dans le cas des fonctions de n variables , pour l’existence d’un extremum on a la condition

nécessaire suivante : lorsque une fonction différentiable f admet au point x0 = (x0
1 , x0

2 ..., x0
n)

un extremum , alors en ce point on a d f = 0 c’est à dire .

∂ f

∂x1
= ∂ f

∂x2
= . . . = ∂ f

∂xn
= 0.

1.4 Condition pour l’existence d’un extremum

1.4.1 Différentielles d’ordre supérieur

On définit la différentielle d’ordre deux de la fonction f par la formule d 2 f = f ′′(x)(h,h)

c-à-d comme l’expression quadratique qui correspond à l’application f ′′(x) ∈ B(R2,R) ,

13



1.4. CONDITION POUR L’EXISTENCE D’UN EXTREMUM CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

d’une façon générale on appelle différentiel d’ordre n de f l’expression , d n f = f (n)(x)(h,h, ., ., .,h)

c-à-d l’image dans R d’un élément (h,h, ., ., .,h) ∈Rn par l’application f (n)(x) .

Voyons maintenant, dans quelle mesure ces résultats peuvent être étendus aux fonctions

définies sur Rn .

Théorème 1.4.1. Soit f une fonction réelle , définie sur Rn et admet au voisinage d’un

point x0 une dérivée seconde continue . Si cette fonction admet au point x0 un minimum,

on a d 2 f (x0) ≥ 0 .

Preuve.

D’après la formule de Taylor on a

f (x0 +h)− f (x0) = 1

2
f ′′(x0)(h;h)+O(‖h‖2)

car x0 est un minimum de f , alors f ′(x0) = 0 .

On suppose qu’il existe un élément h tel que

f ′′(x0)(h;h) < 0 (1.1)

alors , puisque f ′′(x0)(εh,εh) = ε2 f ′′(x0)(h,h) , il existe des h vérifiant la condition (1.1) et

ayant la norme aussi petite que l’on veut. Or, pour des h suffisamment petits en norme le

signe de l’expression 1
2 f ′′(x0)(h,h)+O(‖h‖2) est défini par le signe du terme 1

2 f ′′(x0)(h,h) .

Par conséquent,

f (x0 +h)− f (x0) = 1

2
f ′′(x0)(h;h)+O(‖h‖2) < 0 =⇒ f (x0 +h) < f (x0)

c-à-d la fonction f n’a pas de minimum en x0.

Définition 1.4.1. Une fonction quadratique g est dite fortement positive , s’il existe une

constante c > 0 telle que g (x, x) ≥ c‖x‖2 pour touts les x , où

g :Rn ×Rn −→R

(x, y) −→ g (x, y) .

Théorème 1.4.2. Si une fonction f , définie sur Rn , vérifie les conditions

1) d f (x0) = 0 .

2) d 2 f (x0) est une fonction quadratique fortement positive,

elle admet au point x0 un minimum.

14



1.5. MAXIMUM ET MINIMUM RELATIFS CHAPITRE 1. CALCUL DIFFÉRENTIEL

Preuve.

Choisissons ε> 0 de façon que pour ‖h‖2 < ε et vérifie la condition

−C

4
‖h‖2 ≤O(‖h‖2) ≤ C

4
‖h‖2 .

Alors

f (x0 +h)− f (x0) = 1

2
f ′′(x0)(h;h)+O(‖h‖2) > 1

2
c‖h‖2 − 1

4
c‖h‖2 = C

4
‖h‖2.

⇒ f (x0 +h)− f (x0) > c

4
‖h‖2 pour ‖h‖2 < ε .

Mais
c

4
‖h‖2 > 0 , donc f (x0 +h)− f (x0) > 0. D’où

f (x0) < f (x0 +h) ∀h : ‖h‖ < ε.

1.5 Maximum et minimum relatifs

Définition 1.5.1. On dit que la fonction f admet un minimum relatif (resp-un minimum

relatif strict) en un point a ∈ A (partie de Rn ) , s’il existe un voisinage V de a dans Rn tel que

pour tout x ∈V ∩ A, f (x) ≥ f (a)(resp . f (x) > f (a) ).

On dit que f admet un maximum relatif .(resp, un maximum relatif strict) au point a si la

fonction − f admet un minimum relatif (resp, un minimum relatif strict) au point a .

Théorème 1.5.1. Si la fonction f admet en un point a intérieur à A un minimum relatif ,

ou un maximum relatif , et si f est différentiable en a , sa différentielle en ce point nulle .

Preuve. Supposons f ′(a) 6= 0 , alors ∃v ∈Rn tel que f ′(a)(v) 6= 0 donc f ′(a)(v) > 0

(si f ′(a)(v) < 0 en remplaçant v par −v , f ′(a)(−v) =− f ′(a)(v) > 0 ) .

Posons w = v

‖v‖ et M = f ′(a)(w), alors on remarque que M > 0

(car M = f ′(a)(w) = f ′(a)( v
‖v‖ ) = 1

‖v‖ f ′(a)(v) > 0) et on a f différentiable, alors

f (a + x)− f (a)− f ′(a)(x) = 0(‖x‖), donc ∃η> 0 tel que pour x ∈ Rn , vérifiant ‖x‖ ≤ η avec

a +x soit intérieur à A, on a

| f (a +x)− f (a)− f ′(a)(x)| ≤ M

2
‖x‖, donc
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f ′(a)(x)− M

2
‖x‖ ≤ f (a +x)− f (a) ≤ f ′(a)(x)+ M

2
‖x‖.

Soit V un voisinage de a dans Rn , le point a étant intérieur à A, alors il exists θ > 0 tel que

pour t ∈ R , et |t | ≤ θ, on obtient a + t w soit intérieur à A et élément de A ∩V . Imposons

de plus θ ≤ η, nous avons alors, dans les mêmes conditions, ‖t w‖ = |t | ≤ η et, d’après la

double inégalité précédente (on pose x = t w). On a alors

f ′(a)(x) = f ′(a)(t w) = t . f ′(a)(w) = t M .

Alors

t M − M

2
|t |‖w‖ ≤ f (a + t w)− f (a) ≤ t M + M

2
|t |‖w‖

⇒ M(t − |t |
2

) ≤ f (a + t w)− f (a) ≤ M(t + |t |
2

).

Ce qui prouve que f (a+t w)− f (a) est de même signe que t , le point a+t w étant élément

de V ∩ A,ceci prouve que f n’admet en a ni minimum relatif, ni maximum relatif.

Le théorème ci-dessus donne, sous certaines hypothèses, une condition nécessaire pour

que la fonction f admette un maximum relatif ou un minimum relatif en un point a .

1.5.1 Notion sur les formes quadratiques

Soit ϕ̃ une forme bilinéaire sur Rn , nous supposons ϕ̃ symétrique,i.e.

∀x, y ∈Rn : ϕ̃(x, y) = ϕ̃(y, x).

(a) On appelle forme quadratique associée à ϕ̃ l’application ϕ : Rn −→ R définie par

ϕ(x) = ϕ̃(x , x). La connaissance de ϕ détermine ϕ̃ puisque,

∀ x , y : ϕ̃(x, y) = 1

2
(ϕ(x + y)−ϕ(x)−ϕ(y)).

Et on dit que la forme quadratique ϕ est positive si ϕ(x) > 0 , ∀ x ∈ Rn et on dit aussi

que la forme bilinéaire symétrique ϕ̃ est positive si la forme quadratique associée ϕ est

positive.( ϕ est négative si −ϕ est positive ).

(b) On dit que la forme quadratique ϕ est coercive s’il existe λ> 0 tel que

∀ x ∈Rn , ϕ(x) ≥λ‖x‖2

et on dit la forme bilinéaire symétrique ϕ̃ est coercive si ϕ est coercive .

• Une forme quadratique coercive est évidemment positive.
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Théorème 1.5.2. Soit f une fonction définie sur une partie A de Rn . Si f admet en un

point a ∈ 0
A un minimum relatif (resp. un maximum relatif) , et si f est deux fois différen-

tiable en a, la forme quadratique associée à sa différentielle seconde au point a est positive

(resp. négative).

Preuve. Supposons que f admette en a un minimum relatif, et que f ′′(a) ne soit pas

positive. Alors ∃ v ∈Rn : f ′′(a)(v, v) < 0. On pose w = v
‖v‖ , et on a : f ′′(a)(w, w) =−M < 0.

D’autre part, d’après la théorème (3.3.1) f ′(a) = 0 . Alors la formule de Taylor au point a

à l’ordre 2 s’écrit

f (a +x)− f (a)− 1

2
f ′′(a)(x, x) =O(‖x‖2) .

Alors ∃η> 0,∀x ∈Rn vérifiant ‖x‖ ≤ η avec a +x ∈ 0
A tel que

f (a +x)− f (a)− 1

2
f ′′(a)(x, x) ≤ M

4
‖x‖2 ⇒ f (a +x)− f (a) ≤ 1

2
f ′′(a)(x, x)+ M

4
‖x‖2.

Soit V un voisinage de a dans Rn , comme a ∈ 0
A , ∃θ > 0 et ∀t ∈R vérifiant

|t | ≤ θ , a+t w ∈ 0
A et a+t w ∈ A

⋂
V . Imposons de plus θ ≤ η . Dans les mêmes conditions,

nous avons ‖t w‖ = |t | ≤ η et alors on pose x = t w , alors

f (a + t w)− f (a) ≤ 1

2
t 2 f ′′(a)(w ; w)+ M

4
‖t w‖2

⇒ f (a + t w)− f (a) ≤ (−M

2
+ M

4
)t 2 =−M

4
t 2 < 0,

donc f (a + t w)− f (a) < 0 et a + t w ∈ V
⋂

A ceci contredit l’hypothèse selon laquelle f

admet un minimum relatif en a.

Le théorème suivant donne une condition suffisante pour que f admette en a un mini-

mum relatif strict.

Théorème 1.5.3. Soit f définie sur une partie A de Rn . Si la fonction f est deux fois

différentiable en un point a ∈ 0
A et si f ′(a) = 0 et sa différentielle seconde en ce point est

coercive, alors f admet en a un minimum relatif strict.

Preuve. On a f ′′(a) est coercive, alors

∃λ> 0,∀x ∈Rn : f ′′(a)(x, x) ≥λ‖x‖2 .
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La formule de Taylor à l’ordre 2 en a nous permet d’écrire

f (a +x)− f (a)− 1

2
f ′′(a)(x, x) =O(‖x‖2).

Alors ∃η> 0 , ∀x ∈Rn , ‖x‖ ≤ η et tel que a +x ∈ 0
A ,

| f (a +x)− f (a)− 1

2
f ′′(a)(x, x)| ≤ λ

4
‖x‖2 =⇒ f (a +x)− f (a) ≥ 1

2
f ′′(a)(x, x)− λ

4
‖x‖2

=⇒ f (a +x)− f (a) ≥ (
λ

2
− λ

4
)‖x‖2

=⇒ f (a +x)− f (a) ≥ λ

4
‖x‖2 > 0.

Donc f admet en a un minimum relatif strict.

La proposition suivante indique des conditions dans les quelles on peut affirmer que f ′′(a)

est coercive.

Proposition 1.5.1. Soit ϕ une forme bilinéaire continue et symétrique sur Rn , ϕ la forme

quadratique associée. On note ϕ̂ l’application linéaire continue de Rn dans son dual

topologique qui associe à chaque élément x de Rn , la forme linéaire ϕ̂ définie par

ϕ̂(x)(y) =ϕ(x, y) , y ∈Rn

Si ϕ est positive et si ϕ̂ est un isomorphisme de Rn sur son dual, alors ϕ est coercive.

Preuve. Soit x ∈ Rn , x 6= 0. La norme M−1 de ϕ̂−1 est strictement positive, puisque

ϕ̂ : Rn −→ L (Rn) est un isomorphisme, c’est-à-dire est linéaire, bijective, continue et

d’inverse continue. Nous avons donc

‖ϕ̂(x)‖ ≥ M‖x‖.

D’après la définition de la norme d’une application linéaire, il existe y ∈Rn vérifiant

‖y‖ = 1 tel que

|ϕ̂(x)(y)| = |ϕ(x, y)| ≥ M

2
‖x‖,

∃y : ‖y‖ = 1 et ‖ϕ̂(x)‖ = |ϕ̂(x)(y)| Ê M

2
‖x‖.

Compte tenu de l’inégalité de Schwartz, nous en déduisons

ϕ(x, y) ≤ϕ 1
2 (x, x).ϕ

1
2 (y, y) =⇒ |ϕ(x, y)|2 ≤ϕ(x).ϕ(y)
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et on a |ϕ(x, y)|2 Ê M 2

4 ‖x‖2. Alors on obtient

ϕ(x).ϕ(y) ≥ M 2

4
‖x‖2.

Mais si ‖ϕ‖ = k > 0 , puisque ϕ est positive et que ‖y‖ = 1,

ϕ(y) =ϕ(y, y) ≤ k.‖y‖2 = k,

mais on a

ϕ(x).k ≥ϕ(x).ϕ(y) ≥ M 2

4
.‖x‖2 =⇒ϕ(x) ≥ M 2

4k
.‖x‖2.

Ce qui prouve que ϕ est coercive.

1.5.2 Maximum et minimum relatifs liés

Soit U un ouvert de Rn , et g : U −→ F une application différentiable de classe

C p (p ≥ 1) de U dans partie de Rn (F ⊆Rn).

Soit A la partie de U : A = g−1(0) = { x ∈U ; g (x) = 0 } .

Soit d’autre part f : U −→ R . Nous nous intéressons aux points de A où la fonction f/A

(restriction de f à A ) présente un minimum relatif ou un maximum relatif. Ces points

sont traditionnellement appelés minima ou maxima liés de la fonction f , car la condition

g (x) = 0, exprimant que les points x ∈U auxquels on s’intéresse doivent appartenir à A,

est souvent appelée une liaison.

Théorème 1.5.4. [16]

Soit a un point de A où la fonction f/A admet un minimum relatif ou un maximum

relatif. On suppose que les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) la différentielle g ′(a) de g au point a est surjective,

(2) il existe un sous-espace vectoriel fermé G de Rn supplémentaire de ker g ′(a),

(3) la fonction f est différentiable au point a.

Alors on a l’inclusion ker g ′(a) ⊂ ker f ′(a).

Preuve. Posons pour alléger l’écriture, K = ker g ′(a). C’est un sous-espace vectoriel fermé

de Rn . Par hypothèse, il existe un autre sous-espace vectoriel fermé G de Rn supplémen-

taire de K . L’application de K ×G dansRn , (x, y) −→ x+y , avec x ∈ K et y ∈G , est linéaire,

continue et bijective. D’après le théorème de Banach, son inverse est continue. Nous pou-

vons donc identifier, au moyen de cette application, l’espace Rn au produit K ×G , donc
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considérer U comme un ouvert de K ×G , et A = g−1(0) comme une partie de U (A ⊂U ),

donc de K ×G . Le point a de A s’écrit donc a = (ak , aG ), avec ak ∈ K , aG ∈G .

L’application g : U −→ F s’écrit comme (x, y) −→ g (x, y) , x ∈ K , y ∈G . Ses différentielles

partielles g ′
x(aK , aG ) et g ′

y (aK , aG ) sont les restrictions de g ′(a), respectivement à K et à

G , cela résulte en effet de l’identification que nous avons faite de Rn avec K ×G . Comme

K est le noyau de g ′(a), on a g ′
x(aK , aG ) = 0 . L’autre différentielle partielle g ′

y (aK , aG )

est linéaire continue et bijective de G sur F . D’après le théorème de Banach, son inverse

est continue, et nous pouvons affirmer que g ′
y (aK , aG ) est un isomorphisme de G sur

F . Le théorème des fonctions implicites nous permet d’affirmer qu’il existe un voisinage

ouvert V de (aK , aG ) dans K ×G , V ⊂ U , un voisinage ouvert W de aK dans K

et une application différentiable h, de classe C p , de W dans G , tels que les assertions

suivantes :

a) (x, y) ∈V et g (x, y) = 0

b) x ∈W et y = h(x)

soient équivalentes.

Nous voyons ainsi que V ∩ A =V ∩ g−1(0) est le graphe de l’application h :

V ∩ A = { (x, y) ∈ K ×G , x ∈W , y = h(x) }.

L’application x −→ (x,h(x)) est un homéomorphisme de l’ouvert W de K sur l’ouvert

V ∩ A de A. La fonction f admettant au point a de V ∩ A un minimum relatif ou un

maximum relatif, sa composée f ◦ (i dw ,h) avec l’homéomorphisme (i dw ,h) admet au

point aK de W un maximum relatif ou un minimum relatif. Mais la fonction f ◦(i dw ,h)

est différentiable au point aK . Alors

∀u ∈ K : D( f ◦ (i dw ,h))(aK )(u) = 0 (1.2)

Donc

D( f ◦ (i dw ,h))(aK )(u) = f ′(a)(u,h′(aK )(u)) (1.3)

Calculons h′(aK ) on a

∀x ∈W , g (x,h(x)) = 0.

En différentiant cette expression au point aK , nous obtenons, pour tout u ∈ K :

g ′
x(aK , aG )(u)+ g ′

y (aK , aG )(h′(aK )(u)) = 0.
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Puisque g ′
y (aK , aG ) est un isomorphisme et que g ′

x(aK , aG ) = 0, cette égalité prouve que

h′(aK ) = 0 (1.4)

La condition (1.2), compte tenu de (1.3) et de (1.4), équivaut donc à

∀ u ∈ K er g ′(a), f ′(a)(u) = 0.

Alors on obtient

K er g ′(a) ⊂ K er f ′(a).
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Chapitre 2

Rappel d’analyse convexe

2.1 Les ensembles convexes

dans ce chapitre, nous allons donner les définitions de les ensembles convexes, et leurs

propriétés fondamentale.

Notions fondamentales

Définition 2.1.1. Un ensemble X ⊆Rn est convexe si, chaque fois qu’il contient deux points

x1; x2 quelconques, il contient également tout les points de la forme

x =αx1 + (1−α)x2 : 0 ≤α≤ 1.

La droite passante par les point x1, x2, a pour équation paramétrique :

x(α) = x2 + (x1 −x2)α car αx1 + (1−α)x2 = x2 + (x1 −x2)α , α ∈R.

Exemple 2.1.1. Le triangle X définie par : X = {(x1, x2) ∈R2 : x1 +x2 ≤ 1 : x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0}

est convexe .

Soient (x1, x2), (x ′
1, x ′

2) deux points du triangle X , etαun nombre arbitraire tel que 0 ≤α≤ 1.

Vérifions que le point de coordonnées (αx1 + (1−α)x ′
1,αx2 + (1−α)x ′

2) appartient à X .

En d’autres termes , il faut tester les inégalités :

αx1 + (1−α)x ′
1 +αx2 + (1−α)x ′

2 ≤ 1 et αx1 + (1−α)x ′
1 ≥ 0 et αx2 + (1−α)x ′

2 ≥ 0 .
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Comme x1 ≥ 0 et x ′
1 ≥ 0 et on a 0 ≤α≤ 1, alors αx1 + (1−α)x ′

1 ≥ 0 et on a x1 +x2 ≤ 1

et x ′
1 +x ′

2 ≤ 1 , on les multiplie par les nombres non négatifs α et 1−α respectivement on

fait la somme, il vient

αx1+(1−α)x ′
1+αx2+(1−α)x ′

2 =α(x1+x2)+(1−α)(x ′
1+x ′

2) ≤α.1+(1−α).1 =α+1−α= 1

Alors αx1 + (1−α)x ′
1 +αx2 + (1−α)x ′

2 ≤ 1 .

Donc X est convexe .(Fig 1 )

Exemple 2.1.2. Le disque X définie par : X = {(x1, x2) ∈R2 : x2
1 +x2

2 ≤ r 2} est convexe .

Soit (x1, x2) ∈ X , (x ′
1; x ′

2) ∈ X et 0 ≤α≤ 1 vérifions que

(αx1 + (1−α)x ′
1),αx2 + (1−α)x ′

2)) est un élément de X .

On effectue les transformations simples suivantes :

(αx1+(1−α)x ′
1)2+(αx2+(1−α)x ′

2)2 =α2(x2
1+x2

2)+(1−α)2((x ′
1)2+(x ′

2)2)+2α(1−α)(x1x ′
1+x2x ′

2)

et on utilise l’inégalité fondamentale du produit scalaire

x1x ′
1 +x2x ′

2 ≤
√

x2
1 +x2

2 .
√

(x ′
1)2 + (x ′

2)2. On a x2
1 +x2

2 ≤ r 2 et (x ′
1)2 + (x ′

2)2 ≤ r 2.

Alors (αx1 + (1−α)x ′
1)2 + (αx2 + (1−α)x ′

2)2 ≤ r 2(α2 + (1−α)2 +2α(1−α)) = r 2.

Donc, le disque est une ensemble convexe. (Fig 2)

Fig 1 Fig 2

Théorème 2.1.1. L’intersection finie d’ensembles convexes est convexe.

Preuve.

Soit X =
n⋂

i=1
Xi avec Xi est ensemble convexe pour toute i = 1,2...n et soient x, x ′ deux

points quelconques de X . Comme X ⊆ Xi , ∀i = 1;2...n, alors x, x ′ ∈ Xi , mais Xi étant

convexe il en résulte que le segment [x, x ′] tout entier est dans Xi , ∀i = 1,2...n.

Donc [x, x ′] ⊂
n⋂

i=1
Xi = X , alors X est un ensemble convexe.
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Définition 2.1.2. On appelle somme de deux convexes X1 et X2 l’ensemble défini par

X = {x = x1 +x2/x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}

Théorème 2.1.2. La somme d’ensembles convexes est convexe.

Preuve.

Soient x, x ′ ∈ X où X = X1 +X2 avec X1 et X2 deux ensembles convexes .

Il existe dans X1 et X2 des éléments tels que x = x1 + x2, x ′ = x ′
1 + x ′

2 avec x1, x ′
1 ∈ X1

et x2, x ′
2 ∈ X2 .

Comme X1 et X2 sont convexes, alors pour tout 0 ≤α≤ 1 on a αx1 + (1−α)x ′
1 ∈ X1 et

αx2 + (1−α)x ′
2 ∈ X2 .

De la définition de X , il résulte que la somme de ces éléments est dans X :

αx1 + (1−α)x ′
1 +αx2 + (1−α)x ′

2 =α(x1 +x2)+ (1−α)(x ′
1 +x ′

2) =αx + (1−α)x ′ ∈ X .

Donc X est convexe .

Exemple dans l’espace Rn , Ω= {
x ∈Rn : Ax = b, A une matr i ce n ×m,b ∈Rm

}
.

2.1.1 Caractéristiques des ensembles convexes

Théorème 2.1.3. (Théorème de projection ). [8]

Soit un espace de Hilbert H et soit C ⊂ H une partie convexe fermée non vide alors pour tout

x0 ∈ H \C il existe un unique y0 ∈C tel que ∥ x0 − y0 ∥= inf
y∈C

∥ x0 − y ∥.

Preuve. Posons d = inf
y∈C

∥ x0 − y ∥. Alors pour tout z ∈ C on a : ∥ x0 − z ∥≥ d ( qui existe,

puisque c’est l’inf d’une partie non vide minorée par 0 ). Par définition, il existe (yn)n∈N ⊆
C tel que d ≤∥ x0 − yn ∥≤ d + 1

n , ∀n ∈ N .

Montrons que (yn)n∈N est une suite de Cauchy. Ainsi, H étant Hilbertien c’est un espace

complet, donc on pourra conclure quant a la convergence de la suite (yn).

Soit n,m ∈ N : ∥ yn − ym ∥2=∥ yn −x0 +x0 − ym ∥2=∥ yn −x0 − (ym −x0) ∥2.

D’après la loi du parallélogramme on a

∥ (yn −x0)− (ym −x0) ∥2 + ∥ (yn −x0)+ (ym −x0) ∥2= 2 ∥ yn −x0 ∥2 +2 ∥ ym −x0 ∥2 .

Alors ∥ (yn −x0)− (ym −x0) ∥2= 2 ∥ yn −x0 ∥2 +2 ∥ ym −x0 ∥2 −4 ∥ yn + ym

2
−x0 ∥2.

Mais
yn + ym

2
∈C car C est convexe, donc 4‖ yn + ym

2
−x0‖2 ≥ 4d 2 d’où

∥ yn − ym ∥2≤ 2(d + 1

n
)2 +2(d + 1

m
)2 −4d 2 = 4d

n
+ 4d

m
+ 2

n2
+ 2

m2
−→n,m→∞ 0.
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Donc (yn) est de Cauchy, alors yn −→ y0 : y0 ∈C car C est fermé et on a

d ≤ ‖x0 − y0‖ = ‖x0 − yn + yn − y0‖ ≤ ‖x0 − yn‖+‖yn − y0‖ ≤ d + 1

n
+ε

car yn −→ y0 =⇒ d ≤ ‖x0 − y0‖ ≤ d + 1
n +ε.∀n ≥ n0,∀ε≥ 0. D’où ‖x0 − y0‖ = d

• Unicité de y0. Supposons qu’il existe z0 6= y0 et z0 ∈C , d = ‖x0 − z0‖.

‖z0− y0‖2 = ‖(z0−x0)−(y0−x0)‖2 = 2‖z0−x0‖2+2‖y0−x0‖2−4‖z0 + y0

2
−x0‖2

= 2d 2 +2d 2 −4‖z0 + y0

2
−x0‖2 ≤ 4d 2 −4d 2 = 0.

Alors ‖z0 − y0‖2 = 0 =⇒ z0 = y0. Contradiction, alors on a unicité.

Définition 2.1.3. Un ensemble de points x = (x1, x2..., xn) de coordonnées telles que

p1x1 +p2x2 + ...+pn xn = c,s’appelle hyperplan dans Rn .

Où le vecteur p = (p1, p2..., pn) ∈Rn est la normale à cet hyperplan ( avec p 6= 0) et c ∈R .

Définition 2.1.4. On dit que l’hyperplan < p, x >= c est un hyperplan d’appui dans l’en-

semble X en un point b ∈ X si l’on a pour tout élément x ∈ X les relations

< p, x >≤ c et < p,b >= c .

Théorème 2.1.4. La fermeture d’un ensemble convexe est convexe.

Preuve. Soient x, x ′ ∈ X . Alors il existe une suite (xk )k∈N ⊂ X tel que x = lim
k→∞

xk et il

existe une suite (x ′
k )k∈N ⊂ X tel que x ′ = lim

k→∞
x ′

k .

Mais X est convexe, alors ∀α ∈ [0,1] on a αxk + (1−α)x ′
k ∈ X , et on a

lim
k→∞

αxk + (1−α)x ′
k =αx + (1−α)x ′ ∈ X .

Donc X est convexe .

Définition 2.1.5. Un ensemble K ⊆Rn s’appelle cône convexe si , toutes les fois qu’il contient

des points x ′, x ′′ quelconques , il contient tout les points de la forme

x =αx ′+βx ′′,α≥ 0 et β≥ 0.

• Il en résulte de suite que, premièrement,le cône convexe K est un ensemble convexe et

deuxièmement, si K contient le vecteur x, il contient également la demi-droit αx, α≥ 0.

25



2.1. LES ENSEMBLES CONVEXES CHAPITRE 2. RAPPEL D’ANALYSE CONVEXE

2.1.2 Ensembles convexes polyédriques

Combinaison linéaire convexe

Définition 2.1.6. [2].

Soient x1, x2...xk des points quelconques de Rn .

On appelle combinaison linéaire convexe de ces points la somme a1x1+a2x2+...+ak xk pour

ai , i = 1,2, ...k des nombres non négatifs arbitraires dont la somme est 1 ou ai ≥ 0 et
k∑

i=1
ai = 1.

Remarque 2.1.1. Un ensemble X est convexe s’il contient la combinaison linéaire convexe

de deux points quelconques .

Théorème 2.1.5. [11].

Soient X un ensemble convexe et x1, x2...xk , k points quelconques de X , alors X contient

toute combinaison linéaire convexe de ces points, / i.e /

si (xi )k
i=1 ⊂ X ,

k∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0 i = 1,2, ...k et λi ∈R .

Alors
k∑

i=1
λi xi ∈ X .

Preuve. On démontre par récurrence sur le nombre k de point .

• Si k = 2 comme X est convexe donc ∀x1, x2 ∈ X et λ1 +λ2 = 1 avec λ1 ≥ 0 et λ2 ≥ 0 on a

λ1x1 +λ2x2 ∈ X (λ2 = 1−λ1) .

• On suppose que

∀λi ∈]0.1[ et
k−1∑
i=1

λi = 1 on a
k−1∑
i=1

λi xi ∈ X et (xi )k
i=1 ⊂ X .

Soient x1, x2...xk . k points quelconques de X ,et soient (λi )k
i=1 ⊂]0.1[ avec

k∑
i=1

λi = 1, al or s on a
k−1∑
i=1

λi = 1−λk =⇒
k−1∑
i=1

λi

1−λk
= 1 .

Donc
k−1∑
i=1

λi

1−λk
xi ∈ X . En posant (

k−1∑
i=1

λi

1−λk
xi = y), on a

k∑
i=1

λi xi =
k−1∑
i=1

λi xi +λk xk = (1−λk )
k−1∑
i=1

λi

1−λk
xi +λk xk = (1−λk )y +λk xk ∈ X

( car X est convexe avec y, xk ∈ X )
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Définition 2.1.7. Soit M un ensemble de points ( fini ou infini ) de Rn .

On appelle enveloppe convexe de M , et on note C (M) , l’ensemble de toutes combinaisons

linéaires convexes des points de M .

Théorème 2.1.6. L’enveloppe convexe C (M) de l’ensemble M coïncide avec le plus petit en-

semble convexe contenant M.

Preuve.

D’une part, C (M) est un ensemble convexe et d’autre part. Soit X étant un convexe conte-

nant M contient toutes les combinaisons linéaires convexes des points de M ,i.e.

X convexe et M ⊆ X . Alors

∀(xi )k
i=1 ⊂ M et

k∑
i=1

λi = 1 :λi ≥ 0 =⇒ (xi )k
i=1 ⊂ X et

k∑
i=1

λi = 1 Alor s

k∑
i=1

λi xi ∈ X =⇒C (M) ⊆ X .

Comme X quelconque, on obtient C (M) est le plut petit ensemble convexe contenant M .

Définition 2.1.8 ( Point extrême). On dit qu’un point x d’un convexe C ⊆ Rn est extréme

s’il n’existe pas x1, x2 ∈C avec

x1 6= x2 et x = 1

2
x1 + 1

2
x2.

On note que tout ensemble convexe ne possède pas de points extrêmes.

Ainsi le demi-plan supérieur fermé est convexe, a des points frontières ( qui sont tous les

points de la droite définissant le demi-plan ), mais il ne possède pas de points extrêmes.

Définition 2.1.9 ( Point extrême). Un ensemble C ⊆ Rn est convexe, non vide, un point

x ∈C est appelé point extrême de C , si x =λx1 + (1−λ)x2 avec x1, x2 ∈C et λ ∈]0.1[

=⇒ x = x1 = x2.

Définition 2.1.10 ( Direction de C). Soit C ⊆Rn(C 6= ;) convexe et fermé .

Un vecteur non-nul d ∈Rn est appelé une direction du convexe C si pour tout x ∈C on a

x +θd ∈C ,θ ∈R.
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• Deux direction d1 et d2 sont distinctes si d1 6=αd2 pour α> 0.

• Une direction de C est dite direction extrême si elle ne peut être exprimée comme une

combinaison linéaire positive de deux directions distinctes ,/i.e.

Si d =λ1d1 +λ2d2 pour λ1,λ2 ≥ 0, alors d1 =αd2, pour α> 0.

Exemple 2.1.3. Soit E = {(x; y) ∈ R2 : y ≥| x | } on a

d1 = (1,1) et d2 = (−1,1) sont deux directions extrêmes de E . (Fig 3)

Fig 3

Proposition 2.1.1. [13]

Soit C ⊆Rn un convexe non vide alors .

( a) Si x ∈ I r (C ) ( les points intérieure à C ), alors x n’est jamais extrême.

( b) Soit C ⊆Rn un convexe compact et soit x ∉C , soit z ∈C tel que

∥ x − z ∥= sup
y∈C

∥ x − y ∥ (nor me eucl i di enne).

Si z existe ,alors z est un point extrême de l’ensemble C .

Preuve. ( a) . Si x ∈ I r (C ) et u = z −x avec z ∈C \ {x}, alors il existe α≥ 0 tel que

x + [−α,α]u ⊂C ( car x ∈ I r (C ) =⇒∃O ouvert tel que x ∈O ⊂C . Alors

∃α> 0 : x + [−α,α]u ⊂O ⊆C ). ( Fig 4)

Donc x = x−αu
2 + x+αu

2 avec x −αu ∈C et x +αu ∈C .

Alors x n’est pas extrême.

Exemple 2.1.4. Si B est la boule euclidienne unité, alors tous les points de la sphère unité

S(B) sont extrémaux.

En effet, si ‖x‖ = 1 et x = x1

2
+ x2

2
avec x1 ≤ 1 et x2 ≤ 1 al or s : 〈x1, x2〉 = 1 car

‖x‖2 = ‖x1

2
+ x2

2
‖2 = 1

4
(‖x1‖2 +‖x2‖2 +2 < x1, x2 >)
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Fig 4

= 1

4
‖x1‖2 + 1

4
‖x2‖2 + 1

2
< x1, x2 >≤ 1

4
1+ 1

4
1+ 1

2
< x1, x2 > .

Alors

1 ≤ 1

4
+ 1

4
+ 1

2
< x1, x2 >= 1

2
+ 1

2
< x1, x2 > =⇒ 1

2
< x1, x2 > ≥ 1

2

=⇒< x1, x2 > ≥ 1

et de l’inégalité de Cauchy - Schwarz on a

< x1, x2 > ≤ ‖x1‖‖x2‖ ≤ 1.1 = 1 =⇒< x1, x2 > ≤ 1 , al or s

< x1, x2 >= 1 = ‖x1‖.‖x2‖

Ce qui implique l’existence de λ> 0 tel que x2 =λx1, d’où

1 ≤ ‖x1‖
2

+ ‖x2‖
2

= ‖x1‖
2

+ λ‖x1‖
2

= 1+λ
2

‖x1‖ ≤ 1+λ
2

=⇒ 1+λ
2

≥ 1 , donc

λ

2
≥ 1

2
=⇒λ≥ 1.

Comme x2 = µ.x1 avec µ = 1
λ

, on obtient donc aussi λ ≤ 1 d’où λ = 1 et x1 = x2 alors

x = x1 = x2.

Donc x est un point extrême.
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( b) La fonction y −→ ‖x − y‖ étant continue sur le compact C , elle atteint son

maximum sur ce compact .Soit donc z ∈ C réalisant ce maximum (on remarque que

z 6= x), et soient x1, x2 ∈C tels que z = x1 +x2

2
. On a alors

‖x − z‖ = ‖x −x1

2
+ x −x2

2
‖ ≤ ‖x −x1‖

2
+ ‖x −x2‖

2
≤ ‖x − z‖

2
+ ‖x − z‖

2
= ‖x − z‖,

car x1; x2 ∈C et ‖x − z‖ = sup
y∈C

‖x − y‖. On est donc dans un cas où la norme de la somme

de deux vecteurs est égal a la somme des normes, ,i,e.

‖(x −x1)+ (x −x2)‖ = ‖x −x1‖+‖x −x2‖
‖(x −x1)+ (x −x2)‖2 = (‖x −x1‖+‖x −x2‖)2

=⇒‖x −x1‖2 +‖x −x2‖2 +2 < x −x1, x −x2 >= ‖x −x1‖2 +‖x −x2‖2 +2‖x −x1‖.‖x −x2‖
=⇒< x −x1, x −x2 >= ‖x −x1‖‖x −x2‖ .

Ce qui implique donc l’existence de λ> 0 tel que

x −x1 =λ(x −x2) .

Donc

‖x − z‖ = ‖x −x1‖
2

+ λ‖x −x1‖
2

= 1+λ
2

‖x −x1‖ ≤ 1+λ
2

‖x − z‖ (‖x − z‖ 6= 0)

=⇒ 1+λ
2

≥ 1 =⇒λ≥ 1.

De même , comme x−x2 =λ−1(x−x1) le même raisonnement montre queλ−1 ≥ 1 , donc

λ= 1 . Alors x −x1 = x −x2 =⇒ x1 = x2 =⇒ x1 = x2 = z.D’où

z est un point extrême du convexe compact C .

Théorème 2.1.7. [1] et [6]

Tout ensemble compact convexe de Rn est l’envloppe convexe de ses points extrêmes .

Définition 2.1.11. Un ensemble X s’appelle polyèdre convexe s’il est l’enveloppe convexe des

points en nombres finis .

Autrement dit un ensemble X est un polyèdre convexe s’il contient un nombre fini de points

x1, x2, . . . , xk tels que tout élément x de X s’écrive

x =
k∑

i=1
αi xi : 0 ≤αi ≤ 1 ,

k∑
i=1

αi = 1

et que tous les points de cette forme soient dans X .
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Théorème 2.1.8. [2]

Un polyèdre convexe est compact .

Preuve. Un polyèdre convexe X est l’enveloppe convexe de ses points x1, x2, . . . , xk , ,i,e.

X =C ( x1, x2, . . . , xk ).

On utilise le théorème de Weierstrass si de toute suite infinie (xn)n∈N d’éléments de X , on

peut extraire une sous-suite infinie (xnl )nl∈N qui converge vers un élément de X .

• Soient (xn)n∈N ⊂ X , si bien que

xn =
k∑

i=1
αn

i xi avec 0 ≤αn
i ≤ 1 et

k∑
i=1

αn
i = 1 .

Chaque suite (αn
i )n∈N est bornée de R on en choisit donc une sous-suite convergente.

Alors pour tout i = 1,2...k il existe une sous-suite (αnl
i )l∈N convergent.

Soit

lim
l−→+∞

α
nl
i =αi : αi ≥ 0 (car 0 ≤αnl

i ≤ 1) et

lim
l→+∞

k∑
i=1

α
nl
i =

k∑
i=1

αi = 1

et on a

lim
l→+∞

k∑
i=1

α
nl
i .xi =

k∑
i=1

αi .xi = x ′ ∈ X ( car X =C ( x1, x2, . . . , xk ) ) .

Alors

∃(xnl )nl∈N tel que lim
l→∞

xnl = x ′ ∈ X .

Donc X est compact.

2.1.3 Enveloppes conique .

Définition 2.1.12. Soit M ⊆Rn un ensemble quelconque. On appelle enveloppe conique, et

on note CO(M), l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires non négatives

k∑
i=1

αi xi : αi ≥ 0 de poi nt s de M .

• On montre que CO(M) est le plus petit cône convexe contenant M
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Définition 2.1.13. [6]. Un cône convexe K est dit polyédrique s’il est l’enveloppe conique

d’un nombre fini de ses points.

• Le cône polyédrique est fermé, et la démonstration de cette propriété provient du lemme

suivant :

Lemme 2.1.1. On suppose qu’un vecteur x non nul est combinaison linéaire non négative

des vecteurs

x1, x2, . . . , xk : x =
k∑

i=1
αi xi avec αi ≥ 0 i = 1;2, ...,k.

Le vecteur x s’écrit comme combinaison linéaire non négative d’un certain nombre de vec-

teurs linéairement indépendants de l’ensemble {x1, x2, . . . , xk }.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k

• L’affirmation est triviale pour k = 1 .

• Supposons qu’elle soit vraie pour les k −1 vecteurs .

S’ilexiste i0 ∈ {1,2, ...,k} telle que αi0 = 0, on applique l’hypothèse de récurrence .

Si pour tout i ∈ {1,2, ...,k} on aαi > 0 . On supposons que x1, x2, . . . , xk sont linéairement

indépendants , ,i,e.

∃(λi )k
i=1 sont non tous nuls tel que

k∑
i=1

λi xi = 0.

Alors il existe au moins un certain λi positif ( dans le cas contraire , on multiplie tous par

−1 ).

Soit

θ = max
1≤i≤k

(
λi

αi
).

Il est clair que θ > 0. Alors il existe i0 tel que θ = λi0

αi0

pour fixer les idées, auquel cas,

x = x − 1

θ

k∑
i=1

λi xi =
k∑

i=1
αi xi − 1

θ

k∑
i=1

λi xi =
k∑

i=1
(αi − 1

θ
λi )xi .

et on a θ ≥ λi
αi

=⇒ αi ≥ λi
θ

=⇒ αi − λi
θ

≥ 0 i = 1,2, ...,k. Mais on a αi0 −
λi0
θ

= 0 . Par

conséquent, le vecteur x est combinaison linéaire non négative des k −1 vecteurs.

Théorème 2.1.9. [6]. Un cône polyédrique convexe est fermé.
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Preuve. Soit K =CO(x1, x2, . . . , xk ) .

Plaçons-nous dans le cas où le système de vecteurs xi , i = 1,2, ...,k, est linéairement in-

dépendant.

Soit L un sous-espace vectoriel k− dimensionnell de Rn engendré par ces vecteurs. Alors

{x1, x2, . . . , xk } est une base de L.

On munit L d’un produit scalaire de façon que la base donnée soit orthonormée, ce qui

permet d’identifier L et Rk , d’une part, K et Rk+, de l’autre.

Il est évident que Rk+ est un ensemble fermé, ce qui entr aî ne la propriété de K d’être

fermé pour la norme associée au produit scalaire choisi.

Mais les normes sont équivalentes. Soient le cas où les vecteurs, x1, x2, . . . , xk , sont linéai-

rement indépendants.

On considére un sous-système libre quelconque {xi1 , xi2 , . . . , xis } de cet ensemble et le

cône Kσ =CO(xi1 , xi2 , . . . , xis ) , avec σ= {i1, i2, . . ., is}.

Comme nous l’avons vu , Kσ est fermé. On démontre que K = ⋃
σKσ, la réunion étant

prise par rapport a tous les jeux σ correspondant aux sous-systèmes libres de vecteurs

x1, x2, . . . , xk .

En effet, on a évidemment

K ⊆⋃
σ

Kσ ⊆ K =⇒ K =⋃
σ

Kσ

et l’inclusion inverse découle du lemme.

La propriété, pour la réunion d’ensembles fermés en nombre fini, d’être fermée démontre

le théorème.
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2.1.4 Structure des ensembles admissibles

On se propose d’étudier d’une manière systématique la structure des ensembles ad-

missibles des problèmes de programmation linéaire. [2].

Un ensemble admissible est décrit par le système d’inéquations linéaires de la forme :

(P ) :



a11x1 +a12x2 + . . . +a1n xn ≤ b1

a21x1 +a22x2 + . . . +a2n xn ≤ b2

. . .

. . .

. . .

am1x1 +am2x2 + . . . +amn xn ≤ bm .

On n’écrit pas les contraintes xi ≥ 0 car ces contraintes , si elles existent ,sont incluses

dans le système (P ) sous forme −xi ≤ 0. Le symbole ai désignera dans la suite le vecteur

ai = (ai 1, ai 2, . . . , ai n) (la ligne i de la matrice A des coefficients de (P ) ), et a j dési-

gnera le vecteur a j = (a1 j , a2 j , . . . , am j ) ( la colonne j de la matrice A ).

< a1, x >≤ b1 , < a2, x >≤ b2 , . . . < am , x >≤ bm

x étant comme toujours x = (x1 , x2 , . . . xn) ∈ Rn .

Si l’on fait recours à la notation

A = (ai j ) : i = 1,2, ...,m , j = 1,2, ...,n,

Notre système se récrit

Ax ≤ b , b = ( b1, b2 , . . . bm).

Et on désignera par la suite l’ensemble des vecteurs réalisables ( c’est - à - dire l’ensemble

des vecteurs x vérifiant (P ) ) par

Ω= { x ∈Rn : Ax ≤ b }

Remarque 2.1.2. Il se peut que Ω soit vide .

Exemple 2.1.5. L’ensemble Ω défini par les contraintes, x ≤ 2 et −x ≤−3 etΩ est vide.

Théorème 2.1.10. Tout ensembleΩ des vecteurs réalisables est convexe et fermé .
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Preuve. On montre que le demi-espace Ωi défini par < ai , x >≤ bi est convexe.

En effet , soit x, x ′ ∈Ωi . On a < ai , x >≤ bi , < ai , x ′ >≤ bi . Soit α un nombre quel-

conque tel que 0 ≤α≤ 1 auquel

α< ai , x >≤αbi , (1−α) < ai , x ′ >≤ (1−α)bi .

On fait la somme et on utilise la linéarité du produit scalaire , il vient

< ai ,αx + (1−α)x ′ >≤αbi + (1−α)bi = bi =⇒αx + (1−α)x ′ ∈Ωi .

D’où la convexité deΩi .

On constate que l’ensembleΩ est l’intersection de demi-espacesΩi .i.e

x ∈Ω si et seulement si x dans de tous les Ωi , i = 1,2, ...,m.

Il ne reste qu’à appliquer le théorème (l’intersection d’ensemble finis convexes est convexe).

On peut utiliser l’écriture matricielle (Ax ≤ b) , pour démontrer le théorème .

Si x, x ′ ∈Ω, , alors Ax ≤ b, Ax ′ ≤ b , dans ce cas

∀λ ∈ [0,1],λAx ≤λb et (1−λ)Ax ′ ≤ (1−λ)b.

D’où

λAx + (1−λ)Ax ′ ≤λb + (1−λ)b = b =⇒ A(λx + (1−λ)x ′) ≤ b .

Alors on obtient λx + (1−λ)x ′ ∈Ω . D’où la convexité de Ω .

• La fermeture de Ω .

Soit (xn)n∈N ⊂Ω , une suite convergente telle que

lim
n→∞xn = x .

On a Axn ≤ b , alors la limite pour passage à la limite, on obtient

lim
n→∞ Axn ≤ b =⇒ Ax ≤ b , donc x ∈Ω .

Définition 2.1.14. Un point x0 ∈Ω est dit intérieur s’il vérifie strictement toutes les inéqua-

tions du (P ) (〈ai , x0〉 < bi pour i = 1,2, ...,m) .

Tous les autres points de Ω seront qualifiés de point frontières .
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Remarque 2.1.3. Cette définition est parfaitement cohérente avec la notion usuelle d’un

point intérieur.

En effet , si l’on utilise la continuité des fonction 〈ai , x〉 et le fait qu’elles sont en nombre fini

dans notre cas (i = 1,2, ...,m), on trouve facilement un nombre ε tel que si la longueur

du vecteur δ= (δ1,δ2, ...,δn) est plus petite que ε, alors on ait les inégalités

〈ai , x0 +δ〉 ≤ bi , i = 1,2, ...,m c’est-a-dire le point (x0 +δ) appartient lui aussi à Ω .

En d’autres termes , tant que X contient un point intérieur x0 il contient un ε− voisinage

de ce point .

Définition 2.1.15. [14].

Le support d’un point frontière x0 est l’ensemble des contraintes (P ) vérifiées par x0

sous forme d’égalités .

Autrement dit , le support de x0 est l’ensemble des hyperplans 〈ai , x〉 = bi qui définissent

Ω et qui contiennent x0 .

Soient σ = (i1 , i2 . . ., ik ) 1 ≤ i j ≤ m j = 1,2, ...,n les numéros des vecteurs-lignes ai qui

définissent le support de x0 et σ l’ensemble des numéros i ∈ {1,2, ...,m} restants .

On note Aσ la matrice de vecteurs-lignes ai , i ∈σ et bσ le vecteur formé de coordonnées de

b indicés par les éléments de σ .

On introduit de même les notations Aσ et bσ .

Si on prend comme exemple

A =



3 5

−1 1

10 7

−1 −1

−1 0

0 −1


, b =



15

2

35

−1

0

0


et x = (

70

29
,

45

29
) .

On a

Ax =



3 5

−1 1

10 7

−1 −1

−1 0

0 −1




70
29

45
29

=



15
−25
29

35
115
29
−70
29
45
29


.
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Alors

σ= {1,3} , σ= {2,4,5,6} Aσ =
(

3 5

10 7

)
et bσ =

(
15

35

)

Aσ =


−1 1

−1 −1

−1 0

0 −1

 et bσ =


2

−1

0

0

 .

Les contraintes (P ) ( Ax ≤ b) deviennent pour x0.

Aσx0 = bσ , Aσx0 < bσ.

On rappelle que le rang d’une matrice est le nombre maximum des lignes ( ou colonnes )

linéairement indépendantes .

Théorème 2.1.11. Un point x0 ∈ Ω est un point extrême si et seulement si le rang de

Aσ est n.

Preuve. On montre en premier lieu que si x0 est un point extrême, alors le rang de Aσ

vaut n.

Supposons que ce n’est pas le cas. Le range de Aσ est alors inférieur à n , si bien que

Aσx = 0 a pour solution x 6= 0 .

Comme Aσ x0 < bσ, on trouve α 6= 0 suffisamment petit tel que

Aσ (x0 +αx) < bσ ; Aσ (x0 −αx) < bσ

et

Aσ (x0 +αx) = Aσ x0 +αAσx = Aσ x0 = bσ.

De même Aσ (x0 −αx) = Aσ x0 −αAσx = Aσ x0 = bσ.

Il en résulte que (x0 +αx) , (x0 −αx) ∈Ω , ce qui contredit l’hypothèse x0 est un point

extrême ( en effet , x0 = 1
2 (x0 +αx)+ 1

2 (x0 −αx) ) .

Inversement , soit n le rang de Aσ.

On suppose que x0 n’est pas un point extrême de Ω. Alors il existe deux points

x ′, x ′′ ∈Ω avec x ′ 6= x ′′ et x0 = 1
2 x ′+ 1

2 x ′′ .Alors on a bσ = Aσx0 = 1
2 Aσx ′+ 1

2 Aσx ′′ .

Du moment que Aσx ′ ≤ bσ , Aσx ′′ ≤ bσ, la dernière égalité entraine Aσx ′ = Aσx ′′ = bσ.

Car on suppose que

Aσx ′ < bσ =⇒ 1

2
Aσx ′ < 1

2
bσ .
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Donc

bσ = 1

2
Aσx ′+ 1

2
Aσx ′′ < 1

2
bσ+ 1

2
bσ = bσ contr edi t .

Alors Aσx ′ = Aσx ′′ = bσ , d’où Aσ(x ′− x ′′) = 0 , ce qui contredit l’hypothèse faite sur le

rang de Aσ ( car x ′−x ′′ 6= 0) .

Donc le théorème est démontré .

Ce théorème nous donne deux résultats importants.

Théorème 2.1.12. Les point extrême de l’ensemble Ω, s’il en existe, sont en nombre fini.

Preuve. D’après le théorème précédent, à tout point extrême il correspond un matrice

carrée non dégénérée Aσ qui le définit complètement : x0 = A−1
σ bσ .

Les points extrêmes de l’ensemble Ω sont donc en nombre fini ( car il en est de même des

sous-matrices de A ).

Théorème 2.1.13. Si l’ensemble Ω est borné, alors c’est un polyèdre convexe.

Preuve. On a Ω est borné fermé alors Ω est compact et on a Ω convexe donc Ω est

l’enveloppe convexe de ses points extrêmes mais le nombre des points extrêmes de Ω est

finie. Alors Ω un polyéde convexe.

Définition 2.1.16. Si le rang de la matrice A est égal à n, l’ensemble Ω= { x / Ax ≤ b }

est dit régulier.

Théorème 2.1.14. [1].

L’ensemble Ω posséde des points extrêmes si et seulement s’ il est régulier.

38



2.2. FONCTIONS CONVEXES CHAPITRE 2. RAPPEL D’ANALYSE CONVEXE

2.2 Fonctions convexes

SoitΩ un ouvert de Rn , a,b deux points deΩ tel que le segment

((1− t )a + tb) ∈Ω pour tout t ∈ [0,1], on suppose que la fonction

f :Ω⊆Rn −→R

x −→ f (x).

admet des dérivées partielles continues dansΩ, c.à.d, f est de classe C 1.

Alors la fonction

g : [0,1] −→ R

t −→ g (t ) = f ((1− t )a + tb)

est dérivable dans [0,1]. De plus,

∀t ∈ [0,1], g ′(t ) =
n∑

i=1
(bi −ai )

∂ f

∂xi
((1− t )a + tb).

Car (
n∑

i=1
(bi −ai )

∂ f

∂xi
((1−t )a+tb) =< b−a,∇ f ((1−t )a+tb) >= (b−a)·∇ f ((1−t )a+tb)) où

b = (bi )n
i=1 et a = (ai )n

i=1 en vertu du théorème de Lagrange, on a g (1)− g (0) = (1−0)g ′(t0)

où t0 ∈]0,1[ , mais g (1) = f (b) et g (0) = f (a) , et en posont t0 = ε on obtient

f (b)− f (a) =< b −a,∇ f ((1−ε)a +εb) >=
n∑

i=1
(bi −ai )

∂ f

∂xi
((1−ε)a +εb) où ε ∈]0,1[.

Soit

f :Ω−→R, ϕ : I ⊂R −→ Ω , Ω un ouver t de Rn

t −→ ϕ(t )

Considérons l’hypersurface f (x) = b , et une courbe ϕ telle que ϕ(t ) = x et f (x) = b.

ϕ est une courbe qui appartient à l’hypersurface f (x) = b .

Soit t0 ∈ I :ϕ(t0) = x0 , f (x0) = b.

Définition 2.2.1. On dit qu’une droite est tangente à une surface en un point x0 si elle est

tangente à n’importe quelle courbe ϕ passant par x0.
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Définition 2.2.2. Un point x0 de la surface f (x) = b est un point singulier si
∂ f

∂xi
(x0) = 0 , ∀i = 1.2...n .

S’il existe i0 ∈ {1,2, ...,n} tel que
∂ f

∂xi0

(x0) 6= 0 on dira que c’est un point simple de la surface .

Toutes les droites tangentes à la surface en un point simple x0 appartiennent à un même

plan, appelé plan tangent a la surface au point x0.

On a : ϕ(t ) = (ϕ1(t ), ....,ϕn(t )), et

x1 =ϕ1(t ) , ϕ′
1(t ) = d x1

d t

. . . .

. . . .

. . . .

xn =ϕn(t ) , ϕ′
n(t ) = d xn

d t

(ϕ′
1(t0), ...,ϕ′

n(t0)) est un vecteur tangent à la surface f (x) = b au point x0 (ϕ(t0) = x0). Mais

f (x) = b, alors

f (x)−b = 0 ⇒ ∂ f

∂x1
.
∂x1

∂t
+ ∂ f

∂x2
.
∂x2

∂t
+ ...+ ∂ f

∂xn
.
∂xn

∂t
= 0.

N = (
∂ f (x0)

∂x1
, ...,

∂ f (x0)

∂xn
) est le vecteur normal à la surface au point x0.

Soit x0 un point , f (x) = b, et soit x un point du plan tangent à la surface au point x0.

Alors (x −x0) est un vecteur du plan tangent et ce vecteur est perpendiculaire à N ,donc〈(
∂ f (x0)

∂xi

)
i

, x −x0

〉
= 0 d’ou 〈∇ f (x0), x −x0〉 = 0. Ce qui implique que l’équation du plan

tangent à la surface f (x) = b est : donnée par

〈∇ f (x0), x〉 = 〈∇ f (x0), x0〉.

Définition 2.2.3. SoientΩ un convexe deRn non vide, et f :Ω→R. On dit que f est convexe

si pour tout x1, x2 deΩ et pour tout λ : 0 ≤λ≤ 1, on a

f (λx2 + (1−λ)x1) ≤λ f (x2)+ (1−λ) f (x1).

On dira que f est concave si (− f ) est convexe. On dira que f est strictement convexe si pour

toutes x1, x2 deΩ on a f (λx2 + (1−λ)x1) <λ f (x2)+ (1−λ) f (x1).
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Théorème 2.2.1. Soit f est fonction de classe C 1 sur un ouvert convexe Ω ⊂ Rn . Si f est

convexe dansΩ, alors on a〈
(x2 −x1),∇ f (x1)

〉≤ f (x2)− f (x1) pour tout x1, x2 ∈Ω.

Preuve. Soit x1, x2 ∈Ω et λ ∈]0,1]. Comme f est convexe alors

f (λx2 + (1−λ)x1) ≤λ f (x2)+ (1−λ) f (x1) =⇒ f (λx2 + (1−λ)x1)− f (x1)

λ
≤ f (x2)− f (x1).

Mais d’après l’egalité

f (b)− f (a) = 〈
b −a,∇ f ((1−ε)a +εb)

〉
,

et on posont xλ =λx2 + (1−λ)x1, on obtient

f (xλ)− f (x1) = 〈
xλ−x1,∇ f ((1−ε)x1 +εxλ)

〉
= 〈

λx2 + (1−λ)x1 −x1,∇ f (x1 −εx1 +ε(λx2 +x1 −λx1))
〉

= 〈
λx2 +x1 −λx1 −x1,∇ f (x1 −εx1 +ελx2 +εx1 −ελx1)

〉
= 〈

λ(x2 −x1),∇ f (x1 +λε(x2 −x1
〉=λ〈

x2 −x1,∇ f (x1 +λε(x2 −x1))
〉

〈
(x2 −x1),∇ f (x1 +λε(x2 −x1))

〉≤ f (x2)− f (x1).

Par passage à la limite quand λ−→ 0, on obtient〈
x2 −x1,∇ f (x1)

〉≤ f (x2)− f (x1).

2.2.1 L’hyperplant tangent à l’hypersurface

Théorème 2.2.2. Soit f une fonction convexe alors l’ensemble défini par
{

x : f (x) ≤ b
}

est

convexe .

Preuve. PosonsΩ= {
x : f (x) ≤ b

}
SiΩ contient un point le théorème est évident .

Sinon, soient x1, x2 deux points deΩ alors

λx1 + (1−λ)x2 ∈Ω , ∀λ ∈ [0,1].
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Car

f (λx1 + (1−λ)x2) ≤λ f (x1)+ (1−λ) f (x2) ≤λb + (1−λ)b = b =⇒λx1 + (1−λ)x2 ∈Ω.

Remarque 2.2.1. L’ensemble
{

x, f (x) = b
}

n’est pas en général convexe, car

f (λx1 + (1−λ)x2) ≤λ f (x1)+ (1−λ) f (x2) = b.

Cependant, l’application x →〈a, x〉 = ax est convexe etΩ= {x : 〈a, x〉 = b, x ≥ 0} convexe.

Théorème 2.2.3. [9] et [18].

Soit f une fonction convexe de classe C 1 pour tout x ≥ 0 .

Alors l’hyperplan tangent à l’hypersurface f (x) = b au point x0 ≥ 0 est l’hyperplan, d’appui

àΩ= {
x ≥ 0, f (x) ≤ b

}
au point x0.

Preuve.Ω est convexe, comme f admet des dérivées partielles continues, elle est continue

, doncΩ est convexe fermé .

On sait qu’on peut construire un hyperplan d’appui àΩ au point x0

Ici ,on veut montrer que cet hyperplan àΩ au point x0, ( f (x0) = b) est le plant tangent à la

surface f (x) = b au point x0.

Mais on sait que l’équation de l’hyperplan tangent à l’hypersurface f (x) = b au point x0 ≥ 0

est 〈∇ f (x0), x
〉= 〈∇ f (x0), x0

〉
.

Il est évident que l’hyperplan
〈∇ f (x0), x

〉= 〈∇ f (x0), x0
〉

contient le vecteur x0.

Il rest à montrer qu’il sépare le convexe ferméΩ= {
x ≥ 0 : f (x) ≤ b

}
.

Soit x1 ∈Ω , x1 ≥ 0 : f (x1) ≤ b〈∇ f (x0), x0
〉−〈∇ f (x0), x1

〉= 〈∇ f (x0),−x1 +x0
〉

.

Mais 〈∇ f (x0),−x1 +x0
〉 = −〈

x1 −x0,∇ f (x0)
〉≥−( f (x1)− f (x0))

≥ f (x0)− f (x1) = b − f (x1)

≥ 0.
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Alors 〈∇ f (x0), x0
〉−〈∇ f (x0), x1

〉≥ 0 ⇒ 〈∇ f (x0), x0
〉≥ 〈∇ f (x0), x1

〉
.

Mais on a 〈∇ f (x0), x0
〉= 〈∇ f (x0), x

〉
( f (x) = b).

On obtient donc 〈∇ f (x0), x
〉≥ 〈∇ f (x0), x1

〉
, ∀x1 ∈Ω et f (x) = b.

On peut de la même manière démontrer le rèsultat suivant pour le cas d’une fonction

concave.

Théorème 2.2.4. Soit f est fonction de classe C 1 sur un ouvert convexeΩ⊂Rn ,si f concave

alors 〈∇ f (x1), x2 −x1
〉≥ f (x2)− f (x1) .

Preuve. On a (− f ) est convexe alors on obtien ∀x1, x2 ∈Ω,〈∇(− f )(x1), x2 −x1
〉 ≤ (− f )(x2)− (− f )(x1)

⇒ 〈−∇ f (x1), x2 −x1
〉 ≤ − f (x2)+ f (x1)

⇒ − 〈∇ f (x1), x2 −x1
〉 ≤ −( f (x2)− f (x1))

⇒ 〈∇ f (x1), x2 −x1
〉 ≥ f (x2)− f (x1) .

Théorème 2.2.5. Si f est une fonction concave alors l’ensembleΩ= {
x : f (x) ≥ b

}
est convexe.

Preuve. Soit x1, x2 ∈Ω alors f (x1) ≥ b et f (x2) ≥ b. Comme f est concave, ∀λ ∈ [0,1]

f (λx1 + (1−λ)x2) ≥ λ f (x1)+ (1−λ) f (x2)

≥ λb + (1−λ)b = b .

Alors λx1 + (1−λ)x2 ∈Ω .

Théorème 2.2.6. Si f est une fonction concave de classe C 1 pour tout x ≥ 0. Alors l’hyper-

plan tangent à l’hypersurface f (x) = b au point x0 ≥ 0 est l’hyperplan d’appui à

Ω= {
x ≥ 0, f (x) ≥ b

}
.
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2.2.2 Minimum et maximum d’une fonction convexe

Définition 2.2.4. On dit que x∗ est un point de minimum local de f sur l’ensemble Ω si et

seulement si

∃η> 0,∀x ∈Ω,‖x −x∗‖ ≤ η⇒ f (x∗) ≤ f (x).

Et on dit que x∗ est un point de minimum global de f surΩ si et seulement si

∀x ∈Ω : f (x∗) ≤ f (x) .

Théorème 2.2.7. Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé Ω de Rn , alors le mini-

mum local de f est un minimum global de f surΩ.

Preuve. Soit x0 un minimum local de f surΩ, donc

∃η> 0,∀y ∈Ω : ‖y −x0‖ ≤ η⇒ f (x0) ≤ f (y).

Soit x ∈Ω, pour θ ∈]0,1[ suffisament petit xθ = θx + (1−θ)x0 vérifie ‖xθ − x0‖ ≤ η et on a

xθ ∈Ω carΩ est convexe . On a f convexe, donc

f (xθ) = f (θx + (1−θ)x0) ≤ θ f (x)+ (1−θ) f (x0)

⇒ f (x0) ≤ f (xθ) ≤ θ f (x)+ f (x0)−θ f (x0) / f (x0) ≤ θ f (x)+ f (x0)−θ f (x0)

⇒ θ f (x0) ≤ θ f (x) mai s θ > 0 al or s f (x0) ≤ f (x),∀x ∈Ω.

Ce qui montre bien que x0 est un minimum global surΩ .

Remarque 2.2.2. Ici, on suppose que le minimum local existe, f est localement bornée, donc

bornée sur le ferméΩ.

Théorème 2.2.8. Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé Ω de Rn . Alors l’en-

semble des points minimaux locaux de f est convexe.

Preuve. Si x1 et x2 sont deux minimum locaux tel que x1 6= x2 , et si θ ∈ [0,1] ,alors

x = θx1 + (1−θ)x2 ∈Ω, et on a f (x) ≤ θ f (x1)+ (1−θ) f (x2).

Mais f (x1) = f (x2) = inf
y∈Ω

f (y),

alors f (x) ≤ θ inf
y∈Ω

f (y)+ (1−θ) inf
y∈Ω

f (y) = inf
y∈Ω

f (y)

⇒ f (x) ≤ inf
y∈Ω

f (y) alors f (x) = inf
y∈Ω

(y) car x ∈Ω, donc x est encore un minimum de f

surΩ.
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Remarque 2.2.3. [11] et [19].

f (x) = 〈a, x〉 , f est convexe. Si x1 est un minimun de f , x2 un autre alors le segment deivent

un minimun.

Théorème 2.2.9. Si f est strictement convexe sur un convexe fermé Ω de Rn , alors le mini-

mum locale qui est global est unique .

Preuve. On suppese qu’il exist x1 et x2 deux minimun. Si θ ∈]0,1[, alors

y = θx1 + (1−θ)x2 ∈Ω. Donc

f (y) < θ f (x1)+ (1−θ) f (x2) = θ inf
z∈Ω

f (z)+ (1−θ) inf
z∈Ω

f (z) = inf
z∈Ω

f (z) ⇒ f (y) < inf
z∈Ω

f (z)

contradiction.

Théorème 2.2.10. Soit f une fonction de classe C 1 sur un convexeΩ deRn . Si f est convexe,

et si ∇ f (x0) = 0 ,avec x0 ∈
0
Ω (intérieur deΩ ), alors le minimum global est x = x0.

Preuve. On a
〈

x −x0,∇ f (x0)
〉≤ f (x)− f (x0), mais ∇ f (x0) = 0, alors

f (x)− f (x0) ≥ 0 =⇒ f (x) ≥ f (x0) pour tout x ∈Ω. Donc x0 est le minimum global de f .

Théorème 2.2.11. [20].

Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé borné. Si le maximum global de f est fini,

alors il est atteint en un ou plusieurs sommets.

Preuve.

i )Supposons que max
x∈Ω

f (x) = f (x∗) et que x∗ ∈ 0
Ω. Si f n’est pas constante, ∃x1 ∈Ω tel que

f (x1) < f (x∗) , mais x∗ ∈ 0
Ω, donc

∃x2 ∈Ω et λ ∈]0,1[ tel que x∗ =λx2 + (1−λ)x1 ,

comme f convexe alors f (x∗) ≤λ f (x2)+ (1−λ) f (x1).

Mais f (x1) < f (x∗) ,donc f (x∗) <λ f (x2)+ (1−λ) f (x∗)

⇒ f (x∗) <λ( f (x2)− f (x∗))+ f (x∗) ,

d’où λ( f (x2)− f (x∗)) > 0 ⇒ f (x∗) < f (x2), contraction . Donc f est une constante surΩ.

Mais un ensembleΩ de Rn fermé et borné possède au mois un point extréme x et

f (x) = c st . D’oú max
x∈Ω

f (x) = f (x) = c st .
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i i ) Supposons que x∗ est un point frontière et que le maximum de f n’est pas un point

intérieur de Ω. On doit montrer que x∗ est un point extrême . On sait qu’ il existe un hy-

perplan H , qui sépare x∗ et le convexe ferméΩ, x∗ est un point frontière donc l’hyperplan

d’appui àΩ au point x∗ est H = H1.

Posons T1 = Ω∩ H1 ⊂ Ω,T1 est fermé, convexe et borné (car T1 ⊂ Ω) ,donc possède au

moins un point extrême , mais T1 ⊂ H1 ( hyperplan ) , donc

di mT1 = n −1 , x∗ ∈ H1 , x∗ ∈Ω⇒ x∗ ∈ T1.

Si x∗ est un point intérieur à T1 d’aprés (i ) ⇒ f = c st et on aura une contradiction .

Sinon x∗ ∈ T1 est un point frontiêre de T1 d’après (i i ), posons T2 = T1 ∩ H2..., on arrive

alons à Tn = Tn−1 ∩Hn , et maintenant di mTn = 0 ⇒ Tn contient un point unique .

Ce point unique est bien évidemment x∗,Tn = {x∗}.

Un singleton est un point extrême car Tn est fermé et borné , donc il doit contenir un point

extrême .

D’une manière analogue, on peut démontrer les théorèmes suivants.

Théorème 2.2.12. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de Rn , alors le

maximum local de f est global (car, max
x∈Ω

f (x) =− inf
x∈Ω

(− f (x))).

Théorème 2.2.13. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de Rn , alors

l’ensemble des maximum globaux est un convexe .

Théorème 2.2.14. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de Rn , si x1

et x2 sont deux maximum alors (λx1 + (1−λ)x2) est aussi un maximum global pour tout

λ ∈ [0,1].

Théorème 2.2.15. Soit f une fonction de classe C 1 dans un ouvert convexe Ω de Rn , . f est

concave, et ∇ f (x0) = 0, avec x0 ∈
0
Ω alors f atteint son maximum global au point x0.

Théorème 2.2.16. Soit f une fonction de classe C 1 , sur un convexe fermé et borné et si f est

concave sur Ω, et si le minimum global de f existe, alors il est atteint en un point extrême

du convexeΩ.

Définition 2.2.5. L’épigraphe de la fonction f ,définie sur un sous-ensemble non vide Ω de

Rn est

epi ( f ) = {
(t , x) ∈Rn+1 , x ∈Ω f (x) ≤ t

}
.
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Géométriquement, pour définit l’épigraphe il faut prendre le graphe de la fonction la

surface
{

t = f (x), x ∈Ω}
dans Rn+1 et ajouter à cette surface tous les points qui sont au-

dessus.

La définition géométrique (équivalente )d’une fonction convexe est donnée par :

Proposition 2.2.1. ( Définition de la convexite en termes d’epigraphe )

La fonction f définie sur un sous-ensemble de Rn est convexe si et seulement si son epi-

graphe est un ensemble convexe non vide dans Rn+1.

Proposition 2.2.2. ( L’inégalité de Jensen)

Soit f une fonction convexe et soit Ω le domaine de f alors pour n’importe quelle combi-

naison convexe ,
n∑

i=1
λi = 1,λi ∈R+ et

n∑
i=1

λi xi des points deΩ, on a

f

(
n∑

i=1
λi xi

)
≤

n∑
i=1

λi f (xi ).

Preuve. On a les points

( f (xi ), xi ) ∈ epi ( f ) car ( f (xi ), xi ) ∈Rn+1 et f (xi ) ≤ f (xi ).

Comme f est convexe alors son épigraphe est un ensemble convexe de sorte que la com-

binaison convexe
n∑

i=1
λi ( f (xi ), xi ) =

(
n∑

i=1
λi f (xi ),

n∑
i=1

λi xi

)
.

Par la définition de l’epigraphe, ça implique que f (
n∑

i=1
λi xi ) ≤

n∑
i=1

λi f (xi ) .

Notez que la définition de la convexité d’une fonction f est exactement la condition que

f satisfait l’inégalite de Jensen dans le cas de n = 2.
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Chapitre 3

Optimisation de la fonction concave

3.1 Décomposition de la fonction-objectif

Considérons le probléme suivant :

(P ) :



x Ê 0

Ax ≤ b

max
x∈Ω

f (x)

avec f (x) =
n∑

i=1
αi xi +

n∑
i , j
γi j xi x j

où Ω= {x ∈Rn / x ≥ 0 et Ax ≤ b}, A une matrice de dimension m×n, b un vecteur de

Rm tel que bi ≥ 0 i = 1,2...m .

Il est facile de qu’on peut se restreindre à l’étude du cas suivant

n∑
i=1

(αi xi +βi x2
i ) avec αi ∈R et βi ∈R,

où αi et βi sont des coefficients réels quelconques , et la fonction f est quelconque.

Commençons par comment optimiser la fonction f .

Soit I1 = { i / βi < 0} et I2 = { i / βi ≥ 0}, on a donc

f (x) =
n∑

i=1
(αi xi +βi x2

i ) = ∑
i∈I1

(αi xi +βi x2
i )+ ∑

i∈I2

(αi xi +βi x2
i ).

On pose

ϕ(x) = ∑
i∈I1

(αi xi +βi x2
i ) et ψ(x) = ∑

i∈I2

(αi xi +βi x2
i ),
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ce qui implique que la fonction f devient :

f (x) =ϕ(x)+ψ(x) .

Nous allons commencer par la fonction concave ϕ .

Si ϕ(x) =
n∑

i=1
(αi xi +βi x2

i ), on a donc

∂ϕ

∂xi
=αi +2βi xi

alors
∂ϕ

∂xi
(x?) = 0 =⇒ x? =

(−αi

2βi

)
i

.

On va que la solution optimale est la projection du point x? sur un nouveau convexe

Ω′. Si le point critique x? est à l’intérieur du convexe Ω , alors la solution optimale du

problème (P ) se trouve exactement en ce point. Sinon, la projection directe du point x?

sur Ω donne seulement une solution approchée.

Nous montrons dans le théorème 4.1.1, que

max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x)

où x est la projection du point x? sur le nouveau convexe Ω′.

3.2 Optimisation de la fonction concave

Soit ϕ est un fonction concave définie par

ϕ(x) =
n∑

i=1
(αi xi +βi x2

i ) avec αi ∈R et βi < 0 pour tout i = 1,2....,n.

ϕ définie sur l’ensemble convexe fermé borné de Rn , et posons :

x? = (x?i )i =
(−αi

2βi

)
i

, y? = (y?i )i =
(

αi

2
√−βi

)
i

y = (yi )i =
(√

−βi xi

)
i

, max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x), x = (xi )i ∈Ω

49



3.2. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE CHAPITRE 3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE

Théorème 3.2.1. [6].

Il existe un ensemble convexe fermé borné Ω′ de Rn , et un vecteur y0 = (y0i )i ∈Ω′ , tel que

les condition suivantes soient satisfaites :

max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x?)−‖y?− y0‖2 (3.1)

‖y?− y0‖ = inf
y∈Ω′ ‖y?− y‖ (3.2)

xi = y0i√−βi
pour tout i , i = 1,2, ...,n. (3.3)

Lemme 3.2.1. .

Si ϕ un fonction continue sur un ensemble borné on a donc,

inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) = b −max
x∈Ω

ϕ(x) b ∈Rn .

Preuve. (lemme 4.1.1).

On a toujours

inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≤ b −ϕ(x), ∀x ∈Ω=⇒−b + inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≤−ϕ(x) ∀x ∈Ω.

Alors

b − inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≥ϕ(x), ∀x ∈Ω,

on aura donc

b − inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≥ max
x∈Ω

ϕ(x) .

Alors on obtient

− inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≥ −b +max
x∈Ω

ϕ(x) =⇒ inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≤ b −max
x∈Ω

ϕ(x).

D’un autre coté on a

ϕ(x) ≤ max
x∈Ω

ϕ(x) =⇒ b −ϕ(x) ≥ b −max
x∈Ω

ϕ(x),∀x ∈Ω.

Alors comme b −max
x∈Ω

ϕ(x) est constant on obtient donc

inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) ≥ b −max
x∈Ω

ϕ(x).
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3.2. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE CHAPITRE 3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE

On aura,

inf
x∈Ω

(b −ϕ(x)) = b −max
x∈Ω

ϕ(x).

Preuve. ( Théorème 4.1.1 )

Pour tout x ∈Ω on posons ∆ϕi = (αi x?i +βi x?2
i )− (αi xi +βi x2

i ). Alors

∆ϕi = (αi
−αi

2βi
+βi (

−αi

2βi
)2)−αi xi −βi x2

i =
−α2

i

2βi
+ α2

i

4βi
−αi xi −βi x2

i

= −2α2
i +α2

i

4βi
−αi xi −βi x2

i =
−α2

i

4βi
−αi xi −βi x2

i =−βi

((
αi

2βi

)2

+ αi

βi
xi +x2

i

)

=−βi

(
xi + αi

2βi

)2

=−βi
(
xi −x?i

)2
.

Mais

ϕ(x?)−ϕ(x) =
n∑

i=1
∆ϕi .

Alors

ϕ(x?)−ϕ(x) =
n∑

i=1
−βi (xi −x?i )2 pour tout x ∈Ω.

cela donne ,

inf
x∈Ω

(ϕ(x?)−ϕ(x)) = inf
x∈Ω

(
n∑

i=1
−βi (xi −x?i )2

)
peut àtre écrite sous la forme suivante :

ϕ(x?)−max
x∈Ω

ϕ(x) = inf
x∈Ω

(
n∑

i=1
(
√

−βi (xi −x?i ))2

)
= inf

y∈Ω′

(
n∑

i=1
(yi − y?i )2

)
avec

Ω′ =
{

y = (yi )i ∈ Rn : yi =
√
−βi xi / x = (xi )i ∈Ω

}
.

Parce que

inf
y∈Ω′(

n∑
i=1

(y?i − yi )2) = ‖y?− y0‖2 : y0 ∈Ω′

( car Ω′ fermé et borné ) donc : max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x?)−‖y?− y0‖2 alors on obtiens (3.1) .

Puisque inf
y∈Ω′ ‖y?− y‖2 = ‖y?− y0‖2, alors ‖y?− y0‖2 ≤ ‖y?− y‖2 pour tout y ∈Ω′,
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ceci implique que ‖y?− y0‖ ≤ ‖y?− y‖ pour tout y ∈Ω′.
Nous avons par conséquent , ‖y?− y0‖ ≤ inf

y∈Ω′ ‖y?− y‖ , mais y0 ∈Ω′ , alors on a :

‖y?− y0‖ ≥ inf
y∈Ω′ ‖y?− y‖ donc ‖y?− y0‖ = inf

y∈Ω′ ‖y?− y‖

Donc on obtient (3.2).

On a le vecteur y0 est la projection du vecteur y? sur le nouveau convexe Ω′

on a :

max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x) =ϕ(x?)−‖y?− y0‖2

=ϕ(x?)− inf
x∈Ω

(
n∑

i=1

(
y?i −

√
−βi xi

)2
)

=ϕ(x?)−
n∑

i=1

(
y?i −

√
−βi xi

)2
.

Alors
n∑

i=1

(
y?i −

√
−βi xi

)2
=

n∑
i=1

(
y?i − yi 0

)2 =⇒ xi = yi 0√−βi
.

Donc on obtient (3.3)

Remarque 3.2.1. Si x? ∈Ω on a inf
x∈Ω

n∑
i=1

(−βi (x?i −xi )2) = 0 . Alors max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x?) .

Remarque 3.2.2. Soit Ω un ensemble ,et soit T : Ω ⊂ Rn −→ Ω′ ⊂ Rn l’application qui

transforme le convexe Ω en un convexe Ω′ .

T (x) = v x tel que v = (
√−β1,

√−β2, ......,
√−βn) ,on a βi < 0 pour tout i . Alors la matrice

de cette transformation : 
√−βi 0

. . .

0
√−βn


Son déterminant est

n∏
i=1

√−βi 6= 0. Donc elle est conforme .

Remarque 3.2.3. On a Ω est convexe borné, on peut se restreindre au cas αi ≥ 0 pour

tout i .

En effet, supposons que nous avons αi xi +βi x2
i avec αi < 0

on pose : δ? = max(xi ) , yi = δ?−xi ≥ 0 =⇒ xi = δ?− yi par conséquent

αi xi +βi x2
i = αi (δ?− yi )+βi (δ?− yi )2
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= αiδ
?−αi yi +βiδ

?2 −2βiδ
?yi +βi y2

i

=βi y2
i + (−αi −2βiδ

?)yi +αiδ
?+βiδ

?2

on pose, α′
i =−αi −2βiδ

? ≥ 0 et ki =αiδ
?+βiδ

?2. Alors on obtient

αi xi +βi x2
i = α′

i yi +βi y2
i +ki ,où α′

i ≥ 0 et βi ≤ 0,

par conséquent il suffit de remplacer : xi par δ?− yi et αi xi +βi x2
i par α′

i yi +βi y2
i +ki .

Exemple 3.2.1. 

x1, x2 ≥ 0

3x1 +x2 ≤ 9

x1 +2x2 ≤ 8

maxϕ(x1, x2) , avec : ϕ(x1, x2) = 5x1 +5x2 −x2
1 −x2

2 .

On remarque que β1 =β2 =−1 alors on a yi =
√−βi xi =⇒ yi = xi , Ω=Ω′ et on a

∂ϕ

∂x1
(x1, x2) = 5−2x1 , al or s

∂ϕ

∂x1
(x1, x2) = 0 =⇒ 5−2x?1 = 0 =⇒ x?1 = 5

2

∂ϕ

∂x2
(x1, x2) = 5−2x2 , al or s

∂ϕ

∂x2
(x1, x2) = 0 =⇒ 5−2x?2 = 0 =⇒ x?2 = 5

2
.

Alors le point critique x? = ( 5
2 , 5

2 ) ∉Ω car 3 5
2 + 5

2 = 10 > 9 donc le projection de x? est x tel

que :

a(x −x?) = ax −ax? = b −〈a, x?〉
car x est un point frontière de Ω

x = x?− 〈x?, a〉−b

‖a‖2
a

et on a a = (3,1),b = 9 , alors

〈x?, a〉 = 5

2
3+ 5

2
= 10,‖a‖2 = 10.

Donc

x = (
5

2
,

5

2
)− 1

10
(3,1) = (

22

10
,

24

10
) =⇒ max

(x1,x2)∈Ω
ϕ(x1, x2) =ϕ(x) = 12.40.

Ici

Ω=
{

(x1, x2) ∈ R2 :

(
3 1

1 2

)(
x1

x2

)
≤

(
9

8

)
et x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.

53



3.2. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE CHAPITRE 3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE

Exemple 3.2.2. 
x1, x2 ≥ 0

3x1 +2x2 ≤ 6

maxϕ(x1, x2) , avec : ϕ(x1, x2) = 5x1 +8x2 −x2
1 −2x2

2 .

Dans ce cas β1 =−1 et β2 =−2 alors on remarque que Ω 6=Ω′ et on a

∂ϕ

∂x1
(x1, x2) = 5−2x1 ,

∂ϕ

∂x2
(x1, x2) = 8−4x2 .

Alors on a
∂ϕ

∂x1
(x1, x2) = 0 =⇒ 5−2x1 = 0 =⇒ x1 = 5

2
et

∂ϕ

∂x2
(x1, x2) = 0 =⇒ 8−4x2 = 0 =⇒ x2 = 2.

On obtient le point critique x? = (2.5,2) ∉Ω car 3
5

2
+2×2 = 7.5+4 = 11,5 > 6 , alors on a

x0 = PΩ(x?) = x?− 〈x?, a〉−b

‖a‖2
a avec a = (3,2) et b = 6

〈x?, a〉 = 5
2 3+2.2 = 23

2 ,‖a‖2 = 13 , on obtient donc .

x0 = (
5

2
,2)−

23
2 −6

13
(3,2) = (

5

2
,2)− 11

26
(3,2) = (

16

13
,

15

13
)

et on a y1 = x1 et y2 =
p

2x2 , alors

Ω′ =
{

(y1, y2) ∈ R2 / 3y1 + 2p
2

y2 ≤ 6 , y1 ≥ 0 , y2 ≥ 0

}
.

De plus y? = (
5

2
,2
p

2) , alors la projection de ce point sur Ω′ donne le point suivant y0 :

y0 = y?− 〈y?, a′〉−b

‖a′‖2
a′ tel que a′ = (3,

p
2) et b = 6.

Alors

y0 = (
5

2
,2
p

2)− 3 5
2 +2

p
2
p

2−6

11
(3,

p
2) = (

5

2
,2
p

2)−
15
2 +4−6

11
(3,

p
2)

= (
5

2
,2
p

2)− 11

22
(3,

p
2) = (

5

2
,2
p

2)− (
3

2
,

p
2

2
)
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= (
5−3

2
,2
p

2−
p

2

2
) = (1,

3p
2

).

Alors y0 = (1,
3p
2

) =⇒ x = (1, 3
2 ) ( car x1 = y1.0 et x2 = y2.0p

2
)

et max
x∈Ω

ϕ(x) =ϕ(x) =ϕ(1, 3
2 ) = 11,50 .

Notons que la projection du point x? sur Ω donne le point ( 16
13 , 15

13 ) et ϕ( 16
13 , 15

13 ) = 11,207.

Évidemment max
x∈Ω

ϕ(x) ≤ϕ(x?) =ϕ( 5
2 ,2) = 14,25 .

Alors on remarque que la projection du point x? est le plus proche point du point critique

x? , mais n’est pas la solution optimale de ϕ.

Exemple 3.2.3.

x1, x2, x3 ≥ 0

x1 +3x2 ≤ 18

x1 +x2 +x3 ≤ 8

2x1 +x2 +2x3 ≤ 14

max f (x1, x2, x3) , avec : f (x1, x2, x3) = 2x1 +3x2 +3x3 +x2
1 +2x2

2 −x2
3 .

On pose f (x1, x2, x3) =ψ(x1, x2)+ϕ(x3) tel que

ϕ(x3) = 3x3 −x2
3 ; ψ(x1, x2) = 2x1 +3x2 +x2

1 +2x2
2 .

On a ϕ(x3) = 3x3 −x2
3 alors le point critique est x? = ( 3

2 ) et max
x3∈Ω

ϕ(x3) =ϕ( 3
2 ) = 9

4 .

•ψ est une fonction convexe , et sa solution optimale est un point extrême ( sommet de Ω ).

max
(x1,x2)∈Ω

ψ(x1, x2) =ψ(0,6) = 90.

Mais

max
x∈Ω

f (x) ≤ max
x∈Ω

ψ(x)+max
x∈Ω

ϕ(x) .

Par conséquent max
x∈Ω

f (x) ≤ 92,25 .

Mais on a le point , (0,6, 3
2 ) ∈Ω .Alors f ((0,6, 3

2 )) ≤ max
x∈Ω

f (x) =⇒ 92,25 ≤ max
x∈Ω

f (x) .

Alors on obtient max
x∈Ω

f (x) = 92,25.

Remarque 3.2.4. Si nous posons ψ(x) = ∑
βi>0

(
αi xi +βi x2

i

)
, alors

ψ(x?)−ψ(x) =
n∑

i=1

[
αi x?i +βi (x?i )2 −αi xi −βi x2

i

]= n∑
i=1

−βi

[(−αi

βi

)
x?i − (x?i )2 + αi

βi
xi +x2

i

]
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=
n∑

i=1
−βi

[
2

(−αi

2βi

)
x?i − (x?i )2 −2(

−αi

2βi
)xi +x2

i

]
=

n∑
i=1

−βi
(
2(x?i )2 − (x?i )2 −2x?i xi +x2

i

)
=

n∑
i=1

−βi (x?i −xi )2 pour tout x ∈Ω et

inf
x∈Ω

(
ψ(x?)−ψ(x)

)= inf
x∈Ω

(
−

n∑
i=1

βi
(
x?i −xi

)2

)
=⇒ψ(x?)−max

x∈Ω
ψ(x) =−max

x∈Ω

(
n∑

i=1
βi (x?i −xi )2

)
,

donc

max
x∈Ω

ψ(x) =ψ(x?)+max
x∈Ω

(
n∑

i=1
βi (x?i −xi )2

)

=ψ(x?)+max
x∈Ω

(
n∑

i=1

(√
β

i
x?i −

√
β

i
xi

)2
)

.

Soit y? = (y?i )i =
(

αi

2
√
βi

)
i

et y = (yi )i =
(√

βi xi
)

i

Notons que y0 est le point le plus éloigné du convexe

Ω′ =
{

y ∈ Rn / yi =
√
β

i
xi , x = (xi )i ∈Ω

}
.
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Chapitre 4

Programmation linéaire et non-linéaire

4.1 Dual d’un programme linéaire

4.1.1 Problème dual d’un problème de programmation linéaire (P . L)

Considérons le problème de (P L) suivant

(P )


x ≥ 0

Ax = b

max Z =C T .x

Soit x0 une solution optimale de base non dégénérée du probléme (P ) et AB sa matrice de

base associée .

• Cette solution correspond au vecteur des multiplicateurs suivants,

πT =C T
B A−1

B (4.1)

• De l’ optimalité de x0, le vecteur

∆N = AT
Nπ−CN ≥ 0 (4.2)

car

x0 = (x0
B , x0

N ) avec x0
N = 0 alors on a AB x0

B + AN x0
N = b (AN x0

N = 0), donc x0
B = A−1

B b et

Z (x0) =C T x0 =C T
B x0

B +C T
N x0

N =C T
B A−1

B b.

Comme x0 solution optimale alors Z (x0)−Z (x) ≥ 0 : ∀x ≥ 0
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Z (x0)−Z (x) =C T
B A−1

B b − (C T
B xB +C T

N xN ), mais xB = A−1
B b − A−1

B AN xN , alors

Z (x0)−Z (x) =C T
B A−1

B b − (C T
B A−1

B b + (C T
N −C T

B A−1
B AN )xN ) = (C T

B A−1
B AN −C T

N )xN .

Mais on a Z (x0)−Z (x) ≥ 0 et xN ≥ 0, donc

C T
B A−1

B AN −C T
N ≥ 0 ⇒πT AN −C T

N ≥ 0 ⇒ AT
Nπ−CN ≥ 0.

Donc (4.2) vérifie .

D’ou le vecteur π verifie l’ingalité

ATπ≥C (4.3)

(car AT
Bπ−CB = 0) on a

πT AB −C T
B =C T

B A−1
B AB −C T

B =C T
B −C T

B = 0.

• Soit y un vecteur vérifiant , AT y ≥ C ou yT A ≥ C T , comme x0 ≥ 0, en multiplient le

derniére inégalité par x0 on aura , yT Ax0 ≥C T x0 ⇒ yT b ≥C T x0 ⇒ bT y ≥C T x0,∀y ∈ Rm ,

vérifiant

AT y ≥C (4.4)

De (4.3) et (4.4) on déduit que le vecteur π est une solution optimale du problém de

programation linéaire (PL) suivant : (P?)


y ∈Rn

AT y ≥C

min w = bT y .

C ar , si y0 =π al or s bT y0 = bTπ=C T
B A−1

B b , mais

A−1
B .b = x0

B ⇒ bT y0 =C T
B x0

B

=⇒ bT y0 =C T x0 (C T
N x0

N = 0) ,

donc min w = max z.

On déduit que le problemé (P ) et (P?) sont équivalent.

• Le probléme (P ) est dit probléme primal et le probléme (P?) est appelé dual du probléme

(P ). [17]

Définitions

a) Cas d’un (P.L) canonique de type max

Définition 4.1.1. On appelle programme linéaire dual du (P.L) canonique de type max (P)
x ≥ 0

Ax ≤ b

C T x = z (max z)

, le (P.L) canonique de type min(P∗)


y ≥ 0

AT y ≥C

bT y = w (min w)

.
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Exemple 4.1.1. (P ) :



x ≥ 0 3 2 −1

5 −1 1




x1

x2

x3

≤
 2

3


z = 2x1 −x2 +x3 (max z)

a pour dual (P∗) :



y ≥ 0
3 5

2 −1

−1 1


 y1

y2

≥


2

−1

1


w = 2y1 +3y2 (min w)

.

C’est -a-dire , en " développé " (P∗) :



y ≥ 0

3y1 +5y2 ≥ 2

2y1 − y2 ≥−1

−y1 + y2 ≥ 1

w = 2y1 +3y2 (min w)

.

Remarque 4.1.1. Nous aurions écrire (P∗) sous la forme équivalente suivante , obtenue par

simple transposition de l’ecriture AT y ≥C : (P∗) :


y ≥ 0

yT A ≥C T

yT b = w (min w)

ainsi (P∗) :



y ≥ 0(
y1 , y2

) 3 2 −1

5 −1 1

≥
(

2, −1, 1
)

(
y1 , y2

) 2

3

= w (min w)

b) Cas d’un (P.L) canonique de type min

(P ) :


x ≥ 0

Ax ≥ b

C T x = z (min z)

⇔ (P ) :


x ≥ 0

(−A)x ≤−b

−C T x = z ′ (max z ′) (oú z ′ =−z)

59



4.1. DUAL D’UN PROGRAMME LINÉAIRE CHAPITRE 4. PROGRAMMATION LINÉAIRE ET NON-LINÉAIRE

sous cette forme , la définition 5.1.1 ,s’applique á (P) et l’on a

(P∗) :


y ≥ 0

(−A)T y ≥−C

(−b)T y = w ′ (min w ′)

⇔ (P∗) :


y ≥ 0

AT y ≤C

bT y = w (max w) (oú w =−w ′)
C’est cette dernière forme qu’on appellera dual de (P ).

Définition 4.1.2. On appelle programmation linéaire dual du (P.L) canonique de type min,

(P ) :


x ≥ 0

Ax ≥ b

C T x = z (min z)

le (P.L) canonique de type max, (P∗) :


y ≥ 0

AT y ≤C

bT y = w (max w) .

c)Le cas général

Généralisons maintenant le travail précédent nous avons introduit pour tout (P.L) de type

max (respectivement min) de manière Systématique , un (P.L) canonique de type max (res-

pectivement min) équivalent.

Définition 4.1.3. On appelle programme linéaire dual d’un programme quelconque (P ) le

dual (P∗) de son programme canonique équivalent .

C’est en fait une forme équivalente de (P∗), que nous considérons comme dual de (P ).

Commençant par préciser cela sur quelques exemples.

Exemple 1 ( Un type max avec contraints supérieur et égale )

(P ) :



x ≥ 0

x1 −x2 +x3 ≥ 6

x1 +x2 +x3 É 2

2x1 +2x2 +x3 É 4

................................

4x1 +2x2 +2x3 = z (max z)

⇐⇒ (l i g ne1) (P ) :



x ≥ 0

−x1 +x2 −x3 É−6

x1 +x2 +x3 É 2

2x1 +2x2 +x3 É 4

................................

4x1 +2x2 +2x3 = z (max z) .
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Alors le problème dual de ( P ).

(P?) :



t y ′ = (y ′
1; y2; y3) ≥ 0

−y ′
1 + y2 +2y3 ≥ 4

y ′
1 + y2 +2y3 ≥ 2

−y ′
1 + y2 + y3 ≥ 2

................................

−6y ′
1 +2y2 +4y3 = w (min w)

on posant y1 =−y ′
1 alors on obtient

(P?) :



y1 É 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0

y1 + y2 +2y3 ≥ 4

−y1 + y2 +2y3 ≥ 2

y1 + y2 + y3 ≥ 2

................................

6y1 +2y2 +4y3 = w (min w) .

Ainsi , après calculs , la présence de ≥ dans la ( ligne 1 ) ne se traduit dans ( P?) que par

une condition y1 É 0 . Tout se passe comme si , considérant ( P1) identique à ( P ) , sauf

x1 −x2 +x3 É 6 , on formait P?
1 et on changeait y1 ≥ 0 en y1 É 0 .

Il ne faut toutefois . Changes les signes dans la première ligne de A et b1 , équivaut à

changer le signe de la première variable y1 de y .

Exemple 2 ( un type max avec contraints égale )

(P ) :



x ≥ 0

x1 −x2 É 2

5x1 +2x2 = 4

................................

2x1 +x2 = z (max z)

⇐⇒ (P ) :



x ≥ 0

x1 −x2 É 2

5x1 +2x2 É 4

−5x1 −2x2 É−4

................................

2x1 +x2 = z (max z) .
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Alors on a le problème dual de (P )

(P?) :



t y ′ = (y1, y ′
2, y ′

3) ≥ 0

y1 +5y ′
2 −5y ′

3 ≥ 2

−y1 +2y ′
2 −2y ′

3 ≥ 1

................................

2y1 +4y ′
2 −4y ′

3 = w (min w) .

Mais il est aisé de constater que y ′
2 et y ′

3 n’interviennent que sous la forme " groupée "

y = y ′
2 − y ′

3 ∈R, donc on obtient

(P?) :



y1 ≥ 0, y2 ∈R
y1 +5y2 ≥ 2

−y1 +2y2 ≥ 1

................................

2y1 +4y2 = w (min w) .

Nous notons y2 pour signifier que cette variable est non astreinte.

Dans ce cas encore, par rapport à un programme (P1) qui aurait comporté comme ligne(2),

la seule modification de (P?) par rapport à (P?
1 ) consiste à remplacer y2 ≥ 0 par y2 ∈R.

Exemple 3 ( Un peu de tout ce qui précède . . . et une variable non astreinte ).

Considérons d’abord (P1) :

(P1) :



x ≥ 0

x1 +x2 +x3 É 9

2x1 +3x2 ≥ 3

x1 −x2 −x3 = 1

............................

x1 −2x2 +x3 = z (max z).

Des exemples antérieurs certainement que les variables duales vérifieront
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y1 ≥ 0, y2 ≤ 0, y3 ∈R, si bien que l’on obtiendra :

(P?) :



y1 ≥ 0, y2 É 0, y3 ∈R
y1 +2y2 + y3 ≥ 1

y1 +3y2 − y3 ≥−2

y1 − y3 ≥ 1

................................

9y1 +3y2 + y3 = w (min w).

Mais que devient - il si nous modifions (P1) en (P ) par x3 ∈ R ( non astreinte ) au lieu

x3 ≥ 0 . On pose alors x3 = x ′
3 −x ′′

3 avec x ′
3 ≥ 0, x ′′

3 ≥ 0 et on écrit :

(P ) :



x = (x1, x2, x ′
3, x ′′

3 ) ≥ 0

x1 +x2 +x ′
3 −x ′′

3 É 9

−2x1 −3x2 É−3

x1 −x2 −x ′
3 +x ′′

3 É 1

−x1 +x2 +x ′
3 −x ′′

3 É−1

............................

x1 −2x2 +x ′
3 −x ′′

3 = z (max z).

D’où

(P?) :



t y ′ = (y ′
1, y ′

2, y ′
3, y ′

4) ≥ 0

y ′
1 −2y ′

2 + y ′
3 − y ′

4 ≥ 1

y ′
1 −3y ′

2 − y ′
3 + y ′

4 ≥−2

y ′
1 − y ′

3 + y ′
4 ≥ 1

−y ′
1 + y ′

3 − y ′
4 ≥−1

................................

9y ′
1 −3y ′

2 + y ′
3 − y ′

4 = w (min w) .

Soit , on posant y1 = y ′
1(≥ 0) , y2 =−y ′

2(É 0) et y3 = y ′
3 − y ′

4 ∈R
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(P?) :



y1 ≥ 0 , y2 É 0 , y3 ∈R
y1 +2y2 + y3 ≥ 1

y1 +3y2 − y3 ≥−2

y1 − y3 ≥ 1

−y1 + y3 ≥−1

................................

9y1 +3y2 + y3 = w (min w)

⇐⇒ (P?) :



y1 ≥ 0 , y2 É 0 , y3 ∈R
y1 +2y2 + y3 ≥ 1

y1 +3y2 − y3 ≥−2

y1 − y3 = 1 . . . . . . . . . . . (4)

................................

9y1 +3y2 + y3 = w (min w) .

Ainsi (P?
1 ) ne diffère-t-il de (P?) que par égale au lieu de supérieur et égale dans la

troisième contrainte ! Le rôle de " x3 non astreinte " par rapport à x3 ≥ 0 peut être " suivi

à la trace " dans les lignes (4) dans (P?) et colons (4) dans (P ) .

4.1.2 Construction du dual

Primal (P ) Dual(P?)

maxz = cT x mi nw = bT y

Ai x = bi yi ∈R
Ai x É bi yi ≥ 0

Ai x ≥ bi yi É 0

x j ≥ 0 AT
j y ≥ c j

x j É 0 AT
j y É c j

x j ∈ R AT
j y = c j
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Proposition 4.1.1. ( Dual d’un programme standard )

(P ) :



x ≥ 0

Ax = b

............................

cT x = z (max z)

a pour dual (P?) :



y non astr i ent

yT A ≥ cT

............................

yT b = w (min w) .

Preuve.

(P ) :



x ≥ 0

Ax É b

Ax ≥ b

............................

T cx = z (max z)

⇐⇒ (P ) :



x ≥ 0

Ax É b

−Ax É−b

............................

cT x = z (max z) .

Alors on a

(P ) :



x ≥ 0 A

−A

 .x É
 b

−b


....................

cT x = z (max z)

avec, si A ∈ Mm;n(R) , b ∈ Mm,1(R) . Alors on a(
A

−A

)
∈ M2m;n(R) et

(
b

−b

)
∈ M2m,1(R) .

Il y a donc 2m variables duales, séparons les en deux blocs.

Correspondant aux m premières contraintes (y ′) et aux m dernières (y ′′) :

(P?) :



y ′ ≥ 0, y ′′ ≥ 0

(y ′ , y ′′)

 A

−A

≥ cT

....................

(y ′ T , y ′′ T )

 b

−b

= w (min w)

⇐⇒ (
P?

)
:



y ′ ≥ 0 , y ′′ ≥ 0

(y ′− y ′′)A ≥ cT

....................

(y ′ T − y ′′ T )b = w (min w)
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et il n’y a plus qu’à poser y = y ′− y ′′ par construction aucune variable n’est astreinte .

(
P?

)
:



y ∈R
yT A ≥ cT

....................

yT .b = w (min w).

Théorème 4.1.1. Soit (P ) un programme linéaire, et
(
P?

)
son dual . Alors

(
P?

)? = (P ).

• compte tenu de la définition 5.1.3 , il suffit de prouver le résultat pour un problème cano-

nique de type max, (C ) . Or
(
C?

)
est du type " fourniture " F .

(C ) :



x ≥ 0

A.x É b

....................

cT .x = z (max z)

=⇒ (C?) = (F ) :



y ≥ 0

yT .A ≥ cT

....................

yT .b = w (min w)

=⇒ (
C?

)? = (F?) :



x ≥ 0

(AT )T .x É (bT )T

....................

cT .x = z (max z)

⇐⇒ (C?)? :



x ≥ 0

A.x É b

....................

cT .x = z (max z) .

Ce résultat est la justification du mot dualité : (P ) et
(
P?

)
jouent des rôles symétriques,

chacun étant le dual de l’autre.

Théorèmes de la dualité.

Étant donné un problème de ( P.L ) primal .

(P ) :



x ≥ 0

A.x É b

....................

cT .x = z (max z)

et son dual : (P?) :



y ≥ 0

yT .A ≥ cT

....................

yT .b = w (min w) .

Théorème 4.1.2. ( Théorème faible de le dualité ). [5]

Si x et y sont deux solutions réalisables du problème primal et du problème dual respec-

tivement. Alors cT x É bT y .
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Preuve. On a x est solution réalisable pour le problème primal(P) donc A.x É b après

multiplication de cette équation par yT ≥ 0, on obtient yT .A.x É yT .b .

Comme y est un solution réalisable du problème dual (P∗) donc yT .A ≥ cT et en multi-

pliant cette dernière équation par x(x ≥ 0), on obtient yT .A.x ≥ cT .x.

D’on

cT .x É yT .A.x É yT .b =⇒ cT .x É yT .b .

On notera le rôle essentiel de x ≥ 0 et y ≥ 0 dans cette démonstration .

Corollaire 4.1.1. Si les problémes (P ) et (P?) admettent des solutions optimales : x et y

respectivement , elles vérifient cT .x É yT .b .

Preuve. x et y sont en particulier réalisable, elles vérifient donc l’inégalité .

Exemple 1 . Soit le problème (P.L) suivent (P ) et le duale de (P )

(P ) :



x ≥ 0

x1 +x2 É 1

−3x1 +x2 É−3

............................

3x1 +x2 = z (max z) .

D’où

(P?) :



y ≥ 0

y1 −3y2 ≥ 3

y1 + y2 ≥ 1

............................

y1 −3y2 = w (min w).

On aΩ= {A(1,0)} ( f i g 5) et on a cT .x = 3x1 +x2 =⇒ x = A =⇒ cT .x = 3.

Alor s max z = 3 .

et on a les points extrémals du Ω′ , {A′(3;0) } ( f i g 6) .

Alors on a

yT .b = y1 −3y2 donc y = A′ =⇒ yT .b = 3, al or s mi n w = 3
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Fig 5 Fig 6

ou on a : cT .x = (3,1)

(
1

0

)
= 3 et yT .b = (3,0)

(
1

−3

)
= 3, alors cT .x = yT .b .

Il y a donc égalité à l’optimum.

Exemple 2.

(P ) :



x ≥ 0

x1 +2x2 +x3 É 5

x2 +x3 = 2

............................

x1 +4x2 + 5
2 x3 = z (max z).

D’où

(P?) :



y1 ≥ 0 , y2 ∈R
y1 ≥ 1

2y1 + y2 ≥ 4

y1 + y2 ≥ 5
2

............................

5y1 +2y2 = w (min w).
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Si on pose x3 = 2−x2, alors comme x3 ≥ 0 on a x2 É 2 donc on obtient

(P ) :



x1 , x2 ≥ 0

x2 É 2

x1 +2x2 +2−x2 É 5

............................

x1 +4x2 + 5
2 (2−x2) = z (max z)

⇐⇒ (P ) :



x1 , x2 ≥ 0

x2 É 2

x1 +x2 É 3

............................

x1 + 3

5
x2 +5 = z (max z)

Fig 7 Fig 8

La résolution graphique est aisée. comparons le valeurs de z et w .

Point (x1, x2) z = cT .x

O(0,0) 5

A(0,2) 8

B(1,2) 9

C (3,0) 8

Point (y1, y2) w = yT .b

U (1,2) 9

V (1.5,1) 9.5

On vérifie d’abord, pour tout les couples de sommets, l’inégalité fondamentale

( cT .x É yT .b ). Mais on observe également que, de nouveau, ( cT .x = yT .b = 9 ).

Corollaire 4.1.2. . [6]

Si les problemes (P ) et (P?) possèdent des solutions réalisables x0 et y0 ( respectivement )

et vérifiant de plus, cT .x0 = y0 T .b. Alors x0 est solution optimale de (P ) et y0 solution

optimale de (P?)
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Preuve. On a pour tout x réalisable de (P ) , et pour tout y réalisable de (P?)

cT .x É yT .b , alors si y = y0 on a

cT .x É y0 T .b =⇒ cT .x É cT .x0 ( car cT .x0 = y0 T .b).

Donc pour tout x réalisable de (P ) : cT .x É T c.x0, alors x0 est optimale de (P ). Dé-

monstration identique concernant y0 .

4.2 Introduction à la programmation non linéaire

Considérons le problème de programmation non linéaire :

trouver u tel que

(P ) :

u ∈U = {
v ∈Rn : ϕi (v) É 0 , 1 É i É m

}
J (u) = inf

v∈U
J (v)

,

où J et ϕi , 1 É i É m des fonctions définies sur un ensemble ouvert de Rn , dans R .

Et considérons le fonction L tel que : L(v ;µ) = J (v)+
m∑

i=1
µiϕi (v) pour v ∈Rn et µ ∈Rm+ .

Appelée le Lagrangien associé au problème (P ) , et on montre que, si u désigne la solution

du problème (P ) , il existe dans certains cas un élément λ ∈Rm+ vérifiant

L(u,λ) = inf
v∈Rn

L(v,λ) = sup
µ∈Rm+

inf
v∈Rn

L(v,µ)

soit encore L(u,λ) = sup
µ∈Rm+

L(uµ,µ) avec uµ est solution du problème sont contraintes :

(Pµ) : uµ ∈Rn , L(uµ,µ) = inf
v∈Rn

L(v,µ) .

On établit également que

L(u,λ) = sup
µ∈Rm+

L(u,µ) = inf
v∈Rn

sup
µ∈Rm+

L(v,µ)

les points (u,λ) apparaissant ainsi comme des points-selles du Lagrangien L . Dans cette

direction, une relation entre l’ensemble des solutions du problème (P ) et l’ensemble des

premiers arguments des points-selles du Lagrangien L .

A l’aide de la fonction :

G : µ ∈Rm
+ −→G(µ) = inf

v∈Rn
L(v ;µ).
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On appelle problème dual du problème primal (P ) : trouver λ tel que

(Q) : λ ∈Rm
+ ; G(λ) = sup

µ∈Rm+
G(µ)

• Tout les espace vectoriels considérés sont réels.

4.2.1 Lemme de Farkas- Minkowski

Théorème 4.2.1. ( Lemme de Farkas- Minkowski )

Soient ai : i ∈ I , où I est un ensemble fini d’indices, et b des éléments d’un espace de

Hilbert V , de produit scalaire 〈., .〉 . Alors l’inclusion

{w ∈V : 〈ai , w〉 ≥ 0 , i ∈ I } ⊆ {w ∈V : 〈b, w〉 ≥ 0}

est satisfaite si et seulement si (⇔)

∃λi ≥ 0, i ∈ I , tel que b = ∑
i∈I
λi ai .

Preuve. La condition est évidemment suffisante. Sa nécessité est établie en trois étapes :

(i ) L’ensemble

C =
{ ∑

i∈I
λi ai ∈V : λi ≥ 0, i ∈ I

}
est un cône de sommet l’origine, convexe, fermé dans V . La convexité résulte de l’égalité :

θ
∑
i∈I
λi ai + (1−θ)

∑
i∈I
µi ai =

∑
i∈I

(θλi + (1−θ)µi )ai .

Supposons les vecteurs ai , i ∈ I , linéairement indépendants. Toute suite (vk )k≥0 de

points vk = ∑
i∈I
λk

i ai de C est en particulier une suite de points du sous-espace vectoriel

U de dimension finie, donc fermé, engendré par les vecteurs ai . Si elle converge dans V,

elle converge donc dans U , et comme la convergence dans U équivaut à la convergence

des composantes, on déduit que

lim
k→∞

vk = ∑
i∈I

{ lim
k→∞

λk
i }ai ∈C

(
car :λk

i ≥ 0 =⇒ lim
k→∞

λk
i ≥ 0

)
ce qui montre que l’ensemble C est fermé.

Si ai , i ∈ I sont linéairement dépendants, alors ∃µi , i ∈ I , tels que
∑
i∈I
µi ai = 0 et
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J = {i ∈ I , µi < 0} 6= ; , alors v = ∑
i∈I
λi ai ∈C peut aussi s’écrire v = ∑

i∈I
(λi + tµi )ai ∈C

où t = min
i∈J

{−λi
µi

} ≥ 0 .

Les nombres (λi + tµi ) ≥ 0 , i ∈ I , mais l’un d’eux au moins est nul : on a donc démontré

l’égalité :

C = ⋃
j∈I

{
v = ∑

i∈(I−{ j })
λi ai , λi ≥ 0 , i ∈ (I − { j })

}
.

Et il suffit de recommencer ce raisonnement jusqu’à ce que le cône C soit écrit comme

une réunion finie de cônes associés à des vecteurs ai linéairement indépendants , donc

fermés d’après la première partie du raisonnement.on obtient C est fermé .

(i i ) Soit C une partie convexe fermée non vide d’un espace de Hilbert V , et b ∈ V avec

b ∉C . Alors on peut trouver, des vecteurs u ∈V et des nombres réels α tels que〈v,u〉 >α
〈b,u〉 <α

: ∀v ∈C .

D’après le théorème de projection , ∃c ∈C et un seul tel que

Fig 9

‖b − c‖V = inf
v∈C

‖b − v‖V > 0

〈v − c,c −b〉 ≥ 0,∀v ∈C
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et on a 〈c −b,c −b〉 > 0 =⇒〈c,c −b〉 > 〈b,c −b〉
donc 〈v,c −b〉 ≥ 〈c,c −b〉 > 〈b,c −b〉 .

Il suffit de choisi u = (c−b) et n’importe quel nombre α vérifiant 〈c,c−b〉 >α> 〈b,c−b〉 .

(i i i ) Si le point b n’appartient pas à l’ensemble

C = {v = ∑
i∈I
λi ai , λi ≥ 0 , i ∈ I }.

Alors , ∃u ∈V : 〈ai ,u〉 ≥ 0, i ∈ I et 〈b,u〉 < 0 .

D’après l’étape (i ) , l’ensemble C est une partie convexe fermée non vide de V . Si

donc b ∉C , d’après l’étape (i i ) ,il existe un vecteur u ∈V et un nombre réel α tels que〈v ;u〉 >α
〈b;u〉 <α

, ∀v ∈C .

Comme C est un cône de sommet o . o ∈C =⇒α< 0 , et par suit

〈v , u〉 > α

λ
, ∀λ> 0 =⇒〈v,u〉 ≥ 0 , ∀v ∈C (car : v ∈C =⇒λv ∈C , ∀λ> 0).

On a donc établi que 〈ai , u〉 ≥ 0 , i ∈ I ( puisque ai ∈C ) , et 〈b , u〉 <α< 0 .

Ce qui donne la contradiction car , ∀u ∈ V , si < ai ;u >i∈I≥ 0 =⇒< b,u >≥ 0. ce qui

démontre l’assertion .

(⇐=) Si b = ∑
i∈I
λi ai ,λi ≥ 0 . Soit u ∈ {w ∈V : 〈ai , w〉 Ê 0 , i ∈ I } . Alors 〈ai ,u〉 ≥ 0, i ∈ I .

Comme λi ≥ 0 =⇒〈λi ai ,u〉 ≥ 0, i ∈ I ,donc 〈∑
i∈I
λi ai ,u〉 = 〈b,u〉 ≥ 0 .

Alors u ∈ {w ∈V , 〈b, w〉 ≥ 0} , donc

{w ∈V : 〈ai , w〉 , i ∈ I } ⊆ {w ∈V , 〈b, w〉 ≥ 0}.

4.2.2 Les relations de Kuhn et Tucker

Soit V un espace vectoriel normé et U une partie non vide de V .

En tout point u ∈ U , le cône C (u) des directions admissibles est la réunion de {o} et

de l’ensemble des vecteurs w ∈ V pour lesquels il existe (au moins) une suite de points

(uk )k≥0 telle que 
uk ∈U et uk 6= u : ∀k > 0, lim

k→∞
uk = u

lim
k→∞

uk−u
‖uk−u‖ = w

‖w‖ , w 6= 0.
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La dernière condition s’écrivant de façon équivalente

uk = u +‖uk −u‖ w

‖w‖ +‖uk −u‖δk , lim
k→∞

δk = 0; w 6= 0.

Il est clair que l’ensemble C (u) est un cône, non nécessairement convexe.

Si une telle courbe γ est représentée par une application t −→ u(t ) avec u(0) = u ,

dérivable en 0 et si u′(0) 6= 0 on peut en effet écrire

uk −u = tk u′(0)+ tkεk ; lim
k→∞

εk = 0 avec : uk = u(tk ), tk > 0 : lim
k→∞

tk = 0,

de sorte que

lim
k→∞

uk −u

‖uk −u‖ = u′(0)

‖u′(0)‖ .

Théorème 4.2.2. Soit U une partie quelconque non vide d’un espace vectoriel normé V .

(1) En tout point u ∈U , le cône C (u) des directions admissibles est fermé.

(2) Soit J :Ω⊂ V −→ R une fonction définie sur un ouvert Ω⊂U . Si la fonction J admet

en un point u ∈U un minimum relatif par rapport à l’ensemble U , et si elle est dérivable

en u , alors

J ′(u)(v −u) ≥ 0, ∀v ∈ {u +C (u)}.

Preuve.

(1) Soit (wn)n≥0 ⊆C (u) et wn −→n→+∞ w vers w ∈V .

Si w = 0 on a 0 ∈C (u) stop . sinon ,

on supposer que w 6= 0 et donc supposer wn 6= 0 pour tout n . Par définition , ∀n ∈ N :

∃(un
k )k≥0 tel que

un
k ∈U et un

k 6= u : ∀k > 0 , lim
k→∞

un
k = u

un
k = u +‖un

k −u‖. wn
‖wn‖ +‖un

k −u‖.δn
k , lim

k→+∞
δn

k = 0 .

Soit (εn)n≥0 une suite de nombres εn > 0 telle que lim
n→+∞εn = 0 .Alors il existe un entier

k(n) tel que

‖un
k(n) −u‖ É εn , ‖δn

k(n)‖ É εn .

Considérons alors la suite (un
k(n))n . On a d’une part

un
k(n) ∈U , un

k(n) 6= u , ∀n ≥ 0 . lim
n→+∞un

k(n) = u
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et l’on peut écrire , d’autre part

un
k(n) = u +‖un

k(n) −u‖.
w

‖w‖ +‖un
k(n) −u‖.{δn

k(n) + (
wn

‖wn‖
− w

‖w‖ )}.

Comme lim
n−→+∞

wn
‖wn‖ =

w
‖w‖ l’assertion est démontrée . (w ∈C (u)) donc C (u) fermé .

(2) Soit w = (v −u) un vecteur non nul du cône C (u) , et soit (uk )k une suite de points

de U − {u} telle que
lim

k→+∞
uk = u

uk −u = ‖uk −u‖. w
‖w‖ +‖uk −u‖.δk , lim

k→+∞
δk = 0

J (u) É J (uk ) , ∀k .

Comme J dérivable on a

0 ≤ J (uk )− J (u) = J ′(u)(uk −u)+ (uk −u)εk = J ′(u)(uk −u)+‖uk −u‖ uk −u

‖uk −u‖εk

= J ′(u)(uk −u)+‖uk −u‖(
w

‖w‖ +δk )εk

= J ′(u)(uk −u)+‖uk −u‖ε′k ; lim
k→+∞

ε′k = 0,

on a

0 É J ′(u)(‖uk−u‖.
w

‖w‖+‖uk−u‖.δk )+‖uk−u‖ε′k = ‖uk −u‖
‖w‖

(
J ′(u)w +‖w‖J ′(u)δk +‖w‖ ε′k

)
= ‖uk −u‖

‖w‖
(

J ′(u)w +ηk
)

, lim
k→+∞

ηk = 0.

Alors ‖uk −u‖
‖w‖ (J ′(u)w +ηk ) ≥ 0 (avec lim

k→+∞
ηk = 0).

Il en résulte que le nombre J ′(u).w ≥ 0.

Nous considérons les ensembles U particuliers, de la forme

U = {v ∈Ω : ϕi (v) É 0, 1 É i É m},

avec Ω est un ouvert de V ,et considérons l’ensemble d’indices

I (u) = { 1 É i É m, ϕi (u) = 0 }

et

C?(u) = {w ∈V , ϕ′
i (u)w É 0, i ∈ I (u)}.
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Définition 4.2.1. On dit que les contraintes sont qualifiées en un point u ∈U si

• ou bien toutes les fonctions ϕi , i ∈ I (u) sont affines.

• ou bien il existe un vecteur w ∈V tel queϕ′
i (u)w É 0

ϕ′
i (u)w < 0 si ϕi n′est pas a f f i ne

pour tout i ∈ I (u)

Théorème 4.2.3. Soit u un point de l’ensemble

U = { v ∈Ω, ϕi (v) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m },

et les fonctions ϕi : Ω⊆V −→R, i ∈ I (u) sont dérivables. Alors :

(1) Le cône des directions admissibles en ce point vérifie toujours l’inclusion C (u) ⊆C?(u)

(2) Si les contraintes sont qualifiées en u et si les fonctions ϕi ; i ∉ I (u) sont continues en u,

on a l’égalité C (u) =C?(u)

Preuve.

(1) On a ϕi (v) É 0 : ∀v ∈U et on a ϕi (u) = 0 : i ∈ I (u) , alors

chaque fonction ϕi : i ∈ I (u) admet en u un maximum relatif par rapport à l’ensemble

U , Une application du théorème (5.3.2) montre alors que :

ϕ′
i (u)w É 0, ∀w ∈C (u), i ∈ I (u) =⇒∀w ∈C (u) et i ∈ I (u) on a ϕ′

i (u)w É 0.

Alors C (u) ⊆C?(u) .

(2) Supposons d’abord toutes les fonctions ϕi ; i ∈ I (u) affines.

Étant donné un vecteur w non nul de C?(u), considérons la suite (uk ) définie par

uk = u +εk w où εk > 0 et lim
k→+∞

εk = 0 .

Alors uk −u = εk w 6= 0 pour tout k ≥ 0 et lim
k→+∞

uk = u par ailleurs

0 >ϕi (u) = lim
k→+∞

ϕi (uk ) pour i ∉ I (u) ( par conti nui té )

ϕi (uk ) =ϕi (uk )−ϕi (u) =ϕ′
i (u)(uk −u) = εkϕ

′
i (u)w É 0, pour i ∈ I (u).

Ce qui montre que les points uk sont dans l’ensemble U pour k suffisamment grand.

Comme enfin :
uk −u

‖uk −u‖ = w

‖w‖ pour tout k.
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On a bien démontré que w ∈C (u) .

Passons au cas général : il existe un vecteur w 6= 0 tel queϕ′
i (u)w É 0

ϕ′
i (u)w < 0 si ϕi n′est pas a f f i ne

pour tout i ∈ I (u) .

Étant donné un vecteur w non nul de C?(u) . Soit un nombre δ > 0 tel que le vecteur

(w +δw) soit non nul . Considérons la suite (uk ) définie par

uk = u +εk (w +δw), εk > 0 , lim
k→+∞

εk = 0.

Alors uk −u = εk (w +δw) 6= 0 pour tout k et lim
k→+∞

uk = u . Par ailleurs

0 >ϕi (u) = lim
k→+∞

ϕi (uk ), pour i ∉ I (u) ( par conti nui té )

ϕi (uk ) =ϕ′
i (u)(uk −u) =ϕ′

i (u)εk (w +δw) = εk (ϕ′
i (u)w +δϕ′

i (u)w) ≤ 0,

pour i ∈ I (u) et ϕi affine.

ϕi (uk ) =ϕ′
i (u)(uk −u)+δk : lim

k→+∞
δk = 0 (ϕi (u) = 0)

ϕi (uk ) = εk (ϕ′
i (u)w +δϕ′

i (u)w +αk ), lim
k→+∞

αk = 0 et donc

ϕi (uk ) É εk (δϕ′
i (u)w +αk ), pour i ∈ I (u) et ϕi non affine

( car ϕ′
i (u)w É 0 w ∈ C?(u) ). Ce qui montre que les points uk ∈ U pour k suffisam-

ment grand (ce qui explique l’inégalité stricte ϕ′
i (u)w < 0 d’une part, et l’introduction

des vecteurs (w +δw) d’autre part). Comme

uk −u

‖uk −u‖ = w +δw

‖w +δw‖ pour tout k.

On a montré que (w +δw) ∈ C (u) pour tout nombre δ > 0, suffisamment petit. La suite

(wn) définie par wn = w +εn w avec lim
n→+∞εn = 0 , est une suite de points de C (u) (pour

n assez grand). Comme l’ensemble C (u) est fermé ( théorème 5.3.2 ). On conclut que

lim
n→+∞wn = w ∈C (u) . Alors C∗(u) ⊆C (u) on par suite C∗(u) =C (u).

Exemple 4.2.1. Soit V = Rn et toutes les fonctions ϕi sont affines, l’ensemble U se pré-

sentant alors sous la forme :

U =
{

v ∈ Rn ,
n∑

j=1
ci j v j É di , 1 É i É m} = {v ∈ Rn , c.v É d

}
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où c = (ci j ) ∈ Mm;n(R) est une matrice donnée et d ∈ Rm un vecteur donné, le cône des

directions admissibles en un point u ∈U est l’ensemble

C∗(u) =C (u) =⇒C (u) =
{

w ∈Rn ,
n∑

j=1
ci j w j É 0, i ∈ I (u)

}
.

• Revenant à la situation générale, nous obtenons un des résultats les plus importants de

Fig 10

l’optimisation.

Théorème 4.2.4. (Condition nécessaire de minimum en programmation non linéaire).

Soit ϕi :Ω⊆V −→R,1 É i É m avec Ω est un ouvert d’un espace de Hilbert V et

U = {v ∈Ω, ϕi (v) É 0, 1 É i É m} et I (u) = {1 É i É m, ϕi (u) = 0} .

On suppose les fonctions ϕi , i ∈ I (u) dérivables en u , et ϕi , i ∉ I (u) continues en u.

Enfin , on se donne une fonction J :Ω⊆V −→R dérivable en u.

Si J admet en u un minimum relatif par rapport à l’ensemble U , et si les contraintes sont

qualifiées au point u , alors il existe des nombres λi (u), i ∈ I (u) tels que

J ′(u)+ ∑
i∈I (u)

λi (u)ϕ′
i (u) = 0 et λi (u) ≥ 0 ; i ∈ I (u).

Preuve.

D’après le théorème.5.3.2,

J ′(u)w ≥ 0 pour tout w ∈C (u) .

D’après le théorème .5.3.3,

C (u) = {w ∈V : ϕ′
i (u)w É 0, i ∈ I (u)} .
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Désignant par (< ., . >) le produit scalaire de l’espace V et par τ l’isométrie canonique de

V sur V ′ , nous sommes donc dans la situation suivante :

{w ∈V , 〈−τϕ′
i (u), w〉 ≥ 0, i ∈ I (u)} ⊆ {w ∈V , 〈τJ ′(u), w〉 ≥ 0}

car

w ∈V , 〈−τϕ′
i (u), w〉 ≥ 0, i ∈ I (u) =⇒ w ∈V , ϕ′

i (u)w É 0, i ∈ I (u)

=⇒ w ∈C (u), al or s J ′(u)w ≥ 0

=⇒ w ∈V et 〈τJ ′(u); w〉 ≥ 0,

c’est-à-dire exactement les conditions d’application du lemme de Farkas-Minkowski

(théorème .5.3.1) : on obtient

∃λi (u) ≥ 0, i ∈ I (u) tel que τJ ′(u) = ∑
i∈I (u)

λi (u)(−τϕ′
i (u))

=⇒ τJ ′(u)+τ ∑
i∈I (u)

λi (u)ϕ′
i (u)) = 0

=⇒ J ′(u)+ ∑
i∈I (u)

λi (u)ϕ′
i (u)) = 0....(?).

Alors les relations (?), s’appllent les relations de Kuhn et Tucker

• Si on poser λi (u) = 0, ∀i ∉ I (u). Donc
J ′(u)+

m∑
i=1

λi (u)ϕ′
i (u) = 0

λi (u) ≥ 0, 1 É i É m,
m∑

i=1
λi (u)ϕi (u) = 0.

On appelle le vecteur λ(u) = (λi (u)) ∈Rm+ un multiplicateur de Lagrange généralisé, asso-

cié au minimum relatif u.

Remarque 4.2.1. Si I (u) =; , alors la relation de Kuhn et Tucker se réduisent à J ′(u) = 0.

Définition 4.2.2. On dit que des contraintes convexes ϕi : Ω ⊆ V −→ R, 1 É i É m sont

qualifiées si :

• ou bien toutes les fonctions ϕi , 1 É i É m sont affines, et l’ensemble (convexe si Ω est

convexe)

U = {
v ∈Ω, ϕi (v) ≤ 0, 1 É i É m

}
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est non vide,

• ou bien il existe un point v ∈Ω tel queϕi (v) É 0

ϕi (v) < 0 si ϕi n′est pas affine
: 1 É i É m

Théorème 4.2.5. (Conditions nécessaires et suffisantes de minimum en programmation

convexe). Soit J : Ω ⊆ V −→ R une fonction définie sur un ouvert convexe Ω d’un espace

de Hilbert V , et

U = {
v ∈Ω :ϕi (v) É 0, 1 É i É m

}
une partie deΩ, les contraintes ϕi : Ω⊆V −→R, 1 É i É m étant supposées convexes.

Soit u ∈U un point en lequel les fonctions ϕi , 1 É i É m et J sont dérivables.

(1) Si la fonction J admet en u un minimum relatif par rapport à l’ensemble U et si les

contraintes sont qualifiées, alors il existe des nombres λi (u), 1 É i É m tels que les relations

de Kuhn et Tucker : 
J ′(u)+

m∑
i=1

λi (u)ϕ′
i (u) = 0

λi (u) ≥ 0 , 1 É i É m,
m∑

i=1
λi (u)ϕi (u) = 0

soient satisfaites.

(2) Réciproquement, si la fonction J : U −→R est convexe et s’il existe des nombres λi , 1 É
i É m tels que les relations de Kuhn et Tucker soient satisfaites, alors la fonction J admet

en u un minimum par rapport à l’ensemble U .

Preuve.

(1) Il suffit naturellement de montrer que, si des contraintes convexes ϕi sont qualifiées

au sens ci-dessus, elles le sont aussi en tout point u ∈U au sens entendu antérieurement,

ce qui permet d’appliquer ensuite le (théorème .5.3.4) ).

Or, si u 6= v le vecteur w = v −u répond à la question, puisque

ϕ′
i (u)w =ϕi (u)+ϕ′

i (u)(v −u) Éϕi (v) , ∀i ∈ I (u) (ϕi (u) = 0 , i ∈ I (u)).

Les fonctions ϕi étant convexes : si u = v l’ensemble I (u) ne peut contenir que des

indices i pour lesquels les fonctions ϕi correspondantes sont affines, et le vecteur w = 0
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répond à la question.

(2) Soit v ∈U ( convexe ). Alors

J (u) É J (u)−
m∑

i=1
λiϕi (v) (λi ≥ 0, ϕi (v) É 0 )

= J (u)− ∑
i∈I (u)

λi (ϕi (v)−ϕi (u)) (λi = 0 si i ∉ I (u), ϕi (u) = 0, i ∈ I (u))

É J (u)− ∑
i∈I (u)

λi .ϕ′
i (u)(v −u) (ϕi convexe )

É J (u)+ (v −u)(− ∑
i∈I (u)

λi .ϕ′
i (u))

É J (u)+ J ′(u)(v −u) ( K uhn et Tucker )

É J (v) (J convexe ).

4.2.3 Lagrangien et points -selles

Soient V et M deux ensembles quelconques et

L : V ×M −→R

une fonction. On dit qu’un point (u,λ) ∈ V ×M est un point - selle de la fonction L si le

point u un minimum pour la fonction L(. ,λ) : v ∈ V −→ L(v,λ) ∈ R et si le point λ est

un maximum pour la fonction L(u, .) :µ ∈ M −→ L(u,µ) ∈R , autrement dit, si

sup
µ∈M

L(u,µ) = L(u,λ) = inf
v∈V

L(v,λ).

Remarques

1) On notera que la définition fait intervenir de façon essentielle ( mais évidemment arbi-

traire ) l’ordre dans lequel les deux variables interviennent.

2) Dans l’usage que nous ferons de cette notion, les variables µ ∈ M décrivent un espace

de " multiplicateurs de Lagrange généralisés.

• On a tendance à se représenter un point-selle comme " col ", c’est-à-dire un point d’une

surface ayant la forme d’une selle.
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Théorème 4.2.6. Si (u,λ) est un point-selle d’une fonction L : V ×M −→R , alors :

sup
µ∈M

inf
v∈V

L(v,µ) = L(u,λ) = inf
v∈V

sup
µ∈M

L(v,µ).

Preuve. Montrons d’abord que :

sup
µ∈M

inf
v∈V

L(v,µ) ≤ inf
v∈V

sup
µ∈M

L(v,µ),

étant donné des éléments quelconque v ∈V et µ ∈ M on a surement

inf
v∈V

L(v,µ) ≤ L(v ,µ) ≤ sup
µ∈M

L(v ,µ).

( on n’exclut par les valeur −∞ pour inf{. } et +∞ pour sup{ . } ). Comme inf
v∈V

L(v,µ) est

fonction de la seul variable µ ∈ M , et comme sup
µ∈M

L(v ,µ) est fonction de la seul variable

v ∈V , alors l’inégalité suivant :

sup
µ∈M

inf
v∈V

L(v,µ) ≤ inf
v∈V

sup
µ∈M

L(v,µ) (4.5)

• pour établir notre l’inégalité, exprimons que (u,λ) est un point-selle, on écrit

inf
v∈V

sup
µ∈M

L(v,µ) ≤ sup
µ∈M

L(u,µ) = L(u,λ) = inf
v∈V

L(v,λ) ≤ sup
µ∈M

inf
v∈V

L(v,µ).

Alors

inf
v∈V

sup
µ∈M

L(v,µ) ≤ sup
µ∈M

inf
v∈V

L(v,µ) (4.6)

De (4.5) et (4.6), on obtient donc

inf
v∈V

sup
µ∈M

L(v,µ) = L(u,λ) = sup
µ∈M

inf
v∈V

L(v,µ).

Reprenons le problème général de la programmation non linéaire, où nous supposons les

diverses fonctions définies sur l’espace V tout entier, dans le seul but d’alléger l’écriture :

étant donné des fonctions J : V −→ R et ϕi : V −→ R , 1 ≤ i ≤ m , définies sur un espace

de Hilbert V , on définit l’ensemble

U = {
v ∈V , ϕi (v) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m

}
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et il s’agit de trouver le, où les éléments, u vérifiant

u ∈U : J (u) = inf
v∈U

J (v)

c’est ce que nous appellerons dorénavant le problème (P ) .

L’intérêt fondamental de la notion de point-selle est le suivant ( c’est ce que nous établis-

sons au prochain théorème ) sous certaines conditions, toute solution u du problème

(P ) est également premier argument d’un point-selle (u,λ) d’une fonction convenable

L : V × M −→ R ( l’espace M étant donc à déterminer ), appelée le lagrangien associé

au problème (P ) considéré, et réciproquement, si (u,λ) est un point-selle de ce même

lagrangien L alors u est solution du problème (P ) .

On appelle le second argument λ d’un tel point-selle (u,λ) un multiplicateur de La-

grange généralise associé a la solution u du problème (P ) .

De façon plus précise, définissons le Lagrangien associé au problème (P ) ci-dessus comme

étant la fonction :

L : (v,µ) ∈V ×Rm −→ L(v,µ) = J (v)+
m∑

i=1
µiϕi (v)

le " deuxième " espace M étant donc Rm+ .

Théorème 4.2.7. ( 1 ) Si (u,λ) ∈ V ×Rm+ est point-selle du Lagrangien L , le point u, qui

appartient à l’ensemble U , est solution du problème (P ).

( 2 ) On suppose les fonctions J et ϕi , 1 ≤ i ≤ m, convexes, dérivables en un point u ∈U ,

et les contraintes qualifiées. Alors, si u est solution du problème (P ) , il existe au moins un

vecteur λ ∈Rm+ tel que le couple (u,λ) ∈V ×Rm+ soit point-selle du Lagrangien L .

Preuve.

(1) Les inégalités L(u,µ) ≤ L(u,λ) : ∀µ ∈ Rm+ s’écrivent : L(u,µ)−L(u,λ) ≤ 0 . Alors

J (u)+
m∑

i=1
µiϕi (u)− J (u)−

m∑
i=1

λiϕi (u) ≤ 0 =⇒
m∑

i=1
(µi −λi )ϕi (u) ≤ 0 : ∀µ≥ 0

ce qui entraine ϕi (u) ≤ 0 , 1 ≤ i ≤ m (faire tendre chaque µi vers +∞ ).

Si µ = 0 on obtient
m∑

i=1
−λiϕi (u) ≤ 0 =⇒

m∑
i=1

λiϕi (u) ≥ 0 et comme λi ≥ 0 et ϕi (u) ≤ 0
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on obtient
m∑

i=1
λiϕi (u) ≤ 0 , on a donc déjà montré que u ∈U et

m∑
i=1

λiϕi (u) = 0 , mais on

a les inégalités L(u,λ) ≤ L(v,λ) : ∀v ∈V , on obtient donc

J (u) ≤ J (v)+
m∑

i=1
λiϕi (v) : ∀v ∈V

comme λi ≥ 0 , et ϕi (u) ≤ 0 , et si v ∈U ⊂V , donc

J (u) ≤ J (v)+
m∑

i=1
λiϕi (v) =⇒ J (u) ≤ J (v) : ∀v ∈U .

Alors comme J (u) ≤ J (v) : ∀v ∈U , et u ∈U donc

J (u) = inf
v∈U

J (v)

a par suite u est un solution de (P ) .

(2) On est exactement dans les conditions d’application du théorème . 5.3 .5 :

Si u est solution du problème (P ) , il existe un vecteur λ ∈ Rm+ tel que
m∑

i=1
λiϕi (u) = 0 et

J ′(u)+
m∑

i=1
λiϕ

′
i (u) = 0 ( relations de Kuhn et Tuckes ). La premiére égalité donne

L(u,µ) = J (u)+
m∑

i=1
µiϕi (u) ≤ J (u) = L(u,λ) : ∀µ ∈ Rm

+ ⇒ L(u,λ) = sup
µ∈Rm+

L(u,µ),

( car µi ≥ 0 et ϕi (u) ≤ 0 ),

et la seconde égalité est une condition suffisante de minimum pour la fonction convexe

(somme de fonctions convexes)

L(.,λ) : v ∈V −→ J (v)+
m∑

i=1
λiϕi (v)

comme J convexe et la relations de Kuhn et Tuckes, on a

J (u)− J (v) ≤ (u − v)J ′(u) =⇒ J (u)− J (v) ≤ (u − v)(−
m∑

i=1
λiϕ

′
i (u))

=⇒ J (u)− J (v) ≤
m∑

i=1
λi (ϕ′

i (u)(v −u))

et on a comme ϕi convexe pour tout i , on a

ϕi (u)−ϕi (v) ≤ϕ′
i (u)(u − v) =⇒ϕi (u)−ϕi (v) ≤−ϕ′

i (u)(v −u)
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=⇒ϕ′
i (u)(v −u) ≤ϕi (v)−ϕi (u).

Alors

J (u)− J (v) ≤
m∑

i=1
λiϕi (v)−

m∑
i=1

λiϕi (u)

=⇒ J (u)+
m∑

i=1
λiϕi (u) ≤ J (v)+

m∑
i=1

λiϕi (v)

L(u,λ) ≤ L(v,λ)

par suite L(u,λ) ≤ L(v,λ) pour tout v ∈V , et on a donc établi que le point (u;λ) est un

point-selle du Lagrangien L.

• L’ensemble des solutions du problème (P ) : trouver u tel que

(P ) :

u ∈U = {v ∈V :ϕi (v) ≤ 0 : 1 ≤ i ≤ m}

J (u) = inf
v∈U

J (v)

coïncide avec l’ensemble des premiers arguments des points-selles du Lagrangien

L : (v,µ) ∈V ×Rm
+ −→ L(v,µ) = J (v)+

m∑
i=1

µiϕi (v)

disons λ , des seconds arguments de ces points-selles. le problème (P ) avec contraintes

serait remplacé par le problème sans contraintes (Pλ) : trouver (uλ) tel que :

(Pλ) : uλ ∈V : L(uλ,λ) = inf
v∈V

L(v,λ).

Comment trouver un tel élément λ ∈Rm+ . Si l’on se rappelle que (théorème . 5.3 .6 )

L(uλ,λ) = inf
v∈V

L(v,λ) = sup
µ∈Rm+

inf
v∈V

L(v,µ)

on est naturellement conduit à chercher λ comme solution du problème (Q) : trouver λ

tel que

λ ∈Rm
+ : G(λ) = sup

µ∈Rm+
G(µ)

où l’application, G :Rm+ −→R est définie par

G :µ ∈Rm
+ −→G(µ) = inf

v∈V
L(v ;µ) .

On appelle (Q) le problème dual du problème (P ) qui, de ce point de vue, devient le

problème primal. De la même façon, on appelle µ ∈ Rm+ la variable duale, de la variable
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primale v ∈U ⊆V .

Le problème dual apparaît donc à nouveau comme un problème d’optimisation avec contraintes,

mais les contraintes µi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m , sont aisément prises en compte puisqu’on connaît

l’opérateur de projection associé, alors que les contraintes

ϕi (u) ≤ 0,1 ≤ i ≤ m, sont en général impossibles à prendre en compte numériquement.

Alors qu’au théorème précédent, nous avions établi le lien existant entre le problème pri-

maI (P ) et un problème primal-dual, qui faisait intervenir à la fois les variables primale et

duale, de recherche de point-selle, il nous reste à établir le lien existant entre les solutions

du problème primai (P ) et les solutions du problème dual (Q) , c’est l’objet du résultat

qui suit.

Théorème 4.2.8. On suppose que les fonctions ϕi : V −→ R,1 ≤ i ≤ m, sont continues et

que, pour tout µ ∈Rm+ , le problème (Pµ) : trouve uµ ∈V tel que

(Pµ)µ∈Rm+ : uµ ∈V , L(uµ,µ) = inf
v∈V

L(v,µ)

a une solution et une seule uµ dépendant continûment de µ ∈ Rm+ . Alors, si λ est une

solution quelconque du problème (Q) , la solution uλ du problème (Pλ) correspondant

est solution du problème (P ) .

Preuve. Soit λ une solution quelconque du problème (Q). On a

λ ∈Rm
+ ,G(λ) = L(uλ,λ) = inf

v∈V
L(v,λ)

et nous allons établir la relation

sup
µ∈Rm+

L(uλ,µ) = L(uλ,λ)

Ces deux relations constituant précisément la définition d’un point-selle (uλ,λ) du La-

grangien L , on déduira du théorème.5.3.7 que uλ est solution du problème (P ). Consi-

dérons deux points µ et (µ+ξ) de l’ensemble Rm+ , de composantes

µi et (µi +ξi ), 1 ≤ i ≤ m, les inégalités

L(uµ,µ) ≤ L(uµ+ξ,µ) et L(uµ+ξ,µ+ξ) ≤ L(uµ,µ+ξ)

s’écrivent encore :

m∑
i=1

ξiϕi (uµ+ξ) ≤G(µ+ξ)−G(µ) ≤
m∑

i=1
ξiϕi (uµ)
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car

G(µ+ξ)−G(µ) = inf
v∈V

L(v,µ+ξ)− inf
v∈V

L(v,µ), ( inf
v∈V

L(v,µ) = L(uµ,µ))

≤ L(uµ,µ+ξ)−L(uµ,µ)

mais

L(uµ,µ+ξ)−L(uµ,µ) = J (uµ)+
m∑

i=1
(µi +ξi )ϕi (uµ)− J (uµ)−

m∑
i=1

µiϕi (uµ) =
m∑

i=1
ξiϕi (uµ).

Alors on obtient

G(µ+ξ)−G(µ) ≤
m∑

i=1
ξiϕi (uµ) (4.7)

Respectivement on a

L(uµ,µ) ≤ L(uµ+ξ,µ) =⇒G(µ) ≤ L(uµ+ξ;µ).

Alors

−L(uµ+ξ,µ) ≤−G(µ)

par suite

L(uµ+ξ,µ+ξ)−L(uµ+ξ,µ) ≤G(µ+ξ)−G(µ), (G(µ+ξ) = inf
v∈V

L(v,µ+ξ) = L(uµ+ξ,µ+ξ))

et on a

L(uµ+ξ,µ+ξ)−L(uµ+ξ,µ) = J (uµ+ξ)+
m∑

i=1
(µi +ξi )ϕi (uµ+ξ)− J (uµ+ξ)−

m∑
i=1

µiϕi (uµ+ξ)

=
m∑

i=1
ξiϕi (uµ+ξ) .

Alors on obtient
m∑

i=1
ξiϕi (uµ+ξ) ≤G(µ+ξ)−G(µ) (4.8)

De (4.7) et (4.8) on obtient donc

m∑
i=1

ξiϕi (uµ+ξ) ≤G(µ+ξ)−G(µ) ≤
m∑

i=1
ξiϕi (uµ)

il existe θ ∈ [0,1] tel que

G(µ+ξ)−G(µ) = (1−θ)
m∑

i=1
ξiϕi (uµ)+θ

m∑
i=1

ξiϕi (uµ+ξ)
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=
m∑

i=1
ξiϕi (uµ)+θ

m∑
i=1

ξi (ϕi (uµ+ξ)−ϕi (uµ)).

Les fonctions µ ∈Rm+ −→ uµ ∈V , et ϕi : V −→R , étant continues par hypothèse , on peut

écrire, en tout point µ ∈Rm+

θ
m∑

i=1
ξi (ϕi (uµ+ξ)−ϕi (uµ)) = θξ.(ϕ(uµ+ξ)−ϕ(uµ))

= ‖ξ‖ θ ξ

‖ξ‖ . (ϕ(uµ+ξ)−ϕ(uµ))

= ‖ξ‖ ε(ξ) avec ε(ξ) = θ ξ

‖ξ‖ . (ϕ(uµ+ξ)−ϕ(uµ)).

Alors

G(µ+ξ)−G(µ) =
m∑

i=1
ξiϕi (uµ)+‖ξ‖.ε(ξ) avec lim

ξ→0
ε(ξ) = 0.

( ‖.‖ : norme vectorielle quelconque sur Rm ), ce qui établit la dérivabilité de la fonc-

tion G : Rm −→ R , d’une part, et qui, d’autre part, donne l’expression de la dérivée , on a

en effet

G(µ+ξ)−G(µ) = ξG ′(µ)+‖ξ‖ε(ξ) =⇒ ξ.G ′(µ) =
m∑

i=1
ξiϕi (uµ) : ∀ξ ∈Rm .

Puisque la fonction G admet un maximum au point λ de l’ensemble convexe Rm+ alors

on a :

G ′(λ)(µ−λ) ≤ 0 : ∀µ ∈Rm
+

soit encore :

m∑
i=1

(µi −λi )ϕi (uλ) ≤ 0 =⇒
m∑

i=1
µiϕi (uλ) ≤

m∑
i=1

λiϕi (uλ) : ∀µ ∈Rm
+

par suite :

L(uλ,µ) = J (uλ)+
m∑

i=1
µiϕi (uλ) ≤ J (uλ)+

m∑
i=1

λiϕi (uλ) = L(uλ,λ) : ∀µ ∈Rm
+

ce qui est précisément la deuxième inégalité caractérisant un point-selle.
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Théorème 4.2.9. [7]

On suppose que le problème (P ) a au moins une solution u , que les fonctions

J et ϕi , 1 ≤ i ≤ m , sont convexes, dérivables en u , et enfin que les contraintes sont quali-

fiées. Alors le problème (Q) a au moins une solution.

Preuve. D’après le théorème (5.3.7), il existe (au moins) un vecteur λ ∈ Rm+ . tel que le

couple (u,λ) soit un point-selle du Lagrangien L.et Le théorème (5.3.6) entraîne alors.

L(u,λ) = inf
v∈V

L(v,λ) = sup
µ∈Rm+

inf
v∈V

L(v,µ)

ce qui peut encore s’écrire :

G(λ) = sup
µ∈Rm+

G(µ).

Remarque 4.2.2. Si (u,λ) est un point-selle du Lagrangien L sur V ×Rm+ , il est clair

d’après le théorème. 5.3.6 que λ est solution du problème (Q) par définition de ce dernier,

réciproquement, avec les hypothèses du théorème précédent, si λ est solution de (Q), le

couple (uλ,λ) est point-selle du Lagrangien L : il y a donc coïncidence de l’ensemble des so-

lutions du problème dual (Q) avec celui des seconds arguments λ des points-selles (uλ,λ)

du Lagrangien L .
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Notre contribution est dans la suite :

4.3 Points selles d’une forme quadratique

Considérons le problème suivant :

(P ) :


f (x) =

p∑
i=1βi <0

(αi xi +βi x2
i )+

n∑
i=p+1βi >0

(αi xi +βi x2
i ) =ϕ(x)+ψ(x)

Ω= {x ∈Rn+ , Ax ≤ b } , max
x∈Ω

f (x) , b = (bi )m
i=1 ∈Rm+ .

Notations et rappels :

max
x∈Ω

f (x) = f (x).

Soit a un vecteur de Rn

[a] = { x ∈Rn , x =λa : λ ∈R }.

[a] est le sous-espace vectoriel de Rn engendré par a(a 6= 0) c’est le plus petit sous-

espace vectoriel contenant a il est fermé , d’après le théorème de Riesz , Rn = [a]⊕ [a]⊥ .

Algorithme de recherche de x : On a deux possibilités

(i) x est un sommet de Ω, Dans ce cas on a un algorithme de recherche de x, [3]

(ii) Si x n’est pas un sommet de Ω ,

on sait que x est un point frontière de Ω,

(
si non x =

(−αi

2βi

)
i

)
.

Alors il existe un hyperplan ax = b contentent x

(ai 1x1 + ai 2x2 + . . . + ai n xn = bi ) (ax = b).

Dans le cas où f ′(x) ∈ [a], on peut determiner la valeur de x

f ′(x) ∈ [a] =⇒ f ′(x) = k.a avec k ∈R ( nombre réel ). Cette equation s’ecrit :

(αi +2βi xi )i = k.a

avec

a = (ai 1, ai 2, ......., ai n) = (a1, a2, ........., an)

=⇒αi +2βi xi = k.ai , i = 1,2, ....,n
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xi = −αi

2βi
+k.

ai

2βi
=⇒ x = x?+k.

(
ai

2βi

)
i

(
si on pose x? =

(−αi

2βi

)
i

)
− On a la transformation suivante

K −→ 2k =⇒ x = x?+k.

(
ai

βi

)
i

calcul de k

i = 1



a) a11x1 +a12x2 + .......+a1n xn = b1 " contenant x " ax = b1 ⇐⇒ ax?+ka
(

a1i
2βi

)
i
= b1

=⇒ valeur de k

b) C alcule de x = x?+k
(

a1i
2βi

)
i

c) Si x ∈Ω
d) Stop x = x la solution optimale du problème (P)

e) Si A.x > b , on passe á i = 2 . . . m

Remarque importante. On a les deux possibilités suivantes :

(?) x est un sommet.

(??) x n’est pas un sommet et soit l’hyperplan contenant x : ax = b .

On veut chercher k tel que x = x?+k
(

a1i
βi

)
i

.

Montrons que si f (x) =
p∑

i=1βi<0
αi xi +βi x2

i =ϕ(x) , et si x 6=
(−αi

2βi

)
i

, alors x = PΩ′(x?) .

Sans restreindre la généralisation, on peut supposer que βi =−1 , ∀i .

x = x?−k(a1i )i =⇒ ax = b et ax = b = a.x?−ka.(a1i )i = a.x?−k‖a‖2 .

D’où

k =−b −a.x?

‖a‖2
= a.x?−b

‖a‖2
.

Alors

x = x?− a.x?−b

‖a‖2
.a.

Théorème 4.3.1. Si βi 6= 0,∀i = 1...n .

Alors il existe un convexe formé et borné Ω′ de Rn , tel que

f (x) =φ(y)
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avec

φ(y) =
p∑

i=1
(α′

i yi − y2
i )+

n∑
i=p+1

(α′
i yi + y2

i ) , β′
i =±1

pour tout y ∈Ω′ .

Preuve.

pose Ω′ = {
y = (yi )i ∈Rn : yi =

√|βi |.xi ; x = (xi )i ∈Ω
}

le transformé Ω′ de Ω devient

f (x) =φ(y) =
p∑

i=1;βi<0

(
αi√−βi

yi − y2
i

)
+

n∑
i=p+1;βi>0

(
αi√
βi

yi + y2
i

)

Ax ≤ b



a11
y1p
−β1

+ .........+a1p
ypp−βp

+a1p+1
yp+1p
βp+1

+ .......+a1n
ynp
βn

≤ b1

. . . .

. . . .

. . . .

an1
y1p
−β1

+ .........+anp
ypp−βp

+anp+1
yp+1p
βp+1

+ .......+ann
ynp
βn

≤ bn

on pose : â1i = a1ip
|βi |

donc on obtient Ây ≤ b =⇒ y = y?+k(â1i ) où

â1i =

 −a11√−β1
, .....,

−a1p√
−βp

,
a1p+1√
βp+1

, ....,
a1n√
βn

 .

Sans restreindre la généralisation , on peut écrire f sous la forme :

f (x) =
p∑

i=1
(αi xi −x2

i )+
n∑

i=p+1
(αi xi +x2

i ).

(Il suffit de poser yi =
√|βi |xi , ici on suppose que βi 6= 0 ).

Considéreons le cas où x n’est pas un sommet de Ω .

Soit x = x?+k
(

a1i
βi

)
i

; k ∈R .

On pose

Ω1 =
{

x ∈Rn
+ : a11x1 + ......+a1p xp = b1 et xi = 0 : ∀i = p +1, ......,n

}
Ω2 =

{
x ∈ Rn

+ : a1p+1xp+1 + ......+a1n xn = b2 et xi = 0 : ∀i = 1, ......, p
}
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avec b = b1 +b2 et x? = (x?1 , x?2 , ......, x?n ) .

On pose

x? = (x?1 ; x?2 ; ......; x?p ,0, .....,0) et x? = (0, .....,0, x?p+1, x?p+2, ......, x?n )

x? = x?+x? , aϕ = (a11, ....., a1p ,0.....,0) et aψ = (0.....,0, a1p+1, ....., a1n)
pΩ1 (x?) = x?− aϕx?−b1

‖aϕ‖2 aϕ

pΩ2 (x?) = x?− aψx?−b2

‖aψ‖2 aψ

=⇒

pΩ1 (x?)+pΩ2 (x?) = x?− aϕx?−b1

‖aϕ‖2
aϕ+x?− aψx?−b2

‖aψ‖2
aψ

= x?− aϕx?−b1

‖aϕ‖2
aϕ−

aψx?−b2

‖aψ‖2
aψ.

Mais

x = x?+k

(
a1i

βi

)
i

βi = 1 si i = p +1, .......,n

βi =−1 si i = 1, ......., p

donne

ax = ax?+ka

(
a1i

βi

)
i

avec a = (a11, ....., a1p , ....., a1n)

ax = ax?+k

(
−

p∑
i=1

a2
1i +

n∑
i=p+1

a2
1i

)

= ax?−k
p∑

i=1
a2

1i +k
n∑

i=p+1
a2

1i

= ax?+ax?−k
p∑

i=1
a2

1i +k
n∑

i=p+1
a2

1i .

Alors on a

a.x =
(

ax?−k
p∑

i=1
a2

1i

)
+

(
ax?+k

n∑
i=p+1

a2
1i

)
.

Posons alors ax?−k
p∑

i=1
a2

1i = b1 et ax?+k
n∑

i=p+1
a2

1i = b2 avec b = b1 +b2

=⇒ k =−b1 −ax?

‖aϕ‖2
=−b1 −aϕx?

‖aϕ‖2
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= aϕx?−b1

‖aϕ‖2
,

car ax? = (a11, ....., a1p , ....., a1n).(x?1 , ........., x?p ,0, .......,0) = aϕx? .

Par suite ax?−k
p∑

i=1
a2

1i = aϕx?−k
p∑

i=1
a2

1i = aϕx?−k‖aϕ‖2 = b1 .

De même la manière k = b2 −aψx?

‖aψ‖2
, ax? = aψx?

x = x?+x?+k
(a11

−1
, .....,

a1p

−1
,

a1p+1

1
, ......,

a1n

1

)
= x?+k

(−a11, .....,−a1p ,0, ......,0
)+x?+k

(
0, ......,0, a1p+1, ....., a1n

)
= x?+ aϕx?−b1

‖aϕ‖2
(−1)aϕ+x?− aψx?−b2

‖aψ‖2
(+1)aψ

=
(

x?− aϕx?−b1

‖aϕ‖2
aϕ

)
+

(
x?− aψx?−b2

‖aψ‖2
aψ

)
Ω1 =

{
x ∈Rn : a11x1 + ......+a1p xp = b1

}
Ω2 =

{
x ∈Rn : a1p+1xp+1 + ......+a1n xn = b2

}
pΩ1 (x?) = x?− aϕx?−b1

‖aϕ‖2
aϕ ; pΩ2 (x?) = x?− aψx?−b1

‖aψ‖2
aψ.

Alors

x = pΩ1 (x?)+pΩ2 (x?)

Notons par : y = xϕ et x = xψ donc aϕy +aψx = b

=⇒
aϕy = b1,

aψx = b2.

Si x = 0 , on a donc b1 = b .

Si y = 0 , on a donc b2 = b .

Supposons qu’on sait xψ . maxϕ(x)

Aϕxϕ+ Aψx ≤ b.

Si xϕ n’est pas un sommet , Aϕx + Aψx ≤ b , on a

xϕ = x?− aϕx?−b +aψxψ
‖aϕ‖2

aϕ.

94



4.3. POINTS SELLES D’UNE FORME QUADRATIQUE CHAPITRE 4. PROGRAMMATION LINÉAIRE ET NON-LINÉAIRE

Car : xϕaϕ+xψaψ = b =⇒ xϕaϕ = b −xψaψ

xϕ = b −aψxψ
‖aϕ‖2

.aϕ =⇒ xϕ = x?− aϕx?

‖aϕ‖2
.aϕ−

−b +aψxψ
‖aϕ‖2

.aϕ =⇒ xϕ = x?−aϕx?−b +aψxψ
‖aϕ‖2

.aϕ

où

xϕ = (x1, ........, xp ,0, .......,0) , xψ = (0, .......,0, xp+1, ........, xn)

x = xϕ+xψ

xϕ = x?− aϕx?−b

‖aϕ‖2
aϕ−

aψxψ
‖aϕ‖2

aϕ.

xϕ = (x?− aψxψ
‖aϕ‖2

aϕ)− aϕx?−b

‖aϕ‖2
aϕ.

On pose x̂? = x?− aψxψ
‖aϕ‖2 aϕ . Alors

xϕ = x̂?− aϕx?−b

‖aϕ‖2
aϕ.

Mais on a

aϕx̂? = aϕx?− aψxψ
‖aϕ‖2

‖aϕ‖2 = aϕx?−aψxψ

=⇒ aϕx? = aϕx̂?+aψxψ

PΩ1 (x̂?) = x̂?− aϕx̂?−b +aψxψ
‖aϕ‖2

aϕ = x̂?− [aϕx?−aψxψ]−b +aψxψ
‖aϕ‖2

aϕ

= x̂?− aϕx?−b

‖aϕ‖2
aϕ = xϕ.

D’où xϕ = PΩ1 (x̂?) .

Donc le vecteur xϕ = (x1; .......; xp ,0, ......,0) , est projection orthogonale du vecteur x̂? sur

Ω1 .
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Conclusion

Les algorithmes de résolution des problèmes d’optimisation quadratique sont très

complexes et très lourds à mettre en œuvre pour les problèmes de grande taille ou pour la

résolution en temps réel.

Des formes particulières de ce problème ont été étudiées pour réduire le temps du calcul.

L’une de ces cas est l’application des opérateurs pour la résolution d’un problème d’opti-

misation quadratique [8].

En développant plusieurs exemples à l’aide de la méthode[7] , nous avons montré la sim-

plicité des calculs et surtout la précision des résultats obtenus après un nombre d’itéra-

tions très limité.

Nous avons explicité les condition d’utilisation de cette méthode en démontrant l’exis-

tence des solutions et les techniques permettant de les calculés :

1. Décomposition de la fonction f en deux fonctions, ϕ et ψ,

2. Optimisation de la fonction concave ϕ . x est la projection orthogonale de x? sur

un nouveau convexe Ω′ ;

3. L’extrémum de la fonction convexe ψ est un sommet ;

4. Si x est un sommet de Ω, dans ce cas on a un algorithme de recherche de x [3],

et si x n’est pas sommet de Ω on sait que x est un point frontière. Alors il existe

un hyperplan a.x = b contentent x donc si φ′(x) ∈ [a],on peut calculer x ;

5. On a rappelé le cas linéaire, en particulier la méthode du simplexe, et le problème

dual ainsi que le rajout d’une contrainte.

Notons qu’il est parfois difficile de trouver la projection sur un polyèdre.
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