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Résumé

Ce mémoire de Master étudie la théorie des opérateurs de Riesz, une classe im-
portante d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach, qui généralisent les
opérateurs compacts en conservant des propriétés spectrales remarquables. L’objec-
tif principal est d’étudier leurs caractéristiques structurelles, spectrales et fonction-
nelles.

Mots clés : Opérateurs de Riesz, Fredholm, Perturbations de Fredholm, polyno-
mialement compacts, quasi-nilpotents.
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Abstract

This Master’s thesis studies the theory of Riesz operators, an important class of
bounded linear operators on a Banach space, which generalize compact operators
while preserving remarkable spectral properties. The main objective is to study their
structural, spectral, and functional characteristics.

Keywords : Riesz operators, Fredholm operators, Fredholm perturbations, Poly-
nomially compact operators, Quasi-nilpotent.



Notations

Espace de Banach,

Algebre des opérateurs linéaires et bornés sur E,

Idéal des opérateurs compacts sur X,

Ensemble des opérateurs semi-Fredholm a droite sur X,
Ensemble des opérateurs semi-Fredholm a gauche sur X,
Ensemble des opérateurs semi-Fredholm supérieur sur X,
Ensemble des opérateurs semi-Fredholm inférieur sur X,
Ensemble des opérateurs de Fredholm sur X,

Ensemble des opérateurs de Riesz sur X,

Ensemble des perturbations de Fredholm sur X,
Ensemble des opérateurs de Weyl sur X,

Ensemble des opérateurs de Browder sur X,

Ensemble de toutes les fonctions holomorphes,
L’opérateur identité sur X,

Noyau de A,

Image de A,

Dimension algébrique,

Codimension algébrique,

Nullité de A,

Déficience de A,

L’ascente de A,

Descente de A,

Adjoint de A,

L’orthogonale de M dans X,

Spectre de A,

Spectre ponctuel de A,

Spectre continu de A,

Spectre résiduel de A,

Spectre essentiel de A.
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Introduction

Le concept d’opérateur de Riesz a été introduit par F. Riesz en utilisant un
systeme axiomatique des propriétés des opérateurs compacts qu’il avait précédem-
ment utilisés dans ses travaux sur les équations intégrales. Un opérateur de Riesz
est ainsi une généralisation de la notion d’opérateur compact, partageant de nom-
breuses propriétés spectrales avec ce dernier. Cependant, il est crucial de noter qu’ils
ne possedent pas nécessairement les mémes propriétés algébriques.

Dans ce mémoire, notre objectif principal est de fournir une étude concise de la
classe des opérateurs de Riesz. Plus précisément, on étudie les propriétés fondamen-
tales et les principaux théoremes des opérateurs de Riesz linéaires dans les espaces de
Banach. Ainsi quelques propriétés spectrales de ces opérateurs qui se caractérisent
par leur comportement spectral particulier, similaire aux opérateurs compacts.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, le premier chapitre intitulé "Rappels
et compléments” porte sur les rappels indispensables pour les autres chapitres. On in-
troduit les concepts fondamentaux tels que les opérateurs linéaires bornés, compacts,
Fredholm, semi-Fredholm, perturbation de Fredholm, ’algebre de Calkin ainsi que
des notions de résolvante, de spectre et des spectres essentiels. Le deuxieme chapitre
intitulé "Opérateurs de Riesz” est consacré a ’étude des propriétés des opérateurs
de Riesz (somme, produit, limite, restriction et adjoint d’opérateurs de Riesz, ...) et
leurs propriétés algébriques et spectrales comme la description du spectre (o(7')) et
le cas particulier des opérateurs de Riesz a spectre fini.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude de quelques propriétés des opérateurs
polynomialement de Riesz c’est a dire les opérateurs T tels que P(T') est de Riesz
pour un polynoéme P caractérisation de leurs propriétés spectrales..



Chapitre 1

Rappels et compléments

On rappelle dans ce chapitre les outils de base nécessaires pour la suite de notre
travail. On donne quelques notions sur les différentes classes d’opérateurs (com-
pacts, opérateurs adjoints, Fredholm, semi-Fredholm...) . Ainsi, on étudie les diffé-
rentes propriétés spectrales des opérateurs linéaires bornés comme les propriétés de
I'opérateur résolvent et quelques définitions des spectres essentiels.

Les ouvrages [[12],[16] et [14] ont été utilisés pour la rédaction de ce chapitre.

1.1 Opérateurs linéaires bornés

Dans toute la suite de ce mémoire on considere X un espace de Banach muni
d’une norme ||.|.

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire A défini sur X est dit borné ou bien continu
s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

|Az|| < c||z]| pour tout x € X.
La norme de opérateur A notée, ||A||, est définie par
|Al| = inf{c > 0| ||Az|| < ¢||z|| pour tout z € X}.

Si A est un opérateur borné sur X, alors

Al = sup{[|Az[| | [l«] <1}
A
sup | Az] pour ||z|| < 1.
]

On note par B(X,Y), 'ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés sur X
dans Y. Lorsque X =Y, on le note par B(X).

— Si X est de dimension finie, alors tout opérateur défini de X dans X est borné.



— L’opérateur identité sur X, noté I, est défini par Ix = x pour tout z € X.

— L’opérateur nul est I'opérateur 0 défini par 0z = 0 pour tout x € X.

Définition 1.1.2. Un opérateur A € B(X) est dit inversible s’il existe un opérateur
borné dans B(X), noté A™', tel que

AAT = A7TA=1T.

Image et noyau d’un opérateur
L’image d'un opérateur A € B(X,Y), notée R(A), est défini par
R(A) = {Az|z € X}.
Le noyau d'un opérateur A € B(X,Y), noté ker(A) est défini par
ker(A) = {x € X | Az = 0}.

Ascente et descente

Rappelons que les noyaux et les images des itérés d’un opérateur linéaire borné A
sur X forment respectivement deux suites croissante et décroissante de sous-espaces

de X.

ker(A%) = {0} C ker(A) C ker(A?) C ---
et
R(A%) = X DR(A) DR(A*) D ---

Généralement, ces inclusions sont strictes. Mais, s’il existe un certain rang a partir
du quel ces suites deviennent constantes, alors on a la définition suivante.

Définition 1.1.3. On appelle
— L’ascente de A, le plus petit entier naturel p, noté = p(A), tel que

ker(AP) = ker(APT).
— La descente de A, le plus petit entier naturel q, noté q(A), tel que
R(A7) = R(AM).

Si la suite (ker(A™)), (resp. (R(A™)),) est strictement croissante (resp. stricte-
ment décroissante), on écrit

p(A) =00 (resp. g(4) = o).

Il est clair que
p(A) =0 <= A est injectif.
q(A) =0 <= A est surjectif.

Proposition 1.1.1. Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace normé X. Si
p(A) et q(A) sont finis, alors p(A) = q(A).
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1.1.1 Opérateurs compacts

Définition 1.1.4. Soit K un opérateur linéaire sur X. On dit que K est compact sur
X 7l transforme tout sous-ensemble borné de X en un sous-ensemble relativement
compact.

Autre définition équivalente est donnée par

Définition 1.1.5. Soient X etY des espaces normés. Un opérateur A € B(X,Y)
est dit compact si, pour toute suite bornée (x,)neny dans X, la suite (Az,) dans'Y
contient une sous-suite convergente.

L’ensemble des opérateurs compacts est noté par K(X,Y).

Théoréme 1.1.1. Soient X et Y deux espaces normés et A € K(X,Y). Alors A
est borné.

Autrement dit (X,Y) C B(X,Y).

Démonstration. Supposons que A n’est pas borné. Alors, pour tout entier n > 1, il
existe un vecteur unitaire x,, tel que ||Ax,| > n. Puisque la suite (z,) est bornée,
par la compacité de A, il existe une sous-suite (Ax,()) qui converge.

Mais ceci contredit le fait que || Az, || > n(r), donc A doit étre borné.

Théoreme 1.1.1. Soient X,Y, Z des espaces normés.
(a) SiS,A e K(X,Y) eta,p € C, alors aS + A est compact.
(b) Si S € B(X,Y), Ae B(Y,Z) et au moins l'un des opérateurs S ou A est
compact, alors AS € B(X,Z) est compact.

Démonstration.

(a) Soit (x,) une suite bornée dans X. Puisque S est compact, il existe une sous-
suite () telle que (Szy(y) converge dans Y. Ensuite, comme () est bornée
et que A est compact, il existe une sous-suite (2, (s))) de (@) telle que (Azp (o))
converge dans Y. Il s’ensuit que la suite (aSxy,(s)) + BAZn(s))) converge dans Y,
donc aS + SA est compact.

(b) Soit (z,) une suite bornée dans X.
Si S est compact, alors il existe une sous-suite (x,() telle que (Sz,y) converge
dans Y. Comme A est borné (et donc continu), la suite (ASz,y) converge dans Z,
donc AS est compact.
Si S est borné mais non compact, alors par la continuité de S, la suite (Sxz,,) est
bornée dans Y. Par la compacité de A, il existe une sous-suite () telle que
(ASx, ) converge dans Z, donc AS est compact. ]

Proposition 1.1.2. Soit K € K(X) et A=1— K, alors
1. Le noyau de A est de dimension finie; dimker(I — K) < oc.
2. L’image R(A) est fermée dans X .

Proposition 1.1.3. Soit K € K(X) un opérateur compact et A =1 — K, alors A
est surjectif si et seulement si A est injectif.
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1.1.2 Adjoint d’un opérateur

Le dual topologique X* d'un espace de Banach X est I’espace de toutes les formes
linéaires continues de X a valeurs dans C. Pour tout x* € X* et x € X, on note
généralement (z,z*) au lieu de z*(x). Pour tout opérateur linéaire borné A dans
B(X), on définit 'opérateur A* : X* — X* par :

(Az,x*) = (x, A*z*) pour tout x € X et 2" € X".
A* est appelé 'opérateur adjoint de A.

Proposition 1.1.4. Soient A,B € B(X) et o € C. Alors on a les propriétes
suivantes

Al = 1A=

2. (A+ B)* = A* + B*.
3. (aA)" = aA*.

4. (AB)* = B*A*.

5. A = A.

~

Proposition 1.1.5. Soient A € B(X), alors
1. ker A = R(A*)*.
2. ker A* = R(A)*.
3. R(A) = (ker A*)L.

Démonstration. Démontrons le premier point, on a
1.
kerA = {xe€X:Ax =0}
{re X :Vye X, (Ax,y) =0}
{re X :VyeX, (z,A"y) =0}
= R(A")L.

2. D’apres la premiere assertion, en remplacant A par A*, on obtient alors
ker A* = R(A™)+ = R(A)".
3. D’apres la deuxiemme assertion, on a

(ker A*)= = R(A)™ = R(A).



1.1.3 Résolvante et spectre

Définition 1.1.6. Une fonction f : U — C, définie sur un ouvert U C C, est dite
holomorphe si elle est dérivable au sens complexe en tout point de U. Autrement
dit, pour tout zg € U, la limite suivante existe

Définition 1.1.7. Soit A € B(X). L’ensemble résolvant de A, noté p(A), est l’en-
semble défini par

p(A) ={A € C| (A — AI) est inversible}.

Pour A € p(A), l'opérateur R(\, A) = (Al — A)~! est appelé la résolvante de
(A= \I).

Théoréme 1.1.2. [14] Soit A € B(X), la résolvante R(\, A) est une application
holomorphe de l’ensemble p(X) dans B(X).

Proposition 1.1.6. Soit A € B(X), alors Pour tout (A, u) € p(A) x p(A), on a

appelée équation résolvante.

Démonstration. Soit (A, ) € p(A) x p(A), on a
R(A\,A) = R(u, A) = (M — A)™ (Mf A
=M — A — (M =AY — A)(ud — A
Ot AT Ay O A A
= (=N = A)~H(ul = A7
= (b= MR A)R(p, A).

En échangeant A et u, on obtient
R, A) = R(A, A) = (A = p)R(u, A)R(A, A),

d’ou
R()‘a A) - R(:uv A) = (:u - )‘)R(:uv A)R()‘v A)
0

Définition 1.1.8 (Pole de la résolvante). Soit A un opérateur linéaire borné dans
un espace de Banach X, et soit p(A) le résolvant de A. On dit que \g € o(A) (le
spectre de A) est un pole de la résolvante de A si la fonction résolvante

R(A\A) = (A — A)™!

posséde un pole (au sens des fonctions holomorphes) en Ag.
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Autrement dit, il existe un entier m > 1 tel que R(\, A) admet un développement
en série de Laurent au voisinage de )y de la forme

[e.e]

RN A) = > (A=) Ay,

k=—m

ou les A;, € B(X) sont des opérateurs bornés, et A_,, # 0.
L’entier m est appelé l'ordre du péle (voir [[L0]).

Définition 1.1.9. Le complémentaire de [’ensemble résolvant dans le plan complezxe,
noté o(A) est appelé le spectre de A.

Autrement dit,

o(A) ={\ € C| (A — A) n’est pas inversible}.
Proposition 1.1.7. Soit A € B(X), alors
1. a(A) C Be(0, ||A]) = {A € C : A < ||A|}, ce qui équivaut d
st |A| > ||A]| alors A € p(A).
2. p(A) est un ouvert de C.

3. o(A) est un compact non vide de C.

Définition 1.1.10 (Rayon spectral). Soit A un opérateur linéaire borné. Le rayon
spectral de A, noté r(A) , est défini par

r(A) =sup{|A\|: A€ d(A)},
ot o(A) désigne le spectre de A.

Définition 1.1.11. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Un scalaire A € C est
appelé une valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul x € X, appelé vecteur
propre, tel que

Az) = Az.

L’ensemble de tous les vecteurs propres associés a une valeur propre \, ainsi que
le vecteur nul, forme un sous-espace vectoriel appelé espace propre associé a A, on
le note par

E\) ={re X : A(x) = Az}
Le spectre o(A) se décompose en trois parties disjointes :

1. Spectre ponctuel( 'ensemble des valeurs propres) o,(A)

op(A) = {X € C| (A — M) n’est pas injectif}.



2. Spectre continu o.(A)
0.(A) ={\ € C| (A — AI) est injectif et R(A — A\I) est dense dans X }.
C’est-a-dire
0.(A)={ e C|Ker(A—X)={0} et R(A—X)=X}.
3. Spectre résiduel o,(A) :
o.(A) ={X € C|(A—AI) est injectif et R(A—\I) n’est pas dense dans X }.
C’est-a-dire

0.(A)={A e C|Ker(A—X)={0} et R(A— ) # X}.

1.2 Opérateurs semi-Fredholm et Fredholm

Définition 1.2.1. Un sous-espace M d’un espace vectoriel F' est dit avoir une
codimension finie dans F' si et seulement si l’espace quotient F'/M a une dimension
finie. Si M a une codimension finie, la dimension de F'/ M est appelée la codimension
de M dans F' et est notée codim(M).

Définition 1.2.2. Soit A un opérateur linéaire borné.
— La nullité de A, notée a(A), est la dimension du noyau de A; a(A) =
dimker(A).
— La déficience de A, notée B(A), est la codimention de l'image de A; f(A) =
codim(R(A)).

Définition 1.2.3. Soient X, Y des espaces de Banach et A € B(X,Y). On dit que
(i) A est semi-Fredholm supérieur si R(A) est fermé et dimker(A) < oo ;
(ii) A est semi-Fredholm inférieur si codim R(A) < oo.
(iii) A est Fredholm si dimker(A) < oo et codimR(A) < oo.

L’ensemble de tous les opérateurs semi-Fredholm supérieurs, semi-Fredholm in-
férieurs et Fredholm sera noté respectivement @7 (X,Y), &7 (X,Y) et ®(X,Y).
Il est évident que

O(X,Y) =0 (X, Y)Nd (X,Y).

Les opérateurs appartenant a ®,(X,Y) = &7(X,Y) U & (X,Y) seront appelés
semi-Fredholm.
SiY = X, on écrira simplement ®(X) = ®(X, X), et de méme 1 (X), d7(X) et
O (X).

La définition des opérateurs semi-Fredholm parait asymétrique. Cependant, la
condition codim R(A) < oo implique que I'image de A est fermée.



Définition 1.2.4. L’ensemble des opérateurs de Fredholm a gauche défini de X
dans Y ( a droite respectivement) sont définis respectivement par

O)(X,Y)={A e B(X,Y):a(A) <o et R(A) est fermé et admet un complémentaire},
Q,.(X,Y)={A e B(X,Y):5(A) < 0o et ker(A) admet un complémentaire }.

En général, on a les inclusions suivantes.

(I)<X7 Y) - (I)l<X7 Y) - (I)+<X7 Y>7
P(X,Y) C ¢, (X,Y) CP_(X,Y).

Définition 1.2.5. L’indice d’un opérateur A € B(X,Y'), noté ind(A), est défini par
ind(A) = dimker(A) — codim R(A).

Définition 1.2.6. L’ensemble des opérateurs de Weyl sur X, noté W(X), est défini
par

W(X)={A e B(X) : A est un opérateur de Fredholm tel que ind(A) =0}

Remarques 1.2.1.

1. Si A est un opérateur semi-Fredholm de B(X,Y), alors ind(A) € Zu, ou
Lo = LU {£o0}.

2. Si A € B(X,Y) a une image fermée, alors on a les équivalences suivantes
— AedT(X,V)\ P (X,Y) < ind(A4) = +o0,
— Aed (X,Y)\P2T(X,Y) <= ind(A4) = —o0,
A PT(X,Y)N® (X,Y) <= ind(A) € Z.

Exemple 1.2.1. 1. L’opérateur nul 0 de B(X) n’est pas un opérateur de Fred-
holm, car son noyau est ker(0) = X, et puisque X est de dimension infinie,
on a dim(ker(0)) = co.

2. L’opérateur identité est un opérateur de Fredholm d’indice nul. En effet,
— ker(I) = {0} = dim(ker(I)) = 0.
— codim(/) = X/X = {0} = dim(codim(/)) =0

Proposition 1.2.1. Si A € B(X) et A € C*, alors R(A — \) est fermé dans X et
dim ker(A — ) = dimker(A — \)* < oo.

1.2.1 Propriétés et formules de Dualités

Théoréme 1.2.1. Soit A € B(X) un opérateur a image fermée. Alors

a(AY) = B(A) et BA") = a(A).



Démonstration. Nous avons
B(A) = dimY/R(A) = dim(Y /R(A))"
= dimR(A)t = dimker(4*) = a(A4%).
De méme,
a(A) = dimker(A) = dim(ker(A))*

= dim X*/(ker(A))* = dim X*/R(A*) = B(A*).

Proposition 1.2.2. Soit A € B(X,Y). Alors on a

1. A€ dT(X)Y) <= A* € & (Y*, X¥),

2. Ae P (X)Y) <= A* € dT(Y* X*).

3. AcP(X)Y) = A* € (Y, X¥).
Théoréme 1.2.2. Soient X, Y, et Z des espaces de Banach, A € B(X,Y) et
S e B(Y,Z). Alors

i) Si A et S sont semi-Fredholm inférieurs, alors SA est semi-Fredholm infé-

rieur;
1 S A et S sont semi-Fredholm supérieurs, alors SA est semi-Fredholm supé-

rieur ;
1i Si A et S sont Fredholm, alors SA est Fredholm.

Démonstration.
i) Soient Yy C Y et Zy C Z des sous-espaces de dimension finie tels que R(A)+Y, =Y
et R(S) + Zy = Z. Alors
Z =Zy+SY =Zy+ SR(A) + SYy = R(SA) + (Zy + SYp),

ou dim(Zy + SYp) < oco. Ainsi, SA € (X, Z).
ii) Si A, S sont semi-Fredholm supérieurs, alors A*, S* sont semi-Fredholm inférieurs

et, par (i), A*S* est semi-Fredholm inférieur. Ainsi, SA est semi-Fredholm supérieur.

iii) Découle de (i) et (ii) . O

Théoréme 1.2.3. Soient X, Y et Z des espaces de Banach, A € B(X,Y) et
S e B(Y,Z). Alors
(i) Si SA est semi-Fredholm inférieur, alors S est semi-Fredholm inférieur;
(ii) Si SA est semi-Fredholm supérieur, alors A est semi-Fredholm supérieur;
(iii) Si SA est Fredholm, alors S est semi-Fredholm inférieur et A est semi-
Fredholm supérieur.

Démonstration.
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(i) Nous avons R(S) D R(SA), donc codimR(S) < codimR(SA) < 0.

(ii) Si SA est semi-Fredholm supérieur, alors son adjoint (SA)* = A*S* est semi-
Fredholm inférieur, donc A* est semi-Fredholm inférieur et A est semi-Fredholm
supérieur.

(iii) Découle de (i) et (ii). O

Théoréme 1.2.4. Soient A € B(X,Y) et K € K(X,Y). Alors
(i) Ac PH(X,)Y)= A+ K € dT(X,Y);
(1) Ac - (X,)Y)=> A+ K e (X,Y);
(iii)) Aec d(X,Y)=> A+ K e o(X,Y).

Démonstration.

(i) Soit A € ®7(X,Y) et soit M; un sous-espace fermé de X tel que codimM; < oo
et infAx :x € Mi,x =1 =c > 0. Comme K est compact, il existe un sous-espace
fermé My C X avec codimM; < oo et sup Az : x € My,x = 1 < ¢/2. Posons
M = M; N M,. Alors codimM < oo et :

inf(A+ K)z:xe Mz =1>

N O

Ainsi, A+ K € (X, Y).

(ii)) Si A € &7 (X,Y) et K € K(X,Y), alors A* est semi-Fredholm supérieur et
K* est compact. Par (i), A* + K* est semi-Fredholm supérieur, et donc A + K est
semi-Fredholm inférieur.

(iii) Suit de (i) et (ii). O

Théoréme 1.2.5. Les ensembles ®T(X,|Y), & (X,Y) et ®(X,Y) sont ouverts.

Plus précisément, si A € (X, Y)N O (X,Y), alors il existe € > 0 tel que
a(A+5S)<a(A) et B(A+S5)<P(A) pourtout S e B(X,Y) avec S < e.

En particulier, les fonctions a: @7(X,Y) — (0,00) et f: @7 (X,Y) — (0,00) sont
semi-continues supérieures.

Démonstration. Soit A € ®T(X,Y). Soit M un sous-espace fermé de X tel que
X =ker A® M. Alors, la restriction A|ys est bornée inférieurement. Si S € B(X,Y)
vérifie ||S]| < j(A|an), alors (A + S)|p est bornée inférieurement, et donc A+ S €
Ot (X,Y). Comme ker(A+ S)NM = {0}, on a

a(A+ S) =dimker(A+ S) < codim M = dimker A = a(A).

En prenant les adjoints, on obtient les énoncés correspondants pour les opérateurs
de Fredholm semi-inférieurs. Enfin, ’ensemble ®(X,Y) = &7(X,Y)N O (X,Y) est
ouvert. o

Proposition 1.2.3. Soit A € B(X,Y) tel que X etY sont des espaces de Banach.
Si A est bijectif, alors A est de Fredholm d’indice nul.
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Démonstration. Comme A est bijectif, on a ker A = {0}, donc dimker A < +o0.
De plus, R(A) = Y est fermé et codim(R(A)) = 0, donc A est un opérateur de
Fredholm.
ind(A) = dimker A — codim(R(A)) =0—-0=0.
O

Proposition 1.2.4. Soit A € B(X,Y) tel que X etY sont des espaces de Banach.
Sidim X < 400 et dimY < 400, alors A est de Fredholm. Dans ce cas

ind(A) = dim X — dimY.

Démonstration. Comme dim X < +oo et dimY < 4o0, alors dimker A < +oo,
codim(R(A)) < 400, et R(A) est fermé, donc A est de Fredholm.

ind(A) = dimker A — codim(R(A))
= dimker A —dimY + dim R(A)
= dimX —dimY.

]

Théoreme 1.2.6. Soient A et B deux opérateurs de Fredholm bornés sur X . Alors,
BA : X — X est aussi un opérateur de Fredholm borné sur X d’indice

ind(BA) = ind(A) + ind(B)

Démonstration. AB est évidemment borné sur X. On a ker(AB) = B~!(ker A), qui
est de dimension finie puisque ker A est de dimension finie. Ainsi R(AB) est fermé
dans X.

Considérons 'application

n:ker(AB)/ker B — R(B)NkerA, & — n(Z)= Bx

n est bien définie car si & = § alors 2,y € ker(AB) et (z —y) € ker B, donc
B(z —y) = B(z) — B(y) = 0, par suite n(z) = (7).

D’autre part, si T € ker(AB)/ker B alors x € ker(AB), donc Bz € ker A.

n est linéaire et surjective par construction. Elle est aussi injective : n(Z) = Bz =
0=xzckerB=7=0.

1 est alors un isomorphisme d’espace vectoriel, donc

dimker(AB)/ker B = dim(R(B) Nker A)

ou bien

dimker(AB) = dimker B + dim(R(B) Nker A) < 400
Soit N un supplémentaire de R(B) Nker A dans ker A, c’est-a-dire

ker A = (R(B) Nker A) & N

12



Alors
dimker A = dim(R(B) Nker A) + n avec n = dim N

On a aussi R(B)N N = {0}, car siy = Bx € N C ker A, alors Ay = ABz = 0,
donc y € (R(B)Nker A)N N = {0}.

Comme R(B) est fermé dans X et dim N < +o0, alors R(B)® N est aussi fermé
dans X.

D’apres le lemme on peut aussi trouver un sous-espace vectoriel M de X de
dimension finie qui complete R(B) @ N dans X, c’est-a-dire

X=RDB)eNaoM
Par conséquent
codim R(B) = dim(N & M) =n+m < oo, oum = dim M
Or
ker A= (R(B)NkerA)& N C R(B)® N

Ceci implique que A est injective sur M, et puisque AN = {0} et R(A) =
A(R(B)® A(M)) (En général, si X =U @V ol ker A C U et V est un sous-espace
vectoriel de X, alors A est injective sur V et R(A) = AU & AV).

D’autre part,

R(AB) = {ABz :z € X} = A(R(B)) = R(A) ou A= Ao R(B).

On a
codim(R(AB)) = dim(X/R(AB)) = dim(X/R(fl)).

Comme R(A) = R(A) & A(M), alors
codim(R(AB)) = codim(R(A)) + dim A(M)
Comme A est injective sur M, alors dim A(M) = dim M = m.

Donc
codim(R(AB)) = codim(R(A)) +m < oo

D’ou, AB est de Fredholm sur X et on a
ind(AB) = dimker(AB) — codim(R(AB))
= dim(ker B) + dim(R(B) Nker A) — codim(R(A)) —m
= dim(ker B) + dim(ker A) — n — codim(R(A)) —m
= dim(ker B) —n —m + ind(A)
= dim(ker B) — codim(R(B)) + ind(A)
= ind(B) + ind(A).
[l

Définition 1.2.7. Soit A € B(X) un opérateur borné. On dit que A est un opérateur
de Browder s’il est Fredholm d’ascente et de descente finies.

Notons par Br(X) 'ensemble des opérateurs de Browder dans X.
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1.2.2 Algebre de Calkin

L’algebre de Calkin d’un espace de Banach X est le quotient B(X)/K(X) de
I'algebre de Banach B(X) des opérateurs linéaires bornés sur X par l'idéal fermé
KC(X) des opérateurs compacts[d].

Les éléments de cette algebre sont les classes [A] définies par A + K(X), avec A
un opérateur linéaire borné dans B(X). Le produit dans B(X)/K(X) est défini par

[A] x [B] = [AB].

La classe [I] est I’élément unité dans B(X)/K(X).
La projection canonique de B(X) sur B(X)/K(X) est appelée ’homomorphisme de
Calkin. On la note par 7 et elle est définie par

m(A) = A+ K(X).
L’algebre de Calkin B(X)/IC(X), munie de la norme quotient

A)ll= inf ||[A+K
Im(A)l =, inf )14+ K],

admet une structure d’algebre de Banach.

Théoréme 1.2.7 (Théoreme d’Atkinson). [7/ Soient X un espace de Banach et
A€ B(X). Alors on a

A est Fredholm < mw(A) est inversible dans B(X)/K(X).
Théoréme 1.2.8. [j] Soit A € B(X), alors

p(m(A)) ={\: A — A est de Fredholm sur X}.

1.2.3 Perturbation de Fredholm

Définition 1.2.8. Soit F' € B(X,Y).

1. L’opérateur F est appelé une perturbation de Fredholm si A+ F € ®(X,Y)
pour tout A € ¢(X,Y).

2. L’opérateur I est appelé une perturbation semi-Fredholm supérieure (respecti-
vement, inférieure) st A+F € & (X,Y) (respectivement, A+F € ®_(X,Y))
pour tout A € &, (X,Y) (respectivement, A € &_(X,Y)).

3. L’opérateur F est appelé une perturbation de Fredholm a gauche (respective-
ment, da droite) si A+ F € ®(X,Y) (respectivement, A+ F € ®,.(X,Y))
pour tout A € ©)(X,Y) (respectivement, A € ®,.(X,Y)).

On note F(X,Y), F.(X,Y), F_(X,Y), Fil(X,Y) et F.(X,Y) les ensembles de
toutes les perturbations de Fredholm, semi-Fredholm supérieures, semi-Fredholm
inférieures, de Fredholm a gauche et a droite respectivement.
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En général, on a les inclusions suivantes

K(X,Y)C Fo(X,Y)C F(X,Y),
K(X,Y)C F_(X,Y)C F(X,Y),
K(X,Y)C FR(X,Y)C
K(X,Y)C F(X,Y)C

L’ensemble des perturbations de Fredholm F(X,Y’) est un sous-ensemble fermé de
B(X,Y). Lorsque X =Y, F(X) = F(X, X) est un idéal bilatéral fermé de B(X).
Théoréme 1.2.9. [13] Soit F € B(X), alors

1. F e Fi(X) si et seulement si a(A — F) < oo pour tout A € . (X).

2. F e F_(X) si et seulement si B(A— F) < oo pour tout A € &_(X).

3. F € F(X) si et seulement si a(A — F) < 0o ou (A — F) < oo pour tout

Ae d(X).

Théoreme 1.2.10. Soient X,Y et Z trois espaces de Banach, alors

1. SiFye F(X,Y) et Ac B(Y,Z), alors AF, € F(X,Z).

2. SiF, e F(Y,Z) et Be€ B(X,Y), alors F,B € F(X, Z).

Les résultats suivants concernant les perturbations semi-Fredholm supérieures,
inférieures, de Fredholm a gauche et a droite ont été démontrés dans A et .

Théoréme 1.2.11. [13/

1. Si l’ensemble ®(Y, Z) n'est pas vide, alors
(a) Si Fy € FL(X,Y) et Ac (Y, Z), alors AFy € F.(X,Z).
(b) Si Fy € F_(X,Y) et Ac ®(Y,Z), alors AFy € F_(X, 7).
(¢c) Si L€ Fi(X,Y) et Ac ®(Y,Z), alors AF, € Fi(X, Z).
(d) Si Fy € F.(X,Y) et Ac ®(Y,Z), alors AF, € F.(X,Z).

2. Si Uensemble ®(X,Y) n'est pas vide, alors
(a) Si Fye FL(Y,Z) et L € ®(X,Y), alors FLL € F (X, Z).
(b) SiFy e F_(Y,Z) et L€ ®(X,Y), alors FhbL € F_(X, 7).
(¢c) SiFye F(Y,Z) et L€ ®(X,Y), alors FrL € Fi(X, Z).
(d) Si Fro e F.(Y,Z) et L € ®(X,Y), alors 5L € F.(X, 7).

3. Si l’ensemble (Y, Z) n’est pas vide, alors
(a) Si Fy € FL.(X,Y) et Ac B(Y,Z), alors AFy € F.(X,Z).
(b) Si 1 € F_(X,Y) et A€ B(Y,Z), alors AFy € F_(X, 7).
(¢c) Si Fy € Fi(X,Y) et Ac B(Y,Z), alors AF, € Fi(X,Z).
(d) Si Fy € F.(X,Y) et Ac B(Y,Z), alors AFy, € F.(X, Z).

Le théoreme suivant donne la stabilité des opérateurs de Fredholm sous les per-
turbations de Fredholm.
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Théoréme 1.2.1. Soient A, F € B(X,Y), alors
1. SiAed(X,)Y) et Fe F(X,Y), alors A+ F € ®(X,Y). De plus,

ind(A+ F) =ind(A).

2. SiA€ D (X,Y) et FeFi(X,Y), alors A+ F € ®.(X,Y). De plus,
ind(A+ F) =ind(A).

3. SiAcd_(X,Y) et Fe F(X,Y), alors A+ F € d_(X,Y). De plus,
ind(A+ F) =ind(A).

4. SIA€DL(X,)Y) et FeF(X,Y)NF_(X,Y), alors A+ F € &.(X,Y).De
plus,
ind(A+ F) =ind(A).

Théoréme 1.2.2 (1.1.11). Soient A € B(X,Y) et F € F(X,Y), alors
1. Si Ae ®(X,Y), alors A+ F € &(X,Y) et ind(A+ F) = ind(A).
2. SiAe®.(X,)Y), alors A+ F € 0,(X,Y) etind(A+ F) =ind(A).

1.3 Spectres essentiels

Si A est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Banach , son spectre essentiel
est ’ensemble des points limites de son spectre, c¢’est-a-dire tous les points du spectre
excepté les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Si A est un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Banach X, on
trouve plusieurs définitions du spectre essentiel, mais elles coincident toutes pour un
opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert. On s’interesse les spectres essentiels

suivants :

— Gustafson

ge1(A)={AeC:A\N[-A¢ <I>+(X)},
— Weidman

0e2(A)={AeC: N[ -A¢ I (X)},
— Kato

g3(A)={AeC: N[ - A¢ D (X)},
— Wolf

Oaa(A)={N€C: N - A¢g d(X)},
Oa(A) ={AeC: AN - A¢ P(X)},

e, (A) ={A € C: A = A ¢ @,(X)},
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— Weyl
oes(A) ={AeC: N[ -A¢W(X)}.

— Browder

Bess(A) = {/\ eC | A=Al ¢ BT<X)}

En général, on a les inclusions suivantes

0'63(T) = O'el(T) N O'eg(T) Q 0'64(T) Q 0'65(T) Q O'b(T).
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Chapitre 2

Opérateurs de Riesz

Ce chapitre est consacré a ’étude des opérateurs de Riesz, une classe d’opérateurs
dont la théorie spectrale présente des analogies importantes avec celle des opérateurs
compacts. Nous proposons plusieurs caractérisations de ces opérateurs. Il est établi
que, de facon générale, la somme ou le produit de deux opérateurs de Riesz ne donne
pas nécessairement un opérateur de Riesz. Par ailleurs, il est montré que cette classe
n’est pas fermée pour la norme des opérateurs. Une condition suffisante est fournie
pour assurer que la limite d’une suite d’opérateurs de Riesz reste dans la méme
classe.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Un opérateur borné A € B(X) est dit de Riesz si pour tout
scalaire X #£ 0, 'opérateur \I — A est de Fredholm.

L’ensemble des opérateurs de Riesz sur X est noté R(X).

Théoréme 2.1.1. Soit A € B(X) un opérateur de Riesz. Alors R(I — A) a une
codimension finie dans X et codim(R(I — A)) = dim(Ker(I — A)).

Démonstration. Si 1 € p(A), le résultat est évident. Par conséquent, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que 1 € o(A). Alors (I — A)E(\)X C E(N)X;
de plus, (I — A)(I — EN)X = (I — E(\)X, donc R(I — A) = (I —A)ENX C
(I —A)(I — E(N)X. Cependant, F(A\)X est de dimension finie, et donc Ker((/ —
A)E(N)X) = Ker(I — A). En conséquence, en appliquant la proposition (1) a 'opé-
rateur (I — A)E()\)X, nous voyons que la dimension de Ker(l — A) est égale a la
codimension de (I — A)E(A\)X dans E(\)X.

ou E(A) est ’ensemble des vecteurs propres.

D’autre part il existe un sous-espace N de E(A)X, de dimension égale a la
codimension de (I — A)E(MN)X dans E(M\)X, tel que E(AM)X = (I — A)E(AN)X & N.
Ainsi, X = EVX @& (I — EN)X = N& (I — E(N\)X. donc R(I — A) a une
codimension finie dans X et codim(R(I — A)) = dim(N) = dim(Ker(l — A)).

O
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Proposition 2.1.1. Soit A € B(X). Alors on a
1. Ae R(X) < lim [[A]"|Y" =o0.
n—+oo
2. Ac R(X) et K e K(X) = A+ K € R(X).

Démonstration.

(1) A€ R(X) siet seulement si A\l — A est de Fredholm pour tout A # 0, D’apr‘es le
Théoréme 1.2.7 ceci est vrai si et seulement si A € p(w(A)) pour tout A # 0. Comme
r(r(A)) = lirf I[A]"[|"/™, Iassertion (1) s’ensuit.

n—-+0o0o

(2) STtAe R(X)et K € K(X),ona[A+K] = [A], ce qui implique l'assertion (2). [
On rappelle ici que la quantité r(m(A)) est le rayon spectral de [A].
Corollaire 2.1.1. Soit A € B(H), alors A € R(X) < r(n(A)) = 0.

Remarque 2.1.1. L’opérateur identité I sur X n’est pas de Riesz sauf si dim X <
00.

Définition 2.1.2. 1. Un opérateur A € B(X) est dit quasi-nilpotent si
A" Y™ = 0 quand n — .

2. Il est dit nilpotent si A™ = 0 pour un certain n € N*.

Remarques 2.1.2.
1. Les opérateurs nilpotents sont quasi-nilpotents.

2. Comme conséquence les opérateurs de Riesz sont les opérateurs quasi-nilpotents
de B(X)/K(X).
En particulier, I’ensemble des opérateurs de Riesz regroupe les opérateurs compacts
et les opérateurs qui s’expriment comme somme d’un opérateur compact et d’un
opérateur quasi-nilpotent.

Théoréme 2.1.2. [7] Soit K un opérateur compact sur X et ) € B(X) un opérateur
quasi-nilpotent. Alors K + Q) est un opérateur de Riesz.

Théoréme 2.1.3. [1] Un opérateur A € B(X) est un opérateur de Riesz si et
seulement si II(A) est quasinilpotant dans l’algébre de Calkin.

Définition 2.1.3. Soient A et B € B(X), on dit que A commute avec B si
AB = AB.

Théoréme 2.1.4. Si A, B € B(X) commutent, A est un opérateur de Fredholm et
AB est un opérateur de Riesz, alors B est un opérateur de Riesz.
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Démonstration. Supposons que AB = BA € R(X) et A € ®(X). Alors II(A) est
inversible dans 'algebre de Calkin C'(X) (cf. [4], Théoreme 3.2.8), tandis que

TI(A)II(B) = II(AB)

est quasinilpotent dans C'(X) et (II(A))™! commute avec II(B) et donc aussi avec
II(A)II(B). 1l s’ensuit que

I1(B) = (II(A4)) " TI(A)II(B)
est quasinilpotent dans C'(X), donc B € R(X). O

Remarque 2.1.3. Notons que l'assertion du théoreme précédent est également
vraie si la condition de commutativité des opérateurs A et B est remplacée par une
condition plus faible selon laquelle

AB — BA € F(X).

2.1.1 Somme, produit et limite

Contrairement a K (X), 'ensemble R(X) des opérateurs de Riesz n’est pas un
idéal fermé de B(X). La somme, le produit et la limite des opérateurs de Riesz ne
sont pas de Riesz que si on suppose la commutativité dans B(X).

Proposition 2.1.2. Soient A, B € R(X) tels que AB = BA. Alors A+ B, AB et
A, X € C, sont tous des opérateurs de Riesz.

Démonstration.

Par hypothese

r(m(A+ B)) =r(r(A) +n(B)) =r(r(AB)) = 0.

Ce qui montre que A+ B, AB € R(X).
O]

Remarque 2.1.4. Si [ est un idéal dans B(X) (par exemple I = K(X)), on dit
que A I-commute avec B si AB — BA € I, c’est-a-dire que si les classes de Rayon
spectral de A et de B commutent dans B(X)/I. Alors, la multiplication par un
scalaire, la somme, le produit et la limite des opérateurs de Riesz I-commutent sont
aussi des opérateurs de Riesz. De plus, la somme d’un opérateur de Riesz avec un
opérateur arbitraire de I est un opérateur de Riesz.
Si dim X = oo, R(X) n’est pas un idéal.
Remarque 2.1.5. R(X) n’est pas fermé en général.
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2.1.2 Restriction et adjoint

Théoréme 2.1.5. [3] Soit A € R(X) et M un sous-espace fermé de X invariant
par rapport a A (c’est-a-dire AM C M ). Alors, A|y est un opérateur de Riesz sur
M et on a

o(Alm) C o(A).

Proposition 2.1.3. Soit A € B(X). Alors A est un opérateur de Riesz si et seule-
ment si A* [’est aussi.

Démonstration. Soit A € R(X), alors r(w(A*)) < r(w(A)), donc r(7(A*)) = 0 et
A* € R(X).

Inversement, on suppose que A* est de Riesz. Comme la restriction de A** sur le
sous-espace fermé X du bi-dual X** est A, il résulte que A est lui-méme un opérateur

de Riesz. O]

Théoréme 2.1.6. [7] Soit A un opérateur de Riesz sur H. On a pour tout A # 0
1. R(M — A) est fermée,
2. p(M —A)=q(A—A) < o0,
3. a(M —A)=p(N —A) < oo.

Il résulte de ce théoreme qu'un opérateur A € R(X) est d’indice nul. Par consé-
quent, on obtient une autre définition équivalente d’un opérateur de Riesz.

Définition 2.1.4. Un opérateur linéaire est appelé opérateur de Riesz si son spectre
essentiel de Wolf est réduit a {0}.

Remarques 2.1.6.

— D’apres cette derniere définition, on voit que A est un opérateur de Riesz si
et seulement si le spectre essentiel de Weyl est réduit a zéro.

— De méme, A est un opérateur de Riesz si et seulement si le spectre essentiel
de Browder est réduit a zéro.

2.2 Spectre et calcul fonctionnel d’un opérateur
de Riesz

On donne dans cette section quelques propriétés sur la distribution du spectre
d’un opérateur de Riesz. Le spectre d'un opérateur de Riesz est au plus dénombrable
et n’a pas de point d’accumulation non nul. Chaque élément non nul du spectre est
une valeur propre. De plus, les sous-espaces spectraux associés aux éléments non
nuls du spectre sont de dimension finie [§].

Définition 2.2.1 (Projection de Riesz). Soit A un opérateur linéaire borné sur un
espace de Banach X, et soit v un contour fermé rectifiable dans le plan complexe
C, orienté positivement, tel que v C p(A) (le résolvant de A) et que l'intérieur de y
contienne une partie du spectre o(A), disons un ensemble compact isolé oo C o(A).
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Alors, la projection de Riesz associée a oy est définie par :

1
P=— [(zI -—A)"dz

271 -

Théoréme 2.2.1. [j] Soit A € R(X). Alors on a

1.
2.

Les valeurs propres de A ont au plus un point d’accumulation en 0.

o(A) est dénombrable et n’a aucun point d’accumulation sauf éventuellement
0. Tout élément non nul de o(A) est une valeur propre de A et un péle de la
résolvante de A.

Soit A € 0(A), A # 0, et v(A) Uordre du péle en X. Pour tout entier positif
n, ker((A — A)") est de dimension finie. De plus,

ker((AI — A)™) = ker((AI — A)™),  pour tout m > v(A),

et p(A) =v(A).
Pour tout entier positif n, l'image R((A] — A)"™) est fermée dans X . De plus,

R((M — A)™) = R(M — A)™™) pour tout m > v(A),

et q(A) =v(A).

La projection spectrale E()\) est telle que R(E()\)) = ker((A — A)"W) de
dimension non nulle. L’espace noyau est ker(E()\)) = R((M — A)*W), et

1 < v(A) < dimker((M — A)"™).

Ou E(\) est l’ensemble des vecteurs propres.

2.2.1 Opérateurs de Riesz a spectre fini

Ce paragraphe est consacré a la caractérisation d’un opérateur de Riesz dont le
spectre est fini sous certaines conditions sur son ascension et sa descente.

Théoreme 2.2.2. Soit A € R(X) avec p(A) et q(A) finies, alors o(A) est un
ensemble fini.

Démonstration. Supposons que p(A) = q(A) = p, alors X = M@®N avec M = R(AP)

et N =

Ker(AP), ot M est fermé. On a o(A) = o(A|p)U{0} car A|y est nilpotent.

D’apres le théoreme 2.2.1, Ay, est un opérateur de Riesz bijectif, donc 0 ¢ o(Al).
Ainsi, 0 n’est pas un point d’accumulation de o(A). D’ou, o(A) est un ensemble

fini.

]
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2.2.2 Calcul fonctionnel holomorphe

Notons par H(A) 'ensemble de toutes les fonctions holomorphes sur un disque
ouvert contenant le spectre (A) de A. Dans la proposition qui suit, on va construire
un calcul fonctionnel holomorphe pour les opérateurs de Riesz.

Proposition 2.2.1. Soient A € R(X) et f € H(A) avec f(0) = 0, alors f(A) €
R(X). Inversement, si f ne s’annule que pour 0, alors f(A) € R(X) implique
A e R(X).

En particulier, si A™ € R(X) pour n € N*, alors A € R(X).

Démonstmtion Soit A € R(X). Comme f(0) = 0, alors f(x) = xzg(x) avec g €
Jet f(A) = Ag(A). Vu que A commute avec g(A), il résulte d’apres la Remarque
@ ) que f ) € R(X).

Inversement, soit f(A) € R(X) et supposons que f s’annule uniquement en 0.
Alors il existe h € H(A) et un entier naturel m tels que pour tout « dans le domaine
de définition de f, on a f(z) = 2™h(x) et h(x) = 0. Par conséquent, f(A) = A™h(A)
et h(A) est inversible dans B(X). Ainsi, A™ = f(A)h(A)™' € R(X) car f(A) et
h(A)~' commutent. Alors, r(m(A™)) = ( (m(A)))™ = 0 implique que r(7(A)) =0
et A e R(X). O

Corollaire 2.2.1.
AeR(X) < A" € R(X) pour tout n € N.

Théoréme 2.2.3. ¢/ Pour chaque entier positif n, soit A, € B(X) un opérateur
de Riesz. Supposons que la suite {A,} converge dans la norme de B(X) vers A.
Supposons aussi que A commute avec chaque A,. Alors A est un opérateur de Riesz.

Démonstration. 1. Par hypothese

r(r(A)) = r(x(B)) =0, et m(A)(B)=n(AB) = n(BA) = n(B)r(A).

r(m(A+ B)) =r(n(A) + m(B)) =r(r(AB)) = 0.
Ce qui montre que A+ B, AB € R(X).

2. Soit € > 0 donné. Choisissons k € N tel que 0 < ||Ax — A <¢/3,et l € N
tel que

€
| ARV C < 3) pourn> l.
Alors, comme A; commute avec (A — Ay), on obtient

AY = [Ak + (A — Ak)]n

= oo (A= A" + X0 () ALA = Ay
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Ainsi,

l n
[Anlle < Y CPIAPIA- A" + > CrALC| A Ayl

j=0 j=l+1

n |A || ’ - n AJ n—j
= [lA— A" Zc (IIA kAkH + Y CTALC|A = A"

j=1+1

; .
A J
La somme E_ o (%) est un polynome en n, il existe donc une

constante positive M telle que

A J
Z cr < | AH kj|é|1 ||) < 2nM, lorsque n est suffisamment grand.
k

Ainsi,

Al < 2nM - ( ) Z On( )n <§>nj

j=l+1
< (M+1)-2(8)" <em,

lorsque n est suffisamment grand. Alors A € R(X).
U

Définition 2.2.2. Soit A € B(X). Un point de Riesz pour A est un point A € o(A)
tel que :

(i) X est isolé dans o(A),

(i) X est la somme directe d’un sous-espace fermé F(X) C X et d’un sous-
espace de dimension finie Ker(\) C X tels que A laisse ces deux sous-espaces
invariants, la restriction de \I — A a F(\) est un homéomorphisme linéaire,
et la restriction de N\I — A a Ker(\) est nilpotente.

Théoréme 2.2.4. Soit A € B(X). Alors A est un opérateur de Riesz si et seulement
si chaque point non nul de o(A) est un point de Riesz pour A.

Démonstration. Si A est un opérateur de Riesz, alors tout point non nul A de o(A)
est un point de Riesz pour A.

Pour le voir, posons Ker(A\)X = E(A)X et F(A\)X = (I—FE(\))X. la conjonction
avec le résultat que A € p(A|px), ce qui découle du Théoreme 1.39 [3].

Réciproquement, supposons que tout point non nul de ¢(A) soit un point de
Riesz pour A.

Si E désigne la projection sur Ker(\)X, alors FA = AFE. On a {\} = o(A|gx)
et A € p(Al(r-p)x)-
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on a £ = E(A). Il existe un plus petit entier positif m tel que
(M —A)™E\) =0.
Par conséquent,
(M — A)"TE(N) #0,
et donc A est un podle de la résolvante de A.

Donc A est un opérateur de Riesz. O

Théoréme 2.2.5. |11/ Soit A € B(X) un opérateur de Riesz et soit Y un sous-
espace fermé de X invariant par A. Alors Ay, l'opérateur induit par A sur ’espace
quotient X /Y, est un opérateur de Riesz.

Théoréme 2.2.6. |15/ Soit A € B(X) un opérateur de Riesz. Les noyauz Ker(I—A)
et Ker(I* — A*) ont la méme dimension.

2.2.3 Spectre essentiels et opérateurs de Riesz

Dans le théoréme suivant, on étudie la stabilité des opérateurs semi Fredholm a
droite et a gauche en utilisant les opérateurs de Riesz.

Théoréme 2.2.7. Soient A € B(X) et E € R(X), alors
(i) Si A€ d(X) et AE— FA€ F(X), alors A+ F € o/(X).
(i) St Ae ®"(X) et AE — FA € F(X), alors A+ E € ®"(X).

Théoréme 2.2.8. Soient A, B € B(X). Supposons que Ay € ps(A) N pr(B) et que
()\0] — A)il — ()\0] — B)il S R(X)
Si
(Mol — A) TNl — B) ™' — (Mo — B)*(Mol — A)~' € F(X),

alors
0ei(A) =0e(B), i=1r.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que A = 0. Alors 0 € p;(A) N
pr(B), et R=A"!— B! € R(X), donc

RB'—B'R=A"'B'-B 1AL

Comme A™'B™' — B7'A~! € F(X), on _en déduit que RB™' — B™'R € F(X).
D’apres l'assertion (i) du Théoréme R.2.7 , on en déduit que

l l
CI)A—l - CI)B—17

On conclut que
O’el(A) = O'd(B).
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Théoréme 2.2.9. Soient A € B(X) tels que E € R(X) tels que AE — EA € F(X)
. Alors

(Z) O'e[(A> = UeZ(A + E)

(i7) Oer(A) = 0er(A+ E).

Démonstration. Soit A ¢ oo (A+E), alors A\ — A € ®!(X). L’opérateur (A —A)E —

E(M — A) peut s’écrire sous la forme

(M —A)E—E\ —A) = EA+ME - \EI — AE
— EA—AE + \IE — EI).

Puisque AE — FA € F(X) et IE — EI € F(X), alors d’apres I'assertion (i)
du Théoréme Z.Q.ﬂ, il s’ensuit que M — (E + A) € ®/(X), donc A ¢ 0. 7(A). Par
conséquent,

O'eg’[(A—i—E) g UeE,I(A>- (21)

Pour prouver l'inclusion inverse de I’équation (@), il suffit de remplacer A par
A+ FE et E par —F.
La démonstration du point (ii) est analogue a la précédente.

O
Théoréeme 2.2.10. Soit A€ B(X) et E € F(X). Alors
(’L) O’el’[(A) = Uel,I(A + E)
(17) Oer1(A) = 0er1(A+ E).

(i) Tout1(A) = Coun 1 (A + E).
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Chapitre 3

Opérateur de Riesz polynomial

Une extension naturelle de la classe des opérateurs de Riesz est celle des opéra-
teurs de Riesz polynomiauz. Etudions tous d’abord quelles que propriétés des opéra-
teurs de Riesz généralisé et les opérateurs polynomialement compacts. Les ouvrages
utilisés dans ce chapitres sont|[f7] .

Définition 3.0.1. Soit A € B(X). On dit que A est un opérateur polynomialement
compact s’il existe un polynome a coefficients complexes, P(z), non nul tel que P(A)
soit compact.

Notons par PIC(X), 'ensemble des opérateurs polynomialement compacts dans

X.

Définition 3.0.2. (Correspondance spectrale) Soient A € B(X) un opérateur borné
sur un espace de Banach X et P un polynome complexe. On dit qu’il y a correspon-
dance spectrale entre A et P(A) si :

o(P(A)) = P(a(A)),

ot o(A) désigne le spectre de A et P(c(A)) ={P(\): A€ o(A)}.
Autrement dit, le spectre de l'image d’un opérateur par un polynome est exacte-
ment l'image du spectre de ['opérateur par ce polynome.

Définition 3.0.3. Un opérateur A € B(X) est dit Riesz généralisé s’il existe un
ensemble fini E C C tel que :
(i) Pour tout N € C\ E, A— X est un opérateur de Fredholm ;
(i) Pour tout N € C\ E, A — X a une montée et une descente finies;
(iii) Tout \ € o(A)\ E est une valeur propre de multiplicité finie, sans point
d’accumulation sauf peut-étre dans E.

Théoréme 3.0.1. 4/ Soit A € B(X). Alors A est Riesz généralisé si et seulement
si A posséede un spectre essentiel de Browder fini.

Théoréme 3.0.2. Soient A € PK(X), A € C\ o(A) tel que P(\) # 0 et posons
F =X — A. Alors F' est un opérateur de Fredholm sur X avec montée et descente
finies.
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Démonstration. Soit A € C\ o(A) tel que P(A\) =0. On a :
p
PN — P(A) =) ag(X\T — AY)
k=1

Or, pour tout k € {1,...,p}, on a

k—1
NI =AM = (A= A)Y Ma

i=0
Ce qui nous permet d’écrire
PMNI = P(A) = (M — A)Q(A) = Q(A) (A — A)

ou
p

k—1
Q(A) _ Zak Z \e—1-i gi
k=1 =0
Soit n € N, en utilisant (3.1), on obtient
(P = P(A)" = (M = A)"Q(A)" = Q(A)" (A — A)"
D’ou

ker((\ — A)") € ker((P(\)I — P(A))"), Vn €N (3.2)
R((AL = A)") D R((P(A)

~
|
)
=
=
<C
3
m
Z
wW

Ce qui implique

| ker((A1 — A)") € | ker((P(\I = P(A))")

(N R = 4)") > (RPN — P(A)")

D’autre part, comme P(\) =0 et P(A) € K(X), il résulte que P(X\)] — P(A) est
un opérateur de Fredholm sur X avec montée et descente finies. Ainsi, les membres
de droite de (3.2) et (3.3) sont en fait des réunions et intersections finies. Il découle

de la Proposition 2.1 que :
p(P(NI = P(A)) = q(P(A\)I — P(A)) = ng

Puisque P(A)I commute avec P(A), la formule du bindme de Newton donne :

(PO — P(AY)™ = 3 (~1)¢ (”) (PO P(A)E = (PO))™T — §

k
k=0
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i 5= :Ol<—1>'f—1 () ey

est un opérateur compact sur X. Comme P(A) = 0 et S est un opérateur de Riesz,
alors :

dim (U ker((P(\)] — P(A))”)) — dimker((P(\)] — P(A))™) < oo

neN

codim (ﬂ RPN — P(A))")) = codimR((P(\)I — P(A))™) < o0

neN

En utilisant les équations (3.2) et (3.3), on obtient :

dim (U ker((M\ — A)”)) <00, codim (ﬂ R((N — A)")) < 00

neN neN
Cela implique que :
p(A —A) < o0, qM—A) <o
et aussi :

dimker(A — A) < 0o, codimR(N — A) < oo

Pour montrer que R(AI — A) est fermé, on peut supposer que A\l — A est injectif.
Sinon, l'espace de dimension finie ker(Al — A) admet un complément fermé M C X
et on a :

X =ker(A\] —A)o M

Définissons l'opérateur S : M — X par S := (A — A)|u, la restriction de A\ — A
a M. Comme R(S) = R(A — A) et S est injectif, on peut remplacer A\l — A par S
dans ce qui suit.

Soit (z,)neny C X une suite telle que

(M — A)(x,) -y lorsque n — oo
En utilisant les équations (3.1) et (3.4), on déduit
[P(A)I — P(A)|(z,) = Q(A)y lorsque n — oo (3.4)

Nous affirmons que la suite (z,,) n’est pas bornée. Supposons par I’absurde qu’elle
ne 'est pas. Alors il existe une sous-suite (z,,) C X \ {0} telle que :

|5, ]| — 00
Posons "
~ ng ~
[
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En utilisant les équations (3.4) et (3.6), on a
(M — A)(Zr) — 0 lorsque k — oo
En utilisant les équations (3.1) et (3.7), on a
[P(A\)I — P(A)](Zx) — 0 lorsque k — oo (3.7)

Comme P(A) € K(X), la suite (P(A)Z;) admet une sous-suite convergente. Il
en résulte que (Zx) possede une sous-suite (Z,) convergente vers un élément zZ € X,
tel que

Izl =1, (M= A)(Z) =0

Ce qui signifie que Z € ker(AI — A), en contradiction avec l'injectivité supposée.
Ainsi, (x,,) est nécessairement bornée.
Puisque P(A) € K(X) et (x,) est bornée, Il existe une sous-suite (x}),en de
(). Soit (2})nen une suite extraite de (x,) telle que

P(A)(z)) — z€ X quand n — +00

Dong, il découle de ’équation (3.5) que

x, — ﬁ(z —Q(A)y) quand n — 400

Et d’apres 'équation (3.4), on a :

y= (A — A) (ﬁ< _ @<A>y>)

Cela prouve que y € R(A — A) et compléte la démonstration.
O

Théoréme 3.0.3. Soit X un espace normé et soit A € PK(X), c’est-a-dire qu’il
existe un polynome complexe non nul

p

P(z) = Z azz"

r=0

tel que P(A) € K(X). Soit A € C tel que P(\) # 0, et posons F:=1—A. Si F est

injectif, alors l'opérateur inverse
Fl=(I-A"1"X->X

existe et est borné.

30



Démonstration. Par hypothese, 'opérateur F' est injectif, c’est-a-dire N(F') = {0}.
Donc, p(F) = 0, on déduit que F(X) = X, c’est-a-dire que l'opérateur F' est
surjectif. Ainsi, 'opérateur inverse F~! = (Al — A)™! : X — X existe. Supposons

que F~! n’est pas borné. Alors, il existe une suite (f,), telle que || f.|| = 1 et que la
suite ¢, := F~1f, n’est pas bornée. On définit :
Jn

= Iy = wpeN,
ol [l

Alors g, — 0 lorsque n — 00, et [[1,|| = 1. Puisque

gn :

M, — Ay, = gy, (3.9)

alors,

P(A)n = PO = Y ax (i )\iAk_l_ign) . (3.10)

k=0

Puisque P(A) est compact, on peut extraire une sous-suite (¢,,))x telle que
(P(A)Ynwy), = v € X lorsque k — .

En utilisant I’équation (3.10), on observe que...

Ynk) = —Pz(/})\)’ lorsque k — oo.
Cela implique que ||[¢]| = |P(\)|. L’équation (3.9) implique que ¢ € N(F'). Donc,
Y =0, ce qui contredit P(\) # 0. O

]

Proposition 3.0.1. Soit A € PK(X) et A € C avec P(\) =0 et posons F' := I — A.
Si l’équation homogéne
Fr=0

n’a que la solution triviale x = 0, alors pour tout f € X, I’équation non homogéne
Frz=f
admet une unique solution x € X qui dépend continiment de f [7].

Théoréme 3.0.4. Soit A€ PK(X), A € C avec P(\) =0 et supposons que I — A
n’est pas injectif. Alors le noyau

ker(I — A)
est de dimension finie et ['image
R(I-A)(X)=X

est un sous-espace fermé propre de X.

31



Démonstration. Puisque I — A n’est pas injectif, on a ker(/ — A) # {0}. Cela signifie
que p(I — A) > 0 alors on conclut que

R(I - A)(X) = X.
O

Théoréme 3.0.5. Soit A € PK(X), ¢’est-a-dire qu’il existe un polynome compleze

non nul
p

Qz) = Z ayz"

r=0

tel que Q(A) € K(X). Soit A € C avec Q(N) = 0 et posons F =1 — A. Alors la
projection P : X — NR(F) définie par la décomposition

X =kern(F) & Mp(F)(X)

est compacte, et l'opérateur F — P =1 — A — P est bijectif.
ou L’expression Mp(F)(X) désigne un sous-espace supplémentaire (ou un complé-
mentaire topologique) de ker?(F') dans X, c¢’est-a-dire :

X = ker”(F) & M%(F)(X)

Démonstration. Soit ng := p(F), alors " € B(X), puisque F' € B(X), donc
I’espace nul
ker(F™)

est de dimension finie. Il est facile de vérifier que

no 1= Inf
lell = _intflle =+ o1}

définit une norme sur ker(£"°). En particulier, on conclut de ||z||,, = 0 que z = 0,
puisque l'image F™(X) est fermée,Puisque sur un espace vectoriel de dimension
finie toutes les normes sont équivalentes, il existe un nombre positif ¢ tel que

< inf +
el < e _inf (e ul)

pour tout z € ker(F"). Donc, pour tout x € X, ona Pz € N(F™) et par conséquent

Pzl|<c inf {||Pz+y|} <z,
|Prl<e it (lIPr-+yll} <cle]

puisque x — Pz € F"(X). Ainsi, P est bornée, de plus P est un opérateur compact,
car son image P(X) = ker(F™) est de dimension finie. D’autre part, l'opérateur
A+ P e PK(X), puisque A € PK(X) et P € K(X).

Soit x € ker(F — P), c’est-a-dire

(F—P)x=0.
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Alors, F™ gy =0, puisque Pz € ker(F™). Par conséquent,
x € ker(F™*) = ker(F™), Pz =,
ce qui implique
Fz=x.

Par itération, on obtient
xr=F"x=0.

Dong, ker(F' — P) = {0} , on conclut que F' — P est surjectif. Ceci acheve la dé-
monstration.

]

Théoréme 3.0.6. Soit P(-) un polynéme complexe non nul,

P(z) = i a;z"
r=0

et z1,...,2, ses racines. St (\,), est une suite de mombres complexes telle que
(P(An))n converge vers zéro, alors on peut choisir une sous-suite (A, )i de (An)n qui
converge vers z; pour un certain i € {1,...,p} [9].

Définition 3.0.4. Pour un opérateur polynomialement compact A, le polynome
complexe non nul P(-) de plus bas degré tel que P(A) soit compact sera appelé le
polynome minimal de A.

Théoréme 3.0.7. Soit X un espace de Banach de dimension infinie et soit A €
PK(X) avec P(-) le polynome minimal de A. Soit

P(z) = i a,z"
r=0

et 21, ..., 2, ses racines. Alors o == {z1,...,2,} appartient au spectre de A et o(A)\
{#1,..., 2y} consiste en un ensemble au plus dénombrable de valeurs propres sans
point d’accumulation, excepté éventuellement o = {z1,..., 2,}.

Démonstration. Supposons qu'il existe i € {1,...,p} tel que z; ¢ o(A). Alors (z;/ —
A)~1 existe et est borné. D’autre part, on peut écrire

P(A) =a,(z1] — A)--- (2,1 — A).
Considérons le polynéme

Q(z) = ap(z21 — 2) -+ (zim1 — 2) (21 — 2) -+ (2 — 2).
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Alors
QA) = (z1 — A)”P(A).

Comme P(A) € K(X) (opérateur compact) et (z;1 — A)~! est borné, alors Q(A) €
K (X). Ceci contredit le fait que P est le polynéme minimal de A. Par conséquent,
pour tout i € {1,...,p}, z; € o(A).

Sio={z,..., %}, deux cas se présentent

— soit ker( — A) = {0},

— soit ker(/ — A) # {0}.

Dans le premier cas, d’apres le Théoréme 3.0.3, I'opérateur (I — A)~! existe et
est borné.

Dans le second cas, A est une valeur propre. Ainsi, chaque A € 0 = {z,..., 2,}
est soit dans le domaine de résolvante de A, soit une valeur propre de A.

Il reste a montrer que pour tout R > 0, il n’existe qu'un nombre fini de valeurs
propres dans

p
U D(Zk, R),
k=1

ou D(z, R) désigne le disque de centre z; et de rayon R.
Supposons, par 'absurde, qu’il existe une suite (A, ),, de valeurs propres distinctes
telle que

p
A€ | Dz, R).
k=1

Choisissons des vecteurs propres x, tels que Az, = \,z, et définissons les sous-
espaces vectoriels de dimension finie

U, :=span{xy,...,Z,}.

Il est facile de vérifier que les vecteurs propres correspondant a des valeurs propres
distinctes sont linéairement indépendants. Par conséquent, on a

Un_1 C U,.

Et, par le lemme de Riesz, on peut choisir une suite (z,), d’éléments tels que

1
tn €Un b o =1 et |z —yll >3
pour tout y € U,,_;. En écrivant
= D i
k=1
nous obtenons
P()‘n)xn - P(A)xn = P()\n)ak@k - P(A)In



Par conséquent, pour m nous avons

P(A)ay — P(A), = PO (P(An) T — P(A)T + P(A)T0) = P(A)(An — Am),

ol
P(\n)x, — P(A)x, + P(A)x,, := P(\,).
D’ou
1 1.
T € Un-1, [|1P(A)zn=P(A)znll = [POA)] |20 —zmll 2 |[P(A)]5 2 5 inf[P(A)].
Le fait que |\, —z;| > r, pour touti € {1, ..., p}, nous concluons que inf | P(A,)| >

0, et la suite (P(A)x,), ne contient pas de sous-suite convergente, ce qui contredit
la compacité de P(A).
O

Pour A € B(X), on définit ker™(A) = J,, ker(A™) comme I'hyper-noyau de A et
R>(A) =), R(A") comme I'hyper-image de A. Si A € C est une valeur propre de
A, la dimension de ker™(A — \) est appelée la multiplicité algébrique et est notée
par mult(A; \).

Remarque 3.0.1. Soit A € PK(X), c’est-a-dire qu'il existe un polynéme complexe

non nul »
P(z) = Z a2
r=0

tel que P(A) € K(X), et soit A € o(A) tel que P(\) = 0. Alors, en utilisant
I'Equation (3.2), on a

mult(A; A) < mult(P(A); P(\)) < 1.

Théoréme 3.0.8. Soit A € B(X) et supposons qu’il existent Ay, Ay € B(X) et
F\,Fy € PK(X), c’est-a-dire qu’il existent deux polynomes complexes non nuls

P(z) = Zarzr et Q(z) = Zb,,zr,
r=0 r=0
tels que P(F) et Q(Fy) sont compacts. Soient A\, i € C tels que

PA)=0 et Q(p) =0,

et tels que
AA=T—-F surX e AAy,=1-F, surX.

Alors As(X) = X.
Démonstration. En utilisant le fait que

ker(A) C ker(A4;A),
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on déduit que
D’autre part,

On a
a(Ad) <oo et [B(A) < oo.

Pour compléter la Démonstration, il suffit de montrer que R(A) est fermé . O]

Théoréeme 3.0.9. [|i/ Soit ' € B(X). Si l'une des deuzx conditions suivantes est
satisfaite :

(i) ind(F) =0 et r(F) < 1.

(i7) ind(F) =0 et ro(F) < 1.
Alors, il existe un entiern > 1, un opérateur U € B(X) et un opérateur A € PK(X),
ainst qu'un X\ € C tel que P(\) =0, pour lesquels on a

UF"=F"U=1- A.
ot o(F') le rayon spectral essentiel de 'opérateur F, , est défini par :

ro(F) :=sup{|A| : A € 0ess(F)}

Dans cette section, nous présentons quelques résultats sur les multiplicités et la
localisation des valeurs propres des opérateurs polynomialement compacts.

Proposition 3.0.2. Soit A € PK(X), c’est-a-dire qu’il existe un polynéme com-

plexe non nul
p
P(z) = Z a,z"
r=0
tel que P(A) € K(X). La multiplicité d’une valeur propre non nulle de P(A) satisfait

D mult(A, ) = mult(P(A), ) = m,
A€o (A)

et pour tout \ € o(A) avec P(A) =0, on a
mult(A, ) = mult(Ap, A).
Démonstration. Soit p € o(P(A)) \ {0}, on a
a(P(A)) = P(a(A)),
donc on peut trouver A € o(A) tel que P(A) = p, on obtient

mult(P(A), 1) <oo et mult(A4,\) < co.
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Cependant, les valeurs propres distinctes telles que P(A) = u sont en nombre
fini. Alors nous avons

U Uker( =4/ ul ker((1 - P(A)/m)").

AEa(A),P(\)=p neN neN
Sachant que = P(A) =0 et on a
p(I — A/A) < o0,
et

| ker((T — A/N)™) = ker((I — A/N)™),

neN
pour m = p(I — A/)). En utilisant les équations (3.1) et (3.2), on obtient

U ker((—a/nm)u U ker(( = P(A)/0)").

AEa(A),P(N)=p neN
si A\; # Ao, alors
ker((I — A/M)™) Nker((I —A/X2)™) = {0}.
Dong, I'équation (3.3) implique

> mult(4,\) = mult(P(A), ).
A€o (A),P(N)=pu

Puisque mult(P(A), ) < oo, alors p(I — P(A)/u) < oo. Posons ng = p(I —
P(A)/p) et

Y= | ker((I = P(A)/p)") = ker((I — P(A)/p)™).

neN

On définit Ay := Aly : Y — Y la restriction de A a Y. Soit \g € o(A4p) une
valeur propre de A, et choisissons y € Y un vecteur propre associé a g, c¢’est-a-dire

(I = P(A)/p)"y =0 et Ay=Aoy.
Puisque P(A) et P(\g)I commutent, nous avons
[P(Ao)]"y = ([P(Ao)] = P(A)] + P(A))"y = ...

Ainsi, P(0) = 0, donc P(0) = 0 puisque y = 0. Puisque Y est un espace de dimension
finie, d’apres le théoreme de décomposition de Jordan, on a

Y = Ly(Ay) @ ker((1 — Ao)?)
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ou p désigne la multiplicité de la valeur propre dans le polynéme caractéristique de
Ap. On peut en déduire

Y = Ly(A) & @ ker((1 — A)")

neN

puisque chaque Lo(Ag) C Lo(A) et satisfait P(A) = 0. On en conclut que
mult(P(A); A) = ) mult(A; \)

Cela prouve
mult(P(A); A) = Y mult(A; \)
Il reste a prouver que

mult(A4; \) = mult(Ag; \)

pour A € o(A) tel que P(\) =0.
Soit p = p(I — A), 'opérateur (I — A)? est un opérateur de Fredholm d’indice
zéro. Donc

mult(A; \) = dim Ker((I — A)?) = codim R((I — A)?) =

dim Ker((I — Ap)?) = mult(Ap; \)

Cela complete la démonstration.

Remarque 3.0.2.
(i) Soit A un opérateur de Riesz généralisé et soit 0(A) C E

Soit
Y = P Ker((I - A)").

Si on considere P(z) = z dans I’équation (3.4), on obtient

(A/Y) = {0}.

(ii) Soit A un opérateur de Riesz généralisé. On note (\,(A)),en la suite des
valeurs propres de A. Alors elle peut étre ordonnée de la maniére suivante :
les valeurs propres sont non croissantes en valeur absolue, c’est-a-dire

[An(A)] = [Ans1(A)]

et chaque valeur propre est répétée autant que sa multiplicité. Pour k € N,
si il y a moins de k valeurs propres dans o(A) C E, on pose

A(A) = Ngpr (A) = - = 0.

L’ordre peut ne pas étre unique; on choisit un ordre fixe de ce type.
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Définition 3.0.5. Soient X et Y deux espaces de Banach. Deux opérateurs A €
B(X) et B € B(Y) sont dits reliés s’il existent deux opérateurs S € B(X,Y) et
T € B(Y, X) tels que

A=TS e B=ST.

Théoréme 3.0.10. Soit A € PK(X) et soit

p
P(z) = Z a2
k=0

le polynome minimal de A, avec z, ..., z, ses racines. Soit B € B(Y') tel que A et
B soient reliés. Alors B € PK(Y) et

{0721,...,Zp}:{O,)\l,...,/\q}

Proposition 3.0.3. Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie.
Soit A€ PK(X) et

P
P(z) = Z apz®
k=0
le polynome minimal de A, avec z1,. .., z, ses racines. Soit B € B(Y') tel que A et

B soient reliés. Alors A et B sont des opérateurs de Riesz tels que
o(A)N{0,2z1,...,2} =c(B)N{0,21,...,2,}
et pour tout X € o(A) N{0,21,...,%,}, ona

mult(A4; \) = mult(B; \).

3.0.1 Opérateurs polynomialement de Riesz

Définition 3.0.6. Un opérateur A € B(X) est dit de Riesz polynomial (resp per-
turbation de Fredholm polynomialement) s’il existe un polynome complexe non nul
P tel que P(A) soit un opérateur de Riesz.

Une définition équivalente au spectre essentiel de Browder est donné par
Définition 3.0.7. Soit A € B(X) un opérateur borné sur un espace de Banach X.
Bess(A) = 0es(A) Uace(o(A)),

ot acc(o(A)) est l'ensemble des points d’accumulation de o(A).

Théoréme 3.0.11. Soit A € B(X). Alors A est polyndmialement de Riesz si et
seulement si Bess(A) est fini et dans ce cas,

6eSS(A) = 71;1 (0)7

ou w4 est le polynome minimal de A.
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Démonstration. Supposons que A est polynomialement de Riesz . Alors m4(A) €
R(X), il suit que

7TA(ﬁess<I4)) - 6ess(7TA(A)> - {0}7
et par conséquent,

Bess(A) C 741(0). (3.1)

Pour prouver 'inverse, supposons que [ess(A) est fini et soit fess(A) = {A1, ..., A}
Pour

p(z) = (z = A) - (2 = o),
on a
{O} - p(ﬁesS(A)) = ﬁess(p(A))7
et donc d’apres la remarque (), p(A) € R(X).
Soit A un opérateur polyndmialement de Riesz et soit A une racine du polynéme
minimal 4. Alors m4(2) = (2 — A)g(2) et donc,

7a(A) = (A= Ng(A) = q(A) (A A) € R(X). (3.2)

Montrons que A € oe4(A). Si A & 0cqa), alors A— X est de Fredholm, et d’apres le
Théoréme @ il suit que g(A) € R(X), ce qui contredit le fait que 74 est minimal.
Par conséquent,

7T;1<0) - 0'64(14)7
ce qui, avec (@), donne
Ue4<A) - 6ess(A> = 7T21<0)
]

Proposition 3.0.4. Si A est polynéomialement de Riesz, alors o(A) est au plus
dénombrable.

Démonstration. 'ensemble 0(A) \ Bess(A) est constitué des points isolés de o(A) et
donc est au plus dénombrable. Comme, d’apres le Théoreme (B.0.11)), Bess(A) est
fini, il en résulte que o(A) est au plus dénombrable. O

Proposition 3.0.5. Soit A € B(X). Alors A est Riesz généralisé si et seulement si
A est polynomialement de Riesz.

Théoréme 3.0.12. Soit A un opérateur polynomialement de Riesz et considérons

p € o(ma(A))\ {0}. Alors
P ker™(\ - A) =ker™(u— 7wa(A)),
Aea(A), ma(N)=p

et
mult(ma(A), u) = Z mult(A, ).

A€o (A)ma(N)=p
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Théoréme 3.0.13. Soit A € B(X). Alors A est un opérateur polynémialement de
Riesz si et seulement si A* est polynomialement de Riesz et le polynome minimal de
A est égal au polynome minimal de A*.
De plus, si A est polynémialement de Riesz, alors pour tout \ € o(A) \ 7,(0),
on a
mult(A, N) = mult(A*, N).

Démonstration. Pour un polynéme complexe non nul p(z) et on a p(A) € R(X) si
et seulement si p(A*) = p(A)* € R(X*). Par conséquent,

A est polynomialement de Riesz si et seulement si A* est polynomialement de
Riesz et m4 = my-.

Soit A un opérateur polynomialement de Riesz et soit A € o(A)\ 7' (0). D’aprés
le Théoréme (), ona\ € g(A)\Pess(A), donc A—\ est un opérateur de Browder
et A\ est une valeur propre de A. Par conséquent,

ker™(A — \) = ker((A — \)P)

ker™(A* — \) = ker((A" — \)P),

o p=p(A—A) =p(A" = }).
Puisque A — X est un opérateur de Weyl, il s’ensuit que (A — \)? est de Weyl ,
on obtient

mult(A,\) = dimker((A—N)?) = a((A—N)?)
= B((A—AP) = a((A* = \) = dimker((4° — \P)
= mult(A*,N).
O

Théoréme 3.0.14. Soit A € B(X) et soit X = X;@---® X, ot chaque X; est un
sous-espace fermé A-invariant de X, et A= A1 @ ---® A,, ou A; est la réduction
de A sur X;, pouri=1,...,n. Alors

064 —084 U UUE4

et A est de Riesz si et seulement si Ay, ..., A, sont de Riesz.

Démonstration. Pour tout A € C,

n

ker(A — \) @ker . R(A-)\)=EBRA; -\,

i=1

Il en résulte que A — X\ est de Fredholm si et seulement si chaque A; — \ est de
Fredholm. Par conséquent, o.4(A) = {0} si et seulement si o.4(A4;) = {0}, ce qui
montre que A est de Riesz si et seulement si chaque A; lest. [
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Théoréme 3.0.15. [7/ Soit A un opérateur polynomialement de Riesz . Alors chaque
A€ 7@1(0) est soit la limite des valeurs propres de A, soit il existe un sous-espace
fermé A-invariant X\ C X, de dimension infinie, tel que

o(Ay) = {A},
ou Ay est la réduction de A sur X.

Théoréme 3.0.16. [j] Soient A € B(X,Y) et B € B(Y, X). Alors
BA est polynomialement de Riesz <= AB est polynomialement de Riesz.

Définition 3.0.8 (Décomposition de Smyth). Soit X wun espace de Banach et R €
B(X) un opérateur de Riesz. On dit que R admet une décomposition de Smyth sl
existe une décomposition :
R=F+Q,

ot

— F est un opérateur Fredholm

— () est un opérateur quasi-nilpotent

— F et Q commutent.

Définition 3.0.9. Soit X un espace de Banach. On dit que X est un espace de
Banach de Smyth si pour tout R € R(X), R admet une décomposition de Smyth.

Proposition 3.0.6. Soit X un espace de Banach de Smyth. Alors un opérateur
A € B(X) est polynomialement de Riesz si et seulement si W(A) est un ensemble

fini.

Dans ce cas, lopérateur A se décompose comme une somme directe finie :

n

A:@(E—FQI—F)\%I)

=1

avec
(i) F; sont des perturbations de Fredholm ;
(ii) Q; sont des opérateurs quasi-nilpotents ;

(iii) W(A) ={A1,..., A\ }.
Notons par Poly = C|[z] pour 'algebre des polynémes complexes.

Définition 3.0.10. Si S C A est un ensemble arbitraire, on dit que a € Poly=1(S)
sl existe un polyndme complexe non nul p(z) tel que p(a) € S.

Proposition 3.0.7. Si S C A est un idéal commutatif [’ensemble
PS = {p € Poly: p(a) € S}

des polynomes p tels que p(a) € S est un idéal de I’algébre Poly.
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Comme les entiers naturels sont bien ordonnés, il existe un polynéme unique p
de degré minimal, dont le coefficient dominant est égal & 1, appartenant a P?, que
I'on appelle le polynédme minimal de a. Nous 'écrivons p = 7, = 7.

Théoréme 3.0.17. Soit X un espace de Banach et soit A € B(X) tel qu’il existe un
polynome compleze non constant P pour lequel l'ensemble o.4(P(A)) a un intérieur
vide. Alors Uintérieur de o.4(A) est également vide.

De plus, si A est un opérateur polynomialement de Riesz, alors ge.4(A) = W(A)
est fini.

Enfin, si A est un opérateur de Riesz, alors A est une perturbation de Fredholm
polynomialement si et seulement si A" est une perturbation de Fredholm pour un
certain n € N.

Démonstration. Sil'ensemble o.4(P(A)) a un intérieur vide, alors, par le théoreme
de correspondance spectrale, on a

P(Int(0u4(A))) = Int(ou(P(A))) = 2.

avec Int désigne l'intérieur.
Or, comme P est une fonction analytique non constante, c¢’est une application ou-
verte. Ainsi, si Int(oe4(A)) # @, alors Int(P(0e4(A))) serait non vide, ce qui est une
contradiction. Cela prouve la premiere assertion.

Supposons maintenant que P(A) est un opérateur de Riesz pour un polynéme
non nul P. Alors

P(0ea(A)) = 0aa(P(A)) = {0},

ce qui implique que o.4(A) est fini.

Pour montrer que g.4(A) = W(A), il suffit de prouver que C\oe4(A) C C\W(A).
Soit A € C\ 0e4(A). L’ensemble C \ 0.4(A) est connexe et contient en particulier
I’ensemble résolvant de A. La stabilité de l'indice sur les composantes connexes
implique que A € C\W(A), ce qui conclut la démonstration de la deuxiéme assertion.

Supposons que P est un polynéme non nul tel que P(A) soit une perturbation
de Fredholm. Ecrivons

PA) =ag(A—=X1)--- (A= An),

alors
ag(A—MI)--- (A= \,I) =F,

ou F' est une perturbation de Fredholm.

Comme A est un opérateur de Riesz, A — \;I est un opérateur de Fredholm
pour tout A; # 0. Il existe donc au moins un \; = 0 (sinon F' serait a la fois une
perturbation de Fredholm et un opérateur de Fredholm, ce qui est impossible dans
un espace de dimension infinie).

Il en résulte que, pour un certain 1 <n < m, on a

aoA”S = F,
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avec S € ®(X). Puisque S € ®(X), alors d’apres le théoreme d’Atkinson il existe
K; € K(X) et Ay € B(X) tels que

SAO = [ - Kl-
Par conséquent,
CL()AnSAO = FAO = aoA"(I — K1> = FA(),

ce qui implique
(loAn = FA(] + aoA”Kl.

Comme F € F(X) et K; € K(X), on en déduit que A" € F(X), ce qui acheve la
démonstration.
La réciproque est triviale. Il
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Conclusion

En conclusion, ce mémoire a permis d’approfondir notre compréhension des opé-
rateurs de Riesz dans les espaces de Banach. Nous avons établi les propriétés fon-
damentales de ces opérateurs et examiné les caractéristiques principales de ces opé-
rateurs et leurs relations avec d’autres types d’opérateurs linéaires (Fredholm, com-
pact, quasinilpotent,...) ; tout en soulignant leur role central dans le développement
de la théorie spectrale.

Les résultats montrent que les opérateurs de Riesz sont importants en analyse
fonctionnelle et peuvent étre utilisés dans diverses applications mathématiques.
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