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Résumé

Ce mémoire de Master étudie la théorie des opérateurs de Riesz, une classe im-
portante d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach, qui généralisent les
opérateurs compacts en conservant des propriétés spectrales remarquables. L’objec-
tif principal est d’étudier leurs caractéristiques structurelles, spectrales et fonction-
nelles.

Mots clés : Opérateurs de Riesz, Fredholm, Perturbations de Fredholm, polyno-
mialement compacts, quasi-nilpotents.
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اिऻڪٌۘ
اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات ݆݁ ۰݄ዛᔻ ڣ۰٪ ሒሃو رߌ߳، َިع ݆݁ اৎ৊ޝߜߵات ل۰ َޙݠ ଫଐݿ؇ৎ৊ا ۰༥در ܳٷ٭ܭ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ོྥٷ؇ول

๴ཏ྘ཬීෂا ا୒ୖڎف ، ଩ଃᆙᆘة ޗ٭ڰ٭۰ ۊݱ؇فݧ আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ؕ݁ ۰෠੼ڎৎ৊ا اৎ৊ޝߜߵات ّأُِّ݄ܾ มฆܳوا ً؇َ؇ش، ڣݯ؇ء আॻ༟ ا௱௯௫ڎودة
واܳިޖ٭ڰ٭۰. واܳޚ٭ڰ٭۰ ل۰ اܳٴྡྷ٭ި ؇ዝཡۊݱ؇ف دراݿ۰ ި۱

݁ٷأڎ۰݁. ނٴ۬ اࠍ੆ڎود، ݁ٺأڎدة ۰෠੼݁ڎ ،ቕረڣݠࢴࣖو اݪޚݠاً؇ت ،ቕረڣݠࢴࣖو رߌ߳، ݁ޝߜߵات اिऻء׫ոؼמ١: اڤոஈ࿦࿮ت
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Abstract

This Master’s thesis studies the theory of Riesz operators, an important class of
bounded linear operators on a Banach space, which generalize compact operators
while preserving remarkable spectral properties. The main objective is to study their
structural, spectral, and functional characteristics.

Keywords : Riesz operators, Fredholm operators, Fredholm perturbations, Poly-
nomially compact operators, Quasi-nilpotent.
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Notations

X Espace de Banach,
B(X) Algèbre des opérateurs linéaires et bornés sur E,
K(X) Idéal des opérateurs compacts sur X,
Φr(X) Ensemble des opérateurs semi-Fredholm à droite sur X,
Φl(X) Ensemble des opérateurs semi-Fredholm à gauche sur X,
Φ+(X) Ensemble des opérateurs semi-Fredholm supérieur sur X,
Φ−(X) Ensemble des opérateurs semi-Fredholm inférieur sur X,
Φ(X) Ensemble des opérateurs de Fredholm sur X,
R(X) Ensemble des opérateurs de Riesz sur X,
F(X) Ensemble des perturbations de Fredholm sur X,
W(X) Ensemble des opérateurs de Weyl sur X,
Br(X) Ensemble des opérateurs de Browder sur X,
H(A) Ensemble de toutes les fonctions holomorphes,
I L’opérateur identité sur X,
ker(A) Noyau de A,
R(A) Image de A,
dim(·) Dimension algébrique,
codim Codimension algébrique,
α(A) Nullité de A,
β(A) Déficience de A,
p(A) L’ascente de A,
q(A) Descente de A,
A∗ Adjoint de A,
M⊥ L’orthogonale de M dans X,
σ(A) Spectre de A,
σp(A) Spectre ponctuel de A,
σc(A) Spectre continu de A,
σr(A) Spectre résiduel de A,
σei(A) Spectre essentiel de A.
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Introduction

Le concept d’opérateur de Riesz a été introduit par F. Riesz en utilisant un
système axiomatique des propriétés des opérateurs compacts qu’il avait précédem-
ment utilisés dans ses travaux sur les équations intégrales. Un opérateur de Riesz
est ainsi une généralisation de la notion d’opérateur compact, partageant de nom-
breuses propriétés spectrales avec ce dernier. Cependant, il est crucial de noter qu’ils
ne possèdent pas nécessairement les mêmes propriétés algébriques.

Dans ce mémoire, notre objectif principal est de fournir une étude concise de la
classe des opérateurs de Riesz. Plus précisément, on étudie les propriétés fondamen-
tales et les principaux théorèmes des opérateurs de Riesz linéaires dans les espaces de
Banach. Ainsi quelques propriétés spectrales de ces opérateurs qui se caractérisent
par leur comportement spectral particulier, similaire aux opérateurs compacts.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, le premier chapitre intitulé ”Rappels
et compléments” porte sur les rappels indispensables pour les autres chapitres. On in-
troduit les concepts fondamentaux tels que les opérateurs linéaires bornés, compacts,
Fredholm, semi-Fredholm, perturbation de Fredholm, l’algèbre de Calkin ainsi que
des notions de résolvante, de spectre et des spectres essentiels. Le deuxième chapitre
intitulé ”Opérateurs de Riesz” est consacré à l’étude des propriétés des opérateurs
de Riesz (somme, produit, limite, restriction et adjoint d’opérateurs de Riesz, ...) et
leurs propriétés algébriques et spectrales comme la description du spectre (σ(T )) et
le cas particulier des opérateurs de Riesz à spectre fini.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de quelques propriétés des opérateurs
polynomialement de Riesz c’est à dire les opérateurs T tels que P (T ) est de Riesz
pour un polynôme P caractérisation de leurs propriétés spectrales..
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Chapitre 1

Rappels et compléments

On rappelle dans ce chapitre les outils de base nécessaires pour la suite de notre
travail. On donne quelques notions sur les différentes classes d’opérateurs (com-
pacts, opérateurs adjoints, Fredholm, semi-Fredholm...) . Ainsi, on étudie les diffé-
rentes propriétés spectrales des opérateurs linéaires bornés comme les propriétés de
l’opérateur résolvent et quelques définitions des spectres essentiels.

Les ouvrages [12],[16] et [14] ont été utilisés pour la rédaction de ce chapitre.

1.1 Opérateurs linéaires bornés
Dans toute la suite de ce mémoire on considère X un espace de Banach muni

d’une norme ‖.‖.

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire A défini sur X est dit borné ou bien continu
s’il existe une constante c ≥ 0 telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ X.

La norme de opérateur A notée, ‖A‖, est définie par

‖A‖ = inf {c > 0 | ‖Ax‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ X} .

Si A est un opérateur borné sur X, alors

‖A‖ = sup{‖Ax‖ | ‖x‖ ≤ 1}

= sup ‖Ax‖
‖x‖

pour ‖x‖ ≤ 1.

On note par B(X,Y ), l’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés sur X
dans Y . Lorsque X = Y , on le note par B(X).

— Si X est de dimension finie, alors tout opérateur défini de X dans X est borné.
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— L’opérateur identité sur X, noté I, est défini par Ix = x pour tout x ∈ X.

— L’opérateur nul est l’opérateur 0 défini par 0x = 0 pour tout x ∈ X.
Définition 1.1.2. Un opérateur A ∈ B(X) est dit inversible s’il existe un opérateur
borné dans B(X), noté A−1, tel que

AA−1 = A−1A = I.

Image et noyau d’un opérateur

L’image d’un opérateur A ∈ B(X,Y ), notée R(A), est défini par

R(A) = {Ax | x ∈ X}.

Le noyau d’un opérateur A ∈ B(X,Y ), noté ker(A) est défini par

ker(A) = {x ∈ X |Ax = 0}.

Ascente et descente

Rappelons que les noyaux et les images des itérés d’un opérateur linéaire borné A
sur X forment respectivement deux suites croissante et décroissante de sous-espaces
de X.

ker(A0) = {0} ⊂ ker(A) ⊂ ker(A2) ⊂ · · ·
et

R(A0) = X ⊃ R(A) ⊃ R(A2) ⊃ · · ·
Généralement, ces inclusions sont strictes. Mais, s’il existe un certain rang à partir
du quel ces suites deviennent constantes, alors on a la définition suivante.
Définition 1.1.3. On appelle

— L’ascente de A, le plus petit entier naturel p, noté = p(A), tel que

ker(Ap) = ker(Ap+1).

— La descente de A, le plus petit entier naturel q, noté q(A), tel que

R(Aq) = R(Aq+1).

Si la suite (ker(An))n (resp. (R(An))n) est strictement croissante (resp. stricte-
ment décroissante), on écrit

p(A) = ∞ (resp. q(A) = ∞).

Il est clair que
p(A) = 0 ⇐⇒ A est injectif.
q(A) = 0 ⇐⇒ A est surjectif.

Proposition 1.1.1. Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace normé X. Si
p(A) et q(A) sont finis, alors p(A) = q(A).
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1.1.1 Opérateurs compacts
Définition 1.1.4. Soit K un opérateur linéaire sur X. On dit que K est compact sur
X s’il transforme tout sous-ensemble borné de X en un sous-ensemble relativement
compact.

Autre définition équivalente est donnée par
Définition 1.1.5. Soient X et Y des espaces normés. Un opérateur A ∈ B(X,Y )
est dit compact si, pour toute suite bornée (xn)n∈N dans X, la suite (Axn) dans Y
contient une sous-suite convergente.
L’ensemble des opérateurs compacts est noté par K(X,Y ).
Théorème 1.1.1. Soient X et Y deux espaces normés et A ∈ K(X,Y ). Alors A
est borné.

Autrement dit K(X,Y ) ⊂ B(X,Y ).

Démonstration. Supposons que A n’est pas borné. Alors, pour tout entier n ≥ 1, il
existe un vecteur unitaire xn tel que ‖Axn‖ ≥ n. Puisque la suite (xn) est bornée,
par la compacité de A, il existe une sous-suite (Axn(r)) qui converge.
Mais ceci contredit le fait que ‖Axn(r)‖ ≥ n(r), donc A doit être borné.

Théorème 1.1.1. Soient X,Y, Z des espaces normés.
(a) Si S,A ∈ K(X,Y ) et α, β ∈ C, alors αS + βA est compact.
(b) Si S ∈ B(X,Y ), A ∈ B(Y, Z) et au moins l’un des opérateurs S ou A est

compact, alors AS ∈ B(X,Z) est compact.
Démonstration.

(a) Soit (xn) une suite bornée dans X. Puisque S est compact, il existe une sous-
suite (xn(r)) telle que (Sxn(r)) converge dans Y . Ensuite, comme (xn(r)) est bornée
et que A est compact, il existe une sous-suite (xn(r(s))) de (xn(r)) telle que (Axn(r(s)))
converge dans Y . Il s’ensuit que la suite (αSxn(r(s)) + βAxn(r(s))) converge dans Y ,
donc αS + βA est compact.

(b) Soit (xn) une suite bornée dans X.
Si S est compact, alors il existe une sous-suite (xn(r)) telle que (Sxn(r)) converge
dans Y . Comme A est borné (et donc continu), la suite (ASxn(r)) converge dans Z,
donc AS est compact.
Si S est borné mais non compact, alors par la continuité de S, la suite (Sxn) est
bornée dans Y . Par la compacité de A, il existe une sous-suite (xn(r)) telle que
(ASxn(r)) converge dans Z, donc AS est compact.
Proposition 1.1.2. Soit K ∈ K(X) et A = I −K, alors

1. Le noyau de A est de dimension finie ; dim ker(I −K) <∞.
2. L’image R(A) est fermée dans X.

Proposition 1.1.3. Soit K ∈ K(X) un opérateur compact et A = I −K, alors A
est surjectif si et seulement si A est injectif.
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1.1.2 Adjoint d’un opérateur
Le dual topologique X∗ d’un espace de Banach X est l’espace de toutes les formes

linéaires continues de X à valeurs dans C. Pour tout x∗ ∈ X∗ et x ∈ X, on note
généralement 〈x, x∗〉 au lieu de x∗(x). Pour tout opérateur linéaire borné A dans
B(X), on définit l’opérateur A∗ : X∗ → X∗ par :

〈Ax, x∗〉 = 〈x,A∗x∗〉 pour tout x ∈ X et x∗ ∈ X∗.

A∗ est appelé l’opérateur adjoint de A.

Proposition 1.1.4. Soient A,B ∈ B(X) et α ∈ C. Alors on a les propriétes
suivantes

1. ‖A‖ = ‖A∗‖.
2. (A+B)∗ = A∗ +B∗.
3. (αA)∗ = αA∗.
4. (AB)∗ = B∗A∗.
5. A∗∗ = A.

Proposition 1.1.5. Soient A ∈ B(X), alors
1. kerA = R(A∗)⊥.
2. kerA∗ = R(A)⊥.
3. R(A) = (kerA∗)⊥.

Démonstration. Démontrons le premier point, on a
1.

kerA = {x ∈ X : Ax = 0}
= {x ∈ X : ∀y ∈ X, 〈Ax, y〉 = 0}
= {x ∈ X : ∀y ∈ X, 〈x,A∗y〉 = 0}
= R(A∗)⊥.

2. D’après la première assertion, en remplaçant A par A∗, on obtient alors

kerA∗ = R(A∗∗)⊥ = R(A)⊥.

3. D’après la deuxièmme assertion, on a

(kerA∗)⊥ = R(A)⊥⊥ = R(A).
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1.1.3 Résolvante et spectre
Définition 1.1.6. Une fonction f : U → C, définie sur un ouvert U ⊆ C, est dite
holomorphe si elle est dérivable au sens complexe en tout point de U . Autrement
dit, pour tout z0 ∈ U , la limite suivante existe

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

Définition 1.1.7. Soit A ∈ B(X). L’ensemble résolvant de A, noté ρ(A), est l’en-
semble défini par

ρ(A) = {λ ∈ C | (A− λI) est inversible}.

Pour λ ∈ ρ(A), l’opérateur R(λ,A) = (λI − A)−1 est appelé la résolvante de
(A− λI).

Théorème 1.1.2. [14] Soit A ∈ B(X), la résolvante R(λ,A) est une application
holomorphe de l’ensemble ρ(X) dans B(X).

Proposition 1.1.6. Soit A ∈ B(X), alors Pour tout (λ, µ) ∈ ρ(A)× ρ(A), on a

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A) = (µ− λ)R(µ,A)R(λ,A),

appelée équation résolvante.

Démonstration. Soit (λ, µ) ∈ ρ(A)× ρ(A), on a

R(λ,A)−R(µ,A) = (λI − A)−1 − (µI − A)−1

= (λI − A)−1I − (λI − A)−1(λI − A)(µI − A)−1

= (λI − A)−1[(µI − A)− (λI − A)](µI − A)−1

= (µ− λ)(λI − A)−1(µI − A)−1

= (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

En échangeant λ et µ, on obtient

R(µ,A)−R(λ,A) = (λ− µ)R(µ,A)R(λ,A),

d’où
R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(µ,A)R(λ,A).

Définition 1.1.8 (Pôle de la résolvante). Soit A un opérateur linéaire borné dans
un espace de Banach X, et soit ρ(A) le résolvant de A. On dit que λ0 ∈ σ(A) (le
spectre de A) est un pôle de la résolvante de A si la fonction résolvante

R(λ,A) = (λI − A)−1

possède un pôle (au sens des fonctions holomorphes) en λ0.
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Autrement dit, il existe un entier m ≥ 1 tel que R(λ,A) admet un développement
en série de Laurent au voisinage de λ0 de la forme

R(λ,A) =
∞∑

k=−m

(λ− λ0)
kAk,

où les Ak ∈ B(X) sont des opérateurs bornés, et A−m 6= 0.
L’entier m est appelé l’ordre du pôle (voir [10]).

Définition 1.1.9. Le complémentaire de l’ensemble résolvant dans le plan complexe,
noté σ(A) est appelé le spectre de A.

Autrement dit,

σ(A) = {λ ∈ C | (λI − A) n’est pas inversible}.

Proposition 1.1.7. Soit A ∈ B(X), alors
1. σ(A) ⊂ BC(0, ‖A‖) = {λ ∈ C : |λ| ≤ ‖A‖}, ce qui équivaut à

si |λ| > ‖A‖ alors λ ∈ ρ(A).
2. ρ(A) est un ouvert de C.
3. σ(A) est un compact non vide de C.

Définition 1.1.10 (Rayon spectral). Soit A un opérateur linéaire borné. Le rayon
spectral de A, noté r(A) , est défini par

r(A) = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)},

où σ(A) désigne le spectre de A.

Définition 1.1.11. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Un scalaire λ ∈ C est
appelé une valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul x ∈ X, appelé vecteur
propre, tel que

A(x) = λx.

L’ensemble de tous les vecteurs propres associés à une valeur propre λ, ainsi que
le vecteur nul, forme un sous-espace vectoriel appelé espace propre associé à λ, on
le note par

E(λ) = {x ∈ X : A(x) = λx}.

Le spectre σ(A) se décompose en trois parties disjointes :
1. Spectre ponctuel( l’ensemble des valeurs propres) σp(A)

σp(A) = {λ ∈ C | (A− λI) n’est pas injectif}.
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2. Spectre continu σc(A)

σc(A) = {λ ∈ C | (A− λI) est injectif et R(A− λI) est dense dans X}.

C’est-à-dire

σc(A) = {λ ∈ C |Ker(A− λI) = {0} et R(A− λI) = X}.

3. Spectre résiduel σr(A) :

σr(A) = {λ ∈ C | (A−λI) est injectif et R(A−λI) n’est pas dense dans X}.

C’est-à-dire

σr(A) = {λ ∈ C |Ker(A− λI) = {0} et R(A− λI) 6= X}.

1.2 Opérateurs semi-Fredholm et Fredholm
Définition 1.2.1. Un sous-espace M d’un espace vectoriel F est dit avoir une
codimension finie dans F si et seulement si l’espace quotient F/M a une dimension
finie. Si M a une codimension finie, la dimension de F/M est appelée la codimension
de M dans F et est notée codim(M).

Définition 1.2.2. Soit A un opérateur linéaire borné.
— La nullité de A, notée α(A), est la dimension du noyau de A ; α(A) =

dim ker(A).
— La déficience de A, notée β(A), est la codimention de l’image de A ; β(A) =

codim(R(A)).

Définition 1.2.3. Soient X, Y des espaces de Banach et A ∈ B(X,Y ). On dit que
(i) A est semi-Fredholm supérieur si R(A) est fermé et dim ker(A) <∞ ;
(ii) A est semi-Fredholm inférieur si codim R(A) <∞.
(iii) A est Fredholm si dim ker(A) <∞ et codim R(A) <∞.

L’ensemble de tous les opérateurs semi-Fredholm supérieurs, semi-Fredholm in-
férieurs et Fredholm sera noté respectivement Φ+(X,Y ), Φ−(X,Y ) et Φ(X,Y ).

Il est évident que

Φ(X,Y ) = Φ+(X,Y ) ∩ Φ−(X,Y ).

Les opérateurs appartenant à Φ±(X,Y ) = Φ+(X,Y ) ∪ Φ−(X,Y ) seront appelés
semi-Fredholm.
Si Y = X, on écrira simplement Φ(X) = Φ(X,X), et de même Φ+(X), Φ−(X) et
Φ±(X).

La définition des opérateurs semi-Fredholm paraît asymétrique. Cependant, la
condition codim R(A) <∞ implique que l’image de A est fermée.
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Définition 1.2.4. L’ensemble des opérateurs de Fredholm à gauche défini de X
dans Y ( à droite respectivement) sont définis respectivement par

Φl(X,Y ) = {A ∈ B(X,Y ) : α(A) <∞ et R(A) est fermé et admet un complémentaire},

Φr(X,Y ) = {A ∈ B(X,Y ) : β(A) <∞ et ker(A) admet un complémentaire }.

En général, on a les inclusions suivantes.

Φ(X,Y ) ⊆ Φl(X,Y ) ⊆ Φ+(X,Y ),

Φ(X,Y ) ⊆ Φr(X,Y ) ⊆ Φ−(X,Y ).

Définition 1.2.5. L’indice d’un opérateur A ∈ B(X,Y ), noté ind(A), est défini par

ind(A) = dim ker(A)− codimR(A).

Définition 1.2.6. L’ensemble des opérateurs de Weyl sur X, noté W(X), est défini
par

W(X) = {A ∈ B(X) : A est un opérateur de Fredholm tel que ind(A) = 0}

Remarques 1.2.1.
1. Si A est un opérateur semi-Fredholm de B(X,Y ), alors ind(A) ∈ Z∞, où

Z∞ = Z ∪ {±∞}.
2. Si A ∈ B(X,Y ) a une image fermée, alors on a les équivalences suivantes

— A ∈ Φ+(X,Y ) \ Φ−(X,Y ) ⇐⇒ ind(A) = +∞,
— A ∈ Φ−(X,Y ) \ Φ+(X,Y ) ⇐⇒ ind(A) = −∞,
— A ∈ Φ+(X,Y ) ∩ Φ−(X,Y ) ⇐⇒ ind(A) ∈ Z.

Exemple 1.2.1. 1. L’opérateur nul 0 de B(X) n’est pas un opérateur de Fred-
holm, car son noyau est ker(0) = X, et puisque X est de dimension infinie,
on a dim(ker(0)) = ∞.

2. L’opérateur identité est un opérateur de Fredholm d’indice nul. En effet,
— ker(I) = {0} ⇒ dim(ker(I)) = 0.
— codim(I) = X/X = {0} ⇒ dim(codim(I)) = 0

Proposition 1.2.1. Si A ∈ B(X) et λ ∈ C∗, alors R(A − λ) est fermé dans X et
dim ker(A− λ) = dim ker(A− λ)∗ <∞.

1.2.1 Propriétés et formules de Dualités
Théorème 1.2.1. Soit A ∈ B(X) un opérateur à image fermée. Alors

α(A∗) = β(A) et β(A∗) = α(A).
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Démonstration. Nous avons

β(A) = dimY /R(A) = dim(Y /R(A))∗

= dim R(A)⊥ = dim ker(A∗) = α(A∗).

De même,

α(A) = dim ker(A) = dim(ker(A))∗

= dimX∗/(ker(A))⊥ = dimX∗/R(A∗) = β(A∗).

Proposition 1.2.2. Soit A ∈ B(X,Y ). Alors on a
1. A ∈ Φ+(X,Y ) ⇐⇒ A∗ ∈ Φ−(Y ∗, X∗),
2. A ∈ Φ−(X,Y ) ⇐⇒ A∗ ∈ Φ+(Y ∗, X∗).

3. A ∈ Φ(X,Y ) ⇐⇒ A∗ ∈ Φ(Y ∗, X∗).

Théorème 1.2.2. Soient X, Y , et Z des espaces de Banach, A ∈ B(X,Y ) et
S ∈ B(Y, Z). Alors

i) Si A et S sont semi-Fredholm inférieurs, alors SA est semi-Fredholm infé-
rieur ;

ii Si A et S sont semi-Fredholm supérieurs, alors SA est semi-Fredholm supé-
rieur ;

iii Si A et S sont Fredholm, alors SA est Fredholm.

Démonstration.
i) Soient Y0 ⊂ Y et Z0 ⊂ Z des sous-espaces de dimension finie tels que R(A)+Y0 = Y
et R(S) + Z0 = Z. Alors

Z = Z0 + SY = Z0 + SR(A) + SY0 = R(SA) + (Z0 + SY0),

où dim(Z0 + SY0) <∞. Ainsi, SA ∈ Φ−(X,Z).
ii) Si A, S sont semi-Fredholm supérieurs, alors A∗, S∗ sont semi-Fredholm inférieurs
et, par (i), A∗S∗ est semi-Fredholm inférieur. Ainsi, SA est semi-Fredholm supérieur.

iii) Découle de (i) et (ii) .

Théorème 1.2.3. Soient X, Y et Z des espaces de Banach, A ∈ B(X,Y ) et
S ∈ B(Y, Z). Alors

(i) Si SA est semi-Fredholm inférieur, alors S est semi-Fredholm inférieur ;
(ii) Si SA est semi-Fredholm supérieur, alors A est semi-Fredholm supérieur ;
(iii) Si SA est Fredholm, alors S est semi-Fredholm inférieur et A est semi-

Fredholm supérieur.

Démonstration.
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(i) Nous avons R(S) ⊃ R(SA), donc codim R(S) ≤ codim R(SA) <∞.
(ii) Si SA est semi-Fredholm supérieur, alors son adjoint (SA)∗ = A∗S∗ est semi-
Fredholm inférieur, donc A∗ est semi-Fredholm inférieur et A est semi-Fredholm
supérieur.
(iii) Découle de (i) et (ii).

Théorème 1.2.4. Soient A ∈ B(X,Y ) et K ∈ K(X,Y ). Alors
(i) A ∈ Φ+(X,Y ) ⇒ A+K ∈ Φ+(X,Y ) ;
(ii) A ∈ Φ−(X,Y ) ⇒ A+K ∈ Φ−(X,Y ) ;
(iii) A ∈ Φ(X,Y ) ⇒ A+K ∈ Φ(X,Y ).

Démonstration.
(i) Soit A ∈ Φ+(X,Y ) et soit M1 un sous-espace fermé de X tel que codimM1 <∞
et infAx : x ∈ M1, x = 1 = c > 0. Comme K est compact, il existe un sous-espace
fermé M2 ⊂ X avec codimM2 < ∞ et supAx : x ∈ M2, x = 1 < c/2. Posons
M =M1 ∩M2. Alors codimM <∞ et :

inf(A+K)x : x ∈M,x = 1 ≥ c

2
.

Ainsi, A+K ∈ Φ+(X,Y ).
(ii) Si A ∈ Φ−(X,Y ) et K ∈ K(X,Y ), alors A∗ est semi-Fredholm supérieur et
K∗ est compact. Par (i), A∗ +K∗ est semi-Fredholm supérieur, et donc A +K est
semi-Fredholm inférieur.
(iii) Suit de (i) et (ii).

Théorème 1.2.5. Les ensembles Φ+(X,Y ), Φ−(X,Y ) et Φ(X,Y ) sont ouverts.
Plus précisément, si A ∈ Φ+(X,Y ) ∩ Φ−(X,Y ), alors il existe ϵ > 0 tel que

α(A+ S) ≤ α(A) et β(A+ S) ≤ β(A) pour tout S ∈ B(X,Y ) avec S < ϵ.

En particulier, les fonctions α : Φ+(X,Y ) → (0,∞) et β : Φ−(X,Y ) → (0,∞) sont
semi-continues supérieures.

Démonstration. Soit A ∈ Φ+(X,Y ). Soit M un sous-espace fermé de X tel que
X = kerA⊕M . Alors, la restriction A|M est bornée inférieurement. Si S ∈ B(X,Y )
vérifie ‖S‖ < j(A|M), alors (A + S)|M est bornée inférieurement, et donc A + S ∈
Φ+(X,Y ). Comme ker(A+ S) ∩M = {0}, on a

α(A+ S) = dim ker(A+ S) ≤ codimM = dim kerA = α(A).

En prenant les adjoints, on obtient les énoncés correspondants pour les opérateurs
de Fredholm semi-inférieurs. Enfin, l’ensemble Φ(X,Y ) = Φ+(X,Y )∩Φ−(X,Y ) est
ouvert.

Proposition 1.2.3. Soit A ∈ B(X,Y ) tel que X et Y sont des espaces de Banach.
Si A est bijectif, alors A est de Fredholm d’indice nul.
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Démonstration. Comme A est bijectif, on a kerA = {0}, donc dim kerA < +∞.
De plus, R(A) = Y est fermé et codim(R(A)) = 0, donc A est un opérateur de
Fredholm.

ind(A) = dim kerA− codim(R(A)) = 0− 0 = 0.

Proposition 1.2.4. Soit A ∈ B(X,Y ) tel que X et Y sont des espaces de Banach.
Si dimX < +∞ et dimY < +∞, alors A est de Fredholm. Dans ce cas

ind(A) = dimX − dimY.

Démonstration. Comme dimX < +∞ et dimY < +∞, alors dim kerA < +∞,
codim(R(A)) < +∞, et R(A) est fermé, donc A est de Fredholm.

ind(A) = dim kerA− codim(R(A))
= dim kerA− dimY + dim R(A)
= dimX − dimY.

Théorème 1.2.6. Soient A et B deux opérateurs de Fredholm bornés sur X. Alors,
BA : X → X est aussi un opérateur de Fredholm borné sur X d’indice

ind(BA) = ind(A) + ind(B)

Démonstration. AB est évidemment borné sur X. On a ker(AB) = B−1(kerA), qui
est de dimension finie puisque kerA est de dimension finie. Ainsi R(AB) est fermé
dans X.

Considérons l’application

η : ker(AB)/ kerB → R(B) ∩ kerA, x̃ 7→ η(x̃) = Bx

η est bien définie car si x̃ = ỹ alors x, y ∈ ker(AB) et (x − y) ∈ kerB, donc
B(x− y) = B(x)− B(y) = 0, par suite η(x̃) = η(ỹ).

D’autre part, si x̃ ∈ ker(AB)/ kerB alors x ∈ ker(AB), donc Bx ∈ kerA.
η est linéaire et surjective par construction. Elle est aussi injective : η(x̃) = Bx =

0 ⇒ x ∈ kerB ⇒ x̃ = 0̃.
η est alors un isomorphisme d’espace vectoriel, donc

dim ker(AB)/ kerB = dim(R(B) ∩ kerA)

ou bien
dim ker(AB) = dim kerB + dim(R(B) ∩ kerA) < +∞

Soit N un supplémentaire de R(B) ∩ kerA dans kerA, c’est-à-dire

kerA = (R(B) ∩ kerA)⊕N
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Alors
dim kerA = dim(R(B) ∩ kerA) + n avec n = dimN

On a aussi R(B) ∩N = {0}, car si y = Bx ∈ N ⊂ kerA, alors Ay = ABx = 0,
donc y ∈ (R(B) ∩ kerA) ∩N = {0}.

Comme R(B) est fermé dans X et dimN < +∞, alors R(B)⊕N est aussi fermé
dans X.

D’après le lemme on peut aussi trouver un sous-espace vectoriel M de X de
dimension finie qui complète R(B)⊕N dans X, c’est-à-dire

X = R(B)⊕N ⊕M

Par conséquent

codimR(B) = dim(N ⊕M) = n+m <∞, où m = dimM

Or
kerA = (R(B) ∩ kerA)⊕N ⊂ R(B)⊕N

Ceci implique que A est injective sur M , et puisque AN = {0} et R(A) =
A(R(B)⊕A(M)) (En général, si X = U ⊕ V où kerA ⊂ U et V est un sous-espace
vectoriel de X, alors A est injective sur V et R(A) = AU ⊕ AV ).

D’autre part,

R(AB) = {ABx : x ∈ X} = A(R(B)) = R(Ã) où Ã = A ◦R(B).

On a
codim(R(AB)) = dim(X/R(AB)) = dim(X/R(Ã)).

Comme R(A) = R(Ã)⊕ A(M), alors

codim(R(AB)) = codim(R(A)) + dimA(M)

Comme A est injective sur M , alors dimA(M) = dimM = m.
Donc

codim(R(AB)) = codim(R(A)) +m <∞
D’où, AB est de Fredholm sur X et on a

ind(AB) = dim ker(AB)− codim(R(AB))

= dim(kerB) + dim(R(B) ∩ kerA)− codim(R(A))−m

= dim(kerB) + dim(kerA)− n− codim(R(A))−m

= dim(kerB)− n−m+ ind(A)
= dim(kerB)− codim(R(B)) + ind(A)
= ind(B) + ind(A).

Définition 1.2.7. Soit A ∈ B(X) un opérateur borné. On dit que A est un opérateur
de Browder s’il est Fredholm d’ascente et de descente finies.

Notons par Br(X) l’ensemble des opérateurs de Browder dans X.
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1.2.2 Algèbre de Calkin
L’algèbre de Calkin d’un espace de Banach X est le quotient B(X)/K(X) de

l’algèbre de Banach B(X) des opérateurs linéaires bornés sur X par l’idéal fermé
K(X) des opérateurs compacts[4].

Les éléments de cette algèbre sont les classes [A] définies par A+K(X), avec A
un opérateur linéaire borné dans B(X). Le produit dans B(X)/K(X) est défini par

[A]× [B] = [AB].

La classe [I] est l’élément unité dans B(X)/K(X).
La projection canonique de B(X) sur B(X)/K(X) est appelée l’homomorphisme de
Calkin. On la note par π et elle est définie par

π(A) = A+K(X).

L’algèbre de Calkin B(X)/K(X), munie de la norme quotient

‖π(A)‖ = inf
K∈K(X)

‖A+K‖,

admet une structure d’algèbre de Banach.

Théorème 1.2.7 (Théorème d’Atkinson). [7] Soient X un espace de Banach et
A ∈ B(X). Alors on a

A est Fredholm ⇔ π(A) est inversible dans B(X)/K(X).

Théorème 1.2.8. [7] Soit A ∈ B(X), alors

ρ(π(A)) = {λ : λI − A est de Fredholm sur X}.

1.2.3 Perturbation de Fredholm
Définition 1.2.8. Soit F ∈ B(X,Y ).

1. L’opérateur F est appelé une perturbation de Fredholm si A + F ∈ Φ(X,Y )
pour tout A ∈ Φ(X,Y ).

2. L’opérateur F est appelé une perturbation semi-Fredholm supérieure (respecti-
vement, inférieure) si A+F ∈ Φ+(X,Y ) (respectivement, A+F ∈ Φ−(X,Y ))
pour tout A ∈ Φ+(X,Y ) (respectivement, A ∈ Φ−(X,Y )).

3. L’opérateur F est appelé une perturbation de Fredholm à gauche (respective-
ment, à droite) si A + F ∈ Φl(X,Y ) (respectivement, A + F ∈ Φr(X,Y ))
pour tout A ∈ Φl(X,Y ) (respectivement, A ∈ Φr(X,Y )).

On note F(X,Y ), F+(X,Y ), F−(X,Y ), Fl(X,Y ) et Fr(X,Y ) les ensembles de
toutes les perturbations de Fredholm, semi-Fredholm supérieures, semi-Fredholm
inférieures, de Fredholm à gauche et à droite respectivement.
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En général, on a les inclusions suivantes

K(X,Y ) ⊆ F+(X,Y ) ⊆ F(X,Y ),
K(X,Y ) ⊆ F−(X,Y ) ⊆ F(X,Y ),
K(X,Y ) ⊆ Fl(X,Y ) ⊆ F(X,Y ),
K(X,Y ) ⊆ Fr(X,Y ) ⊆ F(X,Y ).

L’ensemble des perturbations de Fredholm F(X,Y ) est un sous-ensemble fermé de
B(X,Y ). Lorsque X = Y , F(X) = F(X,X) est un idéal bilatéral fermé de B(X).

Théorème 1.2.9. [13] Soit F ∈ B(X), alors
1. F ∈ F+(X) si et seulement si α(A− F ) <∞ pour tout A ∈ Φ+(X).
2. F ∈ F−(X) si et seulement si β(A− F ) <∞ pour tout A ∈ Φ−(X).
3. F ∈ F(X) si et seulement si α(A − F ) < ∞ ou β(A − F ) < ∞ pour tout

A ∈ Φ(X).

Théorème 1.2.10. Soient X,Y et Z trois espaces de Banach, alors
1. Si F1 ∈ F(X,Y ) et A ∈ B(Y, Z), alors AF1 ∈ F(X,Z).
2. Si F2 ∈ F(Y, Z) et B ∈ B(X,Y ), alors F2B ∈ F(X,Z).

Les résultats suivants concernant les perturbations semi-Fredholm supérieures,
inférieures, de Fredholm à gauche et à droite ont été démontrés dans A et .

Théorème 1.2.11. [13]
1. Si l’ensemble Φ(Y, Z) n’est pas vide, alors

(a) Si F1 ∈ F+(X,Y ) et A ∈ Φ(Y, Z), alors AF1 ∈ F+(X,Z).
(b) Si F1 ∈ F−(X,Y ) et A ∈ Φ(Y, Z), alors AF1 ∈ F−(X,Z).
(c) Si F1 ∈ Fl(X,Y ) et A ∈ Φ(Y, Z), alors AF1 ∈ Fl(X,Z).
(d) Si F1 ∈ Fr(X,Y ) et A ∈ Φ(Y, Z), alors AF1 ∈ Fr(X,Z).

2. Si l’ensemble Φ(X,Y ) n’est pas vide, alors
(a) Si F2 ∈ F+(Y, Z) et L ∈ Φ(X,Y ), alors F2L ∈ F+(X,Z).
(b) Si F2 ∈ F−(Y, Z) et L ∈ Φ(X,Y ), alors F2L ∈ F−(X,Z).
(c) Si F2 ∈ Fl(Y, Z) et L ∈ Φ(X,Y ), alors F2L ∈ Fl(X,Z).
(d) Si F2 ∈ Fr(Y, Z) et L ∈ Φ(X,Y ), alors F2L ∈ Fr(X,Z).

3. Si l’ensemble Φ(Y, Z) n’est pas vide, alors
(a) Si F1 ∈ F+(X,Y ) et A ∈ B(Y, Z), alors AF1 ∈ F+(X,Z).
(b) Si F1 ∈ F−(X,Y ) et A ∈ B(Y, Z), alors AF1 ∈ F−(X,Z).
(c) Si F1 ∈ Fl(X,Y ) et A ∈ B(Y, Z), alors AF1 ∈ Fl(X,Z).
(d) Si F1 ∈ Fr(X,Y ) et A ∈ B(Y, Z), alors AF1 ∈ Fr(X,Z).

Le théorème suivant donne la stabilité des opérateurs de Fredholm sous les per-
turbations de Fredholm.
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Théorème 1.2.1. Soient A,F ∈ B(X,Y ), alors
1. Si A ∈ Φ(X,Y ) et F ∈ F(X,Y ), alors A+ F ∈ Φ(X,Y ). De plus,

ind(A+ F ) = ind(A).

2. Si A ∈ Φ+(X,Y ) et F ∈ F+(X,Y ), alors A+ F ∈ Φ+(X,Y ). De plus,

ind(A+ F ) = ind(A).

3. Si A ∈ Φ−(X,Y ) et F ∈ F−(X,Y ), alors A+ F ∈ Φ−(X,Y ). De plus,

ind(A+ F ) = ind(A).

4. Si A ∈ Φ±(X,Y ) et F ∈ F+(X,Y ) ∩F−(X,Y ), alors A+ F ∈ Φ±(X,Y ).De
plus,

ind(A+ F ) = ind(A).

Théorème 1.2.2 (1.1.11). Soient A ∈ B(X,Y ) et F ∈ F(X,Y ), alors
1. Si A ∈ Φl(X,Y ), alors A+ F ∈ Φl(X,Y ) et ind(A+ F ) = ind(A).
2. Si A ∈ Φr(X,Y ), alors A+ F ∈ Φr(X,Y ) et ind(A+ F ) = ind(A).

1.3 Spectres essentiels
Si A est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Banach , son spectre essentiel

est l’ensemble des points limites de son spectre, c’est-à-dire tous les points du spectre
excepté les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Si A est un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Banach X, on
trouve plusieurs définitions du spectre essentiel, mais elles coïncident toutes pour un
opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert. On s’interesse les spectres essentiels
suivants :

— Gustafson
σe1(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ Φ+(X)},

— Weidman
σe2(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ Φ−(X)},

— Kato
σe3(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ Φ±(X)},

— Wolf
σe4(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ Φ(X)},

—
σel(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ Φl(X)},

—
σer(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ Φr(X)},
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— Weyl
σe5(A) = {λ ∈ C : λI − A /∈ W(X)}.

— Browder
βess(A) = {λ ∈ C | A− λI /∈ Br(X)}.

En général, on a les inclusions suivantes

σe3(T ) = σe1(T ) ∩ σe2(T ) ⊆ σe4(T ) ⊆ σe5(T ) ⊆ σb(T ).
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Chapitre 2

Opérateurs de Riesz

Ce chapitre est consacré à l’étude des opérateurs de Riesz, une classe d’opérateurs
dont la théorie spectrale présente des analogies importantes avec celle des opérateurs
compacts. Nous proposons plusieurs caractérisations de ces opérateurs. Il est établi
que, de façon générale, la somme ou le produit de deux opérateurs de Riesz ne donne
pas nécessairement un opérateur de Riesz. Par ailleurs, il est montré que cette classe
n’est pas fermée pour la norme des opérateurs. Une condition suffisante est fournie
pour assurer que la limite d’une suite d’opérateurs de Riesz reste dans la même
classe.

2.1 Définitions et propriétés
Définition 2.1.1. Un opérateur borné A ∈ B(X) est dit de Riesz si pour tout
scalaire λ 6= 0, l’opérateur λI − A est de Fredholm.

L’ensemble des opérateurs de Riesz sur X est noté R(X).

Théorème 2.1.1. Soit A ∈ B(X) un opérateur de Riesz. Alors R(I − A) a une
codimension finie dans X et codim(R(I − A)) = dim(Ker(I − A)).

Démonstration. Si 1 ∈ ρ(A), le résultat est évident. Par conséquent, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que 1 ∈ σ(A). Alors (I − A)E(λ)X ⊂ E(λ)X ;
de plus, (I − A)(I − E(λ))X = (I − E(λ))X, donc R(I − A) = (I − A)E(λ)X ⊂
(I − A)(I − E(λ))X. Cependant, E(λ)X est de dimension finie, et donc Ker((I −
A)E(λ)X) = Ker(I −A). En conséquence, en appliquant la proposition (1) à l’opé-
rateur (I − A)E(λ)X, nous voyons que la dimension de Ker(I − A) est égale à la
codimension de (I − A)E(λ)X dans E(λ)X.

où E(λ) est l’ensemble des vecteurs propres.
D’autre part il existe un sous-espace N de E(λ)X, de dimension égale à la

codimension de (I − A)E(λ)X dans E(λ)X, tel que E(λ)X = (I − A)E(λ)X ⊕N .
Ainsi, X = E(λ)X ⊕ (I − E(λ))X = N ⊕ (I − E(λ))X. donc R(I − A) a une
codimension finie dans X et codim(R(I − A)) = dim(N) = dim(Ker(I − A)).
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Proposition 2.1.1. Soit A ∈ B(X). Alors on a
1. A ∈ R(X) ⇔ lim

n→+∞
‖[A]n‖1/n = 0.

2. A ∈ R(X) et K ∈ K(X) ⇒ A+K ∈ R(X).

Démonstration.
(1) A ∈ R(X) si et seulement si λI−A est de Fredholm pour tout λ 6= 0, D’apr‘es le
Théorème 1.2.7 ceci est vrai si et seulement si λ ∈ ρ(π(A)) pour tout λ 6= 0. Comme
r(π(A)) = lim

n→+∞
‖[A]n‖1/n, l’assertion (1) s’ensuit.

(2) Si A ∈ R(X) et K ∈ K(X), on a [A+K] = [A], ce qui implique l’assertion (2).

On rappelle ici que la quantité r(π(A)) est le rayon spectral de [A].

Corollaire 2.1.1. Soit A ∈ B(H), alors A ∈ R(X) ⇔ r(π(A)) = 0.

Remarque 2.1.1. L’opérateur identité I sur X n’est pas de Riesz sauf si dimX <
∞.

Définition 2.1.2. 1. Un opérateur A ∈ B(X) est dit quasi-nilpotent si

‖An‖1/n → 0 quand n→ ∞.

2. Il est dit nilpotent si An = 0 pour un certain n ∈ N∗.

Remarques 2.1.2.
1. Les opérateurs nilpotents sont quasi-nilpotents.
2. Comme conséquence les opérateurs de Riesz sont les opérateurs quasi-nilpotents

de B(X)/K(X).
En particulier, l’ensemble des opérateurs de Riesz regroupe les opérateurs compacts
et les opérateurs qui s’expriment comme somme d’un opérateur compact et d’un
opérateur quasi-nilpotent.

Théorème 2.1.2. [7] Soit K un opérateur compact sur X et Q ∈ B(X) un opérateur
quasi-nilpotent. Alors K +Q est un opérateur de Riesz.

Théorème 2.1.3. [1] Un opérateur A ∈ B(X) est un opérateur de Riesz si et
seulement si Π(A) est quasinilpotant dans l’algèbre de Calkin.

Définition 2.1.3. Soient A et B ∈ B(X), on dit que A commute avec B si

AB = AB.

Théorème 2.1.4. Si A,B ∈ B(X) commutent, A est un opérateur de Fredholm et
AB est un opérateur de Riesz, alors B est un opérateur de Riesz.
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Démonstration. Supposons que AB = BA ∈ R(X) et A ∈ Φ(X). Alors Π(A) est
inversible dans l’algèbre de Calkin C(X) (cf. [4], Théorème 3.2.8), tandis que

Π(A)Π(B) = Π(AB)

est quasinilpotent dans C(X) et (Π(A))−1 commute avec Π(B) et donc aussi avec
Π(A)Π(B). Il s’ensuit que

Π(B) = (Π(A))−1Π(A)Π(B)

est quasinilpotent dans C(X), donc B ∈ R(X).

Remarque 2.1.3. Notons que l’assertion du théorème précédent est également
vraie si la condition de commutativité des opérateurs A et B est remplacée par une
condition plus faible selon laquelle

AB − BA ∈ F(X).

2.1.1 Somme, produit et limite
Contrairement à K(X), l’ensemble R(X) des opérateurs de Riesz n’est pas un

idéal fermé de B(X). La somme, le produit et la limite des opérateurs de Riesz ne
sont pas de Riesz que si on suppose la commutativité dans B(X).

Proposition 2.1.2. Soient A,B ∈ R(X) tels que AB = BA. Alors A+ B, AB et
λA, λ ∈ C, sont tous des opérateurs de Riesz.

Démonstration.
Par hypothèse

r(π(A)) = r(π(B)) = 0, et π(A)π(B) = π(AB) = π(BA) = π(B)π(A).

D’où
r(π(A+B)) = r(π(A) + π(B)) = r(π(AB)) = 0.

Ce qui montre que A+B,AB ∈ R(X).

Remarque 2.1.4. Si I est un idéal dans B(X) (par exemple I = K(X)), on dit
que A I-commute avec B si AB − BA ∈ I, c’est-à-dire que si les classes de Rayon
spectral de A et de B commutent dans B(X)/I. Alors, la multiplication par un
scalaire, la somme, le produit et la limite des opérateurs de Riesz I-commutent sont
aussi des opérateurs de Riesz. De plus, la somme d’un opérateur de Riesz avec un
opérateur arbitraire de I est un opérateur de Riesz.

Si dimX = ∞, R(X) n’est pas un idéal.
Remarque 2.1.5. R(X) n’est pas fermé en général.
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2.1.2 Restriction et adjoint
Théorème 2.1.5. [3] Soit A ∈ R(X) et M un sous-espace fermé de X invariant
par rapport à A (c’est-à-dire AM ⊂ M). Alors, A|M est un opérateur de Riesz sur
M et on a

σ(A|M) ⊂ σ(A).

Proposition 2.1.3. Soit A ∈ B(X). Alors A est un opérateur de Riesz si et seule-
ment si A∗ l’est aussi.

Démonstration. Soit A ∈ R(X), alors r(π(A∗)) ≤ r(π(A)), donc r(π(A∗)) = 0 et
A∗ ∈ R(X).

Inversement, on suppose que A∗ est de Riesz. Comme la restriction de A∗∗ sur le
sous-espace fermé X du bi-dual X∗∗ est A, il résulte que A est lui-même un opérateur
de Riesz.

Théorème 2.1.6. [7] Soit A un opérateur de Riesz sur H. On a pour tout λ 6= 0

1. R(λI − A) est fermée,
2. p(λI − A) = q(λ− A) <∞,
3. α(λI − A) = β(λI − A) <∞.

Il résulte de ce théorème qu’un opérateur A ∈ R(X) est d’indice nul. Par consé-
quent, on obtient une autre définition équivalente d’un opérateur de Riesz.

Définition 2.1.4. Un opérateur linéaire est appelé opérateur de Riesz si son spectre
essentiel de Wolf est réduit à {0}.

Remarques 2.1.6.
— D’après cette dernière définition, on voit que A est un opérateur de Riesz si

et seulement si le spectre essentiel de Weyl est réduit à zéro.
— De même, A est un opérateur de Riesz si et seulement si le spectre essentiel

de Browder est réduit à zéro.

2.2 Spectre et calcul fonctionnel d’un opérateur
de Riesz

On donne dans cette section quelques propriétés sur la distribution du spectre
d’un opérateur de Riesz. Le spectre d’un opérateur de Riesz est au plus dénombrable
et n’a pas de point d’accumulation non nul. Chaque élément non nul du spectre est
une valeur propre. De plus, les sous-espaces spectraux associés aux éléments non
nuls du spectre sont de dimension finie [8].

Définition 2.2.1 (Projection de Riesz). Soit A un opérateur linéaire borné sur un
espace de Banach X, et soit γ un contour fermé rectifiable dans le plan complexe
C, orienté positivement, tel que γ ⊂ ρ(A) (le résolvant de A) et que l’intérieur de γ
contienne une partie du spectre σ(A), disons un ensemble compact isolé σ0 ⊂ σ(A).
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Alors, la projection de Riesz associée à σ0 est définie par :

P =
1

2πi

∫
γ

(zI − A)−1 dz

Théorème 2.2.1. [7] Soit A ∈ R(X). Alors on a
1. Les valeurs propres de A ont au plus un point d’accumulation en 0.
2. σ(A) est dénombrable et n’a aucun point d’accumulation sauf éventuellement

0. Tout élément non nul de σ(A) est une valeur propre de A et un pôle de la
résolvante de A.

3. Soit λ ∈ σ(A), λ 6= 0, et ν(A) l’ordre du pôle en λ. Pour tout entier positif
n, ker((λI − A)n) est de dimension finie. De plus,

ker((λI − A)m) = ker((λI − A)m+1), pour tout m ≥ ν(A),

et p(A) = ν(A).
4. Pour tout entier positif n, l’image R((λI −A)n) est fermée dans X. De plus,

R((λI − A)m) = R((λI − A)m+1), pour tout m ≥ ν(A),

et q(A) = ν(A).
5. La projection spectrale E(λ) est telle que R(E(λ)) = ker((λ − A)ν(A)) de

dimension non nulle. L’espace noyau est ker(E(λ)) = R((λI − A)ν(A)), et

1 ≤ ν(A) ≤ dim ker((λI − A)ν(A)).

Où E(λ) est l’ensemble des vecteurs propres.

2.2.1 Opérateurs de Riesz à spectre fini
Ce paragraphe est consacré à la caractérisation d’un opérateur de Riesz dont le

spectre est fini sous certaines conditions sur son ascension et sa descente.

Théorème 2.2.2. Soit A ∈ R(X) avec p(A) et q(A) finies, alors σ(A) est un
ensemble fini.

Démonstration. Supposons que p(A) = q(A) = p, alorsX =M⊕N avecM = R(Ap)
et N = Ker(Ap), où M est fermé. On a σ(A) = σ(A|M)∪{0} car A|N est nilpotent.
D’après le théorème 2.2.1, A|M est un opérateur de Riesz bijectif, donc 0 /∈ σ(A|M).
Ainsi, 0 n’est pas un point d’accumulation de σ(A). D’où, σ(A) est un ensemble
fini.
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2.2.2 Calcul fonctionnel holomorphe
Notons par H(A) l’ensemble de toutes les fonctions holomorphes sur un disque

ouvert contenant le spectre σ(A) de A. Dans la proposition qui suit, on va construire
un calcul fonctionnel holomorphe pour les opérateurs de Riesz.

Proposition 2.2.1. Soient A ∈ R(X) et f ∈ H(A) avec f(0) = 0, alors f(A) ∈
R(X). Inversement, si f ne s’annule que pour 0, alors f(A) ∈ R(X) implique
A ∈ R(X).
En particulier, si An ∈ R(X) pour n ∈ N∗, alors A ∈ R(X).

Démonstration. Soit A ∈ R(X). Comme f(0) = 0, alors f(x) = xg(x) avec g ∈
H(A) et f(A) = Ag(A). Vu que A commute avec g(A), il résulte d’après la Remarque
(2.1.3) que f(A) ∈ R(X).

Inversement, soit f(A) ∈ R(X) et supposons que f s’annule uniquement en 0.
Alors il existe h ∈ H(A) et un entier naturel m tels que pour tout x dans le domaine
de définition de f , on a f(x) = xmh(x) et h(x) = 0. Par conséquent, f(A) = Amh(A)
et h(A) est inversible dans B(X). Ainsi, Am = f(A)h(A)−1 ∈ R(X) car f(A) et
h(A)−1 commutent. Alors, r(π(Am)) = (r(π(A)))m = 0 implique que r(π(A)) = 0
et A ∈ R(X).

Corollaire 2.2.1.

A ∈ R(X) ⇐⇒ An ∈ R(X) pour tout n ∈ N.

Théorème 2.2.3. [6] Pour chaque entier positif n, soit An ∈ B(X) un opérateur
de Riesz. Supposons que la suite {An} converge dans la norme de B(X) vers A.
Supposons aussi que A commute avec chaque An. Alors A est un opérateur de Riesz.

Démonstration. 1. Par hypothèse

r(π(A)) = r(π(B)) = 0, et π(A)π(B) = π(AB) = π(BA) = π(B)π(A).

D’où
r(π(A+B)) = r(π(A) + π(B)) = r(π(AB)) = 0.

Ce qui montre que A+B,AB ∈ R(X).
2. Soit ε > 0 donné. Choisissons k ∈ N tel que 0 < ‖Ak − A‖ < ε/3, et l ∈ N

tel que
‖An

k‖1/nC <
ε

3
, pour n > l.

Alors, comme Ak commute avec (A− Ak), on obtient

An = [Ak + (A− Ak)]
n

=
∑l

j=0

(
n
j

)
Aj

k(A− Ak)
n−j +

∑n
j=l+1

(
n
j

)
Aj

k(A− Ak)
n−j.
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Ainsi,

‖An‖C ≤
l∑

j=0

Cn
j ‖Ak‖j‖A−Ak‖n−j +

n∑
j=l+1

Cn
j A

j
kC‖A−Ak‖n−j

= ‖A− Ak‖n
l∑

j=0

Cn
j

(
‖Ak‖

‖A− Ak‖

)j

+
n∑

j=l+1

Cn
j A

j
kC‖A− Ak‖n−j.

La somme
l∑

j=0

Cn
j

(
‖Ak‖

‖A− Ak‖

)j

est un polynôme en n, il existe donc une

constante positive M telle que

l∑
j=0

Cn
j

(
‖Ak‖

‖A− Ak‖

)j

< 2nM, lorsque n est suffisamment grand.

Ainsi,

‖An‖C < 2nM ·
(ε
3

)n
+

n∑
j=l+1

Cn
j

(ε
3

)n (ε
3

)n−j

≤ (M + 1) · 2
(
ε
3

)n
< εn,

lorsque n est suffisamment grand. Alors A ∈ R(X).

Définition 2.2.2. Soit A ∈ B(X). Un point de Riesz pour A est un point λ ∈ σ(A)
tel que :

(i) λ est isolé dans σ(A),
(ii) X est la somme directe d’un sous-espace fermé F (λ) ⊂ X et d’un sous-

espace de dimension finie Ker(λ) ⊂ X tels que A laisse ces deux sous-espaces
invariants, la restriction de λI −A à F (λ) est un homéomorphisme linéaire,
et la restriction de λI − A à Ker(λ) est nilpotente.

Théorème 2.2.4. Soit A ∈ B(X). Alors A est un opérateur de Riesz si et seulement
si chaque point non nul de σ(A) est un point de Riesz pour A.

Démonstration. Si A est un opérateur de Riesz, alors tout point non nul λ de σ(A)
est un point de Riesz pour A.

Pour le voir, posons Ker(λ)X = E(λ)X et F (λ)X = (I−E(λ))X. la conjonction
avec le résultat que λ ∈ ρ(A|F (λ)X), ce qui découle du Théorème 1.39 [3].

Réciproquement, supposons que tout point non nul de σ(A) soit un point de
Riesz pour A.

Si E désigne la projection sur Ker(λ)X, alors EA = AE. On a {λ} = σ(A|EX)
et λ ∈ ρ(A|(I−E)X).
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on a E = E(λ). Il existe un plus petit entier positif m tel que

(λI − A)mE(λ) = 0.

Par conséquent,
(λI − A)m−1E(λ) 6= 0,

et donc λ est un pôle de la résolvante de A.
Donc A est un opérateur de Riesz.

Théorème 2.2.5. [11] Soit A ∈ B(X) un opérateur de Riesz et soit Y un sous-
espace fermé de X invariant par A. Alors AY , l’opérateur induit par A sur l’espace
quotient X/Y , est un opérateur de Riesz.

Théorème 2.2.6. [15] Soit A ∈ B(X) un opérateur de Riesz. Les noyaux Ker(I−A)
et Ker(I∗ − A∗) ont la même dimension.

2.2.3 Spectre essentiels et opérateurs de Riesz
Dans le théorème suivant, on étudie la stabilité des opérateurs semi Fredholm à

droite et à gauche en utilisant les opérateurs de Riesz.

Théorème 2.2.7. Soient A ∈ B(X) et E ∈ R(X), alors
(i) Si A ∈ Φl(X) et AE − EA ∈ F(X), alors A+ E ∈ Φl(X).
(ii) Si A ∈ Φr(X) et AE − EA ∈ F(X), alors A+ E ∈ Φr(X).

Théorème 2.2.8. Soient A,B ∈ B(X). Supposons que λ0 ∈ ρS(A) ∩ ρI(B) et que
(λ0I − A)−1 − (λ0I − B)−1 ∈ R(X).

Si
(λ0I − A)−1(λ0I − B)−1 − (λ0I − B)−1(λ0I − A)−1 ∈ F(X),

alors
σei(A) = σei(B), i = l, r.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que λ = 0. Alors 0 ∈ ρI(A) ∩
ρI(B), et R = A−1 − B−1 ∈ R(X), donc

RB−1 − B−1R = A−1B−1 − B−1A−1.

Comme A−1B−1 − B−1A−1 ∈ F(X), on en déduit que RB−1 − B−1R ∈ F(X).
D’après l’assertion (i) du Théorème 2.2.7 , on en déduit que

Φl
A−1 = Φl

B−1 ,

On conclut que
σel(A) = σel(B).
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Théorème 2.2.9. Soient A ∈ B(X) tels que E ∈ R(X) tels que AE−EA ∈ F(X)
. Alors

(i) σeℓ(A) = σeℓ(A+ E).
(ii) σer(A) = σer(A+ E).

Démonstration. Soit λ /∈ σeℓ(A+E), alors λI−A ∈ Φl(X). L’opérateur (λI−A)E−
E(λI − A) peut s’écrire sous la forme

(λI − A)E − E(λI − A) = EA+ λIE − λEI − AE
= EA− AE + λ(IE − EI).

Puisque AE − EA ∈ F(X) et IE − EI ∈ F(X), alors d’après l’assertion (i)
du Théorème 2.2.7, il s’ensuit que λI − (E + A) ∈ Φl(X), donc λ /∈ σeℓ,I(A). Par
conséquent,

σeℓ,I(A+ E) ⊆ σeℓ,I(A). (2.1)
Pour prouver l’inclusion inverse de l’équation (2.1), il suffit de remplacer A par

A+ E et E par −E.
La démonstration du point (ii) est analogue à la précédente.

Théorème 2.2.10. Soit A ∈ B(X) et E ∈ F(X). Alors
(i) σel,I(A) = σel,I(A+ E).

(ii) σer,I(A) = σer,I(A+ E).
(iii) σewl,I(A) = σewl,I(A+ E).
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Chapitre 3

Opérateur de Riesz polynomial

Une extension naturelle de la classe des opérateurs de Riesz est celle des opéra-
teurs de Riesz polynomiaux. Étudions tous d’abord quelles que propriétés des opéra-
teurs de Riesz généralisé et les opérateurs polynomialement compacts. Les ouvrages
utilisés dans ce chapitres sont[7] .

Définition 3.0.1. Soit A ∈ B(X). On dit que A est un opérateur polynomialement
compact s’il existe un polynôme à coefficients complexes, P (z), non nul tel que P (A)
soit compact.

Notons par PK(X), l’ensemble des opérateurs polynomialement compacts dans
X.

Définition 3.0.2. (Correspondance spectrale) Soient A ∈ B(X) un opérateur borné
sur un espace de Banach X et P un polynôme complexe. On dit qu’il y a correspon-
dance spectrale entre A et P (A) si :

σ(P (A)) = P (σ(A)),

où σ(A) désigne le spectre de A et P (σ(A)) = {P (λ) : λ ∈ σ(A)}.
Autrement dit, le spectre de l’image d’un opérateur par un polynôme est exacte-

ment l’image du spectre de l’opérateur par ce polynôme.

Définition 3.0.3. Un opérateur A ∈ B(X) est dit Riesz généralisé s’il existe un
ensemble fini E ⊂ C tel que :

(i) Pour tout λ ∈ C \ E, A− λ est un opérateur de Fredholm ;
(ii) Pour tout λ ∈ C \ E, A− λ a une montée et une descente finies ;
(iii) Tout λ ∈ σ(A) \ E est une valeur propre de multiplicité finie, sans point

d’accumulation sauf peut-être dans E.

Théorème 3.0.1. [2] Soit A ∈ B(X). Alors A est Riesz généralisé si et seulement
si A possède un spectre essentiel de Browder fini.

Théorème 3.0.2. Soient A ∈ PK(X), λ ∈ C \ σ(A) tel que P (λ) 6= 0 et posons
F := λI −A. Alors F est un opérateur de Fredholm sur X avec montée et descente
finies.
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Démonstration. Soit λ ∈ C \ σ(A) tel que P (λ) = 0. On a :

P (λ)I − P (A) =

p∑
k=1

ak(λ
kI − Ak)

Or, pour tout k ∈ {1, . . . , p}, on a

λkI − Ak = (λI − A)
k−1∑
i=0

λk−1−iAi

Ce qui nous permet d’écrire

P (λ)I − P (A) = (λI − A)Q(A) = Q(A)(λI − A)

où

Q(A) =

p∑
k=1

ak

k−1∑
i=0

λk−1−iAi

Soit n ∈ N, en utilisant (3.1), on obtient

(P (λ)I − P (A))n = (λI − A)nQ(A)n = Q(A)n(λI − A)n

D’où

ker((λI − A)n) ⊂ ker((P (λ)I − P (A))n), ∀n ∈ N (3.2)
R((λI − A)n) ⊃ R((P (λ)I − P (A))n), ∀n ∈ N (3.3)

Ce qui implique∪
n∈N

ker((λI − A)n) ⊂
∪
n∈N

ker((P (λ)I − P (A))n)

∩
n∈N

R((λI − A)n) ⊃
∩
n∈N

R((P (λ)I − P (A))n)

D’autre part, comme P (λ) = 0 et P (A) ∈ K(X), il résulte que P (λ)I−P (A) est
un opérateur de Fredholm sur X avec montée et descente finies. Ainsi, les membres
de droite de (3.2) et (3.3) sont en fait des réunions et intersections finies. Il découle
de la Proposition 2.1 que :

p(P (λ)I − P (A)) = q(P (λ)I − P (A)) = n0

Puisque P (λ)I commute avec P (A), la formule du binôme de Newton donne :

(P (λ)I − P (A))n0 =

n0∑
k=0

(−1)k
(
n0

k

)
(P (λ))n0−kP (A)k = (P (λ))n0I − S
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où
S =

n0∑
k=1

(−1)k−1

(
n0

k

)
(P (λ))n0−kP (A)k−1

est un opérateur compact sur X. Comme P (λ) = 0 et S est un opérateur de Riesz,
alors :

dim
(∪

n∈N

ker((P (λ)I − P (A))n)

)
= dim ker((P (λ)I − P (A))n0) <∞

codim
(∩

n∈N

R((P (λ)I − P (A))n)

)
= codimR((P (λ)I − P (A))n0) <∞

En utilisant les équations (3.2) et (3.3), on obtient :

dim
(∪

n∈N

ker((λI − A)n)

)
<∞, codim

(∩
n∈N

R((λI − A)n)

)
<∞

Cela implique que :
p(λI − A) <∞, q(λI − A) <∞

et aussi :
dim ker(λI − A) <∞, codimR(λI − A) <∞

Pour montrer que R(λI−A) est fermé, on peut supposer que λI−A est injectif.
Sinon, l’espace de dimension finie ker(λI−A) admet un complément fermé M ⊂ X,
et on a :

X = ker(λI − A)⊕M

Définissons l’opérateur S :M → X par S := (λI−A)|M , la restriction de λI−A
à M . Comme R(S) = R(λI −A) et S est injectif, on peut remplacer λI −A par S
dans ce qui suit.

Soit (xn)n∈N ⊂ X une suite telle que

(λI − A)(xn) → y lorsque n→ ∞

En utilisant les équations (3.1) et (3.4), on déduit

[P (λ)I − P (A)](xn) → Q(A)y lorsque n→ ∞ (3.4)

Nous affirmons que la suite (xn) n’est pas bornée. Supposons par l’absurde qu’elle
ne l’est pas. Alors il existe une sous-suite (xnk

) ⊂ X \ {0} telle que :

‖xnk
‖ → ∞

Posons
x̃k :=

xnk

‖xnk
‖

⇒ ‖x̃k‖ = 1 (3.6)
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En utilisant les équations (3.4) et (3.6), on a

(λI − A)(x̃k) → 0 lorsque k → ∞

En utilisant les équations (3.1) et (3.7), on a

[P (λ)I − P (A)](x̃k) → 0 lorsque k → ∞ (3.7)

Comme P (A) ∈ K(X), la suite (P (A)x̃k) admet une sous-suite convergente. Il
en résulte que (x̃k) possède une sous-suite (x̃kℓ) convergente vers un élément z̃ ∈ X,
tel que

‖z̃‖ = 1, (λI − A)(z̃) = 0

Ce qui signifie que z̃ ∈ ker(λI − A), en contradiction avec l’injectivité supposée.
Ainsi, (xn) est nécessairement bornée.
Puisque P (A) ∈ K(X) et (xn) est bornée, Il existe une sous-suite (x∗n)n∈N de

(xn). Soit (x∗n)n∈N une suite extraite de (xn) telle que

P (A)(x∗n) → z ∈ X quand n→ +∞

Donc, il découle de l’équation (3.5) que

x∗n → 1

P (λ)
(z −Q(A)y) quand n→ +∞

Et d’après l’équation (3.4), on a :

y = (λI − A)−1

(
1

P (λ)
(z −Q(A)y)

)
Cela prouve que y ∈ R(λI − A) et complète la démonstration.

Théorème 3.0.3. Soit X un espace normé et soit A ∈ PK(X), c’est-à-dire qu’il
existe un polynôme complexe non nul

P (z) =

p∑
r=0

arz
r

tel que P (A) ∈ K(X). Soit λ ∈ C tel que P (λ) 6= 0, et posons F := I − A. Si F est
injectif, alors l’opérateur inverse

F−1 = (I − A)−1 : X → X

existe et est borné.
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Démonstration. Par hypothèse, l’opérateur F est injectif, c’est-à-dire N(F ) = {0}.
Donc, p(F ) = 0 , on déduit que F (X) = X, c’est-à-dire que l’opérateur F est
surjectif. Ainsi, l’opérateur inverse F−1 = (λI − A)−1 : X → X existe. Supposons
que F−1 n’est pas borné. Alors, il existe une suite (fn)n telle que ‖fn‖ = 1 et que la
suite φn := F−1fn n’est pas bornée. On définit :

gn :=
fn

‖φn‖
, ψn :=

φn

‖φn‖
, ∀n ∈ N.

Alors gn → 0 lorsque n→ ∞, et ‖ψn‖ = 1. Puisque

λψn − Aψn = gn (3.9)
alors,

P (A)ψn = P (λ)ψn −
p∑

k=0

ak

(
k−1∑
i=0

λiAk−1−ign

)
. (3.10)

Puisque P (A) est compact, on peut extraire une sous-suite (ψn(k))k telle que(
P (A)ψn(k)

)
k
→ ψ ∈ X lorsque k → ∞.

En utilisant l’équation (3.10), on observe que…

ψn(k) →
ψ

P (λ)
, lorsque k → ∞.

Cela implique que ‖ψ‖ = |P (λ)|. L’équation (3.9) implique que ψ ∈ N(F ). Donc,
ψ = 0, ce qui contredit P (λ) 6= 0.

Proposition 3.0.1. Soit A ∈ PK(X) et λ ∈ C avec P (λ) = 0 et posons F := I−A.
Si l’équation homogène

Fx = 0

n’a que la solution triviale x = 0, alors pour tout f ∈ X, l’équation non homogène

Fx = f

admet une unique solution x ∈ X qui dépend continûment de f [7].

Théorème 3.0.4. Soit A ∈ PK(X), λ ∈ C avec P (λ) = 0 et supposons que I − A
n’est pas injectif. Alors le noyau

ker(I − A)

est de dimension finie et l’image

R(I − A)(X) = X

est un sous-espace fermé propre de X.
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Démonstration. Puisque I−A n’est pas injectif, on a ker(I−A) 6= {0}. Cela signifie
que p(I − A) > 0 alors on conclut que

R(I − A)(X) = X.

Théorème 3.0.5. Soit A ∈ PK(X), c’est-à-dire qu’il existe un polynôme complexe
non nul

Q(z) =

p∑
r=0

arz
r

tel que Q(A) ∈ K(X). Soit λ ∈ C avec Q(λ) = 0 et posons F := I − A. Alors la
projection P : X → Np

F (F ) définie par la décomposition

X = kerp
F (F )⊕Mp

F (F )(X)

est compacte, et l’opérateur F − P = I − A− P est bijectif.
où L’expression Mp

F (F )(X) désigne un sous-espace supplémentaire (ou un complé-
mentaire topologique) de kerp(F ) dans X, c’est-à-dire :

X = kerp(F )⊕Mp
F (F )(X)

Démonstration. Soit n0 := p(F ), alors F n0 ∈ B(X), puisque F ∈ B(X), donc
l’espace nul

ker(F n0)

est de dimension finie. Il est facile de vérifier que

‖x‖n0 := inf
y∈Fn0 (X)

{‖x+ y‖}

définit une norme sur ker(F n0). En particulier, on conclut de ‖x‖n0 = 0 que x = 0,
puisque l’image F n0(X) est fermée,Puisque sur un espace vectoriel de dimension
finie toutes les normes sont équivalentes, il existe un nombre positif c tel que

‖x‖ ≤ c inf
y∈Fn0 (X)

{‖x+ y‖}

pour tout x ∈ ker(F n0). Donc, pour tout x ∈ X, on a Px ∈ N(F n0) et par conséquent

‖Px‖ ≤ c inf
y∈Fn0 (X)

{‖Px+ y‖} ≤ c‖x‖,

puisque x−Px ∈ F n0(X). Ainsi, P est bornée, de plus P est un opérateur compact,
car son image P (X) = ker(F n0) est de dimension finie. D’autre part, l’opérateur
A+ P ∈ PK(X), puisque A ∈ PK(X) et P ∈ K(X).

Soit x ∈ ker(F − P ), c’est-à-dire

(F − P )x = 0.
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Alors, F n0+1x = 0, puisque Px ∈ ker(F n0). Par conséquent,

x ∈ ker(F n0+1) = ker(F n0), Px = x,

ce qui implique
Fx = x.

Par itération, on obtient
x = F n0x = 0.

Donc, ker(F − P ) = {0} , on conclut que F − P est surjectif. Ceci achève la dé-
monstration.

Théorème 3.0.6. Soit P (·) un polynôme complexe non nul,

P (z) =

p∑
r=0

arz
r

et z1, . . . , zp ses racines. Si (λn)n est une suite de nombres complexes telle que
(P (λn))n converge vers zéro, alors on peut choisir une sous-suite (λnk

)k de (λn)n qui
converge vers zi pour un certain i ∈ {1, . . . , p} [9].

Définition 3.0.4. Pour un opérateur polynômialement compact A, le polynôme
complexe non nul P (·) de plus bas degré tel que P (A) soit compact sera appelé le
polynôme minimal de A.

Théorème 3.0.7. Soit X un espace de Banach de dimension infinie et soit A ∈
PK(X) avec P (·) le polynôme minimal de A. Soit

P (z) =

p∑
r=0

arz
r

et z1, . . . , zp ses racines. Alors σ := {z1, . . . , zp} appartient au spectre de A et σ(A)\
{z1, . . . , zp} consiste en un ensemble au plus dénombrable de valeurs propres sans
point d’accumulation, excepté éventuellement σ = {z1, . . . , zp}.

Démonstration. Supposons qu’il existe i ∈ {1, . . . , p} tel que zi /∈ σ(A). Alors (ziI−
A)−1 existe et est borné. D’autre part, on peut écrire

P (A) = ap(z1I − A) · · · (zpI − A).

Considérons le polynôme

Q(z) = ap(z1 − z) · · · (zi−1 − z)(zi+1 − z) · · · (zp − z).
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Alors
Q(A) = (ziI − A)−1P (A).

Comme P (A) ∈ K(X) (opérateur compact) et (ziI − A)−1 est borné, alors Q(A) ∈
K(X). Ceci contredit le fait que P est le polynôme minimal de A. Par conséquent,
pour tout i ∈ {1, . . . , p}, zi ∈ σ(A).

Si σ = {z1, . . . , zp}, deux cas se présentent
— soit ker(I − A) = {0},
— soit ker(I − A) 6= {0}.
Dans le premier cas, d’après le Théorème 3.0.3, l’opérateur (I − A)−1 existe et

est borné.
Dans le second cas, λ est une valeur propre. Ainsi, chaque λ ∈ σ = {z1, . . . , zp}

est soit dans le domaine de résolvante de A, soit une valeur propre de A.
Il reste à montrer que pour tout R > 0, il n’existe qu’un nombre fini de valeurs

propres dans
p∪

k=1

D(zk, R),

où D(zk, R) désigne le disque de centre zk et de rayon R.
Supposons, par l’absurde, qu’il existe une suite (λn)n de valeurs propres distinctes

telle que

λn ∈
p∪

k=1

D(zk, R).

Choisissons des vecteurs propres xn tels que Axn = λnxn et définissons les sous-
espaces vectoriels de dimension finie

Un := span{x1, . . . , xn}.

Il est facile de vérifier que les vecteurs propres correspondant à des valeurs propres
distinctes sont linéairement indépendants. Par conséquent, on a

Un−1 ⊊ Un.

Et, par le lemme de Riesz, on peut choisir une suite (xn)n d’éléments tels que

xn ∈ Un et ‖xn‖ = 1 et ‖xn − y‖ ≥ 1

2

pour tout y ∈ Un−1. En écrivant

xn =
n∑

k=1

αkφk,

nous obtenons

P (λn)xn − P (A)xn =
n∑

k=1

P (λn)αkφk − P (A)xn.
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Par conséquent, pour m nous avons

P (A)xn − P (A)xm = P (λn)xn
(
P (λn)xn − P (A)xn + P (A)xm

)
= P (λn)(λn − λm),

où
P (λn)xn − P (A)xn + P (A)xm := P (λn).

D’où

xm ∈ Un−1, ‖P (A)xn−P (A)xm‖ = |P (λn)|·‖xn−xm‖ ≥ |P (λn)|
1

2
≥ 1

2
inf |P (λn)|.

Le fait que |λn−zi| > r, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, nous concluons que inf |P (λn)| >
0, et la suite (P (A)xn)n ne contient pas de sous-suite convergente, ce qui contredit
la compacité de P (A).

Pour A ∈ B(X), on définit ker∞(A) =
∪

n ker(An) comme l’hyper-noyau de A et
R∞(A) =

∩
nR(A

n) comme l’hyper-image de A. Si λ ∈ C est une valeur propre de
A, la dimension de ker∞(A − λ) est appelée la multiplicité algébrique et est notée
par mult(A;λ).
Remarque 3.0.1. Soit A ∈ PK(X), c’est-à-dire qu’il existe un polynôme complexe
non nul

P (z) =

p∑
r=0

arz
r

tel que P (A) ∈ K(X), et soit λ ∈ σ(A) tel que P (λ) = 0. Alors, en utilisant
l’Équation (3.2), on a

mult(A;λ) ≤ mult(P (A);P (λ)) < 1.

Théorème 3.0.8. Soit A ∈ B(X) et supposons qu’il existent A1, A2 ∈ B(X) et
F1, F2 ∈ PK(X), c’est-à-dire qu’il existent deux polynômes complexes non nuls

P (z) =
n∑

r=0

arz
r et Q(z) =

n∑
r=0

brz
r,

tels que P (F1) et Q(F2) sont compacts. Soient λ, µ ∈ C tels que

P (λ) = 0 et Q(µ) = 0,

et tels que
A1A = I − F1 sur X et AA2 = I − F2 sur X.

Alors A2(X) = X.

Démonstration. En utilisant le fait que

ker(A) ⊆ ker(A1A),
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on déduit que
α(A) ≤ α(I − F1).

D’autre part,
R(A) ⊇ R(AA2) = R(I − F2).

On a
α(A) <∞ et β(A) <∞.

Pour compléter la Démonstration, il suffit de montrer que R(A) est fermé .

Théorème 3.0.9. [7] Soit F ∈ B(X). Si l’une des deux conditions suivantes est
satisfaite :

(i) ind(F ) = 0 et r(F ) < 1.
(ii) ind(F ) = 0 et r0(F ) < 1.

Alors, il existe un entier n ≥ 1, un opérateur U ∈ B(X) et un opérateur A ∈ PK(X),
ainsi qu’un λ ∈ C tel que P (λ) = 0, pour lesquels on a

UF n = F nU = I − A.

où r0(F ) le rayon spectral essentiel de l’opérateur F , , est défini par :

r0(F ) := sup {|λ| : λ ∈ σess(F )}

Dans cette section, nous présentons quelques résultats sur les multiplicités et la
localisation des valeurs propres des opérateurs polynomialement compacts.

Proposition 3.0.2. Soit A ∈ PK(X), c’est-à-dire qu’il existe un polynôme com-
plexe non nul

P (z) =

p∑
r=0

arz
r

tel que P (A) ∈ K(X). La multiplicité d’une valeur propre non nulle de P (A) satisfait∑
λ∈σ(A)

mult(A, λ) = mult(P (A), µ) = m,

et pour tout λ ∈ σ(A) avec P (λ) = 0, on a

mult(A, λ) = mult(A0, λ).

Démonstration. Soit µ ∈ σ(P (A)) \ {0}, on a

σ(P (A)) = P (σ(A)),

donc on peut trouver λ ∈ σ(A) tel que P (λ) = µ, on obtient

mult(P (A), µ) <∞ et mult(A, λ) <∞.
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Cependant, les valeurs propres distinctes telles que P (λ) = µ sont en nombre
fini. Alors nous avons∪

λ∈σ(A),P (λ)=µ

∪
n∈N

ker
(
(I − A/λ)n

)
∪
∪
n∈N

ker
(
(I − P (A)/µ)n

)
.

Sachant que µ = P (λ) = 0 et on a

p(I − A/λ) <∞,

et ∪
n∈N

ker
(
(I − A/λ)n

)
= ker

(
(I − A/λ)m

)
,

pour m = p(I − A/λ). En utilisant les équations (3.1) et (3.2), on obtient∪
λ∈σ(A),P (λ)=µ

ker
(
(I − A/λ)m

)
∪
∪
n∈N

ker
(
(I − P (A)/µ)n

)
.

si λ1 6= λ2, alors

ker
(
(I − A/λ1)

m1
)
∩ ker

(
(I − A/λ2)

m2
)
= {0}.

Donc, l’équation (3.3) implique∑
λ∈σ(A),P (λ)=µ

mult(A, λ) = mult(P (A), µ).

Puisque mult(P (A), µ) < ∞, alors p(I − P (A)/µ) < ∞. Posons n0 = p(I −
P (A)/µ) et

Y :=
∪
n∈N

ker
(
(I − P (A)/µ)n

)
= ker

(
(I − P (A)/µ)n0

)
.

On définit A0 := A|Y : Y → Y la restriction de A à Y . Soit λ0 ∈ σ(A0) une
valeur propre de A0 et choisissons y ∈ Y un vecteur propre associé à λ0, c’est-à-dire

(I − P (A)/µ)n0y = 0 et Ay = λ0y.

Puisque P (A) et P (λ0)I commutent, nous avons

[P (λ0)]
n0y = ([P (λ0)I − P (A)] + P (A)I)n0 y = . . .

Ainsi, P (0) = 0, donc P (0) = 0 puisque y = 0. Puisque Y est un espace de dimension
finie, d’après le théorème de décomposition de Jordan, on a

Y = L2(A0)⊕ ker((I − A0)
p)
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où p désigne la multiplicité de la valeur propre dans le polynôme caractéristique de
A0. On peut en déduire

Y = L2(A)⊕
⊕
n∈N

ker((I − A)n)

puisque chaque L2(A0) ⊂ L2(A) et satisfait P (λ) = 0. On en conclut que

mult(P (A);λ) =
∑

mult(A;λ)

Cela prouve
mult(P (A);λ) =

∑
mult(A;λ)

Il reste à prouver que

mult(A;λ) = mult(A0;λ)

pour λ ∈ σ(A) tel que P (λ) = 0.
Soit p = p(I − A), l’opérateur (I − A)p est un opérateur de Fredholm d’indice

zéro. Donc

mult(A;λ) = dimKer((I − A)p) = codimR((I − A)p) =

dimKer((I − A0)
p) = mult(A0;λ)

Cela complète la démonstration.

Remarque 3.0.2.
(i) Soit A un opérateur de Riesz généralisé et soit σ(A) ⊂ E

Soit
Y :=

⊕
n∈N

Ker((I − A)n).

Si on considère P (z) = z dans l’équation (3.4), on obtient

(A/Y ) = {0}.

(ii) Soit A un opérateur de Riesz généralisé. On note (λn(A))n∈N la suite des
valeurs propres de A. Alors elle peut être ordonnée de la manière suivante :
les valeurs propres sont non croissantes en valeur absolue, c’est-à-dire

|λn(A)| ≥ |λn+1(A)|

et chaque valeur propre est répétée autant que sa multiplicité. Pour k ∈ N,
si il y a moins de k valeurs propres dans σ(A) ⊂ E, on pose

λk(A) = λk+1(A) = · · · = 0.

L’ordre peut ne pas être unique ; on choisit un ordre fixe de ce type.
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Définition 3.0.5. Soient X et Y deux espaces de Banach. Deux opérateurs A ∈
B(X) et B ∈ B(Y ) sont dits reliés s’il existent deux opérateurs S ∈ B(X,Y ) et
T ∈ B(Y,X) tels que

A = TS et B = ST.

Théorème 3.0.10. Soit A ∈ PK(X) et soit

P (z) =

p∑
k=0

akz
k

le polynôme minimal de A, avec z1, . . . , zp ses racines. Soit B ∈ B(Y ) tel que A et
B soient reliés. Alors B ∈ PK(Y ) et

{0, z1, . . . , zp} = {0, λ1, . . . , λq}

Proposition 3.0.3. Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie.
Soit A ∈ PK(X) et

P (z) =

p∑
k=0

akz
k

le polynôme minimal de A, avec z1, . . . , zp ses racines. Soit B ∈ B(Y ) tel que A et
B soient reliés. Alors A et B sont des opérateurs de Riesz tels que

σ(A) ∩ {0, z1, . . . , zp} = σ(B) ∩ {0, z1, . . . , zp}

et pour tout λ ∈ σ(A) ∩ {0, z1, . . . , zp}, on a

mult(A;λ) = mult(B;λ).

3.0.1 Opérateurs polynomialement de Riesz
Définition 3.0.6. Un opérateur A ∈ B(X) est dit de Riesz polynomial (resp per-
turbation de Fredholm polynômialement) s’il existe un polynôme complexe non nul
P tel que P (A) soit un opérateur de Riesz.

Une définition équivalente au spectre essentiel de Browder est donné par

Définition 3.0.7. Soit A ∈ B(X) un opérateur borné sur un espace de Banach X.

βess(A) = σe4(A) ∪ acc(σ(A)),

où acc(σ(A)) est l’ensemble des points d’accumulation de σ(A).

Théorème 3.0.11. Soit A ∈ B(X). Alors A est polynômialement de Riesz si et
seulement si βess(A) est fini et dans ce cas,

βess(A) = π−1
A (0),

où πA est le polynôme minimal de A.
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Démonstration. Supposons que A est polynômialement de Riesz . Alors πA(A) ∈
R(X), il suit que

πA(βess(A)) = βess(πA(A)) = {0},

et par conséquent,
βess(A) ⊂ π−1

A (0). (3.1)
Pour prouver l’inverse, supposons que βess(A) est fini et soit βess(A) = {λ1, . . . , λn}.

Pour
p(z) = (z − λ1) · · · (z − λn),

on a
{0} = p(βess(A)) = βess(p(A)),

et donc d’après la remarque (2.1.2), p(A) ∈ R(X).
Soit A un opérateur polynômialement de Riesz et soit λ une racine du polynôme

minimal πA. Alors πA(z) = (z − λ)q(z) et donc,

πA(A) = (A− λ)q(A) = q(A)(A− λ) ∈ R(X). (3.2)

Montrons que λ ∈ σe4(A). Si λ /∈ σe4(A), alors A−λ est de Fredholm, et d’après le
Théorème 2.1.4 il suit que q(A) ∈ R(X), ce qui contredit le fait que πA est minimal.
Par conséquent,

π−1
A (0) ⊂ σe4(A),

ce qui, avec (3.1), donne

σe4(A) = βess(A) = π−1
A (0).

Proposition 3.0.4. Si A est polynômialement de Riesz, alors σ(A) est au plus
dénombrable.

Démonstration. l’ensemble σ(A) \ βess(A) est constitué des points isolés de σ(A) et
donc est au plus dénombrable. Comme, d’après le Théorème (3.0.11), βess(A) est
fini, il en résulte que σ(A) est au plus dénombrable.

Proposition 3.0.5. Soit A ∈ B(X). Alors A est Riesz généralisé si et seulement si
A est polynomialement de Riesz.

Théorème 3.0.12. Soit A un opérateur polynômialement de Riesz et considérons
µ ∈ σ(πA(A)) \ {0}. Alors⊕

λ∈σ(A), πA(λ)=µ

ker∞(λ− A) = ker∞(µ− πA(A)),

et
mult(πA(A), µ) =

∑
λ∈σ(A);πA(λ)=µ

mult(A, λ).
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Théorème 3.0.13. Soit A ∈ B(X). Alors A est un opérateur polynômialement de
Riesz si et seulement si A∗ est polynômialement de Riesz et le polynôme minimal de
A est égal au polynôme minimal de A∗.

De plus, si A est polynômialement de Riesz, alors pour tout λ ∈ σ(A) \ π−1
A (0),

on a
mult(A, λ) = mult(A∗, λ).

Démonstration. Pour un polynôme complexe non nul p(z) et on a p(A) ∈ R(X) si
et seulement si p(A∗) = p(A)∗ ∈ R(X∗). Par conséquent,

A est polynômialement de Riesz si et seulement si A∗ est polynômialement de
Riesz et πA = πA∗ .

Soit A un opérateur polynômialement de Riesz et soit λ ∈ σ(A)\π−1
A (0). D’après

le Théorème (3.0.11), on a λ ∈ σ(A)\βess(A), donc A−λ est un opérateur de Browder
et λ est une valeur propre de A. Par conséquent,

ker∞(A− λ) = ker((A− λ)p)

ker∞(A∗ − λ) = ker((A∗ − λ)p),

où p = p(A− λ) = p(A∗ − λ).
Puisque A − λ est un opérateur de Weyl, il s’ensuit que (A− λ)p est de Weyl ,

on obtient

mult(A, λ) = dim ker((A− λ)p) = α((A− λ)p)

= β((A− λ)p) = α((A∗ − λ)p) = dim ker((A∗ − λ)p)

= mult(A∗, λ).

Théorème 3.0.14. Soit A ∈ B(X) et soit X = X1⊕· · ·⊕Xn, où chaque Xi est un
sous-espace fermé A-invariant de X, et A = A1 ⊕ · · · ⊕ An, où Ai est la réduction
de A sur Xi, pour i = 1, . . . , n. Alors

σe4(A) = σe4(A1)
∪

· · ·
∪

σe4(An),

et A est de Riesz si et seulement si A1, . . . , An sont de Riesz.

Démonstration. Pour tout λ ∈ C,

ker(A− λ) =
n⊕

i=1

ker(Ai − λ), R(A− λ) =
n⊕

i=1

R(Ai − λ).

Il en résulte que A − λ est de Fredholm si et seulement si chaque Ai − λ est de
Fredholm. Par conséquent, σe4(A) = {0} si et seulement si σe4(Ai) = {0}, ce qui
montre que A est de Riesz si et seulement si chaque Ai l’est.
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Théorème 3.0.15. [7] Soit A un opérateur polynômialement de Riesz . Alors chaque
λ ∈ π−1

A (0) est soit la limite des valeurs propres de A, soit il existe un sous-espace
fermé A-invariant Xλ ⊂ X, de dimension infinie, tel que

σ(Aλ) = {λ},

où Aλ est la réduction de A sur Xλ.

Théorème 3.0.16. [5] Soient A ∈ B(X,Y ) et B ∈ B(Y,X). Alors

BA est polynômialement de Riesz ⇐⇒ AB est polynômialement de Riesz.

Définition 3.0.8 (Décomposition de Smyth). Soit X un espace de Banach et R ∈
B(X) un opérateur de Riesz. On dit que R admet une décomposition de Smyth s’il
existe une décomposition :

R = F +Q,

où
— F est un opérateur Fredholm
— Q est un opérateur quasi-nilpotent
— F et Q commutent.

Définition 3.0.9. Soit X un espace de Banach. On dit que X est un espace de
Banach de Smyth si pour tout R ∈ R(X), R admet une décomposition de Smyth.

Proposition 3.0.6. Soit X un espace de Banach de Smyth. Alors un opérateur
A ∈ B(X) est polynomialement de Riesz si et seulement si W(A) est un ensemble
fini.

Dans ce cas, l’opérateur A se décompose comme une somme directe finie :

A =
n⊕

i=1

(Fi +Qi + λiI)

avec
(i) Fi sont des perturbations de Fredholm ;
(ii) Qi sont des opérateurs quasi-nilpotents ;
(iii) W(A) = {λ1, . . . , λn}.

Notons par Poly = C[z] pour l’algèbre des polynômes complexes.

Définition 3.0.10. Si S ⊂ A est un ensemble arbitraire, on dit que a ∈ Poly−1(S)
s’il existe un polynôme complexe non nul p(z) tel que p(a) ∈ S.

Proposition 3.0.7. Si S ⊆ A est un idéal commutatif l’ensemble

P S
a = {p ∈ Poly : p(a) ∈ S}

des polynômes p tels que p(a) ∈ S est un idéal de l’algèbre Poly.
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Comme les entiers naturels sont bien ordonnés, il existe un polynôme unique p
de degré minimal, dont le coefficient dominant est égal à 1, appartenant à P S

a , que
l’on appelle le polynôme minimal de a. Nous l’écrivons p = πa ≡ πS

a .

Théorème 3.0.17. Soit X un espace de Banach et soit A ∈ B(X) tel qu’il existe un
polynôme complexe non constant P pour lequel l’ensemble σe4(P (A)) a un intérieur
vide. Alors l’intérieur de σe4(A) est également vide.

De plus, si A est un opérateur polynomialement de Riesz, alors σe4(A) = W(A)
est fini.

Enfin, si A est un opérateur de Riesz, alors A est une perturbation de Fredholm
polynomialement si et seulement si An est une perturbation de Fredholm pour un
certain n ∈ N.

Démonstration. Si l’ensemble σe4(P (A)) a un intérieur vide, alors, par le théorème
de correspondance spectrale, on a

P (Int(σe4(A))) = Int(σe4(P (A))) = ∅.

avec Int désigne l’intérieur.
Or, comme P est une fonction analytique non constante, c’est une application ou-
verte. Ainsi, si Int(σe4(A)) 6= ∅, alors Int(P (σe4(A))) serait non vide, ce qui est une
contradiction. Cela prouve la première assertion.

Supposons maintenant que P (A) est un opérateur de Riesz pour un polynôme
non nul P . Alors

P (σe4(A)) = σe4(P (A)) = {0},

ce qui implique que σe4(A) est fini.
Pour montrer que σe4(A) = W(A), il suffit de prouver que C\σe4(A) ⊂ C\W(A).

Soit λ ∈ C \ σe4(A). L’ensemble C \ σe4(A) est connexe et contient en particulier
l’ensemble résolvant de A. La stabilité de l’indice sur les composantes connexes
implique que λ ∈ C\W(A), ce qui conclut la démonstration de la deuxième assertion.

Supposons que P est un polynôme non nul tel que P (A) soit une perturbation
de Fredholm. Écrivons

P (λ) = a0(λ− λ1) · · · (λ− λm),

alors
a0(A− λ1I) · · · (A− λmI) = F,

où F est une perturbation de Fredholm.
Comme A est un opérateur de Riesz, A − λiI est un opérateur de Fredholm

pour tout λi 6= 0. Il existe donc au moins un λi = 0 (sinon F serait à la fois une
perturbation de Fredholm et un opérateur de Fredholm, ce qui est impossible dans
un espace de dimension infinie).

Il en résulte que, pour un certain 1 ≤ n ≤ m, on a

a0A
nS = F,
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avec S ∈ Φ(X). Puisque S ∈ Φ(X), alors d’après le théorème d’Atkinson il existe
K1 ∈ K(X) et A0 ∈ B(X) tels que

SA0 = I −K1.

Par conséquent,

a0A
nSA0 = FA0 ⇒ a0A

n(I −K1) = FA0,

ce qui implique
a0A

n = FA0 + a0A
nK1.

Comme F ∈ F(X) et K1 ∈ K(X), on en déduit que An ∈ F(X), ce qui achève la
démonstration.

La réciproque est triviale.

44



Conclusion

En conclusion, ce mémoire a permis d’approfondir notre compréhension des opé-
rateurs de Riesz dans les espaces de Banach. Nous avons établi les propriétés fon-
damentales de ces opérateurs et examiné les caractéristiques principales de ces opé-
rateurs et leurs relations avec d’autres types d’opérateurs linéaires (Fredholm, com-
pact, quasinilpotent,...) ; tout en soulignant leur rôle central dans le développement
de la théorie spectrale.

Les résultats montrent que les opérateurs de Riesz sont importants en analyse
fonctionnelle et peuvent être utilisés dans diverses applications mathématiques.
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