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Notations

ssi Abrégé de I'expression « si et seulement si ».

= Egalité par définition qu’on représente aussi parfois par le signe .

sgn(f) Le signe d'une expression f.

a Symbole indiquant la fin d'une démonstration.

TD Abrégé de I'expression « Travaux Dirigés ».

* Exercice Lorsqu'un exercice est précédé d'une étoile, cela veut dire qu'il sera traité au
TD.

T Notation standard d'une topologie.

Tus La topologie usuelle de R.

Taros La topologie grossiére d'un ensemble non vide donné.

Tdis La topologie discréte d'un ensemble non vide donné.

Teof La topologie cofinie d'un ensemble non vide X. Si X est fini, on a 7eor = Tyis ;
pour cette raison, on ne parle (généralement) de la topologie cofinie que lorsque
I'ensemble en question est infini.

Y (x) L'ensemble de tous les voisinages d'un point = d'un espace topologique donné.

YV (A) L'ensemble de tous les voisinages d'une partie A d'un espace topologique donné.

B(x) Une base de voisinages (appelée aussi « un systéme fondamental de voisinages »)
d'un point x d'un espace topologique donné.

B Une base d'un espace topologique donné.

A L'adhérence d'une partie A d'un espace topologique donné.

;1 L'intérieur d'une partie A d'un espace topologique donné.

Fr(A) La frontiére d'une partie A d'un espace topologique donné.

TA La topologie induite sur A de la topologie de X (lorsque A est une partie d'un
espace topologique X).

e X > X, La 7™ projection canonique d'un espace topologique produit
X =X x Xy x---x X, (o neN¥).

d Notation standard d'une distance.

s La distance usuelle de R.

XxXF L'ensemble de toutes les applications de F' dans E' (ou E et F' sont des ensembles
non vides).

€°([a,b],R) L'ensemble des fonctions continues sur [a,b], a valeurs dans R (avec a,b € R,
a < b). Lorsqu'il est muni des deux lois de composition + (addition usuelle
des applications) et - (multiplication d'un réel par une application), qui sont
respectivement interne et externe, il devient un R-espace vectoriel.

¢"([a,b],R) L'ensemble des fonctions de classe €™ sur [a, ], a valeurs dans R (avec n € N*,

a,b € R, a < b). Cest un R-espace vectoriel (un sous-espace vectoriel de
% ([a,b], R)).




¢ ([a,b],R) L'ensemble des fonctions de classe € sur [a, b], a valeurs dans R (avec a, b € R,
a < b). C'est un R-espace vectoriel (un sous-espace vectoriel de ¢°([a, 0], R)).
d; C'est une distance définie sur R", C" ou ¢°([a, b], R) entre autres.
— Sur K" (K =R ou C, n e N*), elle est définie par :

) = Z ‘IZ - yl| (VX = t(xlw . 7xn)7y = t<y17 R 7yn) € K”)
— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :

f @) —g(@)lde  (Vf.g€ € (a,b],R)).

ds Elle désigne la distance euclidienne (sur R", C" ou ¢°([a,b], R) entre autres).
— Sur K" (K =R ou C, n € N*), elle est définie par :

dy(x,y) :=

Sz —ul (¥x =" 2y = W p0) €K

— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :

\/f F@)—g@)Pde (V]9 € °([a, b R)).

d, Elle désigne la distance de Holder d'exposant p (sur R", C" ou 6°([a,b],R)

entre autres), ot p € N*,
— Sur K" (K =R ou C, n e N*), elle est définie par :

n 1/p
= (2 |x7, - yz‘p> (VX = t<x17 s 7‘rn>7y = t(yb cee Jyn) € Kn)
i=1

— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :

. (J o y%m)l/p (V1,9 € €°([a,b], R)).




dy C'est une distance définie sur R", C" ou ¢°([a,b],R) entre autres.
— Sur K" (K =R ou C, n € N*), elle est définie par :
dy(x,y) := max \z; — yil (Vx ="(z1,...,20),y = (1, .., yn) € K").
— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :
d(f,9) = sup |f(x) —g(z)]  (Vf g€ € ([a,0],R)).
zea,b]
Sur €°(|a,b],R), cette distance d,, est connue sous le nom de « la distance
de la convergence uniforme ». On peut montrer que l'on a : d, = lim, ., d,
(que se soit sur R, C" ou €°([a, b], R)).

B(a,r) La boule ouverte de centre a et de rayon r (ou a est un point d'un espace
métrique donné et r > 0).

Bla,r) La boule fermée de centre a et de rayon r (ol a est un point d'un espace
métrique donné et r > 0).

S(a,r) La sphére de centre a et de rayon r (ou a est un point d'un espace métrique
donné et r = 0).

Td La topologie associée a la distance d d'un espace métrique donné.

dx La distance considérée sur un ensemble X. Cette notation est utilisée lorsqu’on
dispose de plusieurs espaces métriques X,Y, Z, etc. Les distances respectives de
ces derniers sont alors (généralement) désignées par dx, dy,d, etc.

d(z, A) La distance d'un point x par rapport a une partie A d'un espace métrique donné.

d(A, B) La distance entre deux parties A et B d'un espace métrique donné.

d(A) Le diamétre d'une partie A d'un espace métrique donné.

da La distance induite sur A de la distance de X (lorsque A est une partie d'un
espace métrique X).

cl(x) C'est une notation utilisée exclusivement au chapitre 7. Elle désigne la com-
posante connexe d'un point = d'un espace topologique donné. On montre que
cl(x) est la plus grande partie connexe, de I'espace topologique en question, qui
contient .

e.v.n Abrégé de |'expression « espace vectoriel normé ».

Ox Le vecteur nul d'un espace vectoriel E.

dim X La dimension d'un espace vectoriel E.

Ker f Le noyau d'une application linéaire f d'un espace vectoriel dans un autre espace

vectoriel.

Le sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel donné, engendré par des vecteurs

x1,...,%, de cet espace (o n est un entier strictement positif).

Notation standard d'une norme sur un espace vectoriel donné, lequel est défini
sur R ou C.

vi
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C'est une importante norme qu'on peut définir sur plusieurs K-espaces vectoriels
(K =R ou C) dont R", C" et °([a, b],R).
— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

Ixly =Dl (Vx ="y, 2) €KT).
=1

— Sur le R-espace vectoriel €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie

par :

b
171, :=f f@)lde (Y e €°(a D], R)).

-1l

C'est la trés importante « norme euclidienne » qu'on peut définir sur plusieurs
K-espaces vectoriels (K = R ou C) dont R, C" et 6°([a, b], R).
— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

x|l := \/ﬁ (Vx ="(z1,...,2,) e K").
i=1

— Sur le R-espace vectoriel €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie

par :

flai= | W@Pds (v € 6°(a b))

C'est l'importante « norme de Holder » d'exposant p (ou p € N*) qu'on
peut définir sur plusieurs K-espaces vectoriels (K = R ou C) dont R", C"
et €°([a,b],R).

— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

n 1/p
I, := <Z|xz|p) (Vx =“(21,...,2,) €K").

i=1

— Sur le R-espace vectoriel °([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie

par :

I£1, = (Lb [f (@)l dfv) N (Vf € €°([a,b],R)).

vii
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C'est une importante norme qu'on peut définir sur plusieurs K-espaces vectoriels
(K =R ou C) dont R", C" et °([a, b],R).
— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

%[ == max [ai]  (Vx="(21,....2) €K").

— Sur le R-espace vectoriel €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie
par :

Ifl := sup [f(=)]  (Vfe€([a,b],R)).

z€[a,b)
Sur €°([a,b],R), cette norme | - |, est connue sous le nom de « la norme de

la convergence uniforme ». On peut montrer que l'ona: | - |, = limy o0 || - |,
(que se soit sur R, C" ou €°([a, b],R)).

La norme considérée sur un K-e.v.n F (ot K = R ou C). Cette notation

est utilisée lorsqu'on dispose de plusieurs K-e.v.n E, F', (G, etc. Les normes

respectives de ces derniers sont alors (généralement) désignées par | - |, | - | 5.

| lg: ete.

Z(E,F)

L'espace vectoriel des applications linéaires de £/ dans F', o E et F' sont des

espaces vectoriels définis sur un méme corps commutatif K = R ou C.

Z(E, F)

L'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans I, ou E et
F sont des espaces vectoriels définis sur un méme corps commutatif K = R
ou C. Ce K-espace vectoriel Z.(E, F) est muni d'une importante norme (voir

ci-dessous) ; c'est donc, a son tour, un K-e.v.n.

Notation standard de la norme de Z.(E,F) (ou E et F sont des espaces
vectoriels normés définis sur un méme corps commutatif K = R ou C), définie
par :
flx
11 = sup LDe vre o, ).

ff{i HCUHE

Cette importante norme de Z.(E, F') est appelée « la norme subordonnée »

aux normes || - |, de E et |- |, de F.

viii



Résumeé

Ce mémoire de la deuxeme année Master de Mathématiques que jai le
privilege de diriger depuis I'année universitaire 2021-2022 a I’Université Amar Theliji
Laghouat. Il est composé de 5 chapitres, j’ai commencé non mémoire en
introduisant en néme temps les espaces nétriques et les espaces topolo-giques ; ce
qui a pour objectif de transmettre au lecteur l'idée intuitive de la construction
axiomatique des espaces topologiques. Cette idée est d’ailleurs avancée dans
I'introduction avant sa réalisation au mémoire Ci-dessous sont décrits
brievement les contenus des chapitres :

Au 1" chapitre, nous étudions quelques notions de base de Topologie gén

érale  comme intérieur, l'ouvert, voisinage, topologie induite etc.
J'éxpliciter la topologie associée a une distance.
Aule 2fm¢chapitre, nous abordons les espaces compacts. La définition gén

érale de ces espaces tres i mportants est abstraite ; elle se sert de la propriété dite de

Borel-Lebesgue qui, i ntuitivement, est difficile a cerner. Cépendant, c¢’est elle la clef

de démonstration d’'un grand nombre de t héoremes fondamentaux sur la compacité.

Lorsqu’on se restreint aux espaces nétriques, d’autres ca-ractérisa- tions plus

cernables de la compacité sont possibles ; parmi celles-ci, on donne la caractérisation

de Bolzano-Weierstrass (un espace métrique X est compact ssi toute suite de X
possede une sous-suite convergente) et la caractérisation utilisant la notion d’espace

métrique totalement borné (un espace nétrique Xest compact si et seulement s’il est

complet et totalement borné). Il est tres i mportant de souligner que la compacite ”

est une propriété i ntrinseque (i.e., une partie compacte d'un espace topologique X
reste com-pacte par rapport a n'importe quel autre sous-espace topologique de Xqui

la contient, et vice versa). Nous verrons par suite quelques théoréemes f onda-mentaux

liant la com- pacité a la continuité. Parmi ceux la, le théoreme selon lequel <la

compacité se conserve par une application continue set les deux t héoremes de Feine,

déja vus en lere année dans le cas particulier correspon-dant a R (h termine le

chapitre en question par le théoreme de Tychonov selon lequel <tout produit

d’espaces t opologiques compacts est compact » (&t i mportant théoreme, dont la d

émonstration fait appel a des arguments tres raffinés de la théorie des ensembles,

sera démontré uniquement dans son cas “facile” ou le produit en question est fini.

Quant aux espaces localement compacts, nous nous contentons de donner j uste leur d
éfinition !



Au chapitre 3, nous abordons les espaces complets qui sont quelque part
les plus utiles de tous les espaces métriques. Ces espaces extrémement im-
portants et riches en applications réappa- raitront ultérieurement, un peu
partout, dans le cursus d’un étudiant en Mathématiques; pour cette raison,
celui-ci doit maitriser parfaitement le contenu de ce chapitre. Trois théoremes
fondamentaux sont présentés : le théoreme des fermés emboités de Cantor,
le théoreme du point fixe de Picard et le théoreme de Baire.

Au le chapitre 4, nous abordons les espaces connexes. Intuitivement, une
partie connexe d’un espace topologique est une partie d'un seul tenant (i.e.,
faite d’'un seul morceau); ainsi, dans R par exemple, les parties connexes
sont simplement ses intervalles. Tout comme la compacité, la connexité est
-elle aussi- une propriété intrinseque (i.e., non relative). La liaison entre la
connexité et la continuité est aussi un des sujets importants de ce chapitre.
D’une part, tout comme la compacité, nous montrons que la connexité se
conserve aussi par continuité, et d’autre part, nous généralisons le théoreme
des valeurs intermédiaires (vu en terminale et en lére année dans son cas
particulier correspondant & R). Nous enchainons ensuite par I'importante
notion de composante connexe d'un espace topologique, puis nous montrons
qu’un produit fini d’espaces connexes est connexe. Nous terminons avec la
notion de connexité par arc qui est un peu plus forte que la connexité (bien
que dans les cas usuels, elle lui est équivalente).

Au le chapitre 5 et dernier chapitre, nous abordons les espaces vectoriels
normés (e.v.n en abrégé) sur R ou C. Dans ces espaces, qui constituent une
sous-catégorie spéciale de la catégorie des espaces métriques, on dispose plus
fortement d’une norme a la place d'une distance. Lorsque la complétude af-
fecte ces espaces, ils deviennent encore plus riches en applications; on les
appelle les espaces de Banach. Le cas des e.v.n de dimensions finies est tota-
lement éclairci : on peut dire grosso- modo qu’on a affaire a R” ou C". Pour
ces derniers, tout devient simple : toutes les normes sont équivalentes; une
partie compacte n’est autre qu'une partie fermée et bornée; tous sont des
espaces de Banach, etc. C’est par contre en dimension infinie que les choses
deviennent plus compliquées; le cas des espaces fonctionnels (i.e., e.v.n ou
les vecteurs sont des fonctions) est particulierement important et le module
d’Analyse fonctionnelle est lui est entierement consacré! Le plus important
dans ce chapitre est I'étude des applications linéaires continues d'un e.v.n
dans un autre e.v.n. Nous verrons que ces applications linéaires continues
constituent a leur tour un e.v.n tres remarquable et tres riche en applica-
tions. Nous terminons le chapitre en question par 'important théoreme de
F. Riesz selon lequel < un e.v.n est de dimension finie ssi on a équivalence
entre une partie compacte et une partie fermée et bornée de cet espace .

Nous cloturons ce mémoire avec bibliographie d’importantes références



de espase métrique
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TABLE DES MATIERES 3

Introduction

L’idée tres intuitive avancée par M. Fréchet en 1906 consiste a munir X
d’une distance (i.e., d'une application d : X2 — RT qui vérifie certaines pro-
priétés). On parle dans ce cas d’espace métrique. Dans les espaces métriques,
la définition des notions de limite et de continuité sont évidentes :

1. Une suite (x,), d’éléments d'un espace métrique (X,d) converge vers
un élément x € X si d(x,,x) — 0 lorsque n — +o0.

2. Etant donnés X et Y deux espaces métriques et f : X — Y une
application, on dit que f est continue en un point x € X si pour
toute suite (x,), d’éléments de X, convergeant vers x, la suite (f(z,)),
d’éléments de Y converge vers f(z).

Les parties d'un espace métrique n’ont pas toutes la méme importance ; cer-
taines parties F', dites fermées, satisfont la remarquable propriété selon la-
quelle < toute suite d’éléments de F', qui converge dans X, a pour limite
un élément de F' ». Par exemple, dans R, un intervalle fermé [a, b] est une
partie fermée alors que ’ensemble Q des nombres rationnels ne l’est pas.
Bien que les espaces métriques répondent pas mal a 'objectif initialement
envisagé, ils restent insuffisants car on a remarqué qu’il existe des espaces
importants (comme par exemples les produits cartésiens d’'un nombre infini
non dénombrable d’espaces métriques) qui ne sont pas métrisables (i.e., qu’on
ne peut pas munir d’une distance qui rend continues certaines applications
élémen- taires!). Il s’est avéré donc nécessaire d’étendre la notion d’espace
métrique pour inclure ces derniers. C’est précisément 1’étude des voisinages
d’un point dans le plan (initiée par Hilbert) qui inspira a F. Hausdorff en 1914
une extension des espaces métriques aux espaces plus généraux, dits topolo-
giques. Il semble que la théorie de Hausdorff satisfait pleinement les besoins
de I’Analyse et méme plus; c’est pour cela qu’il est inutile d’en chercher da-
vantage d’extensions! Actuellement, les espaces topologiques interviennent
de facon cruciale dans plusieurs branches de mathématiques dont le cal-
cul différentiel, le calcul intégral, I'analyse complexe, I’analyse numé- rique,
I’analyse fonctionnelle, la géométrie différentielle et la topologie algébrique.

1. Pour le cas d’un produit cartésien (infini non dénombrable) d’espaces métriques, les
applications élémentaires dont il s’agit sont les projections canoniques.



Chapitre 1

Espaces topologiques

Soit X un ensemble non vide

Définition 1.1. Soient X un ensemble non vide et 7 une famille de sous-
ensembles de X. On dit que 7 est une topologie sur X si elle satisfait les
axiomes suivants :

i) o, X €T,
ii) tout réunion quelconques d’ouverts est un ouvert ;

iii) toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
On dit alors que le couple (X, 7) est un espace topologique.

Exemple. 1) 7 = {@, X} est la topologie grossiere sur X.
2) 7 = P(X)(I'ensemble de partie de X) est la topologie discrete sur X.
3) la topologie usuelle sur R est 7 = {0, R, U, per]a, b[}

1.1 Comparaison entre deux topologies d’un
meéeme espace

Définition 1.2. Soient X un ensemble non vide et 7y et 75 deux topologies
sur X. On dit que 71 est plus fine que 7 si 7 D 79 ; autrement dit, si tout
ouvert de X par rapport a 7o est aussi un ouvert de X par rapport a 7.
Inversement, on dit que 71 est moins fine que 7 si 7, C 7.

Exemple. Etant donné X un ensemble non vide, la topologie discrete est la
plus fine de toutes les topologies de X et la topologie grossiere est la moins
fine de toutes les topologies de X.
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1.2 L’ouvert

Définition 1.3. Est un sous-ensemble d'un espace topologique qui ne contient
aucun point de sa frontiere. L’ouvert est I’élément de base d’un espace topo-
logique

1.3 Voisinage

Soit (X, 7) un espace topologie et soit x € X.

Définition 1.4. On appelle voisinage de x dans X | toute partie de X
contenant un ouvert contenant z. on note v, I’ensemble des voisinage de x :

v, ={VePX),30er,xre0CV}

1.4 Systeme fondamontale

Définition 1.5. Systeme fondamontale de voisinage de x d’une famille v, de
voisinage de x si tout voisinage ouvert W de x contient un élément V' € v,

1.5 Intérieur

Définition 1.6. Dans un espace topologique, un point = est intérieur a A
si A est un voisinage de x. On appelle intérieur de A I’ensemble des points
intérieurs a A et on le note A° ou int(A)

1.6 L’adhérence

Définition 1.7. L’adhérence de A, notée A, est ’ensemble des points adhérents
a A. On D'appelle aussi fermeture.

Corollaire 1.7.1. Une partie A de X est fermée ssi A = A.
Démonstration :

Soit A une partie de X.

=: Supposons que A est fermée. Alors, le plus petit fermé de X contenant
A est, de toute évidence, A lui méme ; c’est-a-dire qu'on a A = A, comme il
fallait le prouver.

«: Supposons qu'on a A = A. Comme A est fermé alors A (= A) est fermé,
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comme il fallait le prouver. Le corollaire est démontré. La proposition sui-
vante nous donne quelques propriétés de I’adhérence d’une partie d’'un espace
topologique.
]

Proposition 1.1. Soient A et B deux parties de X. Alors, on a :

1. ACB= ACB.

2. ANBC

3. AUB=

o

AN
AUB.
1.7 Espace séparé

Définition 1.8. on dit que X un espace séparé (au sens Hausdorff)s doux
points distincts quelconques ds voisinages disjoints c’est a dire :

Ve,ye X, (x#y),IVe€v, AV, €1, : VNV, =10

Exemple. L’ensemble des nombres réels R muni de sa topologie usuelle
est un espace séparé. En effet, pour tous x;y € R, avec x # y, en posant

a:= @ , les deux intervalles ouverts |z — a, x + a et]y — a, y + a[ sont bien
disjoints, le premier étant un voisinage de x et le second est un voisinage de
Y.

Plus généralement, on peut montrer que tout espace métrique est séparé

Note. Dans son ouvrage fondateur de 1914, F. Hausdorff a montré la grande
importance des espaces séparés en établissant des généralisations de plusieurs
théoremes de base d’analyse réelle sur ces derniers.

1.8 Topologie induite

Soit A C X quelconque.

Définition 1.9. On appelle topologie induite par 7 sur A la topologie 74
dont la famille d’ouverts est

TA:{AﬂU,UGT}

on dit que (A, 74) est un sous-espace topologique de (X, 7). on appelle 74 la
trace de 'ouvert U sur A.
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Proposition 1.2. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie non
vide de X. Alors, la famille 74 de parties de A, définie par :

T4 ={ONA, avec Oe€rT}
constitue une topologie sur A.
Démonstration :

Il s’agit de montrer que les axiomes de Hausdorff sont vérifiés pour le couple
(A,74). On a:

1. Puisque @, X € 7 (car 7 est une topologie sur X) alors @NA = & € 14
et XN A=A € 74. Le premier axiome de Hausdorff pour (A, 7,4) est
ainsi vérifié.

2. Soient U; et Us; deux parties de A sont la forme : Uy = O; N A et
Uy=0sNA, avec 01,0, € 7.D’0u :

UnU;=(0;NA)N(O2NA)

appartenant a 74, et montrons que U; N Uy € 74. Par définition méme
de 74, les parties Ul et U2 de A sont de la forme : Uy = O N A
etUs = O, N A, avec O1,05 € 7. D'ou :

UlﬂU2:<OlﬂA)ﬂ(02ﬂA):(OlﬁOQ)ﬂAETA

(car O1 N Oy € T, étant donné que 7 est une topologie sur X). Le
deuxieme axiome de Hausdorff pour (A, 74) est ainsi vérifié.

3. Soit (U;);er une famille de parties de A, appartenant a 74, et montrons
que Uier(U;) € T4 Par définition méme de 74, chaque U;(i € I) s'écrit
sous la forme : U; = O; N A, avec O; € 7 . D’ou

Uuvi=Join4) = <U0i> ()A€

iel iel iel
(car J,c; O; € 7, étant donné que 7 est une topologie sur X). Le
troisieme axiome de Hausdorff pour (A, 7) est ainsi vérifié. pour (A, 74)
est ainsi vérifié. En conclusion, 74 constitue bien une topologie sur A.

La proposition est démontrée.
O

Définition 1.10. Soient(X,7) un espace topologique et A une partie
non vide de X. La topologie 74 de A, définie a la proposition 1.2,
s’appelle la topologie induite sur A de la topologie de X. Le nouvel
espace topologique (A, 74) s’appelle un sous-espace topologique de X.
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Remarques. La topologie induite sur une partie non vide A d’un es-
pace topologique (X, 7) n’est pas une topologie ordinaire sur A; elle
est construite spécialement pour rendre l'injection canonique A — X
continue. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 1.3. Soient(X, 7) un espace topologique et A une partie
non vide de X. Alors I'injection canonique 7 : A — X est continue pour
les topologies 74 de A et 7 de X. De plus, la topologie induite 74 sur
A est la topologie la moins finie sur A qui rend ¢ continue.

Démonstration :

Montrons la premiere partie de la proposition ; ¢’est-a-dire que i est continue.
Cela revient a montrer que I'image réciproque par i de tout ouvert de X est
un ouvert de A. Pour tout ouvert O de X, on a :

i(0)=0nA

qui est bien un ouvert de A (par définition méme de 74). Dol ¢ est continue.
Montrons la seconde partie de la proposition ; a savoir que 74 est la topologie
la moins fine sur A qui rend ¢ continue. Soit u une topologie sur A pour
laquelle ¢ est continue et montrons que 74 est moins fine que p; c’est-a-
dire que 74 C . La continuité de i : (A,u) — (X,7) entraine qu'on a
pour tout ouvert O de X : i~ }(O) € pu; c’est-d-dire ON A € p. Dot u D
{ON A0 € 7} = 74, comme il fallait le prouver. Ceci acheve la preuve de
la proposition. O
La proposition suivante caractérise les fermés et les voisinages d'un point
d’un sous-espace topologique d’un espace topologique donné.

Proposition 1.4. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie non
vide de X. Une partie P de A est fermée dans le sous-espace topologique
(A,74) de(X, ) ssi P s’écrit sous la forme P = F'N A, avec F' est un fermé
de X. De méme, une partie V' de A est un voisinage d’un point a de A
relativement au sous-espace topologique (A, 7) de(X, 7) ssi V' s’écrit sous la
forme V = W N A, avec W est un voisinage de a relativement a 1’espace
topologique (X, 7).

Démonstration :
Soit P une partie de A. On a :

P est un fermé de(A, 74) < CAP € 74
=30er:L,P=0NnA
30 eT: A=040nA).
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Comme C4(ONA) = A\ (ONA) = A\ O = AN (Cx0), il en résulte que :
p est un fermé de(A,74) < 30 e7: P= ([xO)n A
< dFun fermé deX tel que: P=FNA
(en posantF := CxO)

comme il fallait le prouver.

Montrons maintenant la seconde assertion du théoreme. Soient a un point de
A et V une partie de A.

=: Supposons que V est un voisinage de a relativement a ’espace topologique
(A, 74) et montrons que V' s’écrit sous la forme V' = W N A, avec W est
un voisinage de a relativement a I’espace topologique (X, 7). Comme, par
hypothese, V' € v(a)|a,, il existe U € 74 tel que a € U C V . Mais (par
définition méme de 74) U s’écrit : U = O N A, avec O € A. On a donc
a€ ONACYV.On a par suite :

V=0nAUWV\(ONA)=(OuU[l\0)nNA

En posant W := O U (V\O), qui est un voisinage de a relativement a
I’espace topologique (X, 7) (car a € O C W), on obtient V=W N A; ce qui
est bien ’écriture requise pour V' .
<) : Inversement, supposons que V' s’écrit sous la forme V' = W N A, avec W
est un voisinage de a relativement a ’espace topologique (X, 7), et montrons
que V' € v(a)|(ar,). Comme W € v(a)|x,, , il existe O € 7 tel que a € O C
W. On a par suite a € (ONA) C (WnNA)=V.Ce qui montre (puisque
ONAE€Ty) que V € v(a)|ar, , comme il fallait le prouver. La proposition
est démontrée.

]

Remarques. Etant donné (X, 7) un espace topologique et A une partie non
vide de X, on voit que les parties particulieres du sous-espace topologique
(A, 74) (ouverts, fermés, voisinages) s’obtiennent en coupant simplement par
A les parties de I'espace topologique (X, 7), de particularités analogues. Au-
trement dit, on prend les traces sur A.

1.9 Topologie produit

Définition 1.11. Soint (X7, 1) et (X3, 72) deux espaces topologique. la to-
pologie produit sur X; x X, est la topologie ayant pour base les produits
U xV douvert U de X et V de Xs.

Exemple. a topologie usuelle sur R" est la topologie obtenue par le produit
successif de la lopologie de R. la topologie produit sur R” et R™, avec chacun
facteurs R™ et R™ muni de sa topologie usuelle sur R"*™,
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1.10 Suite convergentes

Définition 1.12. Soit (x,), € N une suite d'un espace topologique (X, 7)
On dit que cette suite converge vers a € X si

VYV ewv(a), IN €N tellque Vn> N,z, € v(a)

1.11 Applications continues
Soit (X, 7) et (Y, 7') deux espaces topologiques.

Définition 1.13. On dit qu'une fonction f : X — Y est continue en tout
point de X. on note ¢°(X.Y) ou (c°(X, 7;Y,7')s’ll est besoin de préciser les
topologies ) I’ensemble de tous les fonctions continues de X dans Y.

1.11.1 Continuité globale

Soit f: X — Y une application.
On dit que f est continue sur X si elle est continue en tout point de X.

Le théoreme suivant est fondamental ; il fournit une caractérisation simple
de la continuité globale.

Théoréme 1.1. (fondamental).
Une application f : X — Y est continue sur X ssi 'image réciproque de tout
ouvert de Y est un ouvert de X ; c¢’est-a-dire ssi :

Yoer:ffO)er

Démonstration :

Soit f: X — Y une application.

(=) : Supposons que f est continue sur X et soit O un ouvert quelconque
de Y . Il s’agit de montrer que f~!(O) est un ouvert de X ; ce qui équivaut
a montrer que f~'(O) est voisinage de chacun de ses points . Soit donc
z € f71(O) et montrons que f~'(O) est un voisinage de x. Comme O est un
ouvert de Y et que f(z) € O (puisque (z € f~1(0)) alors O est un voisinage
de f(x). Ce qui entraine (puisque f est, en particulier, continue en z) que
f7HO)est un voisinage de x, comme il fallait le prouver.

(<) : Supposons que l'image réciproque par f de tout ouvert de Y est un
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ouvert de X et montrons que f est continue sur X. Soit donc x un point
arbitraire de X et montrons que f est continue en x. Il s’agit de montrer
que pour tout W € v(f(x)), on a f~1(W) € v(zx). Soit donc W € v(f(x)) et
montrons que f~Y(W) € v(x) . Le fait W € v(f(x)) équivaut & l'existence
d’'un ouvert O de Y tel que f(z) € O C W.Onadoncz € f~1(0) C f~H(W).
Ce qui entraine (puisque f~1(O) est un ouvert de X, en vertu de I’hypothese
faite sur f que f~*(W) est un voisinage de z, comme il fallait le prouver. Le
théoreme est démontré.

O

Corollaire 1.13.1. Une application f : X — Y est continue sur X ssi
I'image réciproque de tout fermé de Y est un fermé de X.

Démonstration :

C’est une conséquence immédiate du théoreme précédent et de la formule :

f(CxB)=Cxf'(B) (VBCY)

1.11.2 Continuité uniforme

Définition 1.14. Une fonction f : X — X est continue au point a € X si
I'image réciproque f~'(V) de tous voisinage V de f(a) est un voisinage de
a. Cela s’ecrit

vV e Vf(a),ffl(v/) eV,
ou bien VU € 7/, f(a) €e U',3U € T,a € U et f(U) C U’

1.12 Homéomorphismes

Définition 1.15. On dit qu’une fonction f : (X, 7) — (Y, 7') est un homémorphismes
si f est bijective et bicontinue (f et f~! sont continues). dans ce cas, on dit
que (X, 7) et (Y,7') sont homéomorphes.

Définition 1.16. Deux espaces topologiques (X, 7) et (Y, 7') sont dits homéomorphes
s’il existe un homéomorphisme de X dans Y

Vocabulaire : Au lieu de dire que f et f~!sont continues, on pourrait
dire simplement que f est bicontinue.
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Remarques. La relation “homéomorphe a” est une relation d’équivalence
sur la catégorie de tous les espaces topologiques. En quotientant sur cette
relation, on obtient une classification des espaces topologiques. Cette classi-
fication ne tient compte que de la nature topologique des parties d’un espace
topologique. C’est d’ailleurs le sens de la définition suivante :

Définition 1.17. Une propriété concernant un espace topologique est ap-
pelée propriété topologique si elle se conserve par un homéomorphisme.

Exemple : La propriété de séparation est une propriété topologique.

1.13 Topologie d’un espace métrique

Tout espace metrique (X,d) est canoniquement muni d’une topologie,
comme 'afirme le

Définition 1.18. Soit (X, d) un espaces métrique. Alors
O={0C X:Yzxe€0O,3r, >0,B(x,r,) C O}

est une topologie sur X.

1.13.1 Caractérisation des voisinages et des ouverts
d’un espace métrique

Théoréme 1.2. (fondamental) Soit (X, d) un espace métrique et soient x
un point de X et V une partie de X. Alors, on a :

Vevr) & Je>0: Bre)CV
veET & VyeV,Ie>0: Bye)CV

Démonstration :

— Montrons la premiere équivalence du théoreme. L’implication réciproque
de cette équivalence est triviale. Montrons son implication directe. Soit
donc V' € v(z) et montrons qu’il existe Je > 0 tel que B(x,e) C V
. L’hypothese V' € v(z) équivaut a l'existence de O € 7, tel que
r € O C V . Par définition méme de 75 on peut écrire O sous la
forme O = U;erB(a;,r;) . Ainsi, le fait « € O C V entraine qu’il
existe i € I tel que x € B(a;,r;) C V . Il suffit alors de prendre
e = r1; —d(a;,x) > 0 pour avoir B(z,e) C V . En effet, pour tout
y € B(x,e) on a (en utilisant I'inégalité triangulaire) :

d(aiay) < d(abx) + d(ﬂf,y) < d(aiax) +e= Ty
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D'ou d(a;,y) < 7;; ce qui montre que y € B(a;,r;). Mais puisque
B(a;,r;) C V alors y € V' . Ceci confirme I'inclusion requise B(z,¢) C
V. L’'implication directe de la premiere équivalence du théoreme est
ainsi démontrée ; I’équivalence en question également.
— La seconde équivalence du théoreme n’est rien d’autre qu’une conséquence

immédiate de sa premiere équivalence et du théoreme 1.2 selon lequel
< Une partie V d’un espace topologique est un ouvert ssi V' est voisi-
nage de chacun de ses points ». Ceci complete la preuve du théoreme.

O

Remarque importante : La seconde équivalence du théoreme 1.2 est
tellement pratique que plusieurs auteurs la prennent comme une définition
de la topologie 74 associée a une distance d d’un espace métrique. Dans la
suite, nous 'utilisons abondamment pour démontrer d’importants résultats
sur les espaces métriques. L'un de ces résultats est la proposition suivante
qui nous informe de la nature topologique des boules fermées d'un espace
métrique.

Proposition 1.5. Toute boule fermée d'un espace métrique est un fermé.

1.13.2 Distance

Soit X un ensemble non vide.

Définition 1.19. Une distance sur X une application
d: X - R"
telle que, pour tous éléments x,y, z, de X, on ait :
i dz,y) =0 z=uy;
i d(z,y) = d(y,z);

iii. d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) donc d vérifie I'inégalité triangulaire.
On dit que (X, d) est un espace métrique.

Quelques remarques :

1. La propriété (ii) d’'une distance d s’exprime littérairement en disant
que d est symétrique.

2. L’inégalité de la propriété (iii) s’appelle I'inégalité triangulaire.
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Exemple. 1. Distance discréte.
Tout ensemble X peut étre muni de la distance, appelée distance discréte
définie par :
dlz,y)=1 siz#y
dlz,y)=0 siz=y

2. L’espace R" peut étre muni de diverses distances bien connexes :

siox=(x1,...,2,) et y=(y1,...,Yn)

a. distance euclidienne : d(z,y) = /> i, (@; — y;)?
b. distance : d(z,y) = > 1, |xi — yil
c. distance d(z,y) = mazi<i<n|T; — yi|.

Dans R, ces trois distances se confondent a : d(x,y) = |z — y|.

Définition 1.20. Un espace métrique est un couple (X, d) constitué d'un
ensemble non vide X et d’une distance d sur X. Lorsque d est seulement une
semi-distance, (X, d) le couple est appelé espace semi-métrique.

Exemple. i. L’application d : R> — R définie par :
d(l’,y) = |l’—y| V(:L‘7y) SEIN

constitue une distance sur R; on 'appelle la distance usuelle de R et
on la désigne souvent

ii. L’application d : C*> — R* définie par :
d(z1,22) = |21 — 22| (V21,29 € C)
constitue une distance sur C; on 'appelle la distance usuelle de C et

on la désigne souvent

1.13.3 Boule
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 1.21. Soit ¢ un élément de X et r un nombre réel strictement
positif.

_ 'ensemble des points
B(a,r) ={z € X : d(z,a) <r}

s’appelle la boule ouverte de centre a et de rayon r.
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_ 'ensemble des points

B(a,r) ={x € X : d(z,a) <r}
s’appelle la boule fermée de centre a et de rayon r.

Exemple. 1) Dans R, muni de sa distance usuelle, une boule ouverte de
centre a (a € R) et de rayon r (r > 0) est U'intervalle ouvert |a —r,a+7]
et une boule fermée de centre a et de rayon r est 'intervalle fermé
[a — 7, a + r]. Puisque tout intervalle ouvert |o,f[ (o, 3, @ < [ peut

s’ecrire sous la forme Ja — r,a + 7| ( il sufit de prendre a = 22 et

2
r= %ﬁ),on en déduit que :

Les boules fermées de R sont les intervalles fermés bornés.

2) Dans R?, muni de sa distance euclidienne, une boule ouverte de centre
a (a € R? ) et de rayon r (r > 0) est le disque ouvert de centre a et de
rayon r et une boule fermée de centre a (a € R?) et de rayon r (r > 0)
est le disque fermé de centre a et de rayon r.

3) Soit X un ensemble non vide muni de sa distance discrete. Alors pour
tout a € X et tout » > 0, on a :

B(a,r):{{a} si r<1 B(a,r):{{a} si r<l1

X si r>1 X si r>1

Les boules (ouvertes ou fermées) de X sont donc les singletons de X et
X lui méme.

1.14 Espaces métrique séparable

Définition 1.22. Un espace métrique (X,d) est dit séparable s'il vérifie
I’axiome suivante : ” X contient une partie au plus dénombrable dense”

En d’autre terme : X est séparable si selement s’il existe une partie finie ou
dénombrable A de X telle que I'adhérence A est espace tous entier (4 = X).



Chapitre 2

Espaces Compacts

2.1 Espace topologique compact

Définition 2.1. On dit qu'un espaces topologique (X, 7) est compact s’il
est séparé et si de tout recouvrement d’ouverts R on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

Proposition 2.1. Soint X; , X5 des espaces topologiques séparés avec X;
compact.

1. un fermés A C X dans un espaces topologique compact, muni de la
topologie induite, est compact ;

2. I'image f(X;) C X5, munie de la topologie induite, d'un espaces topo-
logie compact ;

3. 81 f: X7 — X, est un application continue et bijective, alors f est un
homéomorphisme.

Remarques. Pour les anglo-saxons, I'axiome de séparation n’est pas inclus
dans la définition de la compacité d’un espace topologique !

2.1.1 La propriété de Borel-Lebesgue d’un espace to-
pologique

Définition 2.2. Soit (X, 7) un espace topologique. On dit que X satisfait

la propriété de Borel- Lebesgue si : < De tout recouvrement ouvert de X, on

peut extraire un sous-recouvrement fini ». Autrement dit, si : V(O;);e; une

famille d’ouverts de X telle que (J,c; O; = X,3Iy C I, avec Ij fini, tel que
Uie[ 0, =X.

16
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2.1.2 La compacité d’un espace topologique

Définition 2.3. Un espace topologique (X, 7) est dit compact s'il est séparé
et vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Proposition 2.2. (fondamentale)

Soient (X, 7) un espace topologique séparé et A une partie de X. Alors A
est compacte ssi de toute famille (O;); € I d’ouverts de X dont la réunion
contient A, on peut extraire un nombre fini d’ouverts dont la réunion contient

A.
Démonstration :

Comme (X, 7) est séparé alors tout sous-espace topologique de X est séparé;
en particulier (A, 74) est séparé. Par conséquent, A est compacte ssi le sous-
espace topologique (A, 74) de (X, 7) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue.
I nous suffit donc de montrer que la propriété de Borel-Lebesgue pour (A, 74)
est équivalente a la propriété énoncée dans la proposition.

(=) : Supposons que (A, 74) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue et soit
(O;);er une famille d’ouverts de X telle que U;c;O; D A. Nous devons montrer
qu’il existe Iy C I, avec Iy fini, tel que U;e;,O; D A . La famille (O; N A) est
constituée d’ouverts de (A, 74) (puisque les 0; sont des ouverts de (X, 7)) et

vérifie :
Jwoina) = (UO)ﬂA:A
el
(puisqueU;c;O; D A par hypothese). Cette famille (O; () A);e; constitue
donc un recouvrement ouvert de (A, 74). Comme (par supposition) (A, 74)
satisfait la propriété de Borel-Lebesgue, on peut extraire de ce recouvrement
(O;A)ier de A un sous-recouvrement fini (O; () A)ies,(lo C I, Iy fini). On

a alors :
Jw:4) =
i€lp
c’est-a-dire :
(UOJOA:A
i€lp

D’ou 'on déduit que :

(o) = (ye)ra-a
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confirmant la propriété requise.

< : Supposons que de toute famille (O;);c; , d’ouverts de X dont la réunion
contient A, on peut extraire un nombre fini d’ouverts de X dont la réunion
contient A et montrons que le sous-espace topologique (A,74) de (X, 7))
satisfait la propriété de Borel-Lebesgue. Soit donc (£2;);c; un recouvrement
ouvert de (A, 74) et montrons qu’on peut en extraire un sous-recouvrement
fini. Comme chaque Q;(i € I) appartient a 74 alors w; s’écrit : w; = O; N A,
avec O; est un ouvert de X. Par hypothese, on a | J,.; €, qui sécrit donc
Uier(O; N A) = A, ce qui équivaut a :

Jwi(4) =4

il

i€l

et montre qu’on a :

el el

U@D(UOJQA_A

. On dispose ainsi d'une famille (O;);c; d’ouverts de X dont la réunion
contient A. D’apres notre supposition, on peut extraire de cette famille
un nombre fini d’ouverts de X dont la réunion contient A; autrement dit,
dly C I, I, fini, tel que :

Usier, 0; D A.

Ceci entraine qu’on a :
(UOJOA_A
i€ly
c’est-a-dire :

Jina)=A

i€lp

Ja=4

i€ly

Autrement dit :

Ce qui montre que la famille (£2;);c; est un recouvrement de A, qui est bien
fini et extrait du recouvrement ouvert initial (€2;);er de (A, 74). Ainsi 'on
conclut que (A, 74) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue, comme il fallait
le prouver. Ceci complete la preuve de la proposition.

m

Exemple. 1. Si X est un ensemble fini, muni de sa topologie discreteryis,
alors l'espace topologique (X, 745) est compact. En effet, X est bien
séparé et vérifie la propriété de Borel-Lebesgue (puisqu’il n y a qu’un
nombre fini d’ouverts de X, étant donné que X est fini).
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2. L’ensemble des nombres réels R, muni de sa topologie usuelle, n’est
pas compact. En effet, la famille (] — n,n[),ey constitue bien un re-
couvrement ouvert de R mais on ne peut extraire d’elle aucun sous-
recouvrement fini (car toute réunion finie d’intervalles ayant la forme
] = n,n[ (n € N) donne un ensemble borné

3. Les ensemble fermés et bornés de R", munis de la topologie induite,
sont des espaces topologie compacts.

Remarques. Pour les anglo-saxons, I'axiome de séparation n’est pas inclus
dans la définition de la compacité d’un espace topologique !

2.2 Caractérisation des espaces métriques com-
pacts

La propriété de Bolzano-Weierstrass d’un espace métrique

Définition 2.4. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X satisfait la
propriété de Bolzano- Weierstrass si : < Toute suite de X possede une sous-
suite convergente >.

Théoréme 2.1. (la caractérisation de Bolzano-Weierstrass). Soit (X, d) un
espace métrique. Alors X est compact ssi X satisfait la propriété de Bolzano-
Weierstrass.

Remarques. Il y a la compacité a la Borel-Lebesgue (qui est plus générale
puisqu’elle définit la compacité d’'un espace topologique quelconque) et la
compacité a la Bolzano-Weierstrass (qui est restreinte aux espaces métriques).
La caractérisation de Bolzano-Weierstrass (du Théoreme 2.1) est quelquefois
prise comme définition des espaces métriques compacts (notamment pour
les non matheux). Elle est effectivement moins abstraite et plus cernable
que la caractérisation en termes de recouvrements ouverts ; néanmoins, cette
derniere est plus puissante et plus riche en applications. Pour démontrer le
Théoreme 2.1, on a besoin du lemme suivant :

Lemma 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique satisfaisant la propriété de
Bolzano-Weierstrass. Alors pour tout recouvrement ouvert (O;);cr de X, il
existe 7 > 0 tel que pour tout z € X, la boule ouverte B(z,r) est incluse
dans I'un au moins des ouverts O;(i € I).

Démonstration :
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Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de X. On procede par l'absurde en
supposant que :

r>0;3z € X telque Viel/B(z,r) € O,

En prenant en particulier r = %(n € N*) | on obtient :

1
Vne N, dx, e X telque Viel:B (xn,—) Z O,
n
En fixant pour tout n € N* un tel z,, on obtient une suite(z,),en+ de X.
D’apres la propriété de Bolzano-Weierstrass (supposée satisfaite par X), cette
suite possede au moins une sous-suite convergente. Soit (7,(,)) une sous-
suite convergente de (), et £ € X sa limite. Comme (O;);c; constitue un
recouvrement de X, il existe 7y € I tel que ¢ € O,, . Par suite, puisque O;,
est un ouvert de X, il existe ¢ > 0 tel que : B(¢,e) C O;, . Fixons en un tel
e. Maintenant, puisque (2,)), converge vers £ alors il existe ny € N* tel que
I'on ait : -
Vn € N n>n; = d(@um))n, £) < 3 (2.1)
Par ailleurs, puisque la suite réelle (%n))n converge vers 0 alors il existe
ny € N* tel que l'on ait :
. 1 €
VneN :in>ny= ——< = (2.2)
p(n) 2
En utilisant (2.1) et (2.2) , on obtient que pour tout entier n > max(ny, xs)
et tout = € (), ﬁ)

d(z,l) < d(z,z,(n)) + d(xy(n), L)

1
< —— 4+ d(zom, b
P
2 2

D’ou l'on déduit que 'on a pour tout n > maz(ny,ns) :

1
Vo € B(x,(n), —, x € B(l,¢e),
(). =1 (t.¢)
ce qui montre que B(:v@(n),ﬁ) C B(l,e)(Yn > maz(ni,ne)) Mais
puisque B(¢,e) C O, , on en conclut que B(z,(n), ﬁ) C O;,(Vn > max(ny,ny)).

ce qui est en contradiction apparente avec la propriété de base de la suite
(Zp)n & savoir 'Vn € N*,Vi € I : B(x,, + €)0;
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2.3 Propriétés des espaces topologiques com-
pacts

Théoréme 2.2. Soit (X, 7) un espace topologique séparé. Alors toute partie
compacte de X est fermée.

Démonstration :

Soit A une partie de X. Supposons que A est compacte et montrons qu’elle
est fermée. Cela revient & montrer que Cx A est un ouvert. Ce qui revient
encore a montrer que CxA est voisinage de chacun de ses points. Soit donc
y € CxA et montrons que CxA est un voisinage de y.

Pour tout x € A, puisque x # y (car y € (xA ), la séparation de X entraine
qu’il existe un voisinage ouvert V, de x et un voisinage ouvert Vy(m) de y tels
que V. N Vy(x) = @ . Maintenant, comme A est supposé compact et qu’on a
de toute évidence :

UwoA4

alors on peut extraire de la famille d’ouverts (V,),ec4 une sous-famille finie
(Vi)iz1..n telle que U ,V,; D A. Par passage au complémentaires dans X,
on obtient (compte tenu des formules de De Morgan) :

n

()(CxVi) c CxA

i=1

Mais puisque Vy(z) C CxV, pour tout x € A (car V, N V;,(x) = @), il s’ensuit
que :
Enfin, comme

m‘/y(m) C ﬁ(CX‘/m) C ExA
=1 =1

Nz, Vy(m) est un ouvert de X contenant y (car c’est une intersection finie
d’ouverts de X contenant y), on en conclut que CxA est bien un voisinage

de y. Ce qui complete cette démonstration.
m

Théoréme 2.3. Soit (X,7) un espace topologique compact. Alors toute
partie fermée de X est compacte.

Démonstration :
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Soit A une partie fermée de X et montrons que A est compacte. D’apres
la Proposition 2.3 cela revient a montrer que de toute famille de fermés (de
X) d’intersection disjointe avec A, on peut extraire une sous-famille finie
d’intersection disjointe avec A. Soit donc (F;);e; une famille de fermés de X
d’intersection disjointe avec A (i.e.,((,c; Fi) N A = @) et montrons qu’on
peut extraire d’elle une sous-famille finie (F});c; (Ip C I, fini) telle que
Iintersection M;erF; soit disjointe avec A (i.e., (;c; F5) N A = @). Comme
A est supposée fermée, la famille {(F});c;, A} constituée des Fi(i € I) et
de A est une famille de fermés de X d’intersection vide. La compacité de
X entraine alors qu’on peut extraire de cette famille une sous-famille finie
d’intersection vide. Cette sous-famille est de 'une des deux formes suivantes :

(Fi)ielo ou {<Fi>i6107 A}

avec Iy C I, I fini. Dans les deux situations, on a :
Ce qui donne le résultat requis et acheve cette démonstration.
O]
Remarque : En réunissant les deux Théoremes 2.2 et 2.3, on voit que
dans un espace topologique compact, on a équivalence entre < partie fermée
> et <« partie compacte >.

Corollaire 2.4.1. Soient X un espace topologique et A une partie compacte
de X. Alors, toute partie fermée de X et incluse dans A est compacte.

Démonstration :

11 suffit d’appliquer le Théoreme 2.3 au sous-espace topologique A de X.

m
Le résultat de ce dernier corollaire peut s’exprimer littérairement comme
ceci : Toute partie fermée incluse dans une partie compacte d’un espace
topologique est, elle méme, compacte.

Théoreme 2.4. Dans un espace topologique séparé X, on a les deux pro-
priétés suivantes :
i) Toute réunion _finie de parties compactes de X est un compact de X.
ii) Toute intersection de parties compactes de X est un compact de X.

Théoreme 2.5. Soit X un espace topologique compact. Alors toute suite
de X possede au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration :
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Soit (2, )nen une suite de X.
I'ensemble des valeurs d’adhérence de (z,), est égale a :

ﬂ ., avec Fy :=A{x,,n > k}.

Il s’agit donc de montrer que NgenF) # @. Procédons par 'absurde en sup-
posant que NgenFj = @. Alors, comme X est compact, on peut extraire de la
famille de fermés d’intersection vide (Fj)ren une sous-famille finie (F;)i=1. .,
d’intersection vide ; soit

Fp,Neo-NE, =@

. Mais d’un autre coté on a (puisque tout ensemble est contenu dans son
adhérence) :

Fo,N---NF D ﬂ{zn,nZkz} ={z,,n > mazx(ky,... . k)} # O

=1

ce qui contredit bien le fait établi juste au dessus. On a donc NgenF) # 9.
et la suite (z,), possede, par conséquent, au moins une valeurs d’adhérence.

Le théoreme est démontré.
O

2.4 Espaces totalement bornés

Définition 2.5. Un espace métrique (X, d) est dit totalement borné (ou
précompact) si pour tout ¢ > 0, il existe un recouvrement fini de X
constitué de boules ouvertes de rayon . Ce qui s’exprime avec le symbo-
lisme mathématique par :

Ve >0,dn € N* Jzy,... 2, € X : B(xy,e) U B(z9,6) U---U B(zp,e) = X

Définition 2.6. Un espace métrique (X, d) est dit totalement borné (ou
précompact) si pour tout € > 0, il existe un nombre fini de parties de X,
de diametres < ¢, qui recouvrent X. Ce qui s’exprime avec le symbolisme
mathématique par :

V8>0,E|n€N*,E|A1,...,AnCX:A1UA2U--~UAn:X et 5(141) <e€ (VZE{].,,’R})

La preuve de I'équivalence des deux définitions précédentes est facile et est
laissée comme exercice au soin du lecteur.

Exercice : Montrer que tout espace métrique totalement borné est borné.



CHAPITRE 2. ESPACES COMPACTS 24

Théoréme 2.6. (fondamental)
Un espace métrique est compact si et seulement s’il est complet et totalement
borné.

Corollaire 2.6.1. (Heine-Borel)
Les parties compactes de R (muni de sa distance usuelle) sont exactement
ses parties fermées et bornées.

Démonstration :

Soit A une partie de R.
(=) : Supposons que A compacte. Alors, d’apres le Théoreme 2.2, A est
fermée. Et d’apres le Théoreme 2.6, I'espace métrique(A, dy|, ) est totalement
borné, donc borné (d’apres le résultat de l'exercice ci-dessus). Ainsi, A est
une partie fermée et bornée de R.
(<) : Supposons que A est un fermé borné de R. Montrer que A est compacte
équivaut a montrer (en vertu du Théoreme 2.1) que toute suite d’éléments
de A possede une sous-suite convergente dans A. Soit donc (z,),en une suite
d’éléments de A et montrons qu’elle possede une sous-suite convergente vers
un élément de A. Comme A est supposée bornée alors (x,), est une suite
réelle bornée. Il s’ensuit (en vertu du théoreme de Bolzano-Weierstrass) que
(n)n possede une sous-suite convergente ($¢(n))neN, disons vers une limite
¢ € R. Comme (Zy(y))n est une suite d’éléments de A (puisqu’elle est extraite
d’une suite d’éléments de A) alors sa limite ¢ appartient a A. Mais puisque
A est supposée fermée, on a; d’ott £ € A. Ainsi (2,(n))n est une sous-suite de
(n)n qui converge vers un élément de A. Ce qui donne le résultat requis et
complete cette démonstration.

O

2.5 Compacité et continuité

Soit (X, 7), (Y, 7') deux espaces topologiques.

Théoreme 2.7. Soit f : X — Y une application continue d'un espace
topologique compact X dans un espace topologique séparé Y. Alors f(X)
est une partie compacte de Y.

Démonstration :

Démonstration. Montrer que f(X) est une partie compacte de Y revient
a montrer (d’apres la proposition 2.2) que de toute famille d’ouverts de Y
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dont la réunion contient f(X), on peut extraire une sous-famille finie dont la
réunion contient f(X). Soit donc (£2;);e; une famille d’ouverts de Y dont la
réunion contient (f(z) et montrons qu’on peut en extraire une sous-famille
finie dont la réunion contient f(X). Par hypothese, on a :

Uaio rix
el

Ce qui entraine que :

= (U Q> S X))

el

- Mais puisque f~! (U,c; %) = Uier £ ()
et que f71(f(X)) = X, il s’ensuit que :

U
iel
c’est-a-dire (puisqu’on a aussi évidemment U;c(2;)f™! C X) :
Js
iel
Cette égalité ensembliste montre que la famille f~1(€2;));e; constitue un re-
couvrement de X. De plus, comme f est continue et que les ;(i € I) sont
tous des ouverts de Y, ce recouvrement est ouvert. Par suite, puisque X est

compact, on peut alors extraire de (f~(€%))ier un sous- recouvrement fini
de X. Autrement dit, il existe Iy C I, avec [ fini, tel que :

s

i€lp

f (U f1<92->> = f(X)

Mais puisque f (Uzelo ! ) = Uier, fF(F7H(Q0)) et que f(f1()) C
Q (Viely),omnaf(U () C Uier, € et il en résulte, de ce fait,
que :

Il s’ensuit de cela que :

ZEI()

UQz'Df(X

i€lp

, ce qui donne bien le résultat requis. Le théoreme est démontré.
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2.6 Applications continues sur un compacts

Théoreme 2.8. Soit f : X — Y une application continue d'un espace
topologique compact X dans un espace topologique séparé Y. Alors f(X)
est une partie compacte de Y.

Démonstration :

Montrer que f(X) est une partie compacte de Y revient & montrer (d’apres la
Proposition 2.2) que de toute famille d’ouverts de Y dont la réunion contient
f(X), on peut extraire une sous-famille finie dont la réunion contient f(X).
Soit donc (€2;);er une famille d’ouverts de Y dont la réunion contient f(X)
et montrons qu’on peut en extraire une sous-famille finie dont la réunion
contient f(X). Par hypothese, on a :

UQi D f(X)

Ce qui entraine que :

= (U Q) S5 FA0)

iel
. Mais puisque f~! (U;c; Q) = Uics f71 () et que f7H(f(X)) = X, il s’en-

suit que :

Urt@)ox

iel
; C’est-a-dire (puisqu’on a aussi évidemment |J,., f71(€;) C X) : Cette
égalité ensembliste montre que la famille f~1(;));c; constitue un recouvre-
ment de X. De plus, comme f est continue et que les €;(i € I) sont tous
des ouverts de X', ce recouvrement est ouvert. Par suite, puisque X est com-
pact, on peut alors extraire de (f~'(€;))ic;r un sous-recouvrement fini de X.
Autrement dit, il existe Iy C I, avec I fini, tel que :

U@ =x

i€lp

Il s’ensuit de cela que :
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Mais puisque f (Uielo f‘l(QZ-)) = User, FOFH0) et que f(f7H) € Qs (Vi€
Iy), on a f (Uielo f‘l(Qi)) C Uiey, S et il en résulte, de ce fait, que :

UQz‘Df(X)

i€lp

, ce qui donne bien le résultat requis. Le théoreme est démontré.
m

Corollaire 2.6.2. Soit f : X — Y une application continue d’un espace
topologique X dans un espace topologique séparé Y et soit A une partie
compacte de X. Alors f(A) est une partie compacte de Y.

Démonstration :

11 suffit d’appliquer le Théoreme 2.8 a I'application f|A: A — Y (la restric-
tion de f a A).

Le résultat de ce dernier corollaire peut s’exprimer brievement comme ceci :
L’image d’un compact par une application continue est un compact

(lorsque l'espace d’arrivée est séparé).
O

Corollaire 2.6.3. Toute bijection continue f : X — Y d’un espace topolo-
gique compact X dans un espace topologique séparé Y est un homéomorphisme.

Démonstration :

Il s’agit de montrer que f~! : Y — X est continue. Ce qui revient & montrer
que 'image réciproque par f~! de tout fermé de X est un fermé de Y.
Autrement dit, I'image par f de tout fermé de X est un fermé de Y. Comme
X est compact, alors (en vertu du Théoréme 2.3) tout fermé de X est un
compact de X ; ce qui entraine (en vertu du Corollaire 2.6.2) que son image
par f est un compact de Y ; qui est par conséquent un fermé de Y (en vertu du

Théoreme 2.2). Ceci confirme le résultat requis et achéve cette démonstration.
O

Théoréme 2.9. (le premier théoreme de Heine).

Soit f : K — R une application continue d’un espace topologique compact
K dans R. Alors f est bornée et atteint ses bornes. Dans la démonstration
qui va suivre de ce théoreme, on s’appuie sur le résultat de I’exercice suivant
dont la solution est laissée au soin du lecteur !

_ Exercice : Montrer que pour toute partie bornée A de R, on a :infA €
A et supAeA:
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Démonstration :

Le Théoreme (2.8) assure que f(K) est une partie compacte de R; ce qui
revient a dire que c’est une partie fermée et bornée de R. Le fait que f(K)
est bornée équivaut a dire que f est bornée et entraine par ailleurs (d’apres
le résultat de I'exercice précédent) que :

inff(K)€e f(K) et supf(K)=f(K)

. Mais puisque f(K) est fermé, on a f(K)

inff(K) € f(K) et supf(K)e f(K)

f(K), ce qui conclut que :

Ce qui revient a dire que f atteint ses deux bornes inférieure et supérieure.
Ceci complete la preuve du théoreme.
O

Théoréme 2.10. (le second théoreme de Heine - 1872)
Toute application continue d’'un espace métrique compact dans un espace
métrique quelconque est uniformément continue.

Démonstration :

Soient (X,dx) et (y,d,) deux espaces métriques, avec X compact, et soit
f X — Y une application continue. Il s’agit de montrer que pour tout
e >0, il existe 06 > 0 tel que :Vaq,25 € X :

dx(r1,22) < = dy(f(21), f(22)) <€

Montrons cette propriété pour un € > 0 fixé arbitrairement. Pour tout
x € X, il découle de la continuité de f en z, qu’il existe §, > 0 tel que 'on
ait pour tout #’ € X :

dx(z,3") <0, = dy(f(x), f(2')) < (*)

DO ™

Par suite, comme la famille (B(z, 2£)),ex constitue (de toute évidence) un

recouvrement ouvert de X et que X est compact, alors on peut extraire de
ce recouvrement un sous-recouvrement fini (B(z, %)),e; (I C , I est fini).
Prenons

0= minxef% (>0)
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On a par conséquent :

J
dX(Qio,ili'l) < % < (5350
et
Oz Ouo Oy
dx (0, 1) < dx (0, 21) + dx (21, 22) < 5 T 6 < 5 t5 = Oz
Il s’ensuit (en vertu de (*) qu’on utilise pour (z,2') = (x ;) puis pour
(z,2") = (0, 22)) qu'on a :
£ €

dy (f(2o), f(21)) < Setdy (f(wo). flz2)) < 3

D’ou :
e €
dy (f(21), f(22)) < dy (f(21), f(20)) + dy (f(20), fla2)) < 5+ 5 =¢

En récapitulant (depuis I'introduction des deux points x; et 5 de X), on a :
x1,To € X : dx(xl,l‘g) <= dy(f(l’l, f(ZL'Q)) <ég,

comme il fallait le prouver. Le théoreme est démontré.

[]

Proposition 2.3. Soient (X, 7) un espace topologique séparé et A une partie
de X. Alors A est compacte ssi de toute famille de fermés (de X) d’inter-
section disjointe avec A, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection
disjointe avec A

2.7 Espaces localement compacts

Définition 2.7. Un espace topologique X est dit localement compact si tout
point de X possede un voisinage compact.

Exemple. Les espace R"(n € N*) sont localement compacts. En effet, pour
tout X € R", la boule fermée B(X,1) est fermée et bornée, donc compacte
, et ¢’est un voisinage de .



Chapitre 3

Espaces complets

3.1 Suites de Cauchy
Définition 3.1. Un suite (x,),en de X est dite de Cauchy ssi

Ve >0,IN e N;p,ge N:p>q¢g>N=d(X,,X,) <e¢

3.1.1 Quelques propriétés simples des suites de Cau-
chy

Proposition 1 :

Toute suite de Cauchy d’un espace métrique est bornée.
Démonstration :

Soit (2, )nen une suite de Cauchy d’un espace métrique (X, d). Il existe donc
N € N tel que 'on ait pour tous p;q € N, avec p < N : d(X,,, X,) < 1. Ceci
revient a dire que 'ensemble {x,,n > N} est borné (de diametre < 1). Par
ailleurs, ’ensemble {xq,x1,...,zx} est également borné (puisqu’il est fini).
Il en résulte donc que ’ensemble

{zp,n e N} e N={xg,21,...,2n} U{x,,n > N}

est aussi borné (en tant que réunion de deux ensembles bornés). Autrement
dit, la suite (z,)nen est bornée. La proposition est démontrée.
O

30
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Proposition 2 :

Toute suite convergente d'un espace métrique est de Cauchy.
Démonstration :

Soient (X, d) un espace métrique et (x,),en une suite d’éléments de X. Sup-
posons que (z,), est convergente (vers un certain [ € X) et montrons qu’elle
est de Cauchy. Soit ¢ > 0. Pour tous p,q € N, on a (d’apres l'inégalité
triangulaire) :

d(zp, xy) < d(zp, 1) + d(x,,1).

Mais puisque lim,,_, o 7, = [, il existe N € N tel que Vn > N : d(z,, 1) < 5.
Pour un tel IV, en prenant donc p > ¢ > N, on obtient : d(z,,l) < §. Ce qui
entraine (d’apres l'inégalité triangulaire de ci-dessus) : d(zn,l) < §+ 5. En
récapitulant, on a :

V>0,dN €N telque Vg, PeN p>q¢g>N=d(z,z, <e¢

Quelques Remarques :

1. La réciproque de la Proposition 3.1.1 n’est pas toujours vraie. Au-
trement dit, une suite de Cauchy d’un espace métrique quelconque
n’est pas toujours convergente. Pour s’en convaincre, traitons deux
exemples :

a. Dans X =0, +oo[, muni de la distance induite de la distance
1

usuelle de R, la suite de terme général =, = =(n € N* est de
Cauchy dans X (puisque lim, ;1o |2, — 2, = 0) mais elle n’est
pas convergente dans X (car sa limite dans R est égale a 0 et
0# X).

b. Dans X = Q, muni de la distance induite de la distance usuelle de
R, la suite de terme général x,, = Y, _, % est de Cauchy (exercice)

mais elle n’est pas convergente dans X (car sa limite dans R vaut
eete#Q).

2. Si X est un ensemble non vide et d et d’ deux distances topologiquement
équivalentes de X, une suite d’éléments de X peut étre de Cauchy
dans (X, d) et ne pas l'étre dans (X, d’). Pour s’en convaincre, voici
un exemple : X de la distance soit X =]0, +oo[ et soient d la distance
induite sur X de la distance usuelle de R (ie.,d(z,y) := |z — y|,Vz,y €
X)
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définie par : d'(z,y) :== |+ — §| (Vz,y € X).

On a d et d sont topologiquement équivalentes; et pourtant la suite
de terme général x,, = t(n € N* est de Cauchy dans (X, d) mais elle
n’est pas de Cauchy dans (X, d’). Ainsi, la propriété d’< étre de Cauchy
> pour une suite n’est pas une propriété topologique (i.e., elle n’est pas
conservée par I'application d’'un homéomorphisme) ; elle n’est donc pas
généralisable aux espaces topologiques quelconques.

3. On verra plus loin que si X est un ensemble non vide et d et d’ deux
distances équivalentes sur X alors toute suite de Cauchy dans (X, d)
est également une suite de Cauchy dans (X, d').

Proposition 3 :

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y une
application uniformément continue. Alors pour toute suite de Cauchy (z,)nen
de (X,dx) , la suite (f(2z,))nen est de Cauchy dans (Y, dy).

Démonstration :

Soit (zp)neny une suite de Cauchy dans (X, dx) et montrons que la suite
(f(xn))nen est de Cauchy dans (Y, dy). . Etant donné € > 0, comme f est
uniformément continue, il existe n > 0 tel que :

Vo, o' € X dx(z,2') <n=dy(f(x), f(z')) <e (3.1)

Fixons un tel . Comme (z,)n est de Cauchy (dans (X, dx)), il existe N € N
tel que Vp,q € N, avec p >q > N, on a :

dX('rpa :L‘q) < n;

ce qui entraine (en vertu de (3.1) qu'on a :

dy (f(xp), f(zq)) < e

. En récapitulant, on a : Ve > 0, AN € N tel que Vp,q € N; avec p > g > N ;
on a : dy(f(z,), f(z,)) < €. Ce qui montre que la suite (f(x,))n est de
Cauchy dans (Y, dy). La proposition est démontrée.

]

Corollaire

Soit X un ensemble non vide et soient d et d’ deux distances équivalentes
sur X. Alors toute suite de Cauchy dans (X, d) est également une suite de

Cauchy dans (X, d').
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Démonstration :

Comme d et d' sont deux distance équivalentes de X, alors l'application
identité id : (X,d) — (X, d’) est lipschitzienne et est donc uniformément
continue. Il s’ensuit que 'image par id de toute suite de Cauchy (x,), de
(X,d) (qui n’est rien d’autre que la suite (z,), elle méme) est une suite
de Cauchy dans (X, d’). Autrement dit, (z,), est une suite de Cauchy dans
(X,d"). Le corollaire est démontré.

[

Proposition 4 :

Toute sous-suite d’'une suite de Cauchy d’'un espace métrique est elle
méme de Cauchy.

Démonstration :

Soient (x,)nen une suite de Cauchy d’un espace métrique (X, d) et (z,.k)ken
une sous-suite de (x,,), (ol (ng)ken est une suite strictement croissante d’en-
tiers positifs). Montrons que (x,k); est elle méme de Cauchy. Etant donné
e > 0, comme (z,),en est de Cauchy, il existe N € N tel que Vp,q € N, avec
p>q>N,ona:d(z,z,) <e Etant donné un tel N, puisque (ny); est une
suite strictement croissante d’entiers positifs, on a pour tous p,q € N, avec
p>q>N:n,>n,>q>N;dolud(T,, ) < e (dapres la propriété de
Cauchy précédente vérifiée par (z,),). En récapitulant, on a : V > 0,3 € N
tel que Vp,q € N javec p > ¢ > N , on a :d(zpy, Tn,) < €. Ce qui montre que
la sous-suite (x,x)x de (x,), est de Cauchy. La proposition est démontrée.
O

Proposition 5 :

Si une suite de Cauchy d’un espace métrique possede une valeur d’adhérence
alors elle converge vers cette valeur d’adhérence.

Démonstration :

Soit (2, )nen( une suite de Cauchy d’un espace métrique (X, d). Supposons
que (Z,)nen possede une valeur d’adhérence £(¢ € N) et montrons que (),
converge vers £. Soit , avec p > ¢ > N : d(zp,7,) < §. Fixons un tel N.
Comme ¢ est une valeur d’adhérence de (x,),, il existe ng > N tel que
d(xno, ) < 5 . Par suite, en vertu de l'inégalité triangulaire, on a pour tout
entier positif n > ng :

d(mnvg) Z d(l’n,l'no) + d<$n0,€> < % + % =€
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En récapitulant, on a donc :
V>0,dng €N tel que :n > ng = d(x,,l) <e

. Ce qui montre bien que la suite (z,), converge vers ¢. La proposition est
démontrée.

]

3.2 Quelques propriétés des espaces complets

Complétude d’un espace métrique produit

Proposition 3.1. Soient (X;,d) et (X3,d) deux espaces métriques et soit
X = X; x X, muni des distances produit définies au (on munit par exemple
X de la distance d = max(dy, ds) des espaces Alors 'espace métrique produit
(X, d) est complet ssi chacun des deux espaces métriques (X1, d) et (X, d)
est complet.

Démonstration :

(=:) Supposons que l'espace produit (X,d) est complet et montrons (en
faisant d’une pierre deux coups) que chacun des deux espaces (X;,d) et
(X2, d) lest aussi. Soient alors (2,)nen €t (Yn)nen deux suites de Cauchy de
(X1,d) et (X3,d) respectivement et montrons qu’elles sont toutes les deux
convergentes. Par hypothese, on a : Ve > 0,dN € N tel que Vp,q € N :

p>q>N=di(v,,2,) <e et dalypy,) <¢;
~ max(d(xp, xq)v d2(yp7 yq)) < &
< d((zp, Yp), Tq: Yg)) < €.

Ce qui montre que la suite ((z,,y,)) d’éléments de X est de Cauchy dans
(X, d) et puisque (X, d) est supposé complet, on en déduit que ((z — n,y,))
est convergente dans (X, d). En désignant par ({1, /) € X sa limite, on a :

Ve >0,dng e N: telque Vn €N
n > ng = d((n, Yn), (€1, 02)) < €;

< max(di(x,, b1),da(x2,ls)) < &
A dl(xnagla d?(yn7£2)) < €.
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Ce qui montre que la suite (z,), converge vers ¢; (dans X;,d;)) et la suite
(Yn)n converge vers lo(dans(Xs, ds)). D’ou la complétude de chacun des es-
paces métriques (X, d)et (Xo,d) .

(<) : Supposons que les deux espaces métriques (Xi,d;) et (Xo,ds) sont
complets et montrons que 'espace produit (X, d) l'est également. Soit donc
((@n, Yn))nen une suite de Cauchy de (X, d) et montrons qu’elle est conver-
gente. Par hypothese, on a : Ve > 0,dN € N tel que Vp,q € N :

p>q>N=d(zp,yp) (T4, 4) <&
<~ maw(dl (x}% le)a dQ(yP> yq)) <¢g;
& di (), xy) < cetda(yp, yq) < €.

Ce qui montre que chacune des deux suites (,)nen €t (Yn)nen, de (X1, dy)
et (Xo,ds) respectivement, est de Cauchy. Comme chacun des deux espaces
métriques (X1, d;) et (X3, ds) est supposé complet, il s’ensuit que chacune de
ces deux suites est convergente dans ’espace ou elle est définie. En désignant
par {1 € X la limite de la suite (z,), et par {5 € X5 la limite de la suite
(Yn)n, ona : Ve >0,IN € N  tel que VneN

n>mng=di(z,, ) <e
< max(di(xn, 01),d2(yn, b)) < €
A d d((xnv yn)7 (617 62) < E.

Ce qui montre que la suite ((x,, y»)), de (X, d) converge vers (¢1,05) (€ X).
L’espace métrique (X, d) est ainsi complet. La proposition est démontrée.
m

3.3 proloungement par continuité

Le probléme est le suivant :
Soient :

1. X,Y deux espaces métriques
2. A une partie partout dense de X (A = X))
3. f une application de A dans Y continue sur A.

Peut-on prolonger f en une application g : X — Y continue sur X 7
Avant de résoudre ce probléme, nous allons établir quelques résultats préliminaires.
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3.4 Théoreme du point fixe

Définition 3.2. (1) On dit que f : (X,d) — (Y,d') est lipschitzienne et
de rapport k£ > 0 si pour tout x et y € X, on a

d'(f(x), f(y)) < kd(z,y)

(2) On dit que f : (X,d) — (X,d) est une contraction si f est lipschit-
zienne et de rapport £ < 1 (on dit aussi que f est contractante).

(3) Soit f: X — X. On dit que a est un point fixe pour f si f(a) = a.

Remarques. Si f est lipschitzienne, alors f est uniformément continue sur

X.

Exemple. 1.) Si f est la fonction identité, alors tout point est un point
fixe.

2.) Si f est I'application définie par f(x) =z + 1, alors f n’a pas de point
fixe.

Théoréme 3.1.

Toute contraction f d’un espace métrique complet (X, d) admet un point
fixe.

Démonstration :

— Existence. Considérons la suite (z,,) définie par

x1 = f(x0),xa = f(x1), ..., Tps1 = f(zn),. ..

La suite (z,,) est une suite de Cauchy. En effet, nous avons

d($n+1,l’n) - d(f(fL‘n), f(xn—l)) S kd(xnaxn—l)
d(ZEn, xn—l) S kd<xn—17 xn—2)

d([L‘Q,ZEl) S kd(l‘l,l'o)
n multiplie membre & membre, on a d(z,+1,T,) < k"d(x1, x0)

Soit p > 1, alors

d(xnﬂm xnﬂ?fl) + (T, )

d(er»pa xn) S
<y i
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Entre crochets, on a une progression géométrique de raison k,
dont on connait la somme, ce qui donne

n _Lp n

k (11_:) (21, 39) < 1k_k
Comme k < 1, la série est convergente et d(zy,+p, x,) -0 quand n —
00, donc la suite est de Cauchy.
La suite (x,) est de Cauchy dans X complet (z,) converge vers a et
avec T, = f(zn,—1),quand x — a , on obtient a = f(a) (car f est
continue),c’est-a~dire que a est un point fixe pour f. a est un point
fixe pour f.

— Unicité. Soit @’ un point fixe quelconque de f. On a

d(a,a’) = d(f(a), f(a)) < kd(a,d)

(car f est contractante), et donc (1 — k)d(a,a’) < 0 Comme k < 1, alors
1 —k >0 et donc d(a,a’) <0 qui n’est possible que si a = a'.

d(ZTnyp, Tn) < d(1, o)

]

Remarques. 1.) Si k = 1 le théoréeme est faux; il n'y a ni existence, ni
unicité. A titre d’exemples :
— Considérer dans X = R et la fonction f(z) =z + 1. Alors

d(f(x), f(y) = |f(z) = fW)| = & — y| = d(z,y)

et il n’existe pas de point fixe.
— Si on considere X = R et la fonction f(x) = z, alors tous les points
sont fixes.

2.) Si pour tout z et y € X, d(f(z), f(y)) < d(x,y), alors il y a unicité
mais il n’y a pas existence. A titre de contre-exemple, considérer f(z) =
log(1+ €").

Alors il n’existe pas de point fixe; si-non on aurait log(1 + €*) = xce
qui donne 1 + e* = e” c’est-a-dire 1 = 0.

3.) Le théoreme est faux si (X,d) est non complet. A titre de contre-
exemple, considérer X =]0,1[ et f(z) = 5 .

4.) Il existe d’autres énoncés du théoreme du point fixe (sorte de généralisation),
donnés ci-dessous.

Théoréme 3.2. Théoreme de Brouwer !
Si X est la boule unité dans R*(X = B7(0,1)) et si f est une application
continue de X dans X alors f admet un point fixe.

1. Luitzen Egbertus Jan Brouwer, Mathématicien néerlandais, 1881-1966
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Théoréme 3.3. Théoréme Tychonov 2
Si X compact est convexe dans X (e.v.t. localement convexe) et si f est
continue X — X, alors f admet un point fixe (non nécessairement unique).
Le théoréeme de Brouwer peut étre vu comme un cas particulier du théoreme
de Tychonov (avec X = B/(0,1) C R").

Théoréme 3.4. Théoréme de Baire® Dans un espace métrique complet X,
tout ouvert # non vide est non maigre.

Démonstration :

— Remarquons qu’une partie A est rare si A° = () dans X. Alors il existe
une boule fermée B/ C 6 et disjointe de A (sinon AN B/ # () =
ANO # 0 cest-a-dire A partout dense, donc non rare).

— Supposon au contraire qu’il existe un ouvert non vide 0 tel que 6 =
U,en An ol les A, sont rares.

i) Comme A est rare, alors il existe B! < 6 de rayon ro < 1 tel que
0 Y q

B{nA=09.

(ii) En remplagant 6 par By et Ay par A, on voit qu'il existe une boule
fermée Bg C By C B(J; de rayon r; < 1 et telle que B{ N A, =0.

(iii) Etc. Par récurrence.

(iv) Pour tout n > 0,ilexiste une boule fermée Bf € B,_, € B!_| de
rayon r, < + et tel que Bf N A, = 0.
(BJ) est une suite décroissante de fermés non vides dans (X, d)
complet, comme lim,,_.0(BJ) = 0 (car 6(BJ) < 2).Son intersec-
tion est réduire a un point a de #. Par ailleurs a n’appartient a
aucun A,, puisque Bf N A, = 0, d’ott la contradiction.

]

Remarques. Le théoréme reste vrai pour tout espace topologique X (pas
forcément métrisable) mais localement compact.

Corollaire 3.2.1. Tout espace métrique complet est non maigre.
Démonstration :

Pour la démonstration, il suyt de prendre 6 = X.

2. Andrei Nikolaievich Tychonov, Mathématicien russe, 1906-1993
3. René Baire, Mathématicien francais, 1874-1932



CHAPITRE 3. ESPACES COMPLETS 39

Exemple. R est non maigre. Par conséquent R est non dénombrable, car
sinon il serait réunion d’ensembles rares, c¢’est-a-dire maigre.

Corollaire 3.2.2. Dans un espace métrique complet X, si M est maigre
alors Cy; est non maigre et partout dense.

Démonstration :

— Si 0y, était maigre, alors X = M U C,; serait maigre.

— (L est partout dense, sinon il existerait un ouvert § # 0 tel que
Cas N6 = 0. Par conséquent § C M donc @ est maigre; ce qui est en
contradiction avec le théoreme de Baire.

]

Remarques. 1.) On appelle espace de Baire tout espace topologique dans
lequel tout ouvert non vide est maigre.
— Un espace métrique complet est donc un espace de Baire.
— On démontre que tout espace topologique localement compact est
un espace de Baire.

2.) Le théoreme de Baire permet de montrer parfois l'existence d’éléments
d'un espace métrique X complet vérifiant une propriété P apparem-
ment exceptionnelle (par exemple : fonction continue et derivable en
aucun point, série de Fourier d’une fonction continue qui diverge en
tous les points d’un ensemble dénombrable,. . .)

3.) Les applications les plus importantes sont dans la théorie des espaces
vectoriels topologiques (evt).



Chapitre 4

Espaces connexes

4.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 4.1. Un espace topologique (X, 7) est dit connexe s’il n’existe
pas de partition de X, constituée de deux ouverts. Autrement dit, X est
connexe s’il n’est pas possible de I’écrire sous la forme :

X=0UO0O; avec 0,0€7,0#¢ e ONO = ¢.

Définition 4.2. Un espace topologique (X, 7) est connexe s’il n’existe pas
de partition de X, constituée de deux fermés. Autrement dit, X est connexe
s’il n’est pas possible de I'écrire sous la forme : X = FFU F’; avec F, F' des
fermésde X; F#£ ¢, F'#£¢ e FNF =¢

Définition 4.3. Un espace topologique (X, 7) est connexe si les seules parties
de X qui sont ouvertes et fermées a la fois sont X et ¢. L’équivalence de ces
trois définitions est facile a prouver et est laissée au soin du lecteur.

Définition 4.4. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie de X.
On dit que A est connexe si le sous-espace topologique (A, 74) de X est
connexe.

Définition 4.5. Soit X un ensemble non vide , posons U = {0, 1}, on appelle
qu’a toute partie A de X on peut associer ( de fagon bijective ) sa fonction
caractéristique vy, : X — U définie par :

(z) 1 sizeA
x:
A 0 sixEEA

U sera également muni de la distance discréte , il n’est donc pas connexe.

40
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Exemple. L’ensemble R muni de sa topologie usuelle est connexe .

Théoreme 4.1. 1l y a équivalence entre :
1. X est connexe

2. il n’existe aucne application continue de X sur U.
Démonstration :

1) — 2)X connexe, s'il existe une surjection continue
f: X = U f(X)= X serait connexe.
2) — 1) Supposons X non connexe : il existe un ouvert fermé de A avec
A # ®, A+ X lafonction v, est alors surjective . En outre v4 est continue :
@) = @43 ({1}) = 4,
7:1(0) = 04,7, (U) = X : ce sont tous des ouverts de X.se qui est contra-
dictoire.
[l

N.B.Autrement dit, X est connexe si et seulement si les seules applica-
tions continues de X dans U sont applications constantes.

La proposition suivante peut étre également considérée comme une ca-
ractérisation des espaces topologiques connexes. Elle constitue aussi un outil
pratique pour prouver d’intéressantes propriétés de connexité.

Proposition 4.1. Un espace topologique X est connexe si et seulement si
toute application continue f : X — {0,1}(ou 'ensemble {0,1} est muni de
sa topologie discrete) est constante.

Démonstration :

Soit X un espace topologique.

(=) : Supposons que X est connexe et soit f : X — {0,1} une application
continue. Puisque la partie {0} de I'espace topologique discret {0,1} est a
la fois ouverte et fermée, alors (vu que f est continue) son image réciproque
F71({0}) par f est une partie a la fois ouverte et fermée de X. Mais puisque X
est connexe, on en déduit qu’on a : ou bien f~!({0}) = ¢, ou bien f~1({0}) =
X. Si alors f est constamment égale & 1 sur X et si f~1({0}) = X alors f est
constamment nulle sur X. Dans les deux cas, f est bien constante, comme il
fallait le prouver.

(<) : Nous allons montrer la contraposée de 'implication inverse. Supposons
que X n’est pas connexe (donc il existe deux ouverts non vides et disjoints
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UetV de X tels que UUV = X) et montrons l'existence d’une application
continue et non constante de X dans {0, 1}. Soit f : X — {0, 1}, définie par :

ﬂ@:{iii@ (Vz € X)

Cette application f est continue sur X puisque I'image réciproque de tout
ouvert de {0,1} est un ouvert de X (en effet f~1(¢) = o, f71({0}) =
U, f71({1}) = V et f71({1}) = X sont tous des ouverts de X) et elle n’est
pas constante. Ainsi, f est bien I'une des applications requises. Ceci complete
la preuve de la proposition.

[

La proposition suivante est immédiate :

Proposition 4.2. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie de
X. Alors A est une partie connexe de X si et seulement s’il n’existe pas deux
ouverts de X dont la réunion contient A, l'intersection est disjointe avec A
et tels que chacun d’entre eux rencontre A. Autrement dit, A est connexe si
et seulement s’il n’existe pas d’ouverts U et V de X tels que :

UUVOAUNA=UNA£SVNAZS

O
Exemple. 1. La partie Z de R n’est pas connexe car les deux ouverts
1 1
U=|—-o00,= V==
] 0, 2 [ ’ ] 9’ +OO[

de R vérifient :

UUVDOZUNVNZ=¢ e VNLF*¢P

2. La partie Q de R n’est pas connexe non plus car les deux ouverts
Ql :] — 00, \/5[ et QQ :]\/5, +OO[ de R vérifient : Ql U QQ D) Q,Ql N
NQR=90,0UNQF#¢ et BLNQFo.

Théoréme 4.2. L’ensemble R (muni de sa topologie usuelle) est connexe.

4.2 Connexité et continuité

Soient deux espaces métriques (X, d), (Y, d') et une application f : X — Y
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Théoréme 4.3. Si A est une parti connexe de X et si f est continue sur A,
alors f(A) est connexe.

Démonstration :

Supposons f(A) non connexe.

f(A) = Ql U QQ, Ql 7é CD, QQ 7& (I), Ql N QQ = (I), Ql, Qg ouverts sur f(A)
Posons Q) = AN f71(Q),Q, = An f~1(Qy)

) et Q) sont ouverts sur A (f application de A sur f(A) ).

Soint y € Qy,y € f(A) dong, il existe z € A tel que y = f(z) , alors
x € f7H).

Donc Q] # ® De méme €, # .

QUL =AN(fH ) USFHD)) = ANfHUQ) = AN f(A) = A.

(AC f7H(f(A)
LN =An(f1 )N )=ANn 1 QUQ) =3

Ceci contredit la connexité de A.

4.3 Produit d’espaces connexes

Nous raisonnons sur deux espaces métriques Xi, Xo(par recurrence, ce
sera vrai pour tout produit fini),soit X = X; x X, I'espaces produit.
Théoreme 4.4. 1l y a équivalence entre :

1) X est connexe

2 X; et X, sont connexe.
Démonstration :

1) = 2) car X7 = Pri(X), Xy = Pry(X) et Pry, Pry sont continue sur X.
2) — 1) Soint f une application continue de X dans U.
Fixons x = (z1,%2) € X et considérons l'application partielle en x :

for(y2) = f(v1,92) Xo— U

Nous savons que f,, est continue , donc elle est constante :

ffm (yQ) = f:r1 (ill'g)

Donc f(z1,y2) = f(1,72) pour tout y» € X
De méme f(y1,x2) = f(x1,22) pour tout y, € Xy (1, x2) étant arbitraire, il
en resulte :

fyy2) = fyr, v2) = f(21,72)

donc f est constante : X est connexe.
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4.4 Espace localement connexe

Un espase X est dit localement connexe si pour tout x € X et tout
voisinage V' de z, il existe un voisinage connexe Wde x tel que VO W

Exemple. Un espace discret est localement connexe.

N.B.un espace peut étre connexe sans étre localemnt connexe.

4.5 Composantes connexes

Soit X un espace métrique quelconque , si x € X, soit C( x) la famille ds
parties connexes contenant z, (il y a au moins {z}). Nyep, A # @
( car elle contient au moins = ). Donc [ 4,y A = ¢(x) est connexe, c’est la
plus grande partie contenant z, ou ’appelle la composonte connexe de x.

Proposition 4.3. 1) X connexe signifie : ¢(x) = X pour tout z.

2) si pour tout z,c(x) = {x}, on dit que X est totalement discontinu (
c’est le cas des spaces discrets, mais il y en a d’autres).

3) c(x) toujours fermé, car c(x) est connexe, donc ¢(z) = ¢(x)

4) siy € c(x) , alors ¢(y) D c(x) alors x € ¢(y) , donc ¢(y) C ¢(x) donc
c(y) = c().

5) La relation y € c¢(z),ie.,c(x) = ¢(y) est une relation d’équivalence sur
X et les classes d’équivalence sont les composante connexes.

6) Si A est un ouvert fermé et si z € A : ¢(x) C A. En effet :¢(z) # O,
supposons c(x) N Ly # ® o
Alors c(x) N Fr(A) # ®. Or Fr(A) = AnNCA = AnCA = @ se qui
contradiction

7) si X est localment connexe ,c(x) est toujours un ouvert fermé :
c(x) est fermé
Soit y € c(x),c(y) = c(x),y posséde un voisinage connexe V . donc
V C ¢(y) = ¢(x) donc ¢(x) est un voisinage de y.

Exemple. 1) R est a la fois connexe et localement connexe.

2) R est également connexe,et localement connexe ( homéomorphe & [—1,1]).

3) Q n’est pas connexe en outre il est totalement discontinu ( sans étre
discret ).

4) Si f est une application continue de R dans R, I'image d’un intervalle
est un intervalle, autrement dit : si a,b € R alors f prend toutes les
valeurs entre f(a) et f(b) .
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5) Les espaces R™ sont connexes ( pour la distance produit, ou toute autre
distance topologiquement équivalente, comme la distance euclidienne).

6) Les espacs R"™ sont localement connexes, car les pavés ( produit d’in-
tervalles sont connexes).



Chapitre 5

Espaces vectoriels normés

Pour tout ce qui suit, K désigne 'un des deux corps commutatifs R ou C
et la notation |.|
représente la valeur absolue ou le module selon les cas K = R ou K = C .
(car elle contenant au moins ).

5.1 Norme sur un espace vectoriel réel ou
complexe

Définition et propriétés immédiates

Définition 5.1. Soit X un K-espace vectoriel. On appelle norme sur X,
toute application ||.|| : X — RT qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ve e X : ||z|]| =0« = = 0x;
(i) Vo € X,VA € K: || \z|| = |A|]|=]];
(iii) Va,y € X« [lz 4yl < [lz]] + |yl

Remarques. — Un K-espace vectoriel muni d’une norme est appelé un
espace vectoriel normé; une expression qu’on désigne pour toute la
suite par ’abréviation e.v.n.

— Dans la propriété (i), I'équivalence peut étre remplacée par I'implica-
tion directe
(=), car implication inverse peut s’obtenir comme conséquence de la
propriété (ii) en prenant A = 0.

— Si X est un K-e.v.n, on a toujours ||0x|| (ceci provient de la propriété
(i) ou de la propriété (ii) en prenant A = 0).

— L’inégalité de la propriété (iii) est connue sous le nom de 'inégalité
triangulaire.

46
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— Si X est un K-espace vectoriel et ||.|| : X — RT est une application
vérifiant seulement les deux propriétés (ii) et (iii), on dit que ||.|| est
une semi-norme sur X. Evidemment, toute norme est (a fortiori) une
semi-norme.

Exemples de normes

Dans R" | avec la structure vectoriel usuelle, si © = (z1,...,x,)
a) norme euclidienne : ||z|| = />0, 27 ;
b) norme : [lal] = S0, il
¢) norme : ||z|| = mazi<ij<p|Ti]
Dans R : ||z|| = |z|.

Ces normes engendrent respectivement les distancs citées précédemment en
exemples.

5.2 Distance associée a une norme

Définition 5.2. Soit (X, ||.||) un e.v.n. On définit :
d: X? = R (z,y) = d(z,y) = ||z — y]

On vérifie aisément que d est une distance sur X. Cette distance est appelée
la distance associée a la norme ||.|| de X.

Remarques. 1. Grace a la notion de < la distance associée a une norme
>, un e.v.n est vu comme un cas particulier d’'un espace métrique;
qui est a son tour (comme on le sait) un cas particulier d'un espace
topologique.

2. Les définitions de boule ouverte, boule fermée, sphere, ouvert, fermé,
voisinage, intérieur, adhérence, limite, continuité, etc dans un e.v.n sont
simplement celles relatives a la distance associée a sa norme.

3. Il existe des distances parfaitement naturelles qui ne sont induites par
aucune norme sur un espace vectoriel ambiant. Par exemple, la distance
naturelle sur la terre n’est induite par aucune norme de 'espace, étant
donné que la terre n’est pas plate.

5.2.1 Quelques exemples de notions sur un e.v.n découlant
de sa structure métrique

1. Soient (X,||.|]|]) un e.v.n et (z,), une suite de vecteurs de X. On dit
que (x,), converge vers un vecteur x de X si :
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V>0,aNeN telque Yne NN >n= ||z, —z|| <e

2. Soient (X, ||.||x) et (Y, ||.||y) deux e.v.n (sur un méme corps commutatif
K) et f: X — Y une application. Soient aussi 2o € X et yg € Y.
— On dit que f(x) tend vers yy lorsque = tend vers zy(et on écrit

limz%zof(x):f(x):yO)Si:
Ve>0,3n >0 tel que Voe X :|lz—xo|lx <n=|f(x)—wlly <€

— On dit que f est continue en si lim, ., f(z) = f(zo); c’est-a-dire
sl :

Ve>0,9n >0 tel que Vo e X :||lz—xo|lx <n=||f(x)—f(xo)|ly <e€

5.3 Normes équivalentes et topologiquement
équivalentes

Définition 5.3. Soient X un K-espace vectoriel et N; et Ny deux normes
sur X.

— On dit que N; et N, sont topologiquement équivalentes si les dis-
tances associées sont topologiquement équivalentes; c¢’est-a-dire si les
topologies associées sont identiques.

— On dit que N; et N, sont équivalentes si les distances associées sont
équivalentes ; c’est-a- dire s’il existe «, 8 > 0 tels que :

alN; < Ny < BN

5.3.1 Exemples de normes sur R et C

i) Sur R (considéré comme R-espace vectoriel), la norme usuelle est la
valeur absolue. Sur C (considéré comme C-espace vectoriel), la norme
usuelle est le module.

ii) Etant donné n > 2 un entier, on peut définir sur R™ (considéré comme

R-espace vectoriel) plusieurs normes dont :||.||1, ||.||2, ||-]|, (ol p est un
entier strictement positif) et||.||o. Ces normes sont les plus utilisées sur
R™ et sont définies par : (z1,xs,...,z,) € R":

n
||<I’1,ZL‘2,. .- 7mn)||1 = Z |$Z|
i=1
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n ,
(1, 22, )l = (ZI%I”)
i=1

ii) Etant donné n > 2 un entier, on peut munir C (considéré comme C-
espace vectoriel) de plusieurs normes dont :||.||1, ||-|]2,]|-||, (ou p est un
entier strictement positif) et ||.|| qu’on obtient par les méme formules
de ci-dessus, en prenant juste le symbole |.| comme module (plutot que
valeur absolue). Pour tout (z1,29,...,2,) € C,on a:

n
||(21a227 .- '7ZTL)||1 = Z |ZZ|
=1

NERY:
[[CRE I (Zw)

=1

[|1(21, 22, - -+ s Zn) |00 1= MaT1<i<n|zi|

Aussi bien dans R™ que dans C(n € N*, lanorme ||.||2 s’appelle la norme eucli-
dienne et la norme ||.||, (p € N* donné) s’appelle la norme de Holder d’exposant
p. On peut montrer aussi que l'on a : lim, o ||.||, = ||.||cc. Par ailleurs, il

est facile de montrer que ces normes ||.||1,||-||2,|]-|[p(p € N*) et ||.||oo (sur

R ou C) sont toutes équivalentes. On montrera plus loin un résultat plus
général que celui-ci qui énonce que :

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

5.4 Produit fini d’espaces vectoriels normés

Soient(Xy, N1) (X2, Na) ..., (X, Ni) (k> 2); des K-espaces vectoriels
normés et soit X := X7 x Xy x... Xg. On peut définir sur X plusieurs normes,
s’exprimant en fonction de Ny x Ny X ... Ny, dont les suivantes :
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Lol s V(2 ey ..o yap) € X
k
(@1, 2, -l =) Ni()
=1

2. || l]2 s V(z1, 9, ..o, mp)in X

H.I’l,SCQ, e ,kaQ =

ZNi(xi)Q

3. |||, (ot p est un entier strictement positif) :V(xq, za, ..., 7)) € X :

P

(1, 2, .. )| = (Z Ni(xi)p)

4. | ]oo : V(21,22, ..., 2x) € X : On peut montrer que toutes ces normes
|.]lp(p € N*) et |||« de X sont équivalentes et que la topologie (com-
mune) qu’elles engendrent sur X est simplement la topologie produit
de X. Ce qui nous permet d’affirmer qu'un produit (topologique) d'un
nombre fini d’espaces vectoriels normés est un espace vectoriel normé!.
I’affirmation qu’on vient de voir pour un produit fini d’e.v.n est en
général fausse pour un produit infini d’e.v.n. Autrement dit, un pro-
duit infini d’e.v.n, muni de sa topologie produit, n’est pas en général
un e.v.n.

5.4.1 Exemples de normes sur un e.v.n de dimen-
sion infinie

Soient a,b € R, avec a < b. Le R-espace vectoriel X := 3%([a, ], R)
(constitué des fonctions réelles continues sur [a,b]) peut étre muni de

plusieurs normes importantes dont ||.||1, ||.||2, ||-||,(p € N*) et ||.|| s, qui
sont définies comme suit Vf € X :

£l = / o

1. Evidemment, les e.v.n en question doivent étre pris sur un méme corps commutatif

K(K =R ou C)
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b
fls = / ()t

3=

b
1=y [ sl

[ Flloe = suptefai] £ (2)]

La norme [|.||2 s’appelle la norme euclidienne; la norme ||.||,(p € N*
donné) s’appelle la norme de Hélder d’exposant p et la norme |.||
s’appelle la norme de la convergence uniforme sur 3([a, 0], R). On peut
montrer aussi que l'on a :lim,_, 1« ||.||, = ||-||c - Enfin, il est important.
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