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Abstract :
Let H2, Ku, (Ku ⊂ H2), the Hardy space be holomorphic functions on D for which

the sequence of Taylor coefficients is square-summable and model space, with u is a non-

constant inner function. The dilation of Toeplitz and truncated Toeplitz operators on L2,

with symbols α, β ∈ L∞, are defined, respectively, by :

Sα,β(f) = αPf + βQf, f ∈ L2,

Suα,β(f) = αPuf + βQuf, f ∈ L2,

such as P,Q, Pu, and Qu are the orthogonal projections of L2(T) onto H2, (H2)⊥, Ku, and

(Ku)
⊥ respectively.

In this work, we shall study the algebraic properties of dilation of Teoplitz and Truncated

Toeplitz Operators (product, unitary, isometry, normal, self-adjoint, positive...).

Key words :

Hardy and model spaces, Toeplitz operators, Hankel operators, dilation operators.
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Résumé :
Soient H2, Ku, ( Ku ⊂ H2), l’espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour

lesquelles la suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et l’espace modèle, avec u est

une fonction intérieure non constante. Les opérateurs dilatations des opérateurs de Toeplitz

et Toeplitz tronqués sur L2, des symboles α, β ∈ L∞, sont définis, respectivement, par :

Sα,β(f) = αPf + βQf, f ∈ L2,

Suα,β(f) = αPuf + βQuf, f ∈ L2,

tel que P,Q, Pu, et Qu sont les projections orthogonales de L2(T) sur H2, (H2)⊥, Ku, et

(Ku)
⊥ respectivement.

Le but de ce travail est de faire une étude large sur les propriétés algébrique d’opérateurs

dilatations des opérateurs de Toeplitz et Toeplitz tronqués (produit, unitaire, isométrie,

normal, auto-adjoint, positif . . .).

Mots clés :

Espaces de Hardy et modèle, opérateurs de Toeplitz, opérateurs de Hankel, opérateurs

dilations.
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Notations.

C l’ensemble des nombres complexes.

T le cercle unité du plan complexe C.

D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
dm la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.

dA la mesure planaire de Lebesgue normalisé sur le disque unité D.

L(E,F ) l’ensemble des opérateurs linéaires borné de E dans F .

L(E) l’ensemble des opérateurs linéaires borné sur l’espace E.

L2(T) l’espace de Lebesgue usuel.

L∞(T) espace des fonctions bornées sur T.

< . > le produit scalaire.

Hol(D) espace des fonctions holomorphe sur D.

H2 l’espace de Hardy.

H∞ l’espace des fonctions analytiques bornées.

u fonction intérieure.

K2
u l’espace modèle.

P projection orthogonale de L2 sur H2.

Pu projection orthogonale de L2 sur K2
u.

Q projection orthogonale de L2 sur (H2)⊥.

Qu projection orthogonale de L2 sur (K2
u)

⊥.

f̂(n) n-ème coefficient de Fourier de f .

f ∗ la limite radiale de f sur T.

kλ noyau reproduisant de H2.

kuλ noyau reproduisant de Ku.

S opérateur de Shift sur H2.

Tφ opérateur de Toeplitz sur H2 de symbole φ .

T̃φ dual d’opérateur de Toeplitz avec le symbole φ .
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Hφ opérateur de Hankel sur (H2)⊥ de symbole φ.

H̃φ dual d’opérateur de Hankel avec le symbole φ.

Auφ opérateur de Toeplitz tronqué sur K2
u de symbole φ .

Ãuφ dual d’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole φ .

Γuφ opérateur de Hankel tronqué sur (K2
u)

⊥ de symbole φ.

Γ̃uφ dual opérateur de Hankel tronqué de symbole φ.

Su opérateur de Shift sur Ku.

Mφ opérateur de multiplication de symbole φ.

C opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.

f̃ = Cf .

f ⊗ g opérateur de rang 1 sur un espace de Hilbert (produit tensoriel).

B(H) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans H.

{en}n base orthonormée du espace de Hilbert.

Du ensemble de toutes les dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués .
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Introduction.

Ce mémoire se situe à l’interface entre l’analyse fonctionnelle, la théorie des opérateurs et

l’analyse complexe. Il est dédié à l’étude de certains opérateurs sur l’espace fonctionnel L2.

On note par T le cercle unité du plan complexe. dm := dm(θ) = dθ
2π

la mesure de Lebesgue

normalisée sur le cercle unité, et par L2 := L2(T, dm) l’espace de Lebesgue de fonctions

carrées intégrables sur le cercle unité T. L’espace de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions

f ∈ L2 tel le coefficient de Fourier négatives sont nulles.

H2 = {f ∈ L2, f̂(n) = 0, n < 0}.

Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et si T est un opérateur (li-

néaire) continu surH, T ̸= 0, s’il existe un sous-espace ferméM deH non trivial (i,e différent

de H et de l’espace nul) tel que T (M) ⊂M, on dit que M est un sous-espace invariant par

T . Dans le domaine de l’analyse fonctionnelle, les espaces modèles sont les compléments or-

thogonaux des sous-espaces invariants non triviaux de l’opérateur shift unilatéral Sf = zf

sur H2. Ces derniers sous-espaces ont été caractérisé comme uH2 par Beurling dans son

fameux article [3]. Ainsi, les espaces

K2
u := (uH2)⊥ = H2 ⊖ uH2 = {f ∈ H2, ⟨f, ug⟩ = 0,∀g ∈ H2},

sont des sous-espaces invariants par l’opérateur S∗ adjoint de S défini par S∗f = f−f(0)
z

sur

H2 (pour plus de détails voir [11, 12, 23, 25]). Soient P,Q, Pu, et Qu les projections orthogo-

nales de L2(T) sur H2, (H2)⊥, Ku, et (Ku)
⊥ respectivement. Les opérateurs dilatations des

opérateurs de Toeplitz et Toeplitz tronqués ( on dit aussi opérateurs d’intégrale singulière

et singulière tronqués) de symboles α, β ∈ L∞ sur L2, sont définis, respectivement, par :

Sα,β(f) = αP (f) + βQ(f), f ∈ L2,

2
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Suα,β(f) = αPu(f) + βQu(f), f ∈ L2.

Les opérateurs d’intégraux singuliers et les équations intégrales singulières ont également

été largement étudiés dans la littérature. Les deux volumes [14, 15] de Gohberg et Krupnik

sont des références classiques. Voir [21] de Mandal et Chakrabarti, qui traite des solutions

analytiques et numériques des équations intégrales singulières et de leurs applications.

L’objectif de ce travail est consacré aux propriétés algébrique d’opérateurs Sα,β et Suα,β,

basés principalement sur une caractérisation spéciale pour connaître ces opérateurs.

Le mémoire se compose de trois chapitres. Nous commençons par rappeler les définitions et

propriétés concernant le cadre d’espaces et les opérateurs bornés dans le chapitre 1.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques définitions et propriétés concernant

les opérateurs de Toeplitz et de Hankel sur les espaces de Hardy et de Modèle.

Dans le troisième chapitre, on expose le but de notre travail, concernant les propriétés

algébriques des opérateurs d’intégrale singulière et singulière tronqués sur L2. Nous donnons

une caractérisation pour connaître les opérateurs d’intégrale singulière et singulière tronqués.

3



Chapitre 1

Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous présentons les éléments de la théorie des espaces de Hilbert et des

opérateurs bornés, qui constituent le cadre de notre étude, notamment, espaces L2, espaces

de Hardy, espaces modèle, et quelques opérateurs. Notre présentation est essentiellement

inspirée des références [1, 4, 6, 9, 11, 12, 19, 23].

1.1 Espaces de Hilbert.

Définition 1.1.1. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire

qui est également complet pour la norme induite par ce produit scalaire ie ⟨·, ·⟩ : H×H → C
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Linéarité du produit scalaire : Pour tout x, y, z dans H et tout α, β dans C, on a

⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩.

2. Symétrie : Pour tout x, y dans H, on a

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

3. Positivité : Pour tout x dans H, on a

⟨x, x⟩ ≥ 0,

et avec égalité si et seulement si x = 0.

4



1.1. Espaces de Hilbert.

Théorème 1.1.1 (Théorème de représentation de Riesz ). Ce théorème établit une corres-

pondance bijective entre un espace de Hilbert H et son dual H∗. Il affirme que tout fonctionnel

linéaire continu sur H peut être représenté de manière unique par un élément de H.

Théorème 1.1.2 (Théorème de densité de Schauder ). Ce théorème énonce que l’ensemble

des combinaisons linéaires finies des fonctions de base d’un espace de Hilbert est dense dans

cet espace. Cela signifie que toute fonction dans l’espace de Hilbert peut être approchée de

manière arbitraire par des combinaisons linéaires finies de ses fonctions de base.

Espaces Lp.

Définition 1.1.2. Soit (X,µ) un espace mesurable, où X est un ensemble et µ est une

mesure. Pour p ≥ 1, l’espace Lp(X,µ) est défini comme l’ensemble des fonctions mesurables

f : X → C telles que l’intégrale de la norme |f |p est finie :

Lp(X,µ) = {f : X → C mesurable |
∫
X

|f(x)|p dµ(x) <∞}.

Ici, f est une fonction mesurable, |f(x)| est la valeur absolue de f(x), dµ(x) est l’élément

de mesure sur X, et l’intégrale est prise par rapport à µ.

Définition 1.1.3. Sur Lp(X,µ), on peut définir une norme ∥ · ∥p appelée la norme sur

Lp(X,µ) définie par :

∥f∥p =
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)
) 1

p

.

Proposition 1.1.1. — Lp(X,µ)est complet pour p ≥ 1.

— L’espace Lq(X,µ) est inclus dans Lp(X,µ) si p ≤ q, ce qui signifie que les fonctions

intégrables au sens de Lp(X,µ) sont également intégrables au sens de Lq(X,µ) pour

q ≥ p.

— Soit µ(X) < ∞ tels que 1 ≤ p < q ≤ ∞ . Alors,il existe C ,ne dépendant que de p,q

et µ(X) tel que

∥f∥p ≤ C∥f∥q pour tout f ∈ Lq(X,µ).

Définition 1.1.4. L’espace L∞(X,µ) est défini comme l’ensemble des fonctions essentiel-

lement bornées sur un domaine donné. Autrement dit, une fonction f appartient à L∞ si et

seulement si il existe une constante M > 0 telle que

|f(x)| ≤M presque partout.

5



1.1. Espaces de Hilbert.

Formellement, nous pouvons écrire :

L∞(X,µ) = {f : X → C mesurable : ∥f∥∞ = ess supx |f(x)| <∞} ,

Définition 1.1.5. L’espace L2(X,µ) est défini comme suit :

L2(X,µ) =

{
f : X → C mesurable |

∫
X

|f(x)|2 dµ(x) <∞
}
.

Cet espace est important dans divers domaines des mathématiques, de l’ingénierie et des

sciences. Il constitue un espace de Hilbert complet avec le produit scalaire défini comme suit :

⟨f, g⟩ =
∫
X

f(x)g(x) dµ(x).

L’espace L2(X,µ) a de nombreuses applications, notamment en analyse de Fourier, en

théorie de l’information, en traitement du signal et en mécanique quantique. Il fournit une

base mathématique solide pour l’étude de systèmes linéaires et pour la représentation et la

manipulation de signaux et de données.

Théorème 1.1.3 (Théorème de Riesz-Fischer ). Tout espace Lp(X,µ) pour 1 ≤ p < ∞
est un espace de Banach, mais L2(X,µ) est un espace de Hilbert, ce qui signifie qu’il est

complet par rapport à la norme induite par le produit scalaire.

Théorème 1.1.4 (Théorème de Parseval). Pour toute fonction f appartenant à L2(X,µ),

sa transformée de Fourier conserve la norme L2(X,µ), c’est-à-dire que l’intégrale du carré

du module de la transformée de Fourier est égale à l’intégrale du carré de la fonction originale

alors la transformation de Fourier est une isométrie de L2(X,µ) sur elle-même.

Théorème 1.1.5 (Théorème de densité de C∞
c dans L2). L’ensemble des fonctions à support

compact et à dérivées continues est dense dans l’espace L2(X,µ). Cela signifie que toute

fonction f de L2(X,µ) peut être approchée arbitrairement bien par des fonctions continues

à support compact.

Théorème 1.1.6 (Théorème de convergence dominée ). Soit (X,M, µ) un espace mesuré,

et (fn)n∈N ⊂ Lq une suite telle que :

1. fn → f pp,

2. ∃F ∈ Lp telle que |fn| ≤ Fpresque partout,pour tout n ∈ N,

6



1.2. Espaces de Hardy.

Alors,fn → fdans Lp c’est à dire

lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ(x) =

∫
X

lim
n→∞

fn(x) dµ(x) =

∫
X

f(x) dµ(x).

.

Théorème 1.1.7 (Théorème de Fatou). Soit (fn) une suite de fonctions mesurables posi-

tives sur un espace de mesure (X,µ). Si lim infn→∞
∫
X
fn dµ <∞, alors∫

X

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ.

1.2 Espaces de Hardy.

Notre objectif sera d’étudier des opérateurs sur des espaces de fonctions analytiques

classiques tel que l’espace de Hardy. Soient D = {z ∈ C, |z| < 1} le disque unité du

plan complexe C, T = ∂D = {z ∈ C, |z| = 1} le cercle unité, dm := dm(θ) = dθ/2π

la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité, dA(z) = dxdy/π = rdrdθ/π, avec

z = x + iy = reiθ, la mesure planaire de Lebesgue normalisée sur le disque unité D, et par

L2 = L2(T) := L2(T, dm) l’espace de Lebesgue usuel, il est bien connu que L2 est muni du

produit scalaire défini par

⟨f, g⟩ =
∫
T
fg dm.

L’espace de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions f ∈ L2 telles que les coefficients de

Fourier négatifs sont nuls, c’est-à-dire

H2(T) = {f ∈ L2(T) | f̂(n) = 0, n < 0},

et

H∞(T) = {f ∈ L∞(T) | f̂(n) = 0, n < 0},

où

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)e−inθ dθ, n ∈ Z.

Et on a si f(z) =
∑∞

n=0 anz
n et f ∈ H2 alors

∥f∥2H2(T) =
∞∑
n=0

|an|2 < +∞,

7



1.2. Espaces de Hardy.

puisque H2 ≈ ℓ2 alors

ℓ2(N) =

{
f,

∞∑
n=0

|an|2 < +∞

}
.

On identifie H2 à sous espace des fonctions holomorphes f ∈ Hol(D) sur D par

H2(D) =

{
f ∈ Hol(D) : ∥f∥2 = sup

0≤r<1

(∫ 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ
2π

)1/2

<∞

}
,

et

H∞(D) =
{
f ∈ Hol(D) : sup

z∈D
|f(z)| <∞

}
,

où Hol(D) désigne l’ensemble des fonctions holomorphes sur le disque unité D. On peut

identifier H2(T) à l’espace H2(D) telles que

∥f∥2H2(D) = sup
0<r<1

1

2π

∫
T

|f(rζ)|2|dζ| < +∞,

car l’application

χ : H2(D) 7→ H2(T)

f 7→ f ∗

est un isomorphisme isométrique, où f ∗ est la limite radiale de f .

D’après le théorème de Fatou, la limite radiale de toute fonction f ∈ H2(D), qui est une

fonction définie sur T par :

f ∗(ζ) := lim
r→1−

f(rζ), ζ ∈ T,

existe presque partout sur T.

Puisque H2(T) est un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert L2(T), il est aussi un

espace de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L2(T) défini par :

⟨f, g⟩ = 1

2π

∫
T
f(ζ)g(ζ)|dζ|,

et muni de la norme
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1.2. Espaces de Hardy.

∥f∥2H2(T) =

∫
T
|f ∗(ζ)|2 dm(ζ).

Noyau reproduisant de l’espace de Hardy.

Soit X un ensemble arbitraire non vide et H un espace de Hilbert de fonctions à valeurs

complexes sur X. On dit que H est un espace de Hilbert à noyau reproduisant si pour tout

x ∈ X, la fonction d’évaluation

Lx : f ∈ H 7−→ f(x) ∈ C

est une forme linéaire continue. D’après le théorème de représentation de Riesz, la conti-

nuité de la forme linéaire Lx(X) entraîne qu’il existe un unique élément kx ∈ H tel que

Lx(f) = ⟨f, kx⟩ .

La fonction kx est appelée le noyau reproduisant au point x de l’espace H .

Pour λ ∈ C et toute f ∈ H2 c’est à diref(z) =
∑∞

n=0 anz
n, nous avons

|f(λ)| ≤
∞∑
n=0

|an| |λ|n

≤

(
∞∑
n=0

|an|2
) 1

2
(

∞∑
n=0

|λ|2n
) 1

2

=
∥f∥√
1− |λ|2

.

L’inégalité précédente montre que pour λ ∈ D fixé, la fonction d’évaluation f 7−→ f(λ)

est une forme linéaire continue sur H2 et d’après le théorème de représentation de Riesz, il

existe dans H2 une unique fonction, notée kλ telle que :

f(λ) = ⟨f, kλ⟩ , f ∈ H2.

La fonction kλ ainsi définie est appelée le noyau de Cauchy ou le noyau de Cauchy-Szegö

est donnée par la formule :

kλ(z) =
1

1− λ̄z

9



1.2. Espaces de Hardy.

pour tout z ∈ D. Cette relation n’est autre que la formule intégrale de Cauchy de la fonction

f ∈ H2, c’est-à-dire

f(z) =

∫
T

f ∗(ζ)

1− ζ̄z
dm(ζ)

pour toute fonction f ∈ H2 et z ∈ D. Sans oublier que la limite radiale f ∗ de f ∈ H2 existe

presque partout et est un élément de L2, ce qui nous assure que l’intégrale ci-dessus est bien

définie . Donc la projection orthogonale P de L2 sur H2 est donnée par :

Pf = ⟨f, kλ⟩ , f ∈ L2, λ ∈ D.

L’opérateur P est donné par l’intégrale de Cauchy :

(Pf)(z) =

∫
T

f(ζ)

1− ζ̄z
dm(ζ), z ∈ D, f ∈ L2(T).

Clairement, ∥Pf∥ ≤ ∥f∥ pour tout f ∈ L2(T).

Théorème 1.2.1 (Théorème d’interpolation de Lagrange). Soient

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) un ensemble fini de n + 1 points distincts dans le plan.

Alors, il existe un unique polynôme P (x) de degré au plus n tel que

P (xi) = yi pour tout i = 0, 1, . . . , n.

Proposition 1.2.1. La famille {kλ : λ ∈ D} est linéairement indépendant.

Démonstration. Soient λ1, λ2, · · · , λn n points distincts de D tels que
∑n

j=1 ajkλj = 0 .

Montrons que aj = 0 pour j = 1, 2, · · · , n. Pour tout f ∈ H2 on a

0 =
n∑
j=1

ajkλj

donc

0 = ⟨f,
n∑
j=1

ajkλj⟩

= ⟨a1kλ1 , f⟩+ ⟨a2kλ2 , f⟩+ · · · ⟨ankλn , f⟩

= a1 ⟨kλ1 , f⟩+ a2 ⟨kλ2 , f⟩+ · · ·+ an ⟨kλn , f⟩

= a1f (λ1) + a2f (λ2) + · · ·+ anf (λn) .
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1.3. Opérateurs linéaires bornés.

Maintenant il suffit de trouver un polynôme f tel que f (λj) = aj pour j = 1, 2, · · · , n.

Le théorème d’interpolation de Lagrange assure l’existence d’un tel polynôme et la relation

ci-dessus devient

|a1|2 + |a1|2 + · · ·+ |an|2 = 0.

Donc aj = 0 pour j = 1, 2, · · · , n.

1.3 Opérateurs linéaires bornés.

Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle un opérateur borné de E dans F toute

application linéaire continue de E dans F . L(E,F ) est l’ensemble des opérateurs linéaires

borné de E dans F . Pour T ∈ L(E,F ), on note

Ran(T ) = {Tx |x ∈ E} et Ker(T ) = {x ∈ E |Tx = 0}.

L’opérateur identité de E dans E sera noté par 1E.

Définition 1.3.1. Forme sesquilinéaire est une fonction φ : E × E → C où E est un

espace vectoriel complexe, qui est linéaire dans une variable et semi-linéaire (c’est-à-dire

linéaire par rapport au conjugué complexe) dans l’autre. Plus précisément, φ satisfait les

propriétés suivantes :

1. Linéarité dans la première variable :

φ(au+ bv, w) = aφ(u,w) + bφ(v, w)

pour tous u, v, w ∈ E et a, b ∈ C.

2. Semi-linéarité dans la seconde variable :

φ(u, av + bw) = aφ(u, v) + bφ(u,w)

pour tous u, v, w ∈ E et a, b ∈ C, où a représente le conjugué complexe de a.

Théorème 1.3.1. Pour toute forme sesquilinéaire bornée f sur un espace de Hilbert H, il

existe un unique opérateur A ∈ L(H) vérifiant

f(x, y) = (x,Ay), ∀x, y ∈ H.
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1.3. Opérateurs linéaires bornés.

Démonstration. L’application x 7→ f(x, y) est une forme linéaire continue sur H. Par le

Théorème de Riesz, il existe un unique Ay ∈ H tel que f(x, y) = (x,Ay) pour tout x, y ∈ H.

On vérifie facilement que l’application y 7→ Ay est linéaire, notée A. Comme

∥Ay∥ = sup
x ̸=0

|(x,Ay)|
∥x∥

= sup
x ̸=0

|f(x, y)|
∥x∥

≤ c∥y∥,

A ∈ L(H) et vérifie la propriété énoncée. L’unicité est une conséquence de l’équivalence

(x,Ay) = 0,∀x, y ∈ H ⇔ A = 0.

On définit, en plus de la topologie uniforme sur L(E,F ), deux autres topologies appelées

topologie de la convergence forte et de la convergence faible en spécifiant la notion de

convergence des suites généralisées sur L(E,F ).

Définition 1.3.2. On dit que la suite généralisée (Ti)i∈I converge fortement (respectivement

faiblement) vers T dans L(E,F ), notée par Ti
s→ T (respectivement Ti

w→ T ) si limi∈I Tix =

Tx pour tout x ∈ E (respectivement si limi∈I⟨Tix, φ⟩ → ⟨Tx, φ⟩ pour tout x ∈ E et φ ∈ F ∗).

Il ne faut pas confondre la topologie de convergence faible d’opérateurs et la convergence

faible d’une suite de l’espace de Banach L(E,F ) .

Théorème 1.3.2. Soit E un espace de Banach réflexif. Si (Tn) est une suite dans L(E)
telle que pour tout x ∈ E et φ ∈ E∗ la suite (⟨Tnx, φ⟩) converge, alors Tn

w→ T pour un

T ∈ L(E).

Définition 1.3.3. Soient T ∈ L(E,F ). L’adjoint de T , noté T ∗, est l’opérateur borné de

F ∗ dans E∗ vérifiant

(T ∗φ)(x) = ⟨φ, T (x)⟩ ∀x ∈ E,∀φ ∈ F ∗.

Théorème 1.3.3. Soient E et F deux espaces de Banach. L’application de L(E,F ) dans

L(E∗, F ∗) qui à T associe son adjoint T ∗ est isométrique (c’est-à-dire ∥T∥ = ∥T ∗∥ pour

tout T ∈ L(E,F )).

Démonstration. On a

∥T∥ = sup
∥x∥≤1

∥Tx∥ = sup
∥x∥≤1

sup
∥φ∥≤1

|⟨φ, Tx⟩| = sup
∥φ∥≤1

sup
∥x∥≤1

|⟨φ, Tx⟩| = sup
∥φ∥≤1

∥T ∗φ∥ = ∥T ∗∥.

On a les relations d’orthogonalité suivantes.

Proposition 1.3.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T ∈ L(E,F ). Alors on a

12



1.3. Opérateurs linéaires bornés.

— Ker(T ) = Ran(T ∗)⊥,

— Ker(T ∗) = Ran(T )⊥,

— (Ker(T ))⊥ ⊇ Ran(T ∗),

— (Ker(T ∗))⊥ = Ran(T ).

Opérateurs de multiplication.

Définition 1.3.4. Pour φ ∈ L∞, l’opérateur de multiplication par φ, noté Mφ, sur L2 est

l’opérateur défini par

Mφf = φf,

pour tout f ∈ L2. La fonction φ est appelée le symbole de l’opérateur. On peut également

définir l’opérateur de multiplication Mφ densément où φ ∈ L2. En effet, notons D(Mφ) le

sous-ensemble de L2 défini par

D(Mφ) = {f ∈ L2(T) : φf ∈ L2(T)}.

D(Mφ) contient l’ensemble des fonctions continues à support compact sur T qui est dense

dans L2(T), de sorte que l’opérateur Mφ est bien défini sur un domaine dense dans L2 et

l’opérateur de multiplication Mφest défini sur D(Mφ) par Mφf = φf .

Théorème 1.3.4. Soit Mφ un opérateur de multiplication. Alors les assertions suivantes :

1. αMφ + βMψ =Mαφ+βψ, ∀α, β ∈ C et φ, ψ ∈ L∞(T).

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) φ ∈ L∞(T).
(c) Mφ est borné sur L2, et ∥Mφ∥ = ∥φ∥∞.

3. MφMψ =MψMφ =Mφψ, ∀α, β ∈ C et φ, ψ ∈ L∞(T).

4. M∗
φ =Mφ.

5. Mφ est normal (c’est-à-dire MφM
∗
φ =M∗

φMφ).

Théorème 1.3.5. Soit φ ∈ L∞(T). Alors l’opérateur de multiplication Mφ est inversible

sur L(L2) si et seulement si φ est inversible sur L∞(T). De plus,

M−1
φ =Mφ−1 .

13



1.3. Opérateurs linéaires bornés.

Fonction intérieure.

Définition 1.3.5. Une fonction u analytique sur D, bornée est dite fonction intérieure si

|u(ς)| = 1,presque partout ς ∈ T.

Proposition 1.3.2. Soit f une fonction analytique sur D. La fonction définie sur ]0; 1[ par

r 7→
∫
T
|f(r)|2 dm(r);

est une fonction croissante.

Démonstration. Soit f(z) =
∑∞

n=0 anz
n telle que

∑∞
n=0 |an|2 <∞. On a

∫
T
|f(r)|2 dm(r) =

∞∑
n=0

|an|2r2n;

le deuxième membre est une fonction croissante de r ; donc la fonction

r 7→
∫
T
|f(r)|2 dm(r)

est croissante sur ]0; 1[.

Proposition 1.3.3. Soit f une fonction intérieure. On a |f(z)| ≤ 1, pour tout z ∈ D.

Produit tensoriel.

Définition 1.3.6. Soient H un espace de Hilbert et f, g ∈ H. Le produit tensoriel, noté

f ⊗ g, est l’opérateur de rang 1 défini sur H par :

f ⊗ g :H −→ H

h −→ ⟨h, g⟩f.

Proposition 1.3.4. Pour tout f, f1, g, g1 ∈ H, α, β ∈ C et A ∈ L(H) on a

1. A(f ⊗ g) = (Af ⊗ g) et (f ⊗ g)A = (f ⊗ A∗g).

2. (f ⊗ g) (f1 ⊗ g1) = ⟨f1, g⟩ (f ⊗ g1).

3. (αf + βf1)⊗ g = α(f ⊗ g) + β (f1 ⊗ g) et f ⊗ (αg + βg1) = ᾱ(f⊗ g) + β̄ (f ⊗ g1).

4. Ker(f ⊗ g) = (Cg)⊥ et Im(f ⊗ g) = Cf .
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1.4. Espace Modèle.

5. (f ⊗ g)∗ = (g ⊗ f).

6. (f ⊗ g) = (f1 ⊗ g1) avec f, f1, g, g1 tous non nuls, si et seulement si il existe γ, λ ∈ C
tels que f = γf1, g = λg1 et λ̄γ = 1.

1.4 Espace Modèle.

L’opérateur de shift unilatéral S : H2 → H2 est défini par :

Sf(z) = zf(z), f ∈ H2,

ou, en termes de coefficients de Taylor, par :

S :ℓ2(N) −→ ℓ2(N)

S(a0, a1, . . .) −→ (0, a0, a1, . . .).

Autrement dit, le shift unilatéral S est une isométrie non surjective dont l’image est

l’ensemble des suites de ℓ2(N) de premier terme nul . Son adjoint S∗ : H2 → H2 est défini

par :

S∗f(z) =
f(z)− f(0)

z
, f ∈ H2,

ou, en termes de coefficients de Taylor, par :

S∗ :ℓ2(N) −→ ℓ2(N)

S∗(a0, a1, . . .) = (a1, a2, . . .).

Soit M ⊂ H2, M est dit un sous-espace invariant par S lorsque M est fermé et SM ⊂
M , et M est non trivial lorsque {0} ⊊ M ⊊ H2. Nous allons maintenant considérer les

sous-espaces fermés de H2 qui sont invariants par le l’adjoint de shift, S, S∗. Ces sous-

espaces sont connus sous le nom d’espaces modèles. Les résultats énoncés ici ainsi que leurs

démonstrations viennent de [12, 23].

Théorème 1.4.1. Un sous-espace fermé M de H2 est invariant par le shift S si et seulement

si M est de la forme :

M = uH2 = {uf, f ∈ H2},

où u est une fonction intérieure.
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1.4. Espace Modèle.

Les sous-espaces fermés Y de H2 invariants par S∗ sont de la forme :

Y = (uH2)⊥ = H2 ⊖ uH2 = {f ∈ H2, ⟨f, ug⟩ = 0,∀g ∈ H2},

où u est une fonction intérieure. Réciproquement, tous les espaces de la forme ci-dessus sont

S∗-invariants. On désignera par K2
u le sous-espace modèle( K2

u = H2 ⊖ uH2) .

Proposition 1.4.1. Pour chaque fonction intérieure u, l’espace modèle K2
u correspondant

est l’ensemble des fonctions f ∈ H2 telles que f = uzg presque partout sur T où g ∈ H2.

Autrement dit, on a :

K2
u = H2 ∩ uzH2.

Noyau reproduisant de K2
u.

Rappelons que les noyaux kλ = (1 − λ̄z)−1 sont les noyaux reproduisant de l’espace de

Hardy. Le noyau reproduisant de K2
u est la projection orthogonale de kλ de H2 sur K2

u, il

est donné par :

kuλ(z) =
1− u(λ)u(z)

1− λ̄z
, (λ, z) ∈ D× T.

En effet, si f = uh ∈ uH2, alors

f(λ) = u(λ)h(λ) = u(λ) ⟨h, kλ⟩

= u(λ) ⟨ūf, kλ⟩

=
〈
f, u(λ)ukλ

〉
,

donc le noyau reproduisant de uH2 est u(λ)u(z)kλ.Si f ∈ K2
u alors

f(λ) = ⟨f, kλ⟩

= ⟨f, kλ⟩ − u(λ) ⟨f, ukλ⟩

=
〈
f, (1− u(λ)u)kλ

〉
.

De plus (1− u(λ)u)kλ ∈ K2
u , pour tout h ∈ H2 car
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1.5. Opérateurs complexes symétriques.

〈
uh, (1− u(λ)u)kλ

〉
= u(λ)h(λ)− u(λ) ⟨uh, ukλ⟩

= u(λ)h(λ)− u(λ) ⟨h, kλ⟩

= u(λ)h(λ)− u(λ)h(λ) = 0.

On déduit que :

f(λ) = ⟨f, kuλ⟩ , f ∈ K2
u.

Soient Mu et Mu les opérateurs de multiplication par u et u respectivement. La projection

orthogonale de L2(T) sur K2
u, notée Pu, est donnée par :

Pu = P −MuPMu.

Proposition 1.4.2. Soit f ∈ L2, alors

Puf(λ) = ⟨f, kuλ⟩ , λ ∈ D. (1.1)

Démonstration. Nous avons Pu est auto-adjoint, alors

⟨f, kuλ⟩ = ⟨f, Pukuλ⟩ = ⟨Puf, kuλ⟩ = Puf(λ).

D’après l’égalité (1.1), l’opérateur Pu est donné par l’intégrale

(Puf) (λ) =

∫
T
f(ζ)

1− u(λ)u(ζ)

1− ζ̄λ
dm(ζ), z ∈ D, f ∈ L2(T).

1.5 Opérateurs complexes symétriques.

Définition 1.5.1. On dit qu’un opérateur C sur un espace de Hilbert H est un opérateur

de conjugaison (ou simplement une conjugaison) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. C est opérateur antilinéaire, c’est-à-dire

C(αf + βg) = ᾱCf + β̄Cg

pour tout α, β ∈ C et f, g ∈ H.
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1.5. Opérateurs complexes symétriques.

2. ⟨Cf,Cg⟩ = ⟨g, f⟩, pour tout f, g ∈ H.

3. C2 = Id.

Définition 1.5.2. Soit C un opérateur de conjugaison sur H.

1. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est C-symétrique (resp. C antisymétrique) si

A = CA∗C ( resp. −A = CA∗C ).

2. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est complexe-symétrique s’il existe une conju-

gaison C sur H telle que A est C-symétrique.

Définition 1.5.3. Chaque espace modèle K2
u admet un opérateur de conjugaison

C : K2
u −→ K2

u

défini par

Cf(z) = u(z)zf(z), f ∈ K2
u, z ∈ T. (1.2)

On note par f̃ le conjugué de f sur K2
u, c’est-à-dire f̃ = Cf .

Lemme 1.5.1. 1. Pour chaque λ ∈ D et z ∈ T, on a

k̃uλ(z) =
u(z)− u(λ)

z − λ
.

En particulier,

k̃u0 (z) =
u(z)− u(0)

z
= S∗u.

2. f̃(λ) =
〈
k̃uλ, f

〉
, f ∈ K2

u.

Démonstration. 1. Puisque |u| = 1 p.p sur T, pour tout z ∈ T, nous avons

k̃uλ(z) = u(z)zkuλ(z)

= u(z)z̄
1− u(λ)u(z)

1− λz̄

= z̄
u(z)− u(λ)

1− z̄λ

=
u(z)− u(λ)

z − λ
.
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1.5. Opérateurs complexes symétriques.

2. Nous avons les égalités suivantes :

〈
k̃uλ, f

〉
= ⟨Ckuλ, f⟩ =

〈
Ckuλ, C

2f
〉
= ⟨Cf, kuλ⟩ =

〈
f̃ , kuλ

〉
= f̃(λ).
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz et Hankel

tronqués.

Dans ce chapitre, nous allons aborder plusieurs opérateurs largement étudiés sur les es-

paces de Hardy H2 et les espaces modèles K2
u. Vous pouvez consulter les références suivantes

[5, 7, 8, 12, 13, 17, 23, 24, 25].

2.1 Opérateurs de Toeplitz sur l’espace de Hardy.

Définition 2.1.1. Soit φ ∈ L∞,

1. L’opérateur de Toeplitz avec le symbole φ est l’opérateur Tφ défini par

Tφ : H2 7−→ H2

f 7−→ Tφf = P (φf),

où P est la projection orthogonale de L2 sur H2.

2. L’opérateur T̃φ est défini sur (H2)
⊥ par

T̃φf = Q(φf), f ∈
(
H2
)⊥
,

où Q est la projection orthogonale de L2 sur (H2)
⊥ et (H2)

⊥
= zH2 avec Q = I − P .

Proposition 2.1.1. Soient φ et ψ ∈ L∞(T). Alors,

1. Pour tous α, β ∈ C, on a : Tαφ+βψ = αTφ + βTψ.

2. Tφ = 0 si et seulement si φ = 0.
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2.2. Opérateurs de Hankel sur l’espace de Hardy.

3. L’opérateur identité I de H2(T) est l’opérateur de Toeplitz de symbole φ = 1, et l’opé-

rateur nul est l’opérateur de Toeplitz de symbole 0.

4. T ∗
φ = Tφ.

5. Pour tous f, g ∈ H2(T), on a : ⟨Mφf, g⟩ = ⟨Tφf, g⟩.

6. Tφ est positif si et seulement si Mφ est positif.

7. Tφ est auto-adjoint si et seulement si son symbole est à valeur réelle presque partout

sur T.

8. L’opérateur de Toeplitz Tφ est une compression de l’opérateur de multiplication Mφ

sur l’espace H2.

2.2 Opérateurs de Hankel sur l’espace de Hardy.

Définition 2.2.1. Soit φ ∈ L∞(T),

1. L’opérateur de Hankel avec le symbole φ est l’opérateur Hφ défini par

Hφ : H2 −→
(
H2
)⊥

= L2 ⊖H2

f 7−→ Hφf = Q(φf).

2. Soit l’opérateur H̃φ : (H2)
⊥ −→ H2 défini par

H̃φf = P (φf), f ∈
(
H2
)⊥
.

Proposition 2.2.1. 1. L’opérateur Hφ est borné si et seulement s’il a un symbole borné

(φ ∈ L∞(T)).

2. L’opérateur de Hankel Hφ est une compression de l’opérateur de multiplication Mφ

sur l’espace (H2)
⊥.

2.3 Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans cette section on étudiera les propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz tron-

qués qui sont des compressions des opérateurs de multiplication sur l’espace modèle K2
u. Ils

ont été formellement introduits par Sarason dans [25]. Dans toute la suite, u désignera une

fonction intérieure non constante.les compressions de S et S∗ sur K2
u sont notées respecti-

vement par Su et S∗
u c’est-à-dire :

21



2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Su = S/Ku, S∗
u = S∗/Ku.

Comme chaque noyau reproduisant de K2
u est analytique borné et span {kuλ, λ ∈ D} (le

sous-espace vectoriel fermé engendré par kuλ ) est dense dans K2
u , il s’ensuit que K2

u∩H∞ :=

K∞
u est dense dans K2

u.

Définition 2.3.1. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole φ ∈ L2(T) sur K∞
u est défini

par :
Auφ : K∞

u −→ K∞
u

f 7−→ Auφ(f) = Pu(φf),

avec Pu est la projection orthogonale de L2(T) sur K2
u . Pour φ ∈ L2 et f ∈ K2

u, on définit

par densité l’expression

Auφf = Pu(φf) sur K2
u,

c’est-à-dire si f ∈ K2
u, on peut trouver (fn)n ⊂ K∞

u tel que fn → f quand n tend vers l’infini

et Pu(φf) = limn→∞ Pu (φfn).

Exemple 2.3.1. Les opérateurs Su et S∗
u sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de

symbole respectif z et z̄. c’est-à-dire,

Su = Auz et S∗
u = Auz̄ .

Lemme 2.3.1. Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont C-symétriques.

Démonstration. Soient φ ∈ L2(T) et Auφ un opérateur de Toeplitz tronqués borné. Pour

f ∈ K∞
u et g ∈ K2

u on a

〈
CAuφCf, g

〉
=
〈
Cg,AuφCf

〉
=

∫
T
u(ζ)ζg(ζ)φ(ζ)u(ζ)ζf(ζ)dm(ζ)

=

∫
T
φ(ζ)f(ζ)g(ζ)dm(ζ)

=
〈
Auφ̄f, g

〉
=
〈(
Auφ
)∗
f, g
〉
.

Lemme 2.3.2. Si λ ∈ D, alors
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2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

S∗
uk

u
λ = λ̄kuλ − u(λ)k̃u0 , Suk̃uλ = λk̃uλ − u(λ)ku0 .

Démonstration. Soit λ ∈ D. Pour la première égalité, nous avons

S∗kλ(z) =
kλ(z)− kλ(0)

z
= λ̄kλ(z),

et

S∗(1− u(λ)u(z)) =
1− u(λ)u(z)− 1 + u(λ)u(0)

z
= −u(λ)S∗u(z).

Donc,

S∗
uk

u
λ = S∗kuλ = S∗(1− u(λ)u)kλ

= (1− u(λ)u)S∗kλ + kλ(0)S
∗(1− u(λ)u)

= λ̄(1− u(λ)u)kλ(z)− u(λ)S∗u

= λ̄kuλ(z)− u(λ)k̃u0 .

L’opérateur Su est un opérateur de Toeplitz tronqué C-symétrique, donc nous obtenons

la deuxième égalité en appliquant l’opérateur C à la première égalité :

Suk̃uλ = CS∗
uCCk

u
λ

= CS∗
uk

u
λ

= λk̃uλ − u(λ)ku0 .

Lemme 2.3.3. Soit u ∈ H2 une fonction intérieure. Alors

a) I − SuS
∗
u = ku0 ⊗ ku0 ,

b) I − S∗
uSu = k̃u0 ⊗ k̃u0 .

Démonstration. Pour la première égalité, soit f ∈ Ku∩(ku0 )
⊥, c’est-à-dire ⟨f, ku0 ⟩ = f(0) = 0,

nous avons S∗
u = S∗/Ku, donc

(I − SuS
∗
u) f = f − Su

(
f

z

)
= 0,
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d’où I − SuS
∗
u est un opérateur de rang 1 , et comme I − SuS

∗
u est un opérateur auto-

adjoint alors I − SuS
∗
u = c (ku0 ⊗ ku0 ). Pour déterminer le scalaire, on va appliquer le lemme

2.3.2 avec (λ = 0) :

(I − SuS
∗
u) k

u
0 = ku0 + u(0)Suk̃u0

=
(
1− |u(0)|2

)
ku0

= ∥ku0∥
2 ku0

= ⟨ku0 , ku0 ⟩ ku0
= (ku0 ⊗ ku0 ) k

u
0 .

D’où le scalaire est 1.

Nous obtenons la deuxième égalité en appliquant l’opérateur C à la première égalité :

C (I − SuS
∗
u)C = ku0 ⊗ ku0 ⇔ C2 − CSuS

∗
uC = Cku0 ⊗ C∗ku0

⇔ I − CSuCCS
∗
uC = k̃u0 ⊗ k̃u0

⇔ I − S∗
uSu = k̃u0 ⊗ k̃u0 .

Théorème 2.3.1. ( Théorème de Sarason ) Soit φ ∈ L2(T). Alors

Auφ = 0 si et seulement si φ ∈ uH2 + uH2.

Démonstration. Soit φ ∈ L2.

On suppose que φ ∈ uH2 + uH2, alors il existe ψ, χ ∈ H2 telles que :

φ = uψ + uχ.

Pour tout f ∈ K∞
u on a :

φf = uψf + uχf,

qui est orthogonale à K2
u car uK∞

u ⊂ uH∞ et uK∞
u ⊂ zH∞.

Donc Auφ = 0 pour tout f ∈ K∞
u et ainsi Auφ = 0 (car K∞

u est dense dans K2
u).

Réciproquement, on suppose que Auφ = 0, et φ = ψ + χ̄ avec ψ, χ ∈ H2. Donc

Auψ = −Auχ̄.

24



2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Les opérateurs Auχ̄ et S∗
u commutent, ainsi que les opérateurs Auψ et Su .Donc

Auψ (I − SuS
∗
u) = (I − SuS

∗
u)A

u
ψ,

et

Auψ (I − SuS
∗
u) k

u
0 = (I − SuS

∗
u)A

u
ψk

u
0 . (2.1)

En appliquant le lemme 2.3.3 on obtient :

Auψ (I − SuS
∗
u) k

u
0 = Auψ (k

u
0 ⊗ ku0 ) k

u
0

=
[(
Auψk

u
0

)
⊗ ku0

]
ku0

= ⟨ku0 , ku0 ⟩Auψku0 ,

et aussi
(I − SuS

∗
u)A

u
ψk

u
0 = (ku0 ⊗ ku0 )A

u
ψk

u
0

=
〈
Auψk

u
0 , k

u
0

〉
ku0 .

Donc l’équation 2.1devient :

⟨ku0 , ku0 ⟩Auψku0 =
〈
Auψk

u
0 , k

u
0

〉
ku0 .

D’où Auψku0 est un multiple de ku0 , c’est-à-dire il existe un scalaire c ∈ C tel que :

Auψk
u
0 = cku0 .

Par conséquent
0 =

(
Auψ − cI

)
ku0 = Pu[(ψ − c)(1− u(0)u)]

= Pu(ψ − c),

car (ψ − c)(−u(0)u) ∈ uH2, donc

Pu[(ψ − c)(−u(0)u)] = 0.

Ce qui implique que

ψ − c ∈ uH2,

alors

Aψ−c = 0,
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et de plus on a :

Auψ = cI.

Comme Auψ = −Auχ̄ alors

Auχ̄ = −cI.

En répétant le même raisonnement ci-dessus, on trouve que χ+ c̄ ∈ uH2 donc

χ̄+ c ∈ ūH2.

D’où

φ = ψ − c+ χ̄+ c ∈ uH2 + ūH2.

Proposition 2.3.1. Soient φ, ψ ∈ L2(T) telles que Auφ, Auψ sont deux opérateurs de Toeplitz

tronqués. Alors

1. Pour tous nombres complexes a et b, Auaφ+bψ = aAuφ + bAuψ.

2.
(
Auφ
)∗

= Auφ.

Dual d’opérateur de Toeplitz tronqué.

Définition 2.3.2. Soient φ ∈ L∞(T) et u une fonction intérieure. Le dual de l’opérateur

de Toeplitz tronqués, noté Ãuφ, est l’opérateur défini par densité sur l’espace (K2
u)

⊥ par

Ãuφ = Qu(φf), f ∈
(
K2
u

)⊥
avec Qu est la projection orthogonale de L2 sur (K2

u)
⊥ et Qu = I − Pu.

Proposition 2.3.2. Les assertions suivantes sont vraies.

1. Soit φ ∈ L2(T), alors Ãuφ est borné sur (K2
u)

⊥ si et seulement si φ ∈ L∞(T).

2. Si Ãuφ est borné, alors
∥∥∥Ãuφ∥∥∥ = ∥φ∥.

3. Pour φ ∈ L∞(T), Ãuφ = 0 si et seulement si φ = 0.

Démonstration. 1. Puisque φ ∈ L2(T), pour un polynôme f ∈ H2, uf ∈ uH2 ⊆ (K2
u)

⊥

et Ãuφ(uf) ∈ (K2
u)

⊥. Il est clair que Qu =MuPMū + (I − P ), alors

∥∥∥Ãuφ(uf)∥∥∥2 = ∥MuPMū(φuf)∥2 + ∥(I − P )(φuf)∥2.
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2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

Donc

∥Tφf∥2 = ∥MuPMū(φuf)∥2 ≤
∥∥∥Ãuφ(uf)∥∥∥2 .

Si Ãuφ est borné alors Tφ est aussi borné, alors φ ∈ L∞ et ∥φ∥∞ = ∥Tφ∥ ≤
∥∥∥Ãuφ∥∥∥.

D’autre part, Si φ ∈ L∞ alors

∥∥∥Ãuφf∥∥∥ = ∥Quφf∥ ≤ ∥φf∥ ≤ ∥φ∥∞∥f∥,

pour tout f ∈ (K2
u)

⊥. Donc
∥∥∥Ãuφ∥∥∥ ≤ ∥φ∥∞.

2. Si Ãuφ est borné,alors d’aprés (1) : ∥φ∥∞ ≤
∥∥∥Ãuφ∥∥∥ et

∥∥∥Ãuφ∥∥∥ ≤ ∥φ∥∞ donc
∥∥∥Ãuφ∥∥∥ = ∥φ∥.

3. d’aprés (1)et (2) alors
∥∥∥Ãuφ∥∥∥ = ∥φ∥ donc Ãuφ = 0 si et seulement si φ = 0.

2.4 Opérateurs de Hankel tronqués.

Définition 2.4.1. Soit φ ∈ L∞, u une fonction intérieure et on a K∞
u est dense dans

K2
u(K

∞
u = K2

u ∩ L∞).

1. L’opérateur de Hankel tronqués Γuφ : K2
u → (K2

u)
⊥ est l’opérateur défini par densité

sur l’espace K2
u par

Γuφf = Qu(φf), f ∈ K2
u.

2. L’opérateur Γ̃uφ : (K2
u)

⊥ −→ K2
u est défini par densité sur l’espace (K2

u)
⊥ par

Γ̃uφf = Pu(φf), f ∈
(
K2
u

)⊥
.

Proposition 2.4.1. 1. Γuφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

2. Γ̃uφ =
(
Γuφ̄
)∗.

Lemme 2.4.1. Si φ ∈ L∞\zH∞ et Tφ (uH2) ⊂ uH2 pour une fonction intérieure non

constante u, alors φ ∈ C.

Démonstration. Si Tφ (uH2) ⊂ uH2, alors

φ
(
uH2

)
= P

(
φ
(
uH2

))
+ (I − P )

(
φ
(
uH2

))
⊂ uH2 + zH2
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2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

où P désigne la projection orthogonale de L2 sur H2, d’où

φ
(
uH2

)
= N1 +N2

où N1 ⊂ uH2 et N2 ⊂ zH2. Donc

H∞φ
(
uH2

)
= φ

(
uH2

)
= H∞N1 +H∞N2

Comme H∞N1 ⊂ uH2 et Tφ (uH2) ⊂ uH2, nous obtenons que P (H∞N2) ⊥ K2
u. Donc

H∞N2 ⊥ K2
u et N2K

2
u ⊥ H∞. Donc N2K

2
u ⊂ zH1 ∩ H1 = 0. Puisque K2

u ̸= 0, N2 = 0 et

ainsi φ (uH2) ⊂ uH2. Ceci montre φ ∈ C.

Lemme 2.4.2. Soit φ ∈ L∞ et soit u une fonction intérieure non constante. Alors les

propriétés suivantes sont valides.

1. Si φK2
u ⊂ K2

u, alors φ ∈ C.

2. Si φ (K2
u)

⊥ ⊂ (K2
u)

⊥, alors φ ∈ C.

Démonstration. 1. Soit φ ∈ H∞. Si φK2
u ⊂ K2

u, alors TφK2
u ⊂ K2

u où Tφ est un opérateur

de Toeplitz. Donc

Tφ
(
uH2

)
⊂ uH2.

Par le lemme 2.4.1, nous avons φ̄ ∈ C. Donc, il suffit de montrer que si φK2
u ⊂ K2

u,

alors φ ∈ H∞. Si f est une fonction non nulle sur K2
u, alors f = gh où g est une

fonction intérieure et h est une fonction extérieure. Puisque gh ⊥ uH2, il s’ensuit que

gh ⊥ ugH2 et donc h ⊥ uH2. Alors h ∈ K2
u. Si φK2

u ⊂ K2
u, alors φh ∈ K2

u et φh = k

pour certain k ∈ K2
u. Donc φ = k

h
∈ H∞ .

2. Si φ
(
uH2 + zH2

)
⊂ uH2 + zH2, alors

φ
(
uH2

)
⊂ uH2 + zH2,

et

φ
(
zH2

)
⊂ uH2 + zH2.
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La première inclusion signifie que Tφ (uH2) ⊂ uH2. De plus, la deuxième inclusion

montre que Tφ̄ (uH2) ⊂ uH2. Puisque φ̄ (zH2) ⊂ uH2 + zH2, multipliant les deux

côtés par uz̄, nous avons φ̄ (uH2) ⊂ uH2 + zH2. D’où Tφ̄ (uH
2) ⊂ uH2. D’après le

lemme 2.4.1 nous avons φ ∈ C.

Lemme 2.4.3. Soit φ ∈ L∞ et soit u une fonction intérieure non constante. Alors les

assertions suivantes sont valables.

1. Γuφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

2. Γ̃uφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

Démonstration. 1. Pour φ ∈ L∞,Γuφ = 0 si et seulement si φK2
u ⊂ K2

u et par le lemme

2.4.2, Γuφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

2. Pour φ ∈ L∞, Γ̃uφ = 0 si et seulement si φ (K2
u)

⊥ ⊂ (K2
u)

⊥. Donc par lemme 2.4.2,

Γ̃uφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

Nous considérons dans la proposition suivante le cas où l’opérateur de Hankel tronqué

Γuφ est de rang un.

Proposition 2.4.2. Supposons que dimK2
u ≥ 1. Soit Γuφ de rang un . Alors les propriétés

suivantes sont correctes.

1. Il existe F0 ∈ K2
u et f0 ∈ (K2

u)
⊥ telles que

Γuφ = f0 ⊗ F0 et ker Γuφ⊕ < F0 >= K2
u,

où < F0 >:= {aF0, a ∈ C}.

2. Si dimK2
u ≥ 2, alors il existe h ∈ ker Γuφ et k ∈ K2

u tel que

φ =
k

h
= g1g2l,

où g1 et g2 sont deux fonctions intérieures et l est une fonction extérieure de H∞.

3. Il existe s ∈ K2
u tel que f0 = φF0 − s.

4. Si φ ∈ H∞, alors f0 ∈ uH2.

5. Soit u(0) = 0. Si φ ∈ zH∞, alors f0 ∈ zH∞.
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2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

6.
(
Γuφ
)∗

Γuφ = ⟨f0, f0⟩ (F0 ⊗ F0).

Démonstration. Les propriétés 1, 3 et 4 sont clairs par définition.

2. Soit φh ∈ K2
u pour une fonction non nulle h ∈ ker Γuφ, alors φ = k

h
pour une fonction

k ∈ K2
u. Soit h = g1k1 et k = g2k2 où g1 et g2 sont des fonctions intérieures et k1 et k2

sont extérieurs. Alors φ = g1g2l où g1 et g2 sont des fonctions intérieures et l = k2
k1

est une

fonction extérieur sur H∞.

5. Soit u(0) = 0 et φ ∈ zH∞. Puisque φ ∈ L∞ et 1 ∈ K2
u, il s’ensuit que φ1 = cf0 + t

pour c ∈ C, f0 ∈ (K2
u)

⊥ et t ∈ K2
u,Γ

u
φK

2
u =< f0 >. Donc

φ− cf0 = t ∈ K2
u ∩
(
K2
u

)⊥
= ∅.

6. Si Γuφ = f0 ⊗ F0, alors
(
Γuφ
)∗

= F0 ⊗ f0 et ainsi

ker Γuφ⊕ < F0 >= K2
u et φK2

u ⊆ K2
u⊕ < f0 > .

Donc
(
Γuφ
)∗

Γuφ = ⟨f0, f0⟩ (F0 ⊗ F0).
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Chapitre 3

Produit d’opérateurs dilatations

d’opérateurs de Toeplitz et Toeplitz

tronqués.

Dans ce chapitre, nous exposons l’objectif de notre travail, en nous concentrant sur

les propriétés algébriques des opérateurs d’intégrale singulière et des opérateurs d’intégrale

singulière tronqués sur L2. La plupart des preuves et caractéristiques étudiées dans ce sujet

sont issues des références suivantes [2, 16, 18, 20, 22].

Définition 3.0.1. Soit H un sous espace fermé d’un espace de Hilbert M, et soient R :

M −→ M et T : H −→ H deux opérateurs bornés et X = I − T et P c’est la projection

orthogonale de M sur H. On dit que R est une dilatation de T ou bien T est une compression

de R si Tf = PRf pour tout f ∈ H . Selon M = H⊕(H)⊥, l’opérateur R est une dilatation

de T si et seulement si l’opérateur R a la représentation matricielle suivante

R =

(
T X̃

X T̃

)
où

T̃ : H 7−→ H⊥,

X̃ : H⊥ 7−→ H.
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

3.1 Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

Définition 3.1.1. Soient α, β ∈ L∞, un opérateur intégral singulier de Cauchy (ou opéra-

teur dilatation d’opérateur de Toeplitz) Sα,β : L2 → L2 est défini par

Sα,β(f) = αPf + βQf, f ∈ L2.

Où P et Q = I−P désignent les projections orthogonales de L2 sur H2 et (H2)⊥ = L2⊖H2

respectivement.On a S1,1 = I, S1,0 = P et S0,1 = Q.

Remarque 3.1.1. Sachant que ∥P∥ = ∥Q∥ = 1, alors pour toute fonction f ∈ L2, nous

avons

∥Sα,β(f)∥ ≤ ∥αPf∥+ ∥βQf∥ ≤ ∥α∥∞∥Pf∥+ ∥β∥∞∥Qf∥ ≤ (∥α∥∞ + ∥β∥∞)∥f∥,

Par conséquent, l’opérateur Sα,β est un opérateur borné sur L2.

Récemment, Nakazi et Yamamoto dans [22] montrent que l’opérateur Sα,β a une

connexion étroite avec les opérateurs Toeplitz et Hankel par une représentation matricielle

dans L2 = H2 ⊕ (H2)⊥.

Lemme 3.1.1. Soit α, β ∈ L∞. Alors les opérateurs Sα,β et S∗
α,β ont les représentations

matricielles suivantes :

Sα,β =

(
Tα H̃β

Hα T̃β

)
,

S∗
α,β =

(
Tα H̃α

Hβ T̃β

)
,

dans L2 = H2 ⊕ (H2)⊥.

Démonstration. Toute fonction f de L2 peut être exprimée de manière unique par f = g+h

où g ∈ H2, h ∈ (H2)⊥ . Alors

Sα,βf = αg + βh

= (Pαg + Pβh) + (Qαg +Qβh)

= (Tαg + H̃βh) + (Hαg + T̃βh)

=

(
Tα H̃β

Hα T̃β

)(
g

h

)
.
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

La matrice de S∗
α,β découle immédiatement de la matrice de Sα,β.

Pour cette raison, l’opérateur Sα,β est appelée dilatation d’opérateur de Toeplitz Tα.

Soit B(L2) l’algèbre de tous les opérateurs linéaires bornés sur L2. Soit Sd l’ensemble de

tous les opérateurs intégraux singuliers défini comme

Sd = {Sα,β ∈ B(L2), α, β ∈ L∞}.

Notez que Sα,α =Mα et Sα,β =Mβ + Sα−β,0.

Soit en = zn et e−n = z−n = zn pour n ≥ 0 où z = eiθ. Pour f ∈ L2, la série de Fourier

de f est

f =
∞∑

n=−∞

fnen =
∞∑

n=−∞

fne
inθ.

Ainsi, f−1 désigne le coefficient de Fourier correspondant au terme e−1.

Pour deux opérateurs C,D ∈ B(L2), soit [C,D] = CD − DC le commutateur de C et

D. L’ensemble des opérateurs de multiplication sur L2 est l’ensemble de tous les opérateurs

de L2 qui commutent avec l’opérateur Mz, défini comme

M = {Mα ∈ B(L2), α ∈ L∞}

= {A ∈ B(L2),MzA = AMz}.

Proposition 3.1.1. Soit A ∈ B(L2). Alors A ∈ Sd si et seulement s’il existe une ψ ∈ L∞

tel que

[A,Mz] = ψ ⊗ e−1. (3.1)

Dans ce cas, A = Sψ+β,β pour certains β ∈ L∞.

Démonstration. Soit A = Sα,β pour deux fonctions α, β ∈ L∞. Soit f ∈ L∞, f =∑∞
n=−∞ fnz

n, alors nous avons

Sα,βMz(f) = αP [zf ] + βQ[zf ]

= α[zPf + f−1] + β[zQf − f−1]

= zαPf + zβQf + (α− β)f−1

=MzSα,β(f) + [(α− β)⊗ e−1](f).
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Ainsi, nous avons démontré l’égalité (3.1) avec ψ = (α − β) ∈ L∞. Maintenant, supposons

que A ∈ B(L2) et que l’égalité (3.1) soit atteinte. Alors

Sψ,0Mz −MzSψ,0 = ψ ⊗ e−1.

Donc

(A− Sψ,0)Mz −Mz(A− Sψ,0) = (AMz − AMz)− (Sψ,0Mz − Sψ,0Mz)

= ψ ⊗ e−1 − ψ ⊗ e−1

= 0

et

(A− Sψ,0)Mz =Mz(A− Sψ,0).

Les deux opérateurs A−Sψ,0 et Mz commutent. Alors l’opérateur A−Sψ,0 est un opérateur

de multiplication. De plus, A− Sψ,0 =Mβ = Sβ,β pour certaine β ∈ L∞. Alors

A = Sψ,0 + Sβ,β = Sψ+β,β.

Proposition 3.1.2. [16] L’opérateur S∗
α,β ∈ Sd si et seulement si (α − β) = λ où λ ∈ C.

Dans ce cas, S∗
α,β = Sᾱ,β̄.

Lemme 3.1.2. Soient Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd. Alors

1. [Sα1,β1Sα2,β2 ,Mz] = (α1 − β1)⊗ S∗
α2,β2

e−1 + Sα1,β1(α2 − β2)⊗ e−1.

2. [Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = α1 ⊗ z̄α2 − β1 ⊗ z̄β2.

3. [S∗
α2,β2

Sα1,β1 ,Mz] = e0 ⊗ S∗
α1,β1

z̄(α2 − β2) + S∗
α2,β2

(α1 − β1)⊗ e−1.

Démonstration.

[Sα1,β1Sα2,β2 ,Mz] = [Sα1,β1 ,Mz]Sα2,β2 + Sα1,β1 [Sα2,β2 ,Mz]

= [(α1 − β1)⊗ e−1]Sα2,β2 + Sα1,β1 [(α2 − β2)⊗ e−1]

= (α1 − β1)⊗ S∗
α2,β2

e−1 + Sα1,β1(α2 − β2)⊗ e−1.
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[Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = [Sα1,β1 ,Mz]S
∗
α2,β2

+ Sα1,β1 [S
∗
α2,β2

,Mz]

= [Sα1,β1 ,Mz]S
∗
α2,β2

+ Sα1,β1Mz[Sα2,β2 ,Mz]
∗Mz

= (α1 − β1)⊗ z̄β2 + α1 ⊗ z̄(α2 − β2)

= α1 ⊗ z̄α2 − β1 ⊗ z̄β2.

[S∗
α2,β2

Sα1,β1 ,Mz] = [S∗
α2,β2

,Mz]Sα1,β1 + S∗
α2,β2

[Sα1,β1 ,Mz]

=Mz[Sα2,β2 ,Mz]
∗MzSα1,β1 + S∗

α2,β2
[Sα1,β1 ,Mz]

= e0 ⊗ S∗
α1,β1

z̄(α2 − β2) + S∗
α2,β2

(α1 − β1)⊗ e−1.

Théorème 3.1.1. [16] Soit Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd. Supposons que Sα1,β1 n’est pas dans M. Alors

Sα1,β1Sα2,β2 ∈ Sd si et seulement si α2 ∈ H∞,β2 ∈ H∞, dans ce cas

Sα1,β1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2 .

Démonstration. D’après la proposition 3.1.1 Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd si et seulement si

[Sα1,β1Sα2,β2 ,Mz] = ψ ⊗ e−1. (3.2)

Pour un certain ψ ∈ L∞, d’après le lemme 3.1.2

[Sα1,β1Sα2,β2 ,Mz] = (α1 − β1)⊗ S∗
α2,β2

e−1 + Sα1,β1(α2 − β2)⊗ e−1 = ψ ⊗ e−1.

Par hypothèse α1 − β1 ̸= 0, alors il existe un nombre complexe λ tel que

S∗
α2,β2

e−1 = λe−1. (3.3)

Sα1,β1(α2 − β2) = −λ(α1 − β1) + ψ. (3.4)

Remarquons que S∗
α2,β2

(f) = P [α2f ] +Q[β2f ], on a de (3.3)

P [α2e−1] +Q[β2e−1] = λz,
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ce qui implique que α2 ∈ H∞ et β2 = λ+
∑−1

−∞ β2nz
n ∈ H∞. Pour (3.4), on a

α1P [α2 − β2] + β1Q[α2 − β2] = −λ(α1 − β1) + ψ,

α1(α2 − λ) + β1(−β2 + λ) = −λ(α1 − β1) + ψ,

donc

α1α2 = β1β2 + ψ. (3.5)

Puisque α2 ∈ H∞ et β2 ∈ H∞

Sα1,β1Sα2,β2f = Sα1,β1(α2Pf + β2Qf)

= α1P [α2Pf + β2Qf ] + β1Q[α2Pf + β2Qf ]

= α1α2Pf + β1β2Qf

= Sα1α2,β1β2f

= Sα1α2,α1α2−ψf

= Sβ1β2+ψ,β1β2f.

Remarque 3.1.2. (a) Si Sα1,β1 =Mα1, alors Sα1,β1Sα2,β2 ∈ Sd pour tout Sα2,β2 et

Sα1,β1Sα2,β2 =Mα1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2 .

(b) Supposons que Sα1,β1 ̸∈ M et Sα2,β2 = Mα2. Si Sα1,β1Sα2,β2 ∈ Sd, alors d’après le

théorème 3.1.1, α2 est constante,

Sα2,β2 = α2I, et Sα1,β1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2.

(c) Si α2 ∈ H∞, β2 ∈ H∞, alors

Sα1,β1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2 .

Corollaire 3.1.1. Soit Sα,β ∈ Sd pour un certains α, β ∈ L∞. Supposons que Sα,β /∈ M .

Alors Sα,β est inversible et S−1
α,β ∈ Sd si et seulement si α, β̄ ∈ H∞ et α, β̄ sont inversibles

dans H∞. Dans ce cas

S−1
α,β = Sα−1,β−1 .
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Démonstration. Si Sα1,β1 est l’inverse de Sα,β alors

Sα1,β1Sα,β = Sα1α,β1β = I ∈ Sd

comme Sα1,β1 /∈M (sinon Sα,β ∈M), d’après théorème 3.1.1 α, β̄ ∈ H∞ et

α1α = β1β = 1.

Corollaire 3.1.2. Soient Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd. Supposons que Sα1,β1 /∈ M . Alors

Sα1,β1Sα2,β2 ∈M si et seulement si α2 ∈ H∞, β2 ∈ H∞ et α1α2 = β1β2. Dans ce cas,

Sα1,β1Sα2,β2 =Mβ1β2 .

Le résultat suivant caractérise quand Sα1,β1Sα2,β2 = 0.

Corollaire 3.1.3. Soient Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd. Supposons que Sα1,β1 /∈M et Sα2,β2 ̸= 0, alors

Sα1,β1Sα2,β2 = 0 si et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) α1 ̸= 0, β1 = 0, α2 = 0 et β2 ∈ H∞.

(ii) β1 ̸= 0, α1 = 0, β2 = 0 et α2 ∈ H∞.

Nous identifions maintenant quelques sous-algèbres de Sd qui sont apparentées aux

sous-algèbres de H∞.

Corollaire 3.1.4. La plus grande sous-algèbre K de Sd qui n’est pas contenue dans M est :

K = {Sα,β | α ∈ H∞, β ∈ H∞}.

Démonstration. Soit K une sous-algèbre de Sd qui n’est pas dans M. Soit Sα,β ∈ Sd mais

Sα,β /∈M . D’après le théorème 3.1.1, S∗
α,β ∈ K ⊂ Sd implique que α ∈ H∞, β ∈ H∞.

Soit Sα1,β1 un élément arbitraire de K, alors Sα,βSα1,β1 ∈ K ⊂ Sd implique que α ∈ H∞,

β1 ∈ H∞.

Si Sα,β ∈ K, alors S∗
α,β /∈ Sd sauf si α, β sont constants. Pour deux fonctions intérieures

fixées θ1, θ2, l’ensemble suivant Kθ1,θ2 est une sous-algèbre de Sd :

Kθ1,θ2 = {Sθ1α,θ2β | α ∈ H∞, β ∈ H∞} = Sθ1,θ2K.

Maintenant, nous montrons quand S∗
α1,β1

Sα2,β2 appartient à Sd.

Proposition 3.1.3. Soient Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd. Alors S∗
α1,β1

Sα2,β2 ∈ Sd si et seulement si

α1(α2 − β2), β1(α2 − β2) ∈ H∞. Dans ce cas,
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S∗
α2,β2

Sα1,β1 = Sα2α1,β2β1
.

Démonstration. D’après proposition 3.1.1 S∗
α2,β2

Sα1,β1 ∈ Sd si et seulement si

[
S∗
α2,β2

Sα1,β1 ,Mz

]
= ψ ⊗ e−1,

pour un certains ψ ∈ L∞. D’après le lemme 3.1.2

[
S∗
α2,β2

Sα1,β1 ,Mz

]
= e0 ⊗ S∗

α1,β1
z̄ (α2 − β2) + S∗

α2,β2
(α1 − β1)⊗ e−1

= ψ ⊗ e−1.

Alors il existe un nombre complexe λ tel que

S∗
α1,β1

z̄ (α2 − β2) = λ̄e−1.

λe0 + S∗
α2,β2

(α1 − β1) = ψ.

En outre,

P [α1z (α2 − β2)] +Q
[
β1z̄ (α2 − β2) = λ̄z̄

λ+ P [α2 (α1 − β1)] +Q
[
β2 (α1 − β1)

]
= ψ.

Alors α1 (α2 − β2) = h1 et β1 (α2 − β2) = λ̄ + zh2 pour deux fonctions h1, h2 ∈ H∞.

Maintenant

S∗
α2,β2

Sα1,β1f = P [α2α1Pf + α2β1Qf ] +Q
[
β2α1Pf + β2β1Qf

]
= P

[
α1

(
α2 − β2

)
Pf + β1

(
α2 − β2

)
Qf
]
+ β2α1Pf + β2β1Qf

= α1

(
α2 − β2

)
Pf + β2α1Pf + β2β1Qf

= α2α1Pf + β2β1Qf

= Sα2α1,β2β1
f.

Corollaire 3.1.5. Soient Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd. Alors

1. S∗
α2,β2

Sα1,β1 ∈ M si et seulement si α1

(
α2 − β2

)
, β2 (α2 − β2) ∈ H∞ et α2α1 = β2β1,

dans ce cas S∗
α2,β2

Sα1,β1 =Mα2α1.

2. Si Sα1,β1 ̸= 0 et Sα2,β2 ̸= 0, alors S∗
α2,β2

Sα1,β1 = 0 si et seulement si l’une des conditions

suivantes est satisfaite
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(a) α1 ̸= 0, β2 ̸= 0, β1 = 0, α2 = 0 et α1β2 ∈ H∞.

(b) α2 ̸= 0, β1 ̸= 0, α1 = 0, β2 = 0 et β1α2 ∈ H∞.

Démonstration. L’assertion (1) découle de la preuve du proposition 3.1.3.Nous prouvons

maintenant (2). Si S∗
α2,β2

Sα1,β1 = 0, alors α2α1 = β2β1 = 0.Puisque α1β2 ∈ H∞, alors ou

bien α1β2 = 0 ou bien α1β2 ̸= 0 presque partout sur T. Donc si les deux α1, β2 ne sont pas

des fonctions nulles, alors

α2α1 = β2β1 = 0

implique que α1, β2 sont des fonctions nulles,ce qui prouve (a). La preuve de (b) est

similaire.

Corollaire 3.1.6. L’opérateur Sα,β est une isométrie si et seulement si |α| = |β| = 1 et

α = θβ pour une fonction intérieure θ.

L’opérateur Sα,β est un opérateur unitaire si et seulement si |α| = |β| = 1 et α = λβ

pour une constante λ.

Démonstration. L’opérateur Sα,β est une isométrique si et seulement si

S∗
α,βSα,β = I.

Par corollaire 3.1.5 ᾱα = β̄β = 0. La fonction α(ᾱ − β̄) = 1 − αβ̄ ∈ H∞ implique

que αβ̄ ∈ H∞. Mais |αβ̄| = 1, alors αβ̄ = β ∈ H∞ est une fonction intérieure. Donc

α = αβ̄β = θβ.

Si Sα,β = Sθf,β est un opérateur unitaire, alors

β = Sθf,βS
∗
θβ,β

= Sθβ,β[P (θββ) +Q(β̄β)]

= Sθβ,βP (β̄)

= θβP (β̄).

Donc θP (θ̄) = 1 puisque |β| = 1. Donc θ est une constante de module un.

Proposition 3.1.4. Soit Sα1,β1 , Sα2,β2 ∈ Sd . Supposons que Sα1,β1 ̸= 0 . Alors Sα1,β1S
∗
α2,β2

∈
Sd si et seulement si l’une des quatre conditions suivantes est vérifiée.

1. α1 = 0 et β2est une constante.

2. β1 = 0 et α2 est une constante.
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3. α2 et β2 sont des constantes.

4. β1 = λ̄α1, α2 = λβ2 + µ pour deux constantes λ et µ.

Dans tous les cas,

Sα1,β1S
∗
α2,β2

= Sα1α2,β1β2
.

Démonstration. Par la proposition 3.1.1, Sα1,β1 , S
∗
α2,β2

∈ Sd si et seulement si

[
Sα1,β1S

∗
α2,β2

,Mz

]
= ψ ⊗ e−1

pour une fonction ψ ∈ L∞. Par la proposition 3.1.4

[
Sα1,β1S

∗
α2,β2

,Mz

]
= α1 ⊗ z̄α2 − β1 ⊗ z̄β2 (3.6)

= ψ ⊗ e−1. (3.7)

Il y a deux cas. α2 et β2 sont linéairement dépendants ou α1 et β1 sont linéairement dépen-

dant.

Supposons que α2 et β2 sont linéairement dépendants. Si β2 = 0 et ψ = 0 , alors α1 = 0

(supposons que α2 = 0 ). Pour 1 ) avec β2 = 0. Si β2 = 0 et ψ ̸= 0, alors par (3.6), α2 est

une constante. Pour 3) avec β2 = 0. Si β2 = 0, alors

α2 = λβ2 (3.8)

pour une constante λ. Maintenant l’équation (3.6) devient

(
λ̄α1 − β1

)
⊗ z̄β2 = ψ ⊗ e−1.

Si ψ = 0, alors λ̄α1 − β1 = 0. Cela conduit à la déclaration (iv) avec µ = 0.

Si ψ = 0, z̄β2 = µe−1 pour une constante µ, donc β2 est une constante. Donc, on a la

condition 2).

Supposons maintenant que α1 et β1 dépendent linéairement, mais que α2 et β2 sont

linéairement indépendants. Si β1 = 0, alors 3.6 implique que α2 est une constante (en

supposant que α1 = 0 ). Donc, on a la condition 2). Si β1 = 0, alors

α1 = λβ1. (3.9)

Maintenant l’équation (3.6) devient
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β1 ⊗ z̄
(
λ̄α2 − β2

)
= ψ ⊗ e−1.

Si ψ = 0, alors λ̄α2 − β2 = 0, ce qui est impossible. Si ψ ̸= 0, il existe une constante

µ = 0 tel que (
λ̄α2 − β2

)
= −µ, µ̄β1 = ψ. (3.10)

Si λ = 0, alors par (3.9) et (3.10), α1 = 0 et β2 est une constante. Donc, on a la condition

1). Si λ ̸= 0, cela conduit à la déclaration 4). Dans ce cas, par (3.5) et (3.10),

Sα1,β1S
∗
α2,β2

f = Sα1,β1

[
P [α2f ] +Q

[
β2f
]]

= α1P [α2f ] + β1Q
[
β2f
]

= λβ1P [α2f ] + β1Q [(λα2 + µ̄) f ]

= λβ1α2f + β1µ̄Q[f ]

= Sλβ1α2,λβ1α2+µ̄β1

= Sα1α2,β1β2
.

Corollaire 3.1.7. L’opérateur Sα,β est un co-isométrique si et seulement si Sα,β est un

opérateur unitaire.

Démonstration. L’opérateur Sα,β est un co-isométrique si et seulement si

Sα,βS
∗
α,β = I.

Selon la proposition 3.1.4,

Sα,βS
∗
α,β = Sαᾱ,ββ̄ = I,

donc |α| = |β| = 1.

Si la condition 3) de la proposition 3.1.4 est vérifiée, alors Sα,β est un multiple de l’identité,

donc Sα,β est un opérateur unitaire.

Si la condition 4) de la proposition 3.1.4 est vérifiée, alors α = λβ pour une constante γ et

Sα,β est un opérateur unitaire.
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3.2 Produit de deux dilatations des opérateurs de Toe-

plitz tronqués.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les propriétés des opérateurs intégrale

singuliér – ceux qui pouvaient être vus comme dilatation d’opérateurs de Toeplitz – étaient

étroitement liées aux opérateurs de multiplication. C’est-à-dire, un opérateur intégral sin-

gulier - ou dilatation d’opérateur de Toeplitz - pouvait être caractérisé par l’équation d’opé-

rateurs suivante

[Sα,β,Mz] = (α− β)⊗ e−1.

Selon la décomposition orthogonale L2 = H2⊕ (H2)⊥, il a également une représentation

sous la forme

Sα,β =

(
Tα H̃β

Hα T̃β

)
.

Nous nous intéressons à une nouvelle classe d’opérateurs Su appelée dilatations d’opérateurs

de Toeplitz tronquées Suφ,ψ. Cette classe a été introduite en 2015 par Ko et Lee . Il a été

observé que, selon la décomposition orthogonale L2 = K2
u ⊕ (K2

u)
⊥,

Suφ,ψ =

(
Auφ Γ̃uψ

Γuφ Ãuψ

)
.

Récemment, Gu et Kang donnent une caractérisation complète lorsque Suφ,ψ est un opérateur

auto-adjoint, isométrique, co-isométrique et normal, en utilisant leur observation clé qui est

Suφ,ψ satisfait l’équation suivante

Suφ,ψ −MzS
u
φ,ψM

∗
z = (φ− ψ)⊗ e0 − (φ− ψ)u⊗ ue0.

Définition 3.2.1. Pour φ, ψ ∈ L∞ et u une fonction intérieure, la dilatation d’opérateur

de Toeplitz tronqué Suφ,ψ : L2 → L2 est définie par

Suφ,ψ(f) = φPu(f) + ψQu(f), f ∈ L2

où Pu = P −MuPMu désigne la projection orthogonale de L2 sur K2
u et Qu = I−Pu désigne

la projection orthogonale de L2 sur (K2
u)

⊥ = L2 ⊖K2
u = zH2 ⊕ uH2.
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Il est facile de voir que

Suφ,ψ =Mψ + Suφ−ψ,0,

et

Suφ,φ =Mφ.

Remarque 3.2.1. L’opérateur Suφ,ψ est un opérateur borné si et seulement si φ, ψ ∈ L∞,

tel que

∥Suφ,ψ(f)∥ ≤ ∥φPu(f)∥+ ∥ψQu(f)∥

≤ (∥φ∥∞ + ∥ψ∥∞)∥f∥2, (f ∈ L2).

Pour tout f ∈ L2, nous avons

Suφ,ψf = φPuf + ψQuf

= φPuf + ψ[f − Puf ]

= (φ− ψ)Puf + ψf.

Remarque 3.2.2. Soit φ, ψ ∈ L∞. Alors pour tout f, g ∈ L2 nous avons,

⟨Suφ,ψf, g⟩ = ⟨φPu(f) + ψQu(f), g⟩

= ⟨f, Pu(φg)⟩+ ⟨f,Qu(ψg)⟩.

Donc

(Suφ,ψ)
∗f = Pu(φf) +Qu(ψf), f ∈ L2.

Lemme 3.2.1. Soit A ∈ B(L2). Alors A = 0 si et seulement si

[A,Mz] = 0 et Ae0 = 0.

Démonstration. Si [A,Mz] = 0 alors A =Mφ pour certaine φ ∈ L∞, et Ae0 = 0 signifie que

φ = 0. Alors A = 0.
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Lemme 3.2.2. Soient φ et ψ deux fonctions de L∞ et u une fonction intérieure non

constante, nous avons :

1. [Suφ,0,Mz] = φ⊗ e−1 − φu⊗ ue−1.

2. [Suφ,ψ,Mz] = (φ− ψ)⊗ e−1 − (φ− ψ)u⊗ ue−1.

3. [(Suφ,ψ)
∗,Mz] = e0 ⊗ (φ− ψ)e−1 − u⊗ (φ− ψ)ue−1.

Démonstration. 1. Soit f =
∑∞

−∞ fnz
n ∈ L2, alors

Suφ,0Mzf = φ(Pzf − uPuzf)

= φ(zPf + f−1)− φu(zPuf + (uf)−1)

= zφPf − zφuPuf + φf−1 − φu(uf)−1

=MzSφ,0f + [φ⊗ e−1]f − [φu⊗ ue−1]f.

2. La deuxième formule découle du fait que Sφ,ψ = φPu + ψ(I − Pu) et [Mψ,Mz] = 0.

3. Pour la troisième formule, notez que

[(Suφ,ψ)
∗,Mz] = (Suφ,ψ)

∗Mz −Mz(S
u
φ,ψ)

∗

=Mz(M
∗
z (S

u
φ,ψ)

∗ − (Suφ,ψ)
∗M∗

z )Mz

=Mz[S
u
φ,ψ,Mz]

∗Mz

=Mz[e−1 ⊗ (φ− ψ)− ue−1 ⊗ (φ− ψ)u]Mz

= e0 ⊗ (φ− ψ)e−1 − u⊗ (φ− ψ)ue−1.

Auto adjoint, positif

Nous étudions les conditions sous lesquelles la dilatation d’opérateur de Toeplitz tronquée

est un opérateur auto-adjoint et positif.

Théorème 3.2.1. L’opérateur Suφ,ψ est auto-adjoint si et seulement si φ et ψ sont des

fonctions à valeur réelle et

(φ− ψ) = λ, (λ ∈ R).

Démonstration. D’après le lemme 3.2.1 et le lemme 3.2.2 , Suφ,ψ est auto adjoint si et seule-

ment si
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(φ− ψ)⊗ e−1 − (φ− ψ)u⊗ ue−1 = e0 ⊗ (φ− ψ)e−1 − u⊗ (φ− ψ)ue−1

= ((Suφ,ψ)
∗ − Suφ,ψ)e0.

Ceci implique que

[
(φ− ψ)

−(φ− ψ)u

]
=

[
a b

c d

][
e0

−u

]
,

pour certains a, b, c, d ∈ C. Donc

−(ae0 − bu)u = ce0 − du,

b = c = 0, d = a.

Donc

ae0 ⊗ e−1 − au⊗ ue−1 = ae0 ⊗ e−1 − au⊗ ue−1.

Nous avons

(a− a)e0 ⊗ e−1 = (a− a)u⊗ ue−1.

Cette équation donne (a− a) = 0 et (φ− ψ). D’autre part, notez que

Suφ,ψe0 = (Sua,0 +Mψ)e0 = aPue0 + ψ,

et

(Suφ,ψ)
∗e0 = (Pu(φ− ψ)e0 +Mψ)e0 = aPue0 + ψ.

Donc, ψ − ψ = 0 et ψ est une fonction à valeur réelle.

Ensuite, nous donnons quelques conditions nécessaires ou suffisantes pour que Suφ,ψ soit

un opérateur positif.

Lemme 3.2.3. Soit f ∈ L2.Si

∫
T
f(z)|h(z)|2dm(z) ≥ 0

pour tout h ∈ H2, alors f(z) ≥ 0 dans T.
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Théorème 3.2.2. Les assertions suivantes sont satisfaites

1. Si Suφ,ψ ≥ 0, alors ψ
(
eiθ
)
≥ 0 dans T et φ = λ+ ψ où λ est un nombre réel.

2. Si φ = λ + ψ pour un certain nombre réel λ et si φ
(
eiθ
)
≥ 0 et ψ

(
eiθ
)
≥ 0, alors

Suφ,ψ ≥ 0.

Démonstration. Supposons que Suφ,ψ ≥ 0, l’opérateur Suφ,ψ est auto adjoint si et seulement

si φ = λ+ ψ où λ ∈ R. Soit g = uh ∈ ImQu, h ∈ H2, alors nous avons

< Suφ,ψg, g >=< ψg, g >=< ψh, h >≥ 0.

ψ
(
eiθ
)
≥ 0 dans T d’après le lemme 3.2.3.

Supposons que φ
(
eiθ
)
≥ 0 et ψ

(
eiθ
)
≥ 0 et φ = λ + ψ pour un certain nombre réel λ.

Soit f ∈ L2, si λ ≥ 0 alors

< Suφ,ψf, f > =< λPuf + ψf, f >

= λ < Puf, Puf > + < ψf, f >

≥ 0

.

Si λ < 0, puisque < Puf, Puf >≤< f, f >, alors

< Suφ,ψf, f > = λ < Puf, Puf > + < ψf, f >

≥ λ < f, f > + < ψf, f >

=< φf, f >

≥ 0.

Isométrique, unitaire.

Dans cette section, nous caractérisons la dilatations d’opérateur de Toeplitz tron-

qué isométrique, co-isométrique et unitaire. Pour discuter ce problème, nous décrirons[(
Suφ,ψ

)∗
Suφ,ψ,Mz

]
et
[
Suφ,ψ

(
Suφ,ψ

)∗
,Mz

]
comme des opérateurs de rang fini .

[(
Suφ,ψ

)∗
Suφ,ψ,Mz

]
=
[(
Suφ,ψ

)∗
,Mz

]
Suφ,ψ +

(
Suφ,ψ

)∗ [
Suφ,ψ,Mz

]
= e0 ⊗

(
Suφ,ψ

)∗
[(φ− ψ)e−1]− u⊗

(
Suφ,ψ

)∗
[(φ− ψ)ue−1]

+
(
Suφ,ψ

)∗
(φ− ψ)⊗ e−1 −

(
Suφ,ψ

)∗
(φ− ψ)u⊗ ue−1.
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[
Suφ,ψ

(
Suφ,ψ

)∗
,Mz

]
=
[
Suφ,ψ,Mz

] (
Suφ,ψ

)∗
+ Suφ,ψ

[(
Suφ,ψ

)∗
,Mz

]
= (φ− ψ)⊗ Suφ,ψe−1 − [(φ− ψ)u]⊗ Suφ,ψ (ue−1)

+ Suφ,ψe0 ⊗ [(φ− ψ)e−1]− Suφ,ψu⊗ [(φ− ψ)ue−1] .

Pue0 = e0 − u(0)u = ku0 .

Que0 = e0 − ku0 = u(0)u.

Suφ,ψe0 = φku0 + ψu(0)u

= φ+ (ψ − φ)u(0)u.

Suφ,ψe−1 = ψe−1, S
u
φ,ψu = ψu.

Suφ,ψ (ue−1) = φPu (ue−1) + ψQu (ue−1)

= φ(u− u(0))e−1 + ψu(0)e−1

= φue−1 + (ψ − φ)u(0)e−1.

Alors

[
Suφ,ψ

(
Suφ,ψ

)∗
,Mz

]
= φ⊗ φe−1 − ψ ⊗ ψe−1 + ψu⊗ ψue−1 − φu⊗ φue−1. (3.11)

Théorème 3.2.3. L’opérateur Suφ,ψ est un co-isométrique si et seulement si |φ| = |ψ| = 1

et ψ = λφ pour une certaine constante |λ| = 1.

Démonstration. Posons T = Suφ,ψ
(
Suφ,ψ

)∗. Il est clair que T est un opérateur de multiplica-

tion sur L2 si et seulement si T commute avec Mz. L’opérateur d’identité I sur H2 est un

opérateur de multiplication par la fonction constante 1. Donc, l’opérateur T est un opéra-

teur d’identité si et seulement s’il commute avec l’opérateur Mz de plus Te0 = e0. Donc, en

utilisant l’équation 3.11 Suφ,ψ est un co-isométrique si et seulement si

φ⊗ φe−1 − ψ ⊗ ψe−1 + ψu⊗ ψue−1 − φu⊗ φue−1 = 0. (3.12)

et

Suφ,ψ
(
Suφ,ψ

)∗
e0 = e0.

Nous avons
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[
φ

φu

]
=

[
a b

c d

][
ψ

ψu

]
,

où a, b, c, d ∈ C, c’est à dire

φ = (a+ bu)ψ, φu = (c+ du)ψ.

Alors

ψu(a+ bu) = ψ(c+ du).

Si ψ = 0 alors φ = 0 et φ = ψ. Si ψ(z) ̸= 0, alors nous avons

u(a+ bu) = (c+ du),

ce qui implique que b = c = 0 et a = d. Donc φ = aψ. À partir de l’équation 3.12 nous

avons

|a|2 (ψ ⊗ ψe−1 + ψu⊗ ψue−1) = (ψ ⊗ ψe−1 + ψu⊗ ψue−1) .

Donc |a| = 1. En utilisant φ = aψ et |a| = 1,

Suφ,ψ
(
Suφ,ψ

)∗
e0 = Suφ,ψ [Puφ̄+Quaφ̄]

= φPuφ̄+ ψQuaφ̄ = φPuφ̄+ φQuφ̄

= φ [Puφ̄+Quφ̄] = |φ|2

= e0.

Théorème 3.2.4. L’opérateur Suφ,ψ est un co-isométrique si et seulement s’il est un opéra-

teur unitaire.

Démonstration. Si Suφ,ψ est un co-isométrique, il suffit de vérifier que
(
Suφ,ψ

)∗
Suφ,ψ = I. Soit

f ∈ L2. D’après le théorème précédent, |φ| = |ψ| = 1 et ψ = λφ pour une certaine constante

|λ| = 1. Alors
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(
Suφ,ψ

)∗
Suφ,ψf =

(
Suφ,ψ

)∗
(φPuf + λφQuf)

= Pu [φ̄ (φPuf + λφQuf)] +Qu

[
λφ (φPuf + λφQuf)

]
= Puf + |λ|2Quf

= f.

Lemme 3.2.4. 1. Soit g ∈ L2 une fonction à valeur réel.Si Qug = 0, alors g est une

constante. Si Quge−1 = 0, alors g = 0.

2. Soit g ∈ L2 ,si Qug = 0 alors g ∈ K2
u et Puḡ = λku0 pour une certaine constante λ.

Démonstration. 1. Pour h ∈ H2 et λ ∈ R, supposons que

g = zh(z) + zh(z) + λ

ge−1 = h(z) + z2h(z) + λz̄.

Il est clair que

Qug = zh(z) +Qu(zh(z) + λ) = 0,

implique que zh(z) = 0 et g est une constante. De la même manière,

Quge−1 = z2h(z) + λz̄ +Qu(h(z)) = 0,

implique que z2h(z) + λz̄ = 0 et g = 0.

2. Il est clair que si Qug = 0 alors g ∈ K2
u.

Posons g = g(0) + zg1 où g1 ∈ H2, alors

Puḡ = PuP
(
g(0) + zg1

)
= λku0 ,

où λ = g(0).

Théorème 3.2.5. [18] L’opérateur Suφ,ψ est une isométrie si et seulement s’il est un opéra-

teur unitaire.
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Normal.

Lemme 3.2.5. L’opérateur Suφ,ψ et son adjoint
(
Suφ,ψ

)∗ ont les représentations matricielles

suivantes

Suφ,ψ =

(
Auφ Γ̃uψ

Γuφ Ãuψ

)
,
(
Suφ,ψ

)∗
=

(
Auφ̄ Γ̃uφ̄

Γu
ψ̄

Ãu
ψ̄

)

dans L2 = K2
u ⊕ (K2

u)
⊥ .

Démonstration. Comme tout f ∈ L2 peut s’écrire uniquement comme f = g+h, où g ∈ K2
u

et h ∈ (K2
u)

⊥, il assure que pour tout φ, ψ ∈ L∞,

Suφ,ψf = φPuf + ψQuf = φg + ψh

= Puφg +Quφg + Puψh+Quψh

= (Puφg + Puψh) + (Quφg +Quψh)

=
(
Auφg + Γ̃uψh

)
+
(
Γuφg + Ãuψh

)
=

(
Auφ Γ̃uψ

Γ̃uφ Ãuψ

)(
g

h

)
.

D’autre part, puisque
(
Γ̃u
ψ

)∗
= Γuψ, alors Γ̃uψ =

(
Γ u
ψ

)∗
et
(
Γuψ
)∗

= Γ̃u
ψ̄
.

Puisque
(
Auφ
)∗

= Auφ̄ et
(
Ãuψ

)∗
= Ãu

ψ
, nous obtenons la forme de la matrice de

(
Suφ,ψ

)∗.
Lemme 3.2.6. Soit φ, ψ ∈ L∞. Alors l’opérateur Suφ,ψ est normal si et seulement si

Γ̃uφΓ
u
φ = Γ̃uψΓ

u
ψ
,ΓuψΓ̃

ψ

ψ
= ΓuφΓ̃

u
φ

et

Ãuφ−ψΓ
u
ψ
= ΓuφA

u
φ−ψ.

Théorème 3.2.6. Soient φ ∈ L∞ et ψ ∈ L∞ et φ − λψ ∈ C où |λ| = 1. Alors l’opérateur

Suφ,ψ est normal si et seulement si ΓuΦ = 0 où Φ = (λ− 1) |φ|2 + cφ̄− c̄λφ.

Démonstration. Supposons que φ − λψ = c où |λ| = 1 et c ∈ C. Puisque Γuc = Γ̃uc = 0 et

|λ| = 1, il s’ensuit que

Γ̃uφΓ
u
φ = |λ|2Γ̃uψΓ

u
ψ
= Γ̃uψΓ

u
ψ
,

et

ΓuψΓ̃
u
ψ
= ΓuφΓ̃

u
φ.
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En outre, puisque Pu +Qu = I, nous avons

Ãuφ−ψΓ
u
ψ̄ − ΓuφA

u
φ−ψ = Qu(φ− ψ)Quψ̄Pu −QuφPu(φ̄− ψ̄)Pu

= Qu(λψ + c− ψ)Quψ̄Pu −QuλψPu(λψ + c− ψ̄)Pu

= Qu((λ− 1)ψ + c)Quψ̄Pu +QuλψPu((1− λ̄)ψ̄ − c̄)

= (λ− 1)QuψQuψ̄Pu + cQuψ̄Pu + (λ− 1)QuψPuψ̄Pu

− λc̄QuψPu.

Alors

Ãuφ−ψΓ
u
ψ
− ΓuφA

u
φ−ψ = Qu

[
(λ− 1)|ψ|2 + cψ̄ − c̄λψ

]
Pu. (3.13)

Puisque φ = λψ + c, nous avons

(λ− 1)|ψ|2 + cψ̄ − c̄λψ = (λ− 1)|φ|2 + cφ̄− c̄λφ+ |c|2. (3.14)

Par conséquent, de (3.13) et (3.14) nous obtenons que(
Ãuφ−ψΓ

u
ψ̄ − ΓuφA

u
φ−ψ

)
Pu = Qu

[
(λ− 1)|ψ|2 + cψ̄ − c̄λψ

]
Pu

= Qu

[
(λ− 1)|φ|2 + cφ̄− c̄λφ+ |c|2

]
Pu

= Qu

[
Φ + |c|2

]
Pu

= ΓuΦPu + |c|2QuPu

= ΓuΦPu,

où Φ = (λ− 1)|φ|2 + cφ̄− c̄λφ+ |c|2. Donc

Ãuφ−ψΓ
u
ψ
− ΓuφA

u
φ−ψ = ΓuΦ.

Si ΓuΦ = 0, d’après le lemme 3.2.6, Suφ,ψ est normal si et seulement si ΓuΦ = 0.

Théorème 3.2.7. Soit φ ∈ L∞ tel que φK2
u ⊂ K2

u et ψ ∈ L∞. Alors Suφ,ψ est normal si et

seulement si Auφ et Ãuψ sont des opérateurs normaux, et

Suφ,ψ = Auφ ⊕ Ãuψ.
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Démonstration. Soit φ ∈ L∞ tel que φK2
u ⊂ K2

u. Alors Γuφ = 0 d’après les lemmes 2.4.2 et

2.4.3. Donc l’opérateur Suφ,ψ a la forme suivante :

Suφ,ψ =

(
Auφ Γ̃uψ

0 Ãuψ

)
.

Si Suφ,ψ est normal, alors

AuφA
u
φ − AuφA

u
φ = Γ̃uψΓ

u
ψ, Auφ̄Γ̃

u
ψ = Γ̃uψÃ

u
ψ̄
, et Γu

ψ
Γ̃uψ + Ãu

ψ
Ãuψ = ÃuψÃ

u
ψ̄

(3.15)

Si Γu
ψ̄
̸= 0, alors par l’équation (3.15) l’opérateur Auφ n’est pas normal. Puisque Suφ,ψ est

normal, il en résulte que Auφ est sous-normal. Sachant que Auφ est un opérateur de Toe-

plitz tronqué qui est un opérateur complexe symétrique, alors Auφ est normal. C’est une

contradiction. Donc Γ u
ψ
= 0. Par conséquent, à partir de (3.15),

Auφ̄A
u
φ = AuφA

u
φ̄ et Ãu

ψ̄
Ãuψ = ÃuψÃ

u
ψ̄
.

D’où, les opérateur Auφ, Ãuψ sont normaux, et

Suφ,ψ = Auφ ⊕ Ãuψ.

L’implication inverse est triviale.

Corollaire 3.2.1. Soit φ, ψ̄ ∈ L∞ tels que φK2
u ⊂ K2

u et ψ̄K2
u ⊂ K2

u. Alors

Suφ,ψ = Auφ ⊕ Ãuψ.

Démonstration. Si φ, ψ̄ ∈ L∞ tels que φK2
u ⊂ K2

u et ψ̄K2
u ⊂ K2

u. Alors, à partir du thoéreme

3.2.7, Γuφ = 0 et
(
Γ̃uψ

)∗
= Γu

ψ̄
= 0. Donc

Suφ,ψ = Auφ ⊕ Ãuψ.

Il est difficile de décrire les symboles φ et ψ lorsque Suφ,ψ est normal. Ainsi, les auteurs,

dans [9], ont d’abord étudié le problème dans un cas particulier, c’est-à-dire lorsque Γuφ est

de rang fini n pour n ≥ 0.
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Lemme 3.2.7. Soit Γuφ = f0 ⊗ F0 et Γuφ = f1 ⊗ F1 où F0, F1 ∈ K2
u et f0, f1 ∈ (K2

u)
⊥. Alors

Suφ,ψ est normal si et seulement si

Γuψ̄ = α0g0 ⊗ F0,Γ
u
ψ = α1f1 ⊗G1.

|α0|2 ⟨f0, f0⟩ = ⟨g0, g0⟩ , |α1|2 ⟨F1, F1⟩ = ⟨G1, G1⟩ .

Ãuvg0 = ζ0f1,

et

AuvF1 = ζ1G0,

où v = φ− ψ, α0, α1, ζ0, ζ1 ∈ C et g0, g1 ∈ (K2
u)

⊥.

Démonstration. Supposons que Suφ,ψ est normal. Comme les opérateurs Γu
ψ

et Γuψ sont de

rang 1.La proposition 2.4.2 s’assure que Γu
ψ̄
= g0 ⊗ G0,Γ

u
ψ = g1 ⊗ G1 où G0, G1 ∈ K2

u et

g0, g1 ∈ (K2
u)

⊥. Par le lemme 3.2.6 , on obtient

⟨g0, g0⟩G0 ⊗G0 = ⟨f0, f0⟩F0 ⊗ F0,

⟨G1, G1⟩ g1 ⊗ g1 = ⟨F1, F1⟩ f1 ⊗ f1,

et

Ãuvg0 ⊗G0 = f1 ⊗ AuvF1.

Donc

G0 = α0F0, g0 = α1f1,

pour deux nombres complexes α0, α1 ∈ C, et

⟨f0, f0⟩ = |α0|2 ⟨g0, g0⟩ , ⟨F1, F1⟩ = |α1|2 ⟨G1, G1⟩ ,

et

Ãuvg0 = ζ0f1, A
u
vF1 = ζ1G1,

où v = φ− ψ, α0, α1, ζ0, ζ1 ∈ C et g0, g1 ∈ (K2
u)

⊥. L’implication inverse est évidente.

Théorème 3.2.8. Soit φ, ψ ∈ L∞. Alors les assertions suivantes sont correctes.

1. Si Γuφ = 0, alors Suφ,ψ est normal si et seulement si φ ∈ C et ψ ∈ C.

2. Supposons que dimK2
u = 1. Alors Suφ,ψ est normal si et seulement s’il existe une

fonction non constante F ∈ L∞ et a, b ∈ C tels que |F | = 1, a ̸= 0, φ = λaF + b et

ψ = aF + b où |λ| = 1, λ ̸= 1.
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Démonstration. 1. La preuve est claire par le lemme 2.4.3.

2. Supposons que dimK2
u = 1, c’est à dire

K2
u =<

1

1− āz
>

où |a| < 1. Si Suφ,ψ est normal, alors par le lemme 3.2.6 nous avons

ΓuψΓ̃
u
ūf = ΓuφΓ̃

u
ūf

pour tout f ∈ zH2 + zH2. Donc

Qu

(
ψPuψ̄

)
f = Qu (φPuφ̄) f, f ∈ zH2 + zH2.

Donc

ψPuψ̄f − φPuφ̄f =
c(f)

1− āz
.

Nous mettons

Puψ̄f =
a(f)

1− āz
,

et

Puφ̄f =
b(f)

1− āz
.

Alors
a(f)

1− āz
ψ − b(f)

1− āz
φ =

c(f)

1− āz
, f ∈ zH2 + zH2.

Si a(f) = 0 et b(f) ̸= 0, alors φ ∈ C et ainsi ψ ∈ C par le lemme 3.2.6.

Si a(f) ̸= 0 et b(f) = 0, alors ψ ∈ C et ainsi φ ∈ C par le lemme 3.2.6.

Si a(f) ̸= 0 et b(f) ̸= 0, alors φ− a(f)
b(f)

ψ ∈ C. Par le lemme 3.2.6,

Γ̃ψūΓ
u
ψ =

∣∣∣∣a(f)b(f)

∣∣∣∣2 ΓuψΓ̃u = ΓuφΓ̃
u
φ̄.

Si a(f) = 0 et b(f) = 0 pour tout f ∈ zH2 + zH2, alors Ãu
ψ̄

= Ãuφ̄ = 0. Par la

proposition 2.3.2,φ = ψ = 0. Donc il existent une fonction non constante F ∈ L∞ et

a, b ∈ C tels que |F | = 1, a ̸= 0, φ = λaF + b et ψ = aF + b où |λ| = 1, λ ̸= 1.
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3.2.1 Produit.

Soit le lemme important suivant :

Lemme 3.2.8. Soit φ ∈ L∞. Alors

1. Auφ = 0 si et seulement si φ ∈ uH∞ + uH∞.

2. Ãuφ = 0 si et seulement si φ = 0.

3. Γuφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

4. Γ̃uφ = 0 si et seulement si φ ∈ C.

Définition 3.2.2. Soit B(L2) l’algèbre de tous les opérateurs linéaires bornés sur L2. Pour

une fonction intérieure u ∈ H2, on désigne l’ensemble de toutes les dilatations des opérateurs

de Toeplitz tronqués sur L2, par Du :

Du =
{
Suφ,ψ ∈ B(L2), φ, ψ ∈ L∞} .

Proposition 3.2.1. Soit u une fonction intérieure, φ1, ψ1, φ2, ψ2 ∈ L∞. Soit Suφ1,ψ1
, Suφ2,ψ2

∈
Du, les assertions suivantes sont satisfaites

1. Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

∈ Du si et seulement si Mφ1−ψ1S
u
1,0S

u
φ2,ψ2

∈ Du.

2. Si φ1−ψ1 est inversible dans L∞ alors Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

∈ Du si et seulement si Su1,0Suφ2,ψ2
∈

Du.

Démonstration. 1. Il est clair que

Suφ1,ψ1
=Mψ1 + Suφ1−ψ1,0

=Mψ1 +Mφ1−ψ1S
u
1,0.

Par conséquent
Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
=
(
Mψ1 +Mφ1−ψ1S

u
1,0

)
Suφ2,ψ2

= Suφ2ψ1,ψ2ψ1
+Mφ1−ψ1S

u
1,0S

u
φ2,ψ2

.

Nous concluons que Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

∈ Du si et seulement si Mφ1−ψ1S
u
1,0S

u
φ2,ψ2

∈ Du.

2. De ce qui précède, nous obtenons

Mφ1−ψ1S
u
1,0S

u
φ2,ψ2

= Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

− Suφ2ψ1,ψ2ψ1
.
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Si φ1 − ψ1 est inversible, alors

Su1,0S
u
φ2,ψ2

=M(φ1−ψ1)
−1

(
Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
− Suφ2ψ1,ψ2ψ1

)
.

Donc, nous en déduisons que Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

∈ Du si et seulement si Su1,0Suφ2,ψ2
∈ Du.

Théorème 3.2.9. Soit φ, ψ ∈ L∞ et soit u une fonction intérieure non constante alors

Su1,0S
u
φ,ψ ∈ Du si et seulement si φ ∈ C+ uH∞ + uH∞, ψ ∈ C. Dans ce cas

Su1,0S
u
φ,ψ = cSu1,0 c ∈ C.

Démonstration. Par la représentation

Suφ,ψ =

(
Auφ Γ̃uψ

Γuφ Ãuψ,

)

et

Su1,0 =

(
Au1 Γ̃u0

Γu1 Ãu0

)
=

(
I 0

0 0

)
.

Cela signifie que

Su1,0S
u
φ,ψ =

(
I 0

0 0

)(
Auφ Γ̃uψ

Γuφ Ãuψ

)
=

(
Auφ Γ̃uψ

0 0

)
.

Pour toutes Φ,Ψ ∈ L∞, nous mettons

Su1,0S
u
φ,ψ = SuΦ,Ψ =

(
AuΦ Γ̃uΨ

ΓuΦ ÃuΨ

)
.

Alors (
AuΦ−φ Γ̃uΨ−ψ

ΓuΦ ÃuΨ

)
=

(
0 0

0 0

)
Par conséquent

AuΦ−φ = 0, ÃuΨ = 0,ΓuΦ = 0, Γ̃uΨ−ψ = 0.
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Puisque AuΦ−φ = 0 et ÃuΨ = 0, il découle du Lemme 3.2.8 que Φ − φ ∈ uH∞ + uH∞ et

Ψ = 0. De la même manière, puisque ΓuΦ = 0 et Γ̃uΨ−ψ = 0 et étant donné que

0 = Γ̃uΨ−ψ =
(
Γu
Ψ−ψ

)∗
.

est équivalente à Γu
Ψ−ψ = 0, il résulte du Lemme 3.2.8 que Φ ∈ C et Ψ− ψ ∈ K∞

u . De ce

qui précède, nous concluons que

φ = Φ+ φ1,

pour Φ ∈ C et φ1 ∈ uH∞ + uH∞, et

ψ ∈ C.

En conclusion, on a

φ ∈ C+ uH∞ + uH∞, ψ ∈ C,Φ ∈ C, et Ψ = 0.

Notez que Φ = Puφ
ku0

∈ C et Ψ = 0. Dans cette vue,

Su1,0S
u
φ,ψ = SuΦ,Ψ = SuPuφ

ku0
,0
= cSu1,0 c ∈ C.

Ceci termine la preuve du théorème.

Corollaire 3.2.2. Soient φ1, φ2, ψ1, ψ2 ∈ L∞ telle que φ1 − ψ1 est une fonction inversible

dans L∞. Soient Suφ1,ψ1
, Suφ2,ψ2

∈ Du alors Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

∈ Du si et seulement si φ2 ∈ C +

uH∞ + uH∞ et ψ2 ∈ C.

Démonstration. Le résultat découle facilement de Proposition 3.2.1 et Théorème 3.2.9.

Remarque 3.2.3. 1. Si Suφ1,ψ1
est un opérateur de multiplication Suφ1,ψ1

= Mφ1, alors

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

∈ Du pour tout Suφ2,ψ2
et Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
= Suφ1φ2,φ1ψ2

.

2. Soit φ1, ψ1 ∈ L∞ telle que φ1−ψ1 est une fonction inversible dans L∞. Si Suφ1,ψ1
n’est

pas un opérateur de multiplication et Suφ2,ψ2
= Mφ2. Si Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
∈ Du alors, par

Théorème 3.2.9, nous avons

Suφ1,ψ1
Mφ2 = Suφ2φ1,φ2ψ1

.
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Pour étudier des cas particuliers du produit de dilatation des opérateurs de Toeplitz

tronqués, nous devons construire les sous-ensembles K1 et K2 décrit ci-dessous

K1 =
{
Suφ,ψ ∈ Du, φ, ψ ∈ C

}
.

K2 =
{
Suφ,ψ ∈ Du, φ ∈ uH∞ + uH∞, ψ ∈ C

}
.

Proposition 3.2.2. Soit φ1, ψ1 ∈ L∞ telle que φ1 − ψ1 est inversible dans L∞. Pour tout

Suφ1,ψ1
∈ Du, nous avons les cas suivants

(a) Si Suφ2,ψ2
∈ K1 alors

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= Suφ1φ2,ψ1ψ2
.

(b) Si Suφ2,ψ2
∈ K2 alors

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= Suψ1φ2,ψ1ψ2
.

Démonstration. (a) Siφ, ψ ∈ C par le Théorème 3.2.9 nous avons,

Su1,0S
u
φ2,ψ2

= Suφ2,0
.

Donc,
Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
= Sψ1φ2+(φ1−ψ1)φ2,ψ1ψ2

= Suφ1φ2,ψ1ψ2
.

(b) Par le Théorème 3.2.9 nous avons,

Su1,0S
u
φ2,ψ2

= 0.

Donc,

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= Suψ1φ2,ψ1ψ2
.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une condition suffisante dans laquelle

l’opérateur Suφ,ψ ∈ Du devient inversible et dont l’inverse est également en Du. Dans tous

les résultats suivants, nous supposerons que la fonction φ1 − ψ1 est inversible dans L∞.

Corollaire 3.2.3. Supposons que l’opérateur Suφ,ψ n’est pas un opérateur de multiplication.

Si Suφ,ψ ∈ K1 et φ ̸= 0, ψ ̸= 0 alors Suφ,ψ est un opérateur inversible. Dans ce cas

(
Suφ,ψ

)−1
= Suφ−1,ψ−1 .
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Démonstration. Soit Suφ1,ψ1
∈ Du l’inverse de l’opérateur Suφ,ψ. Alors Suφ1,ψ1

Suφ,ψ = Su1,1.

Supposons que φ ̸= 0, ψ ̸= 0 , alors par la proposition 3.2.2 nous avons,

Suφ1,ψ1
Suφ,ψ = Suφ1φ,ψ1ψ

= Su1,1.

Donc φ1 = φ−1 et ψ1 = ψ−1.

Corollaire 3.2.4. Supposons que Suφ1,ψ1
∈ Du n’est pas un opérateur de multiplication,

alors nous avons les deux cas suivants

1. Si Suφ2,ψ2
∈ K1 alors l’opérateur Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
est un opérateur de multiplication si et

seulement si φ1φ2 = ψ1ψ2. Dans ce cas,

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

=Mφ1φ2 =Mψ1ψ2 .

2. Si Suφ2,ψ2
∈ K2 alors l’opérateur Suφ1,ψ1

Suφ2,ψ2
est un opérateur de multiplication si et

seulement si ψ1φ2 = ψ1ψ2. Dans ce cas,

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

=Mψ1φ2 =Mψ1ψ2 .

Le corollaire suivant nous dit quand Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= 0.

Corollaire 3.2.5. Supposons que Suφ1,ψ1
∈ Du n’est pas un opérateur de multiplication alors

nous avons

1. Si Suφ2,ψ2
∈ K1 et Suφ2,ψ2

̸= 0 alors

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= 0.

si et seulement si l’une des deux assertions suivantes est vérifiée.

(a) φ1 ̸= 0, ψ1 = 0, φ2 = 0, ψ2 ∈ C.

(b) ψ1 ̸= 0, φ1 = 0, ψ2 = 0, φ2 ∈ C.

2. Si Suφ2,ψ2
∈ K2 et Suφ2,ψ2

̸= 0 alors

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= 0.

si et seulement si l’une des deux assertions suivantes est valable.

(a) ψ1 = 0, φ2 ̸= 0, ψ2 ̸= 0.
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(b) ψ1 ̸= 0, φ2 = 0, ψ2 = 0.

Démonstration. 1. Puisque Suφ2,ψ2
∈ K1, il découle de la proposition 3.2.2 que, φ2 ∈ C et

ψ2 ∈ C et l’équation Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= 0 est équivalente à φ1φ2 = ψ1ψ2 = 0.

2. Encore une fois en utilisant la proposition 3.2.2 , on obtient que l’équation

Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= 0 est équivalente à ψ1φ2 = ψ1ψ2 = 0.

Le corollaire suivant montre quand l’opérateur Suφ1,ψ1
commute avec Suφ2,ψ2

· .

Corollaire 3.2.6. Les assertions suivantes sont valables.

1. Soient Suφ1,ψ1
, Suφ2,ψ2

∈ K1 alors Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= Suφ2,ψ2
Suφ1,ψ1

.

2. Soient Suφ1,ψ1
, Suφ2,ψ2

∈ K2 alors Suφ1,ψ1
Suφ2,ψ2

= Suφ2,ψ2
Suφ1,ψ1

si et seulement ψ1φ2 =

φ1ψ2.
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