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Abstract :

Let H? K,, (K, C H?), the Hardy space be holomorphic functions on D for which
the sequence of Taylor coefficients is square-summable and model space, with u is a non-
constant inner function. The dilation of Toeplitz and truncated Toeplitz operators on L2,

with symbols o, 8 € L*°, are defined, respectively, by :
Sas(f) =aPf+pQf, fel?

;L,B(f) = aPuf +5Quf7 f € L27

such as P,Q, P,, and Q, are the orthogonal projections of L?(T) onto H?, (H?)*, K,, and
(K,)* respectively.

In this work, we shall study the algebraic properties of dilation of Teoplitz and Truncated
Toeplitz Operators (product, unitary, isometry, normal, self-adjoint, positive...).

Key words :

Hardy and model spaces, Toeplitz operators, Hankel operators, dilation operators.
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Résumé :

Soient H* K,, ( K, C H?), l'espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour
lesquelles la suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et I'espace modéle, avec u est
une fonction intérieure non constante. Les opérateurs dilatations des opérateurs de Toeplitz

et Toeplitz tronqués sur L2, des symboles o, 5 € L, sont définis, respectivement, par :
Sas(f) =aPf+pQf, fel?

;L,B(f) = aPuf +5Quf7 f € L27

tel que P,Q, P,, et Q, sont les projections orthogonales de L*(T) sur H?, (H?)‘, K., et
(K,)* respectivement.

Le but de ce travail est de faire une étude large sur les propriétés algébrique d’opérateurs
dilatations des opérateurs de Toeplitz et Toeplitz tronqués (produit, unitaire, isométrie,
normal, auto-adjoint, positif . . .).

Mots clés :

Espaces de Hardy et modéle, opérateurs de Toeplitz, opérateurs de Hankel, opérateurs

dilations.
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Notations.

Bl 8 2 a

IS8

A
L(E,F)
L(E)
L*(T)
L>=(T)
<.>
Hol(DD)

I’ensemble des nombres complexes.

le cercle unité du plan complexe C.

le disque unité ouvert du plan complexe C.

le disque unité fermé du plan complexe C.

la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité.
la mesure planaire de Lebesgue normalisé sur le disque unité D.
I’ensemble des opérateurs linéaires borné de F dans F.
I’ensemble des opérateurs linéaires borné sur 'espace E.
I’espace de Lebesgue usuel.

espace des fonctions bornées sur T.

le produit scalaire.

espace des fonctions holomorphe sur D.

I’espace de Hardy.

I’espace des fonctions analytiques bornées.

fonction intérieure.

I'espace modéle.

projection orthogonale de L? sur H?2.

projection orthogonale de L? sur K2

projection orthogonale de L? sur (H?)*.

projection orthogonale de L? sur (K2)*.

n-éme coefficient de Fourier de f.

la limite radiale de f sur T.

noyau reproduisant de H?2.

noyau reproduisant de K.

opérateur de Shift sur H?2.

opérateur de Toeplitz sur H? de symbole ¢ .

dual d’opérateur de Toeplitz avec le symbole ¢ .
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opérateur de Hankel sur (H?)* de symbole .

dual d’opérateur de Hankel avec le symbole ¢.

opérateur de Toeplitz tronqué sur K2 de symbole ¢ .

dual d’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ .
opérateur de Hankel tronqué sur (K2)* de symbole .

dual opérateur de Hankel tronqué de symbole ¢.

opérateur de Shift sur K.

opérateur de multiplication de symbole .

opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.

=CYf.

opérateur de rang 1 sur un espace de Hilbert (produit tensoriel).
I’algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans H.
base orthonormée du espace de Hilbert.

ensemble de toutes les dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués .



Introduction.

Ce mémoire se situe a 'interface entre I'analyse fonctionnelle, la théorie des opérateurs et
I'analyse complexe. Il est dédié a I’étude de certains opérateurs sur ’espace fonctionnel L.
On note par T le cercle unité du plan complexe. dm := dm(f) = % la mesure de Lebesgue
normalisée sur le cercle unité, et par L? := L?(T,dm) lespace de Lebesgue de fonctions
carrées intégrables sur le cercle unité T. L’espace de Hardy H? est I’ensemble des fonctions

f € L? tel le coefficient de Fourier négatives sont nulles.
H?>={f e L f(n)=0,n<0}.

Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et si 7" est un opérateur (li-
néaire) continu sur H, T' # 0, sl existe un sous-espace fermé M de H non trivial (i,e différent
de H et de l'espace nul) tel que T'(M) C M, on dit que M est un sous-espace invariant par
T. Dans le domaine de ’analyse fonctionnelle, les espaces modéles sont les compléments or-
thogonaux des sous-espaces invariants non triviaux de 'opérateur shift unilatéral Sf = 2 f
sur H%. Ces derniers sous-espaces ont été caractérisé comme uH? par Beurling dans son

fameux article [3]. Ainsi, les espaces

K?:= (uH*)* = H*ouH? = {f € H? (f,ug) = 0,Yg € H*},
sont des sous-espaces invariants par 'opérateur S* adjoint de S défini par S*f = ffo(O)
H? (pour plus de détails voir [11, 12, 23, 25]). Soient P, Q, P,, et Q,, les projections orthogo-

nales de L?(T) sur H?, (H?)*, K,, et (K,)* respectivement. Les opérateurs dilatations des

sur

opérateurs de Toeplitz et Toeplitz tronqués ( on dit aussi opérateurs d’intégrale singuliére

et singuliére tronqués) de symboles «, f € L™ sur L?, sont définis, respectivement, par :

Sas(f) = aP(f) + BQ(f), f € L?,



TABLE DES MATIERES

S;L,ﬁ<f) = aPu(f) + BQu(f)v f € LQ'

Les opérateurs d’'intégraux singuliers et les équations intégrales singuliéres ont également
été largement étudiés dans la littérature. Les deux volumes [14, 15| de Gohberg et Krupnik
sont des références classiques. Voir [21] de Mandal et Chakrabarti, qui traite des solutions
analytiques et numériques des équations intégrales singuliéres et de leurs applications.
L’objectif de ce travail est consacré aux propriétés algébrique d’opérateurs S,p et Sy g,
basés principalement sur une caractérisation spéciale pour connaitre ces opérateurs.

Le mémoire se compose de trois chapitres. Nous commencons par rappeler les définitions et
propriétés concernant le cadre d’espaces et les opérateurs bornés dans le chapitre 1.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques définitions et propriétés concernant
les opérateurs de Toeplitz et de Hankel sur les espaces de Hardy et de Modéle.

Dans le troisiéme chapitre, on expose le but de notre travail, concernant les propriétés
algébriques des opérateurs d’intégrale singuliére et singuliére tronqués sur L?. Nous donnons

une caractérisation pour connaitre les opérateurs d’intégrale singuliére et singuliére tronqués.



Chapitre 1
Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous présentons les éléments de la théorie des espaces de Hilbert et des
opérateurs bornés, qui constituent le cadre de notre étude, notamment, espaces L?, espaces
de Hardy, espaces modéle, et quelques opérateurs. Notre présentation est essentiellement
inspirée des références [1, 4, 6, 9, 11, 12, 19, 23|.

1.1 Espaces de Hilbert.

Définition 1.1.1. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
qui est également complet pour la norme induite par ce produit scalaire ie (-,-) : HXH — C

satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Linéarité du produit scalaire : Pour tout x,y,z dans H et tout o, 8 dans C, on a
(ax + By, z) = alz, 2) + B(y, 2).

2. Symétrie : Pour tout x,y dans H, on a

(z,y) = {y, ).
3. Positivité : Pour tout x dans H, on a
(z,2) >0,

et avec égalité si et seulement si x = 0.



1.1. Espaces de Hilbert.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de représentation de Riesz ). Ce théoréme établit une corres-
pondance bijective entre un espace de Hilbert H et son dual H*. Il affirme que tout fonctionnel

linéaire continu sur H peut étre représenté de maniere unique par un élément de H.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de densité de Schauder ). Ce théoréme énonce que l’ensemble
des combinaisons linéaires finies des fonctions de base d’un espace de Hilbert est dense dans
cet espace. Cela signifie que toute fonction dans ’espace de Hilbert peut étre approchée de

maniere arbitraire par des combinaisons linéaires finies de ses fonctions de base.

Espaces LP.

Définition 1.1.2. Soit (X, ) un espace mesurable, ot X est un ensemble et p est une
mesure. Pour p > 1, 'espace LP(X, ) est défini comme ’ensemble des fonctions mesurables

f: X — C telles que lintégrale de la norme |f|P est finie :
LP(X,u)={f: X — C mesurable |/ |f(2)|P du(z) < oo}
X

Ici, f est une fonction mesurable, |f(x)| est la valeur absolue de f(x), du(z) est ’élément

de mesure sur X, et lintégrale est prise par rapport a .

Définition 1.1.3. Sur LP(X,u), on peut définir une norme || - ||, appelée la norme sur
LP(X, p) définie par :
1
1= ([ 1 dut)) "
b
Proposition 1.1.1. — LP(X, p)est complet pour p > 1.

— L’espace LI(X, ) est inclus dans LP(X, ) si p < q, ce qui signifie que les fonctions
intégrables au sens de LP(X, u) sont également intégrables au sens de LI(X, ) pour
q=p-

— Soit (X)) < 0o tels que 1 < p < g < oo . Alors,il existe C' ,ne dépendant que de p,q
et u(X) tel que

Ifllp < Cllfllq pour tout feLIUX, p).

Définition 1.1.4. L’espace L= (X, u) est défini comme [’ensemble des fonctions essentiel-
lement bornées sur un domaine donné. Autrement dit, une fonction f appartient a L™ si et

seulement si il existe une constante M > 0 telle que

|f(z)] < M  presque partout.



1.1. Espaces de Hilbert.

Formellement, nous pouvons écrire :
L®(X,pu)={f: X - C mesurable :|f|loo =esssup, |f(x)] < oo},

Définition 1.1.5. L’espace L*(X, ) est défini comme suit :

LA(X,p) = {f : X - C mesurable | /X|f(m)|2du(x) < oo}

Cet espace est important dans divers domaines des mathématiques, de l'ingénierie et des

sciences. Il constitue un espace de Hilbert complet avec le produit scalaire défini comme suit :
() = [ f)ala) duta)
X

L’espace L*(X, ) a de nombreuses applications, notamment en analyse de Fourier, en
théorie de linformation, en traitement du signal et en mécanique quantique. Il fournit une
base mathématique solide pour l’étude de systémes linéaires et pour la représentation et la

manipulation de signauz et de données.

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de Riesz-Fischer ). Tout espace LP(X, ) pour 1 < p < oo
est un espace de Banach, mais L*(X, 1) est un espace de Hilbert, ce qui signifie qu’il est

complet par rapport a la norme induite par le produit scalaire.

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de Parseval). Pour toute fonction f appartenant a L*(X, ),
sa transformée de Fourier conserve la norme L*(X, ), c¢’est-a-dire que lintégrale du carré
du module de la transformée de Fourier est égale a l’intégrale du carré de la fonction originale

alors la transformation de Fourier est une isométrie de L*(X, ) sur elle-méme.

Théoréme 1.1.5 (Théoréme de densité de C2° dans L?). L’ensemble des fonctions a support
compact et & dérivées continues est dense dans l'espace L*(X, p). Cela signifie que toute
fonction f de L*(X, p) peut étre approchée arbitrairement bien par des fonctions continues

a support compact.
Théoréme 1.1.6 (Théoréme de convergence dominée ). Soit (X, M, ) un espace mesuré,
et (fn)nen C LY une suite telle que :

1. fo—f pp,

2. AF € LP? telle que |f,| < Fpresque partout,pour tout n € N,



1.2. Espaces de Hardy.

Alors, f, — fdans LP c’est a dire

i [ fole) du(o) = [l o) duta) = [ fle)duto

n—o0

Théoréme 1.1.7 (Théoreme de Fatou). Soit (f,) une suite de fonctions mesurables posi-

tives sur un espace de mesure (X, ). Si liminf,, fX fndp < o0, alors

/ liminf f, du < hm 1nf/ frndp.
D'

n—oo

1.2 Espaces de Hardy.

Notre objectif sera d’étudier des opérateurs sur des espaces de fonctions analytiques
classiques tel que l'espace de Hardy. Soient D = {z € C,|z|] < 1} le disque unité du
plan complexe C, T = 0D = {z € C,|z|] = 1} le cercle unité, dm := dm(0) = df/2n
la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité, dA(z) = dxdy/m = rdrdf/m, avec
2z = x + iy = re”, la mesure planaire de Lebesgue normalisée sur le disque unité D, et par
L? = L*(T) := L3(T,dm) l'espace de Lebesgue usuel, il est bien connu que L? est muni du
produit scalaire défini par

U@:Amm.

L’espace de Hardy H? est I'ensemble des fonctions f € L? telles que les coefficients de

Fourier négatifs sont nuls, c¢’est-a-dire

H*(T) = {f € L*(T)| f(n) = 0, n < 0},

et
H>*(T) = {f € L*(T)| f(n) = 0, n < 0},

ou )
1 T

27 Jo

Fn) = F(e®e ™ dh, neZ

Etonasi f(z) =Y oo a,2" et f € H? alors

||f||fq2(1r) = Z |an|? < +o0,
n=0



1.2. Espaces de Hardy.

puisque H? ~ ¢? alors

n=0

= {f,Z|an|2 < —i—oo}.

On identifie H? & sous espace des fonctions holomorphes f € Hol(D) sur D par

o d0
H2<D>={feHoI<D> 1 flle = sup ( / |f(re’9)l2%> <oo},

0<r<1

et

H>*(D) = {f € Hol(D) : sup|f(z)] < oo},

zeD
ou Hol(D) désigne I’ensemble des fonctions holomorphes sur le disque unité . On peut
identifier H?(T) a I'espace H*(ID) telles que

e = sup 5= [ 11GORIC] <+

car l'application

x : H*(D) — H*(T)
fe=

est un isomorphisme isométrique, ou f* est la limite radiale de f.
D’apreés le théoréme de Fatou, la limite radiale de toute fonction f € H*(ID), qui est une

fonction définie sur T par :

f1(©) = lim f(rQ), Ce€T.

existe presque partout sur T.

Puisque H?*(T) est un sous-espace fermé de I'espace de Hilbert L*(T), il est aussi un

espace de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L*(T) défini par :

/ F(Q9(Qldc],

et muni de la norme



1.2. Espaces de Hardy.

1, = / PP dm(©).

Noyau reproduisant de 1’espace de Hardy.

Soit X un ensemble arbitraire non vide et H un espace de Hilbert de fonctions a valeurs
complexes sur X. On dit que H est un espace de Hilbert & noyau reproduisant si pour tout

x € X, la fonction d’évaluation

fo€H>—>f(x)€(C

est une forme linéaire continue. D’apreés le théoréme de représentation de Riesz, la conti-

nuité de la forme linéaire L,(X) entraine qu’il existe un unique élément k, € H tel que

Lao(f) = {f: ka) -

La fonction k, est appelée le noyau reproduisant au point x de 'espace H .

Pour X € C et toute f € H? c’est a diref(z) = > 2, a,2", nous avons

POV Jan] A"
n=0

1

() (E)

I
V1—=|A]2
L’inégalité précédente montre que pour A € D fixé, la fonction d’évaluation f — f(\)
est une forme linéaire continue sur H? et d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il

existe dans H? une unique fonction, notée k telle que :

fO) = (f, k), feH.

La fonction k) ainsi définie est appelée le noyau de Cauchy ou le noyau de Cauchy-Szego

est donnée par la formule :




1.2. Espaces de Hardy.

pour tout z € D. Cette relation n’est autre que la formule intégrale de Cauchy de la fonction

f € H?, c’est-a-dire

_ [ /)
N T 1—62

pour toute fonction f € H? et z € D. Sans oublier que la limite radiale f* de f € H? existe

f(2)

dm(¢)

presque partout et est un élément de L2, ce qui nous assure que l'intégrale ci-dessus est bien
définie . Donc la projection orthogonale P de L? sur H? est donnée par :
Pf:<f7k)\>7 f€L27 AeD.

L’opérateur P est donné par l'intégrale de Cauchy :

(Pf)(z) = T%dm@, ceD, fe LX)

Clairement, ||Pf|| < ||f|| pour tout f € L*(T).

Théoréme 1.2.1 (Théoréme d’interpolation de Lagrange).  Soient
(o, v0), (1,Y1)s -+, (Tn,Yn) un ensemble fini de n + 1 points distincts dans le plan.

Alors, il existe un unique polynéme P(x) de degré au plus n tel que
P(z;) =vy; pour touti=0,1,... n.

Proposition 1.2.1. La famille {ky : A\ € D} est linéairement indépendant.

Démonstration. Soient Ai, Ag,--- , A, n points distincts de D tels que Z?Zl ajky, = 0 .

Montrons que a; = 0 pour j = 1,2,--- ,n. Pour tout f € H* on a

0= i Cljk’/\j
j=1

donc

0= <f7 Zajk)\j>

= (arkr,, [) + (azky,, [) + - (anky,, [)
:a1<k)\1af>+a2<k)\2af>+"'+an<k>\naf>
=arf (M) Faaf (Vo) +-+Tuf (M)

10



1.3. Opérateurs linéaires bornés.

Maintenant il suffit de trouver un polynome f tel que f (\;) = a; pour j =1,2,--- ,n.
Le théoréme d’interpolation de Lagrange assure l'existence d’un tel polynome et la relation

ci-dessus devient

a1 [” + ar[* + -+ + |an]* = 0.

Donc a; =0 pour j =1,2,--- ,n. O

1.3 Opérateurs linéaires bornés.

Soient E et F' deux espaces de Banach. On appelle un opérateur borné de E dans F toute
application linéaire continue de E dans F. L(FE, F') est 'ensemble des opérateurs linéaires

borné de E dans F' . Pour T' € L(E, F'), on note

Ran(T) = {Tx |z € E} et Ker(T)={x € E|Tz =0}.
L’opérateur identité de £ dans F sera noté par 1g.

Définition 1.3.1. Forme sesquilinéaire est une fonction ¢ : E X E — C ou E est un
espace vectoriel complexe, qui est linéaire dans une variable et semi-linéaire (c’est-a-dire
linéaire par rapport au conjugué complexe) dans autre. Plus précisément, ¢ satisfait les

propriétés sutvantes :

1. Linéarité dans la premiére variable :
plau + o, w) = ap(u, w) + bp(v, w)

pour tous u,v,w € F et a,b e C.

2. Semi-linéarité dans la seconde variable :

p(u, av + bw) = ap(u, v) + bp(u, w)

pour tous u,v,w € E et a,b € C, ot a représente le conjugué complexe de a.

Théoréme 1.3.1. Pour toute forme sesquilinéaire bornée f sur un espace de Hilbert H., il

existe un unique opérateur A € L(H) vérifiant
f(z,y) = (z, Ay), Vr,y €H.

11



1.3. Opérateurs linéaires bornés.

Démonstration. L’application x — f(z,y) est une forme linéaire continue sur H. Par le
Théoréme de Riesz, il existe un unique Ay € H tel que f(x,y) = (z, Ay) pour tout =,y € H.
On vérifie facilement que 'application y +— Ay est linéaire, notée A. Comme
gl = sup E A g T
a0 || w20 ]
A € L(H) et vérifie la propriété énoncée. L unicité est une conséquence de ’équivalence
(x,Ay) =0,Vx,y e H & A=0. ]

On définit, en plus de la topologie uniforme sur L(E, F'), deux autres topologies appelées
topologie de la convergence forte et de la convergence faible en spécifiant la notion de

convergence des suites généralisées sur L(F, F).

Définition 1.3.2. On dit que la suite généralisée (T;);c; converge fortement (respectivement
faiblement) vers T dans L(E, F), notée par Ty = T (respectivement Ty — T ) si lim;e; Tyx =
Tx pour tout x € E (respectivement si lim;e(Tix, @) — (T'x, ) pour tout x € E et p € F*).

1l ne faut pas confondre la topologie de convergence faible d’opérateurs et la convergence
faible d’une suite de l’espace de Banach L(E,F) .

Théoréme 1.3.2. Soit E un espace de Banach réflexif. Si (T,) est une suite dans L(F)
telle que pour tout v+ € E et ¢ € E* la suite ((Tyx,p)) converge, alors T,, = T pour un
T e L(E).

Définition 1.3.3. Soient T' € L(E, F). L’adjoint de T, noté T*, est l'opérateur borné de
F* dans E* vérifiant
(T p)(x) = (p,T(z)) Ve ENpeF".

Théoréme 1.3.3. Soient E et F deux espaces de Banach. L’application de L(E, F) dans
L(E*,F*) qui & T associe son adjoint T* est isométrique (c’est-a-dire |T|| = ||T*|| pour

tout T € L(E,F)).

Démonstration. On a

IT|| = sup [|Tz| = sup sup [{p,Tx)| = sup sup [{p,Tz)| = sup [[T"¢| = [[T7[.
Jall <1 lall<t lplI<1 It flall<1 Il

On a les relations d’orthogonalité suivantes. O

Proposition 1.3.1. Soient E et F' deux espaces de Banach et T € L(E,F). Alors on a

12



1.3. Opérateurs linéaires bornés.

— Ker(T) = Ran(T*)*,
— Ker(T*) = Ran(T)*,
— (Ker(T))* 2 Ran(T™),
— (Ker(T*))* = Ran(T).

Opérateurs de multiplication.

Définition 1.3.4. Pour ¢ € L™, l'opérateur de multiplication par o, noté M, sur L* est
l’opérateur définy par

M@f = (pfa

pour tout f € L?. La fonction ¢ est appelée le symbole de 'opérateur. On peut également
définir opérateur de multiplication M, densément ot p € L*. En effet, notons D(M,) le

sous-ensemble de L* défini par
D(M,) = {f € L*(T) : of € L*(T)}.

D(M,) contient l’ensemble des fonctions continues & support compact sur T qui est dense
dans L*(T), de sorte que l'opérateur M, est bien défini sur un domaine dense dans L* et

Vopérateur de multiplication Myest défini sur D(M,) par Myf = of .
Théoréme 1.3.4. Soit M, un opérateur de multiplication. Alors les assertions suivantes :

1. OzM‘p —|—BM¢ = Ma@+g¢, Va, € C et ¢, € LOO(T)

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) ¢ € L=(T).
(¢) M, est borné sur L?, et || M,|| = ||¢]lco-
3. M My = MyM, = M,,, Va,5€C et ¢, e L>T).
4. Mg = M.
5. M, est normal (c’est-a-dire M,M; = MjM,).

Théoréme 1.3.5. Soit ¢ € L>(T). Alors l'opérateur de multiplication M, est inversible

sur L(L?) si et seulement si o est inversible sur L>°(T). De plus,

Mt = M,

13



1.3. Opérateurs linéaires bornés.

Fonction intérieure.

Définition 1.3.5. Une fonction u analytique sur D, bornée est dite fonction intérieure si

lu(s)| = 1,presque partout ¢ € T.
Proposition 1.3.2. Soit f une fonction analytique sur D. La fonction définie sur]0; 1] par
ro [ 1P dme
T
est une fonction croissante.

Démonstration. Soit f(z) = > o7 a,z" telle que Y 07 |a,|* < co. On a

/T )P dm(r) = 3 [anr?

le deuxiéme membre est une fonction croissante de r; donc la fonction

"o / ) dm(r)

est croissante sur |0; 1]. O

Proposition 1.3.3. Soit f une fonction intérieure. On a |f(z)| < 1, pour tout z € D.

Produit tensoriel.

Définition 1.3.6. Soient H un espace de Hilbert et f,g € H. Le produit tensoriel, noté
f ® g, est Uopérateur de rang 1 défini sur H par :

fgH—H
h — (h,g)f.

Proposition 1.3.4. Pour tout f, f1,9,91 € H,a,3 € C et A€ L(H) on a
1. A(fog)=(Af®g) et (f@g)A=(f® A).
2. (fog)(fi®wg)= (/g (f©®aq)
3. (af+Bf)@g=a(f®g)+B(f1®9) et f@(ag+Bg) =a(f® g) +B(f @ q).
4. Ker(f @ g) = (Cg)* et Im(f ® g) =Cf.
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1.4. Espace Modéle.

5 (feg)=@ef).

6. (f®g)=(fi®g) avec f, f1,9,91 tous non nuls, si et seulement si il existe v, A € C
tels que f = vf1,9 = Ag1 et Ay = 1.

1.4 Espace Modéle.

L’opérateur de shift unilatéral S : H? — H? est défini par :

Sf(Z):Zf(Z), f€H27

ou, en termes de coefficients de Taylor, par :

S :*(N) — (*(N)

S(ao,al, .. ) — (O,Clo,al, .. )

Autrement dit, le shift unilatéral S est une isométrie non surjective dont l'image est
'ensemble des suites de £*(N) de premier terme nul . Son adjoint S* : H*> — H? est défini

par :

R (O [

z

ou, en termes de coefficients de Taylor, par :

S* £2(N) — (*(N)

S*(ao,(ll, .. ) = (al,ag, . )

Soit M C H?, M est dit un sous-espace invariant par S lorsque M est fermé et SM C
M, et M est non trivial lorsque {0} € M C H?2 Nous allons maintenant considérer les
sous-espaces fermés de H? qui sont invariants par le I'adjoint de shift, S, S*. Ces sous-
espaces sont connus sous le nom d’espaces modeéles. Les résultats énoncés ici ainsi que leurs

démonstrations viennent de [12, 23.

Théoréme 1.4.1. Un sous-espace fermé M de H? est invariant par le shift S si et seulement
si M est de la forme :

M =uH?* = {uf, f € H*},

ot u est une fonction intérieure.
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1.4. Espace Modéle.

Les sous-espaces fermés Y de H? invariants par S* sont de la forme :
Y = (uH?)" = H* o ull® = {f € H* (f,ug) = 0,Yg € H*}

ol u est une fonction intérieure. Réciproquement, tous les espaces de la forme ci-dessus sont

S*-invariants. On désignera par K2 le sous-espace modéle( K2 = H* & uH?) .

Proposition 1.4.1. Pour chaque fonction intérieure u, l’espace modele K2 correspondant
est 'ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg presque partout sur T ou g € H?>.

Autrement dit, on a :
K= H*NuzH?.

Noyau reproduisant de KZ.

Rappelons que les noyaux ky = (1 — Az)~! sont les noyaux reproduisant de I'espace de
Hardy. Le noyau reproduisant de K? est la projection orthogonale de k) de H? sur K2, il

est donné par :

1 aul)

)= —15— (L2 eDxT

En effet, si f = uh € uH?, alors

donc le noyau reproduisant de uH? est u(\)u(z)ky.Si f € K? alors

FO) = (f, k)
= ([ k) = w(A) (f, uky)

- <f, (1- u(»u)@ .

De plus (1 — u(Au)ky € K2 , pour tout h € H* car
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1.5. Opérateurs complexes symétriques.

<uh, (1— sz@ = u(VA(N) — u(\) (uh, uky)
= u(A)h(A) — u(A) (h, ky)
— u(N)h(N) — u(A)h(\) = 0.

On déduit que :

) =(f.B), feK,

Soient M, et My les opérateurs de multiplication par u et u respectivement. La projection

orthogonale de L?(T) sur K2, notée P,, est donnée par :
P,=P— M,PMs;.
Proposition 1.4.2. Soit f € L2, alors

P,fN) =(f,ky), XeD. (1.1)

Démonstration. Nous avons P, est auto-adjoint, alors

([, B3) = (f, Puk) = (Buf, B3) = Puf(X).

D’aprés 1’égalité (1.1), Popérateur P, est donné par I'intégrale

/f 1_u (> dm(¢), zeD, feL*T).

1.5 Opérateurs complexes symétriques.

Définition 1.5.1. On dit qu’un opérateur C' sur un espace de Hilbert H est un opérateur

de conjugaison (ou simplement une conjugaison) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. C est opérateur antilinéaire, c’est-a-dire

Claf+ Bg) =aCf + BCyg

pour tout a, f € C et f,g € H.
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1.5. Opérateurs complexes symétriques.

2. (Cf,Cg) = (g, [), pour tout f,g € H.
3. C?=1Id.

Définition 1.5.2. Soit C' un opérateur de conjugaison sur H.

1. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est C-symétrique (resp. C' antisymétrique) si
A=CA*C (resp. —A=CA*C ).
2. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est complexe-symétrique s’il existe une conju-

gaison C' sur H telle que A est C-symétrique.

Définition 1.5.3. Chaque espace modele K? admet un opérateur de conjugaison

C:K?— K’
défini par

Cf(z) =u(2)zf(z), feK? =z€T. (1.2)
On note par f le conjugué de f sur K2, c’est-a-dire f=cfy.

Lemme 1.5.1. 1. Pour chaque A€ D et z €T, on a

o u(z) —u(A)
k4 (z) = .
)\(Z) ~ )\
En particulier,
- — (0
ky(z) = —u(z) u(0) = S*u.
z
2. Oy = (i), feK:
Démonstration. 1. Puisque |u| =1 p.p sur T, pour tout z € T, nous avons

kx(z) = u(z)zk(2)

1 —u(Nu(z)
1-Xz

=u(z)z
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1.5. Opérateurs complexes symétriques.

2. Nous avons les égalités suivantes :

(RS, £) = (Ch3, ) = (O3, C2F) = (O k3) = (Fokx) = FOV.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz et Hankel

tronqués.

Dans ce chapitre, nous allons aborder plusieurs opérateurs largement étudiés sur les es-
paces de Hardy H? et les espaces modéles K?2. Vous pouvez consulter les références suivantes

[5, 7,8, 12, 13, 17, 23, 24, 25].

2.1 Opérateurs de Toeplitz sur 'espace de Hardy.

Définition 2.1.1. Soit p € L,

1. L’opérateur de Toeplitz avec le symbole ¢ est l'opérateur T, défini par

T,: H* — H?
fr—T,f = P(of),
ot P est la projection orthogonale de L* sur H?.

2. L’opérateur f; est défini sur (H2)™ par

~ L
Tcpf:Q(QOf)vfe (HQ) >
ot Q est la projection orthogonale de L? sur (H2)" et (H2)" = 2H? avec Q = I — P.

Proposition 2.1.1. Soient ¢ et 1p € L>(T). Alors,
1. Pour tous o, B € C, on a: Thpypy = o1, + BTy.

2. T, = 0 si et seulement si p = 0.
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2.2. Opérateurs de Hankel sur I'espace de Hardy.

3. L’opérateur identité I de H*(T) est l'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ = 1, et l'opé-

rateur nul est l'opérateur de Toeplitz de symbole 0.
;=15
Pour tous f,g € H*(T), on a: (M,f,g9) = (T, f,9).

T, est positif si et seulement si M, est positif.

NS S

T, est auto-adjoint si et seulement si son symbole est a valeur réelle presque partout

sur T.

8. L’opérateur de Toeplitz T, est une compression de l'opérateur de multiplication M,

sur 'espace H?.

2.2 Opérateurs de Hankel sur ’espace de Hardy.

Définition 2.2.1. Soit p € L>(T),

1. L’opérateur de Hankel avec le symbole ¢ est l'opérateur H, défini par

H,: H? — (H*)" = *0 B

f — Hgof = Q(pr)

2. Soit l'opérateur f]; : (]-12)L — H? défini par

H,f = P(of),f € (H?)".

Proposition 2.2.1. 1. L’opérateur H, est borné si et seulement sl a un symbole borné
(p € L=(T)).

2. L’opérateur de Hankel H, est une compression de lopérateur de multiplication M,
sur Uespace (H?)™.

2.3 Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans cette section on étudiera les propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz tron-
qués qui sont des compressions des opérateurs de multiplication sur I'espace modele K2. Tls
ont été formellement introduits par Sarason dans [25]. Dans toute la suite, u désignera une
fonction intérieure non constante.les compressions de S et S* sur K2 sont notées respecti-

vement par S, et S c’est-a-dire :
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2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

S.=S/K,, S =5/K,.

Comme chaque noyau reproduisant de K? est analytique borné et span {k}, A € D} (le

sous-espace vectoriel fermé engendré par k% ) est dense dans K? | il s’ensuit que K2NH> :=

K est dense dans K2.

Définition 2.3.1. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ € L*(T) sur K° est défini

par :
AL KE — K

fr— AL(f) = Pu(ef),

avec P, est la projection orthogonale de L*(T) sur K2 . Pour p € L* et f € K?

u’

on définit
par densité [’expression
u Lo 2
ALf = P,(of) sur K,

c’est-a-dire si f € K2, on peut trouver (f,), C K tel que f, — f quand n tend vers Uinfini
et Pu(pf) = lim, o0 Pu (0 fn)-

Exemple 2.3.1. Les opérateurs S, et S; sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de

symbole respectif z et Z. c’est-a-dire,

S,=A" et S=A"

z

Lemme 2.3.1. Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont C-symétriques.

Démonstration. Soient ¢ € L*(T) et Ay un opérateur de Toeplitz tronqués borné. Pour

feEKXetge K2ona

(CALCf,g) = (Cg, ALCf)
_ / WO POu(0)¢ F(C)dm(C)

Lemme 2.3.2. Si A € D, alors
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2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Suk = My — (kg Suky = MY — u(A)ky.

Démonstration. Soit A € D. Pour la premiére égalité, nous avons

sha(s) = =0 500,

z

et

Donc,

L’opérateur S, est un opérateur de Toeplitz tronqué C-symétrique, donc nous obtenons

la deuxiéme égalité en appliquant 'opérateur C' a la premiére égalité :

Skt = CS:COkY
— OS5tk
— kY — u(\)kE.

Lemme 2.3.3. Soit u € H? une fonction intérieure. Alors
a) I —S,S = ki @ kY,

b) I — 528, = ki @ k.

Démonstration. Pour la premieére égalité, soit f € K,N(k¥)", cest-a-dire (f, k%) = f(0) =0,

nous avons S = S*/K,, donc
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2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

d’ou I — S,S; est un opérateur de rang 1 , et comme [ — 5, S; est un opérateur auto-
adjoint alors I — 5,5 = c(k§ ® ki). Pour déterminer le scalaire, on va appliquer le lemme
2.3.2 avec (A =0) :

(I — S,S:) kY = k¥ +u(0)S, k;“
~ (- (0P K
SR
= (ki k) kY
= (k§y ® kg) k¢
D’ou le scalaire est 1.

Nous obtenons la deuxiéme égalité en appliquant 'opérateur C' & la premiere égalité :

C(I—8,5)C =kl @k C*— CS,5:C = Ckt @ C*k
& 1—C85,0C08C =kl kb
o558, =kl ek

Théoréme 2.3.1. ( Théoreme de Sarason ) Soit p € L*(T). Alors

Ay =0 siel seulement si ¢ € wH? + uH?.
Démonstration. Soit ¢ € L2.
On suppose que ¢ € uH? + uH?, alors il existe ¢, y € H? telles que :
p = uy + ux.

Pour tout f € K;° on a

pf = upf+uxf,

qui est orthogonale & K2 car uK>® C uH™ et uK° C zH™.
Donc A% = 0 pour tout f € K;° et ainsi A% = 0 (car K;° est dense dans K).
Réciproquement, on suppose que A7 =0, et ¢ =1 + X avec ¢, x € H?. Donc

A, =—AL.
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2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Les opérateurs Ay et S;; commutent, ainsi que les opérateurs A} et S, .Donc

et
A (I = SuSy) kg = (I — SuS,) Ak
En appliquant le lemme 2.3.3 on obtient :
A (1= S,55) ki = AL (ki @ k) kg
= [(AGk5) ® ko] kg
= (k) ALK,

et aussi

(I = SuS;) Ak = (kg @ ko) Ajkg
= <A:Zk;g, ko) k.

Donc I'équation 2.1devient :
(kg k&) Akl = (AUkY k) ke
D’ou Ajjkg est un multiple de kg, c’est-a-dire il existe un scalaire ¢ € C tel que :
Ayky = ckg.

Par conséquent

0= (A%~ eI) kg = Puf(w — )1 — u(0)w)
= Pu<w - C>7
car (¢ — ¢)(—u(0)u) € uH?, donc

Ce qui implique que

alors
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2.3. Opérateurs de Toeplitz tronqués.

et de plus on a :

AZ =cl
Comme A% = —A; alors
A; = —cl

En répétant le méme raisonnement ci-dessus, on trouve que y + ¢ € uH? donc
X +c € uH?.
D’ou
o=1—c+x+ceuH*+uaH?

]

Proposition 2.3.1. Soient ¢, € L*(T) telles que Ay, Ay, sont deuz opérateurs de Toeplitz

tronqués. Alors

1. Pour tous nombres complezes a et b, Ay ., = aAy + bAY,.
2. (Ay)" = Ax

Dual d’opérateur de Toeplitz tronqué.

Définition 2.3.2. Soient ¢ € L>®(T) et u une fonction intérieure. Le dual de l'opérateur

de Toeplitz tronqués, noté A

Y, est lopérateur défini par densité sur [’espace (Kﬁ)L par

avec Q, est la projection orthogonale de L? sur (K2)* et Q, =1—P,.

Proposition 2.3.2. Les assertions suivantes sont vraies.

1. Soit ¢ € L*(T), alors :4772 est borné sur (K2)" si et seulement si p € L=(T).

= llell-
3. Pour ¢ € L*(T), E{; =0 si et seulement si p = 0.

2. Si :4\:7; est borné, alors HZE

Démonstration. 1. Puisque ¢ € L(T), pour un polynéme f € H2, uf € uH? C (K2)*
et Avg(uf) € (K2)". Nl est clair que Q, = M,PM; + (I — P), alors

||| = 108 P (ouDI? + 12— P (oun)I
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2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

Donc
2

IT, 1 = M PMalpuf) | < || A f)|

Si ANZJO est borné alors T, est aussi borné, alors ¢ € L™ et [|¢| = [T, < HANZ;

D’autre part, Si ¢ € L*> alors

s

| = 1Quefll < eIl < elscl 11

pour tout f € (K2)". Donc HE{;

< [l@lloo-

2. Si A\é est borné,alors d’aprés (1) : [|¢]leo < HE{; =[]

|

< ll¢lloe done || 4

3. d’aprés (1)et (2) alors HE{; = ||¢|| donc Z{VZ/@ = 0 si et seulement si ¢ = 0.

2.4 Opérateurs de Hankel tronqués.

Définition 2.4.1. Soit ¢ € L™, u une fonction intérieure et on a K2° est dense dans

K2(K® = K2 L™).

1. L’opérateur de Hankel tronqués Ty - K? — (Kg)L est Dopérateur défini par densité
sur l’espace K2 par

2. L’opérateur f\g L (K2)" — K2 est défini par densité sur Uespace (Kg)L par

Proposition 2.4.1. 1. I'y =0 si et seulement si p € C.

2 Tp=(Iy)"

Lemme 2.4.1. Si ¢ € L™®\zH™ et T, (uH?*) C uH? pour une fonction intérieure non

constante u, alors ¢ € C.

Démonstration. Si T, (uH?) C uH?, alors

¢ (ulH?) = P (¢ (uH?)) 4+ (I — P) (¢ (uH?)) C uH? + zH?
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2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

ou P désigne la projection orthogonale de L? sur H?, d’ou

¢ (ul?) = Ny + N,

ot Ny C uH? et Ny, C zH?. Donc

H>y (uHQ) = (uH2) = HNy + H™N,

Comme H*N; C uH? et T, (uH?) C uwH?, nous obtenons que P (H>N,) L K?2. Donc
H>®N, 1 K2 et NoK2 1 H*®. Donc NoK2? C zH' N H! = 0. Puisque K2 # 0, N, = 0 et
ainsi ¢ (uH?) C uH?. Ceci montre ¢ € C. O

Lemme 2.4.2. Soit ¢ € L™ et soit u une fonction intérieure non constante. Alors les

propriétés suivantes sont valides.
1. Si pK? C K2, alors p € C.
2. Si p(K2)" C (K2)", alors ¢ € C.

Démonstration. 1. Soit ¢ € H*. Si pK2 C K2, alors T,K2 C K2 ou T, est un opérateur
de Toeplitz. Donc

T, (uH?) C uH?.

Par le lemme 2.4.1, nous avons ¢ € C. Donc, il suffit de montrer que si pK? C K2,
alors ¢ € H*®. Si f est une fonction non nulle sur K2 alors f = gh ol g est une
fonction intérieure et h est une fonction extérieure. Puisque gh 1 wH?, il s’ensuit que
gh L ugH? et donc h L wH?. Alors h € K2. Si ¢ K2 C K2, alors oh € K2 et ph =k
pour certain k € K2. Donc ¢ = ¥ € H> .

2. Sip (uH2 + ZH2> C uH? + zH?, alors

gp(u]:ﬂ) C uH? 4 zH?,

et

% (sz) C uH? + zH2.
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2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

La premiére inclusion signifie que T, (uH?) C uwH?. De plus, la deuxiéme inclusion
montre que T, (uH?) C uH?. Puisque ¢ (2H?) C wH? + zH?, multipliant les deux
cotés par uz, nous avons @ (uH?) C uH? + zH2 D'ou T, (uH?) C uH?. D’aprés le
lemme 2.4.1 nous avons ¢ € C.

O

Lemme 2.4.3. Soit ¢ € L™ et soit u une fonction intérieure non constante. Alors les

assertions suivantes sont valables.
1. T, =0 si et seulement st p € C.

2. I't =0 si et seulement si p € C.

Démonstration. 1. Pour ¢ € L*,T'¢ = 0 si et seulement si ©K? C K? et par le lemme

2.4.2, T, = 0 si et seulement si ¢ € C.

2. Pour ¢ € Loo,fvg — 0 si et seulement si ¢ (K2)" C (K2)". Donc par lemme 2.4.2,
It = 0 si et seulement si p € C.
[

Nous considérons dans la proposition suivante le cas ou 'opérateur de Hankel tronqué

'y, est de rang un.

Proposition 2.4.2. Supposons que dim K2 > 1. Soit 'Y de rang un . Alors les propriétés

sutvantes sont correctes.

1. Il existe Fy € K2 et fy € (K2)" telles que

Te=fo®F et kerlid < Fy>=K.,
ou < Fy >:= {aky,a € C}.
2. Sidim K > 2, alors il existe h € ker 'Y et k € K tel que

ko
¢—h—91g2,

ol g1 et go sont deux fonctions intérieures et | est une fonction extérieure de H.
3. 1l existe s € K2 tel que fo = pFy — s.
4. Sip e H®, alors fo € uH?.
5. Soit u(0) = 0. Si p € zH>, alors fo € zH>.

29



2.4. Opérateurs de Hankel tronqués.

6. (T%)'T% = (fo, fo) (Fo @ Fp).

Démonstration. Les propriétés 1, 3 et 4 sont clairs par définition.

2. Soit ph € K? pour une fonction non nulle i € ker Iy, alors ¢ = % pour une fonction
k € K2. Soit h = giky et k = goko ol g1 et gy sont des fonctions intérieures et ky et ko
sont extérieurs. Alors ¢ = grgol ol g; et go sont des fonctions intérieures et | = i—f est une
fonction extérieur sur H>.

5. Soit u(0) = 0 et p € zH>®. Puisque ¢ € L™ et 1 € K2, il s’ensuit que pl = cfy +

pour c € C, fy € (KZ)L et t € K3, TLK; =< fo >. Donc

@—cfoztEKgﬂ(Kg)L:@.

6. Si FZ = fo ® Fp, alors (FZ)* = Fy ® fp et ainsi

kerFZ@<F0>:K5 et OK2C KD < fy>.

Donc (T%)"T% = (fo, fo) (Fo ® Fy). O
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Chapitre 3

Produit d’opérateurs dilatations
d’opérateurs de Toeplitz et Toeplitz

tronqueés.

Dans ce chapitre, nous exposons l'objectif de notre travail, en nous concentrant sur
les propriétés algébriques des opérateurs d’intégrale singuliére et des opérateurs d’intégrale
singuliére tronqués sur L2. La plupart des preuves et caractéristiques étudiées dans ce sujet

sont issues des références suivantes [2, 16, 18, 20, 22].

Définition 3.0.1. Soit H un sous espace fermé d’un espace de Hilbert M, et sotent R :
M — M etT:H — H deuzr opérateurs bornés et X = I —T et P c’est la projection
orthogonale de M sur H. On dit que R est une dilatation deT' ou bien T est une compression
de RsiTf = PRf pourtout f € H . Selon M = HD(H)*, Uopérateur R est une dilatation

de T si et seulement si ['opérateur R a la représentation matricielle suivante

(2]

T:’HI—YHL,

ol

X H — H.
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

3.1 Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

Définition 3.1.1. Soient a, f € L™, un opérateur intégral singulier de Cauchy (ou opéra-

teur dilatation d’opérateur de Toeplitz) Su 5 : L? — L? est défini par

Sas(f) =aPf+BQf, felL

Ou P et Q = I — P désignent les projections orthogonales de L? sur H* et (H?)* = L?>© H?
respectivement.On a S1p =1, Si9=P et So1 = Q.

Remarque 3.1.1. Sachant que |P|| = ||Q|| = 1, alors pour toute fonction f € L?*, nous

avons

[Sas(DI < laPfII+18QA < ol PAI+ 1Bl lQAN < (el + 1Bl Il

Par conséquent, 'opérateur S, 5 est un opérateur borné sur L?.
Récemment, Nakazi et Yamamoto dans [22] montrent que [opérateur S.p a une

connexion €troite avec les opérateurs Toeplitz et Hankel par une représentation matricielle
dans L? = H*> ® (H?)*.

Lemme 3.1.1. Soit o, € L. Alors les opérateurs Sap et Sy, 5 ont les représentations
T, H
Sa,ﬁ = NIB )
H, Ts

. Ty H
T\ g )
B8 B8

Démonstration. Toute fonction f de L? peut étre exprimée de maniére unique par f = g+h
o g € H% h € (H?)* . Alors

matricielles sutvantes :

dans L? = H> ® (H?)*.

Sapf =ag+ Bh
= (Pag + PBh) + (Qag + QBh)
— (Tag + Hgh) + (Hag + Tsh)

()
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

La matrice de S/, 5 découle immédiatement de la matrice de S, g. []

Pour cette raison, I'opérateur S, g est appelée dilatation d’opérateur de Toeplitz T,,.
Soit B(L?) I'algébre de tous les opérateurs linéaires bornés sur L?. Soit Sy 'ensemble de

tous les opérateurs intégraux singuliers défini comme
Sa = {Saﬂ < B<L2)7O‘76 € Loo}'

Notez que Sy0 = M, et Sop = Mg+ Sa—p,0-

n

Soit e, = 2" et e_,, = 27" = 2" pour n > 0 ot z = €. Pour f € L?, la série de Fourier

de f est

f: Z fnen: Z fneme'

n=-—00 n=-—00

Ainsi, f_; désigne le coefficient de Fourier correspondant au terme e_;.

Pour deux opérateurs C, D € B(L?), soit [C, D] = CD — DC' le commutateur de C et
D. L’ensemble des opérateurs de multiplication sur L? est ’ensemble de tous les opérateurs

de L? qui commutent avec I'opérateur M,, défini comme

M ={M, € B(L*),a € L}
= {A € B(L*), M,A = AM.,}.

Proposition 3.1.1. Soit A € B(L?). Alors A € Sy si et seulement s’il existe une 1 € L
tel que
[A, M,] =Y ®@e_;. (3.1)

Dans ce cas, A = Sy4pp pour certains 3 € L™.

Démonstration. Soit A = S,z pour deux fonctions «,3 € L. Soit f € L™, f =

> fnz", alors nous avons

SasM.(f) = aPlzf] + fQ[zf]
=alzPf+ fa] + BlzQf — f]
=z2aPf+2BQf + (a = B)f
= M.Sa5(f) + [(@ = B) @ e—1](f)-
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

Ainsi, nous avons démontré 1'égalité (3.1) avec ¢ = (o — ) € L. Maintenant, supposons

que A € B(L?) et que I'égalité (3.1) soit atteinte. Alors

SyoM, — M.Syo =10 ®e_.

Donc
(A - S%())MZ - MZ(A - Sw’(]) == (AMZ - AMZ) - (Sw’()MZ - S¢’0M2>
=Y Qe 1 —YP e
=0
et

(A—Syo)M, = M,(A— Syp).

Les deux opérateurs A — Sy o et M, commutent. Alors I'opérateur A — S, ¢ est un opérateur

de multiplication. De plus, A — Sy o = Mg = Sg g pour certaine 5 € L>. Alors

A= Syo+ 558 = Sytpp-
0

Proposition 3.1.2. [16] L’opérateur S} 5 € Sy si et seulement si (o — ) = A o A € C.
Dans ce cas, Sy, 5 = Sz 5-
Lemme 3.1.2. Soient Su, g, Sas.p. € Sq. Alors

1. [Sonp1S0s.0, Mz] = (1 — B1) ® S}, 61+ Say gy (a2 — B2) @ ey

2. [Say 5155, 5 Mz] = 1 @ Zag — B1 ® 2.

3. [S%, 5y Senprs M2] = €0 @ S}, 5 Z(c — B2) + 5%, 5,(c1 — B1) @ e_y.

Démonstration.

[Sal,ﬁlsaz,ﬁza MZ] = [Soél,ﬁlv MZ]Saz,ﬁz + Sal,ﬁl [5&2,527 MZ]
= [(1 — B1) ® €-1]Sas,8 + Sar . [(a2 — B2) @ 1]
= (a1 — 1) ® 5, 5,61+ Say (a2 — B2) @ e_y.
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

[Sen 80500800 M=) = [San o0, M:]SG, 5, + Sar 1546, 5, M:]
= [Sar, M:]SG, 8, + San 8 M:[Sas 80, M:]"M,
= (1 — 1) ® 202 + a1 ® Z(ag — fa)
=a1 ® Zas — 1 @ ZPs.

az,B2?

= MZ[SC“27627 ] M Soél B + Sag 2 [Sal,ﬁu MZ]
=e)® 5S4, 572 Z(oy — Ba) + 522752(041 — b)) ®e_.

[ ;2,52‘9&1,617 Mz] - [ . MZ]SOCL/Bl + S*g Bo [Sal,ﬁuMz}

]

Théoréme 3.1.1. [16] Soit Sa, p,, Sas.p. € Sa. Supposons que Sy, g, n'est pas dans M. Alors

Sar,B15as,8, € Sa st et seulement st gy € H™, By € H>, dans ce cas

Salﬂl Sa27,32 = Sa1012,/31ﬂ2 .

Démonstration. D’apres la proposition 3.1.1 S, g,, Sa,.8, € Sa si et seulement si
[Sa1,850,8:s M2 =Y ®e_y. (3.2)
Pour un certain ¢ € L*>°, d’aprés le lemme 3.1.2
(S Sansgns Mz] = (01 = B1) ® S, gye1+ Sy (0o — o) ® ey =1 R e_y.

Par hypotheése oy — 51 # 0, alors il existe un nombre complexe A tel que

S* e 1= MNe_q. (3.3)

az,B2

Sar,pr (00 — B2) = =Aoq — B1) + . (3.4)

Remarquons que S, 4 (f) = Plaaf] + Q[B,f], on a de (3.3)

P[@ge_l] + Q[32€_1] = )\E,

35



3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

ce qui implique que ag € H® et By = A + Z:io Ponz™ € H*®. Pour (3.4), on a

a1 Plag — o] + B1Q[ag — Ba] = —A(oq — B1) + 9,
ai(ag = A) + Bi(=B2+ X)) = =Xy — B1) + 9,

donc
ajop = 132 + 1. (3.5)

Puisque ap € H® et 3y € H®

Sar,1500,8:.f = Sarp (2P f + BQf)
= ar1PlaaPf + B:Qf] + B1QaaPf + B2Q f]
= a1Pf + 5i6Qf
= Saran,p1: f
= Saraz,a100-0f

= S8, Bo 40,818 -

Remarque 3.1.2. (a) Si Su, 3, = Ma,, alors S, 8,508, € Sa pour tout S, g, €t
SahﬁlsaQﬂQ = Ma15a2,52 = Sa1042,/31ﬁ2'

(b) Supposons que Sn, 5, & M et Soyp, = May. St Say p,Sas.8, € Sa, alors d’aprés le

théoreme 3.1.1, ay est constante,

Sa27ﬁ2 =aql, et Sa1,51Sa2,52 - SO&1042,5152'

(c) Siag € H®, By € H®, alors

Salﬁl Sa27ﬁ2 - Salaz,ﬂlﬂz'

Corollaire 3.1.1. Soit S, € Sq pour un certains a, f € L. Supposons que Spp5 ¢ M.
Alors S, p est inversible et S;HIB € Sy si et seulement si a, B € H™ et o, 3 sont inversibles

dans H*®. Dans ce cas

S(;lﬁ = Sa—l,ﬁ—l-
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

Démonstration. Si S, g, est I'inverse de S, g alors

Sar,p15a,8 = Serap8 =1 € Sa

comme S,, 5, ¢ M (sinon S, 5 € M), d’aprés théoréme 3.1.1 a, 3 € H*® et
aa=ff =1 O

Corollaire 3.1.2. Soient Su, g, Sas3, € Sa. Supposons que Su,p ¢ M. Alors
Sen,Br0as,8. € M st et seulement si ay € H*, By € H*® et ajag = B182. Dans ce cas,

Soc1ﬁ1 Sa2762 = Mﬂ152'

Le résultat suivant caractérise quand Sy, g, Sas,p, = 0.

Corollaire 3.1.3. Soient Sa, 3,, Sas,8, € Sa. Supposons que Sy, g, &€ M et Sa, 5, # 0, alors
Sar,B10as,8, = 0 st et seulement si l'une des conditions sutvantes est satisfaite :

(i) ay 20, B1 =0, ay =0 et By € H>.

(i) 1 #0, a1 =0, o =0 et g € H™.

Nous identifions maintenant quelques sous-algébres de Sy qui sont apparentées aux

sous-algebres de H™.

Corollaire 3.1.4. La plus grande sous-algébre K de Sy qui n’est pas contenue dans M est :

K ={S.5|a€H® 3 H>}.

Démonstration. Soit K une sous-algébre de S; qui n’est pas dans M. Soit S, g € Sq mais
Sa,s & M . D’aprés le théoréme 3.1.1, S}, ; € K C Sy implique que o € H*, 3 € Hee.

Soit Sy, 5, un élément arbitraire de K, alors S, 35,3 € K C S; implique que o« € H*,
B € H>.

Si Sap € K, alors S}, 4 ¢ Sy sauf si o, B sont constants. Pour deux fonctions intérieures

fixées 0;, 0, 'ensemble suivant Ky, 9, est une sous-algebre de Sy :

K91,92 = {591a,£ﬁ | o € Hoo,ﬁ c W} = 591,@[{'

Maintenant, nous montrons quand S, 5 Sa, s, appartient a Sg. n

Proposition 3.1.3. Soient Sa, g, Say.p, € Sa- Alors S5, 5, Sas.8, € Sa i et seulement si
a1 (0 — Ba), Br(aa — B2) € H®. Dans ce cas,
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3.1. Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toeplitz.

* _ —_
ag,B2 50417/31 - 8072041,5261 :

Démonstration. D’aprés proposition 3.1.1 S*

s, 001,81 € Sa si et seulement si

[Szz,ﬂQSOllﬂm Mz} =Y ®e_,

pour un certains ¢ € L*°. D’apreés le lemme 3.1.2

[5227525041,517 Mz] =€y ® 521,515 (CY2 - 52) + 522”32 (041 - 51) e
=Y ®e_q.

Alors il existe un nombre complexe A tel que

S;l’ﬂli(ag — 52) = /_\6_1.
)\60 + 532’52 (041 — 51) =Y.

En outre,

Plarz (2 — Bo)] + Q [rZ (0 — B2) = Az
A+ Plog(ar— )]+ Q [B2 (o1 — B1)] = ¢

Alors @y (ay — B2) = hy et By (ag — B2) = A + zhy pour deux fonctions hy, hy € H*.

Maintenant

St paSar ] = Pl P+ @ Qf] + Q [Baarn Pf + B251Qf ]
= Plon (02— B2) Pf + b1 (02 — B2) Qf] + Boon Pf + B2 Qf
= (Oé_Q_E) Pf+ BoarPf+ B:1Qf
=maPf+ BAQf

= 50720417@51 f

Corollaire 3.1.5. Soient Sy, 8,, Say., € Sa. Alors

1.8}, 5,50, € M si et seulement si oy (Oé_z—E) Ba (0o — Ba) € H® et oy = Bafy,

* JR—
dans ce cas S’ 5 Sey g = Masa, -

az,B2
2. 51 Sa,,8 7 0 €t Sayp, #0, alors S, 5 50,8 = 0 si et seulement si ['une des conditions

[0}

sutvantes est satisfaite
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(a) an # 0,8 # 0,81 = 0,00 =0 et ;B2 € H®.
(b) az #0,81 #0,00 =0,8 =0 et fraz € H®.

Démonstration. 1’assertion (1) découle de la preuve du proposition 3.1.3.Nous prouvons

maintenant (2). Si S}, 5 84,5 = 0, alors apa; = B = 0.Puisque a1, € H™, alors ou

bien oy By = 0 ou bien ay B, # 0 presque partout sur T. Donc si les deux aq, £ ne sont pas

des fonctions nulles, alors

pa = Bofsy =0

implique que aq, 2 sont des fonctions nulles,ce qui prouve (a). La preuve de (b) est

similaire. O

Corollaire 3.1.6. L’opérateur S, g est une isométrie si et seulement si |a| = || =1 et
a = 08 pour une fonction intérieure 6.
L’opérateur S, g est un opérateur unitaire si et seulement si |a| = |B] =1 et a = \f

pour une constante .

Démonstration. L’opérateur S, 3 est une isométrique si et seulement si

S;”BSQ,,B == I

Par corollaire 3.1.5 aa = 33 = 0. La fonction a(@ — ) = 1 — af € H> implique
que a3 € H*®. Mais |aB| = 1, alors a3 = B € H*> est une fonction intérieure. Donc

a=aff =06p.

Si Sa3 = Spsp est un opérateur unitaire, alors

B = 565,553,
= Sep,5[P(088) + Q(BB)]
= Sos,8P(B)

=08P(5).

Donc 0P (6) = 1 puisque |5| = 1. Donc € est une constante de module un. O

Proposition 3.1.4. Soit Sa, g,, Sas.8, € Sa - Supposons que Sa, g, # 0 . Alors Sa, p, Sy, 5, €
Sy si et seulement si l'une des quatre conditions suivantes est vérifiée.

1. a1 =0 et Byest une constante.

2. b1 =0 et ay est une constante.
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3. an et By sont des constantes.

4. B1 = Aoy, a0 = APy + i pour deux constantes X et ju.

Dans tous les cas,
Salﬂl Sa

B2 Sa1072,ﬁ15'

Démonstration. Par la proposition 3.1.1, S, ,, 55, 5, € Sa si et seulement si

[Salﬁl :;2,627 Mz} = 'QD ®e_1

pour une fonction ¢ € L*>. Par la proposition 3.1.4

[Sar,5:50, 50 M.] = a1 ® Zaz — By ® 2By (3.6)
=9 ®e_y. (3.7)

Il y a deux cas. as et 35 sont linéairement dépendants ou «a; et 8y sont linéairement dépen-

dant.
Supposons que as et [f5 sont linéairement dépendants. Si o =0 et v =0 , alors a; =0
(supposons que as = 0 ). Pour 1 ) avec s = 0. Si 5 = 0 et ¢ # 0, alors par (3.6), as est

une constante. Pour 3) avec f; = 0. Si 3 = 0, alors

Qg = )\52 (38)

pour une constante A. Maintenant ’équation (3.6) devient

(Aar =) @20 =Y ®e_y.

Si ¢ = 0, alors Aoy — 31 = 0. Cela conduit a la déclaration (iv) avec p = 0.
Si Y = 0,Z08, = pe_; pour une constante u, donc [y est une constante. Donc, on a la
condition 2).

Supposons maintenant que a; et 1 dépendent linéairement, mais que ay et [y sont
linéairement indépendants. Si f; = 0, alors 3.6 implique que s est une constante (en

supposant que o; = 0 ). Donc, on a la condition 2). Si #; = 0, alors

p = )\ﬁl (39)

Maintenant ’équation (3.6) devient
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Bz (hag— ) =19 @e_.

Si ¢ = 0, alors Ao — B2 = 0, ce qui est impossible. Si 1 # 0, il existe une constante
=0 tel que
(5\0&2 - 62) = — W, ﬂﬁl = w (310)

Si A =0, alors par (3.9) et (3.10), a; = 0 et 35 est une constante. Donc, on a la condition

1). Si A # 0, cela conduit a la déclaration 4). Dans ce cas, par (3.5) et (3.10),

Ser 15050 f = Sar s [P0z f] + Q [Baf]]
= ay Pz f] + 51Q [B2f]
= A& P [@f] + 6:Q [(Aaz + i) f]
= \aaf + B1pQ|f]
= S)\giaz \iaz il
13,6152

O

Corollaire 3.1.7. L’opérateur S, g est un co-isométrique si et seulement si S, 5 est un

opérateur unitaire.

Démonstration. L’opérateur S, g est un co-isométrique si et seulement si

Sa:ﬁS;WB - I

Selon la proposition 3.1.4,

Sa.p5%,5 = Saaps = 1,

donc |o| = |4 = 1.
Si la condition 3) de la proposition 3.1.4 est vérifiée, alors S, s est un multiple de I'identiteé,
donc S, g est un opérateur unitaire.
Si la condition 4) de la proposition 3.1.4 est vérifiée, alors & = A pour une constante v et

Sa,p €st un opérateur unitaire. [
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3.2 Produit de deux dilatations des opérateurs de Toe-

plitz tronqués.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les propriétés des opérateurs intégrale
singuliér — ceux qui pouvaient étre vus comme dilatation d’opérateurs de Toeplitz — étaient
étroitement liées aux opérateurs de multiplication. C’est-a-dire, un opérateur intégral sin-
gulier - ou dilatation d’opérateur de Toeplitz - pouvait étre caractérisé par I’équation d’opé-

rateurs suivante

[Saﬁ? Mz] = (Oé - ﬂ) X e_q.

Selon la décomposition orthogonale L? = H? @ (H?)4, il a également une représentation

T, Hjy
Sag = 7.
H, Ts

Nous nous intéressons a une nouvelle classe d’opérateurs S, appelée dilatations d’opérateurs

sous la forme

de Toeplitz tronquées S7 . Cette classe a été introduite en 2015 par Ko et Lee . Il a été

observé que, selon la décomposition orthogonale L? = K2 @ (K2)*,

G (Az %)
X Tu A‘g )
® P

Récemment, Gu et Kang donnent une caractérisation complete lorsque S7 , est un opérateur
auto-adjoint, isométrique, co-isométrique et normal, en utilisant leur observation clé qui est

S, satisfait 'équation suivante
o Mzsg,wMz* =(p—Y)®ey— (¢ —V)u ue.

Définition 3.2.1. Pour ¢, € L™ et u une fonction intérieure, la dilatation d’opérateur

de Toeplitz tronqué S, : L? — L? est définie par

v o(f) = ePu(f) +¢Qu(f), felL?

ou P, = P— M, PMy désigne la projection orthogonale de L? sur K? et Q, = [ — P, désigne
la projection orthogonale de L* sur (K2)* = L*© K2 = 2H? ® uH?.
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1l est facile de voir que

S:;’zp - Md} + Sg_,w’o’
et
Spp =M

Remarque 3.2.1. L’opérateur S, est un opérateur borné si et seulement si p,¢ € L,

tel que

1550 (DI < llePu(HI + [14Qu( )]
< (lellss + 110 11l (f € L?).

Pour tout f € L?, nous avons

ZSOPuf+¢[f—Puf]
=(p—V)Pf+of.

Remarque 3.2.2. Soit p,1p € L. Alors pour tout f,g € L? nous avons,

(Sgufr9) = (@Pu(f) +¥Qu(f), 9)
= (f, Pu(®9)) + (f, Qu(tbg)).

Donc

(St ) f = PuBf) + Qu(¥f), felL’

Lemme 3.2.1. Soit A € B(L?). Alors A =0 si et seulement si

[A,M,] =0 et Aey=0.

Démonstration. Si [A, M,] = 0 alors A = M, pour certaine p € L™, et Aey = 0 signifie que
@ =0. Alors A =0. O
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Lemme 3.2.2. Soient ¢ et ¢ deux fonctions de L™ et u une fonction intérieure non

constante, nous avons :
1 [SEo, M]=p®e 1 —pu®ue;.
2. [Sgy M:] = (p—¥)®e_1 — (¢ —Y)u®ue_;.
3 ((Sgp) s M) =eg® (p—)es —u® (p —lues.

Démonstration. 1. Soit f =" fu2" € L2, alors

SgoM.f = o(Pzf —uPuzf)
=o(Pf + f-1) — pu(zPuf + (uf)-1)
= 2pPf — zpuPuf + of 1 — pu(uf) 1
= M, S,of + [p®@e_1]f — [pu®@ue_4]f.

2. La deuxiéme formule découle du fait que S, = pP, + (I — P,) et [My, M.] = 0.

3. Pour la troisiéme formule, notez que

[( ;,¢)*7Mz] = ( g,w)*Mz - Mz( g,w)*
= M.(MZ(S%,)" = (S4,) MM,
= M.[S%,,, M.]"M,
= M.[e_1 ® (¢ — ¥) —ue_s ® ( — ¥)u] M.
=e® (p—P)er —u® (p —P)ue_y.

Auto adjoint, positif
Nous étudions les conditions sous lesquelles la dilatation d’opérateur de Toeplitz tronquée

est un opérateur auto-adjoint et positif.

Théoréme 3.2.1. L'opérateur S; , est auto-adjoint si et seulement si ¢ et ¢ sont des

fonctions a valeur réelle et

(¢ —¥) = A\ (A €R).

Démonstration. D’apres le lemme 3.2.1 et le lemme 3.2.2 , 57, est auto adjoint si et seule-

ment si
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

(p—v)@e1—(p—Y)uRue_; =ey® (p —P)e_1 —u® (¢ —P)uey

= ((Sg4)" =S54 )e0

Ceci implique que

pour certains a, b, ¢, d € C. Donc

—(aeg — bu)u = cey — du,

Donc

acg R e_1 —au@ue_1 =aeyg R e_1 — au @ ue_q.

Nous avons

(a—a)eg®e_; = (a—a)u®ue_;.

Cette équation donne (a —a) = 0 et (¢ — ). D’autre part, notez que

S:,f,weo = (S:,O + MI/J)GO = aP,ey + w7

et

(Sﬁ,w)*eo = (Pu(® — E)eo + M@)eg = aP,eq + E

Donc, 1 — 1) = 0 et 1) est une fonction a valeur réelle.

]

Ensuite, nous donnons quelques conditions nécessaires ou suffisantes pour que Sg¢ soit

un opérateur positif.

Lemme 3.2.3. Soit f € L*.Si

/T F()Ih(z)Pdm(z) > 0

pour tout h € H?, alors f(z) >0 dans T.
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Théoréme 3.2.2. Les assertions suivantes sont satisfaites

1. 5155, >0, alors ¢ (eie) >0 dans T et ¢ = X+ ou X est un nombre réel.

2. St o = XN+ pour un certain nombre réel X et si (ew) >0 et (eie) > 0, alors
Sgp = 0.

Démonstration. Supposons que Sg , > 0, I'opérateur 57, est auto adjoint si et seulement

sip=A+1ou\cR. Soit g=uhcImQ,,h € H?, alors nous avons

< Sgpg: 9 >=<vg,9 >=<1h,h >> 0.

v (ew) > (0 dans T d’aprés le lemme 3.2.3.
Supposons que ¢ () > 0 et ¢ (¢") > 0 et ¢ = XA + 1 pour un certain nombre réel A.
Soit f € L% si A > 0 alors

<L S > =< AP UL f >
>0

Si A <0, puisque < P, f, P,f ><< f, f >, alors

<Soulsf>=A<Puf,Puf >+ <yf, f>
A f >+ <Yf f>

=<of, [ >
> ().

Isométrique, unitaire.

Dans cette section, nous caractérisons la dilatations d’opérateur de Toeplitz tron-
qué isométrique, co-isométrique et unitaire. Pour discuter ce probléme, nous décrirons

[(Sf;’w)* Sy s Mz} et [S;’w (S;fﬂﬁ)* , Mz} comme des opérateurs de rang fini .

[(Spw) " Sp Mz] = [(Spy) s Me] Sy + (Sp) ™ [Sss Mc]
=C® (Sg,w)* [(p—d)er] —u® (Sz,w)* [(p — P)ue_]
+ (Sgﬂp)* (p—)®e_q — (San)* (0 —Y)u®ue_.
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[Sp (Sp) s Me] =[S s Me] (Sp )+ Sy [(Spp) ™5 M:]
=(p—9Y)® S:;,we—l —[(p—=vY)u] ® S;,w (ue_1)
+ Sgpe0 @ [(p —)e 1] = S yu @ [(p — Y)ue].

P,ey = ey — u(0)u = k.

Queo = ep — ki = u(0)u.

Se w0 = ki + Yu(0)u

=+ ¥ —pu(0)u
St et = ey, S" yu = tu.

Spw (ue—1) = P, (ue_1) + Qy (ue—1)
= p(u—u(0))e_1 + Yu(0)e_,
= pue_1 + (¢ — p)u(0)e_y.

Alors

[ o ( gnﬂ)* , Mz} =pRpe_1 — 1P RPe_ 1+ YuRPue_; — pu R pue_q. (3.11)

Théoréme 3.2.3. L’opérateur SY, , est un co-isométrique si et seulement si |p| =[] =1

et 1) = Ap pour une certaine constante |\| = 1.

Démonstration. Posons T' = SZW (ngw)*. Il est clair que T est un opérateur de multiplica-
tion sur L? si et seulement si 7' commute avec M,. L'opérateur d’identité I sur H? est un
opérateur de multiplication par la fonction constante 1. Donc, l'opérateur T est un opéra-
teur d’identité si et seulement s’il commute avec 'opérateur M, de plus Tey = €. Donc, en

utilisant I'équation 3.11 S7 ; est un co-isométrique si et seulement si
YR pe 1 — 1P RUe_1 +PYu Ppue_1 — pu® pue_1 = 0. (3.12)

et

us (Sty) e =eo

Nous avons
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.
¢ | |ab (0
ou c d Yu ’

v = (a+ bu)p, pu = (c+ du)ip.

ot a,b,c,d € C, c’est a dire

Alors

Yula + bu) = P(c+ du).

Si ¢ =0 alors ¢ =0 et ¢ = 1. Si P(z) # 0, alors nous avons

u(a + bu) = (¢ + du),

ce qui implique que b=c¢ =0 et a = d. Donc ¢ = a). A partir de I’équation 3.12 nous

avons

|a? (¥ ®@ Ye_y + hu @ Yue_y) = (¢ @ Pe_y + hu @ Yue_y).

Donc |a| = 1. En utilisant ¢ = at) et |a| = 1,

b (Sew) €0 =S¢y [Pup + Quag]
= oP,p + YQuap = pP,o + pQup
= 0 [Pup + Qui] = oI
= eg.
UJ

Théoréme 3.2.4. L'opérateur S, est un co-isométrique si et seulement s’il est un opéra-

teur unitaire.

Démonstration. Si S, est un co-isométrique, il suffit de vérifier que (Sgw)* Sg.p = L. Soit

f € L2 D’aprés le théoréme précédent, || = [0 = 1 et 1) = Ay pour une certaine constante
|A| = 1. Alors
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

(Se0) Sty f = (Shy) (PPuf + ApQuf)
= P, [@ (@Puf + XpQuf)] + Qu [Ap (9Puf + ApQuf)]

= f
m
Lemme 3.2.4. 1. Soit g € L? une fonction & valeur réel.Si Q.9 = 0, alors g est une
constante. St QQ,ge_1 =0, alors g = 0.
2. Soit g € L* ,5i Qu9 =0 alors g € K? et P,g = M\kY pour une certaine constante \.
Démonstration. 1. Pour h € H? et X\ € R, supposons que
g=zh(z)+ zh(z) + A
ge—1 = h(z) + 22h(z) + \Z
Il est clair que
Qug = zh(2) + Qu(zh(z) + ) =0,
implique que zh(z) = 0 et g est une constante. De la méme maniére,
Quge_1 = 22h(2) + A2 + Qu(h(z)) =0,
implique que 22h(z) + A2 =0et g =0.
2. Il est clair que si Q,g = 0 alors g € K2.
Posons g = ¢g(0) + zg; ou g; € H?, alors
Pg = PuP (900) +201) = M.
ou A = ¢(0).
m

Théoréme 3.2.5. [18] L opérateur Si. €st une isométrie si et seulement s’il est un opéra-

teur unitaire.
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Normal.

Lemme 3.2.5. L’opérateur S; , et son adjoint (S(z’w)* ont les représentations matricielles

e, = 2 (S ,) = A5 T2
7\ e oA o re A

u
Y ¥

sutvantes

dans L? = K2 @ (K2)" .

Démonstration. Comme tout f € L? peut s’écrire uniquement comme f = g+ h, ou g € K>

et h € (K2)", il assure que pour tout ¢, € L,

Seuwl = 0Puf +VQuf = ¢g+ vh
= Pupg + Qupg + Pubh + Quibh
= (Pupg + Pih) + (Qupg + Quibh)
— (Azg+Tyh) + (Tig + Ayh)

(E0)-
re Au) \n

D’autre part, puisque (1:%) = ', alors 1:% = (F%) et (Fz)* = fg

Puisque (Ag)* = AY et <;1772>* = Z%, nous obtenons la forme de la matrice de (S;w) .o

Lemme 3.2.6. Soil p,¢ € L>. Alors l'opérateur Sy, est normal si el seulement si
SaTu _ Tupu purd _ pula
rul'y = erﬂ’ le“E =TTy

et
A= s
Théoréme 3.2.6. Soient p € L™ et ) € L™ et ¢ — \p € C ou |A| = 1. Alors l'opérateur

Sg , est normal si et seulement si Ty =0 00 ® = (A= 1) [p|* + cp — cAp.

—

Démonstration. Supposons que ¢ — Ap = c ot |A\| =1 et ¢ € C. Puisque I'* =T% = 0 et
|A| = 1, il s’ensuit que

7 u o 2ruTu _ TwuTu
Tuls = [APTYrY = Tyre,

et
FZ,F% = F:;F%.
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En outre, puisque P, + @), = I, nous avons

Au” T8 —TUAL = Qu(p — ¥)QuiPa — QuePu(@ — )P,

= QuN + ¢ = )Qu Py — QuIPP, (A + ¢ — ) P,
= Qu((A = ¥ + 0)Qui Py + QuAP((1 =AY - ©)
= (A= DQuiQuiPu + cQuiPy + (A = )Qu P, P,

— AGQuUP,.

Alors
A}; G5 —TeAL— = Q, (A= 1)|[Y) + b — exy] P, (3.13)

Puisque ¢ = A + ¢, nous avons
A =D +cp —edp = (A= 1)|p* + cg — erp + |c]*. (3.14)

Par conséquent, de (3.13) et (3.14) nous obtenons que

(AmZ, = TeA) Py = Qu [(A = DI + e — axy] P
= Qu[(A=Dlplf +cp—exp+[cf’] P
=Qu[®+I[cf] P
=T4 Py + |cfQuPy
=Ll

ou ® = (A —1)|¢|* + cg — g + |c|*. Donc

Ag_ FZ;AZ 7= I's.
SiI'g = 0, d’apres le lemme 3.2.6, S, est normal si et seulement si I'g = 0. O]

Théoréme 3.2.7. Soit p € L™ tel que pK; C K7 et ¢ € L. Alors S, est normal si et

seulement st AZ; et AZ sont des opérateurs normauzx, et

v, = AL @ AL,
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Démonstration. Soit ¢ € L™ tel que oK, C K. Alors T = 0 d’aprés les lemmes 2.4.2 et

2.4.3. Donc l'opérateur S; , a la forme suivante :
. ( Ay Ty >
Lp7 /-\a :
0 Aj

ALAL — ALAL = TyTY, AUy =TyAY, et DLy 4 ALAY = Ay A (3.15)

Si S, est normal, alors

Si F:z # 0, alors par I’équation (3.15) l'opérateur Ay, n'est pas normal. Puisque S7 , est

u

» est un opérateur de Toe-

normal, il en résulte que A est sous-normal. Sachant que A
plitz tronqué qui est un opérateur complexe symétrique, alors AY est normal. C’est une

contradiction. Donc F% = 0. Par conséquent, a partir de (3.15),

ALAL = AAY et AUAY = AyAY.

elte = b
D’ot, les opérateur A, ;1\:7} sont normaux, et
Sop = A, © AL,
L’implication inverse est triviale. O
Corollaire 3.2.1. Soit ¢,9) € L™ tels que pK2 C K? et yK? C K2. Alors

U, =A@ A,

Démonstration. Si @, € L™ tels que o K2 C K2 et K2 C K?2. Alors, & partir du thoéreme
327, T =0t () =T% = 0. Donc

]

Il est difficile de décrire les symboles ¢ et ¢ lorsque S7 , est normal. Ainsi, les auteurs,
dans [9], ont d’abord étudié le probléme dans un cas particulier, ¢’est-a-dire lorsque ' est

de rang fini n pour n > 0.
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Lemme 3.2.7. Soit T% = fy® Fy et T = f1 © [y ou Fy, Fy € K2 et fo, f € (K2)". Alors

Szgw est normal si et seulement si

Iy = g0 @ Fo, Iy, = an f1 @ G-
|Oéo|2 <f07 f0> = <90,90> ) |Oé1’2 <F1,F1> = <G1,G1> .
Atgy = Cofs,
et
AyFy = (G,
0l v = — 1, ap, 01,y G € C et go, g1 € (K2)".

Démonstration. Supposons que S, est normal. Comme les opérateurs F% et I%, sont de
rang 1.La proposition 2.4.2 s’assure que F:j—) = g0 ® Go,I'j, = g1 ® G1 ou Gy, Gy € K? et
90,91 € (K2)™. Par le lemme 3.2.6 , on obtient

(90, 90) Go ® Go = (fo, fo) Fo ® Fp,
(G1,G1) h @ n = (F1, F1) L ® f1,

et
;17590 ® Go = f1 @ Ay F1.

Donc

Go = apFp, go = au f1,

pour deux nombres complexes ag, a; € C, et

(fo, fo) = lawol” (g0, 90} , (F1, Fr) = |aa|* (G1, Gy)

et
Atgy = Cof1, AYFy = (G,

ol v = —1Y,ay,a,, € Cet gy,g1 € (Kg)L. L’implication inverse est évidente. O

Théoréme 3.2.8. Soit p, 1 € L>. Alors les assertions suivantes sont correctes.

1. ST, =0, alors S, est normal si et seulement si p € C et ¢ € C.

2. Supposons que dim K2 = 1. Alors Si.p est mormal si et seulement s’il existe une
fonction non constante F' € L™ et a,b € C tels que |[F| = 1,a # 0,0 = MaF + b et
v=aF +bou|\=1X#1.
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Démonstration. 1. La preuve est claire par le lemme 2.4.3.

2. Supposons que dim K2 = 1, c’est a dire

ot [a| < 1. Si S}, est normal, alors par le lemme 3.2.6 nous avons
Lplaf =Teraf
pour tout f € zH? + zH?2. Donc

Qu (¢Pu12)f:@u(§0pu@)fufGZH2+W

Donc
VPGS — pPupf = )
1—az
Nous mettons (f)
_ a
Puwf = 1—az’
et b
Pt =)
—az
Alors
lf) D A ee gy
1—az 1—az 1 —az

Sia(f) =0et b(f) #0, alors ¢ € C et ainsi ) € C par le lemme 3.2.6.
Sia(f)#0et b(f) =0, alors ¢ € C et ainsi ¢ € C par le lemme 3.2.6.

Sia(f)#0etb(f)#0, alors ¢ — Zgj))w € C. Par le lemme 3.2.6,

T won  uru
TYTY = | 22| T4rv =TTy,

Si a(f) = 0 et b(f) = 0 pour tout f € 2H? + zH?, alors Z:% = :4\:% = 0. Par la
proposition 2.3.2,¢0 = 1 = 0. Donc il existent une fonction non constante F' € L™ et
a,be Ctelsque |[F|=1,a#0,p=XaF +bet ¢y =aF +bou |\ =1\#1

m

54



3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

3.2.1 Produit.

Soit le lemme important suivant :

Lemme 3.2.8. Soit p € L™. Alors
1. AY =0 si et seulement si p € uH™ +uH>.

A% =0 si et seulement si ¢ = 0.

I = 0 si et seulement si ¢ € C.

I't =0 si et seulement si ¢ € C.

Définition 3.2.2. Soit B(L?) l'algebre de tous les opérateurs linéaires bornés sur L. Pour
une fonction intérieure u € H?, on désigne l’ensemble de toutes les dilatations des opérateurs

de Toeplitz tronqués sur L?, par D,
D, = {84, € B(L?),p, € L*}.

Proposition 3.2.1. Soit u une fonction intérieure, p1, 91, p2, 12 € L. Soit Sg, ., Sg, v, €

D,, les assertions suivantes sont satisfaites

1. 58, 4156y s € Du si et seulement st My, .y, 5753, 4, € Du.

2. Sip1—1y est inversible dans L™ alors 5@1 1P by € D, si et seulement si St 05@2 wo €
D,.

Démonstration. 1. Il est clair que

Su

®1,%1

= M'¢1 + Su1 —11,0
= M¢1 + M<P1—1ZJ1

Par conséquent
;1 W 902 2 T (Mwl + M<P1 Y1 ) 52@2

_ u
- 59021/11,1#21#1 + M P1— w151 05992 Po*
Nous concluons que 53, 5S¢, € Dy si et seulement si Mo, —y, 57052, 4, € Du.

2. De ce qui précede, nous obtenons

U u _ Qu U u
Mﬂol*wlslyo p2,2 T S<P1ﬂll1 w2,2 — Mpathr,batpre
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Si 1 — 11 est inversible, alors

u
1,0

u
p2,2

2 . u u : 1 u u
Donc, nous en déduisons que Sg, ,, Sg, ,, € Dy si et seulement si 57,57, 4,

_ u u u
- M(gol*il)l)_l ( w191 02,2 5021/;1,1&21/}1) :

€ D,.
[l

Théoréme 3.2.9. Soit p,1) € L*> et soit u une fonction intérieure non constante alors

109y € Du st et seulement si p € C+uH> +uH>, ¢ € C. Dans ce cas

109 = ¢St ¢ €C.

Démonstration. Par la représentation

LA
R FZ
et .
o _ [ AT TG
oy 4
Cela signifie que
v ou I 0 AZZ
e oo )\

Pour toutes ®, ¥ € L°°, nous mettons

Shﬁwz%&=<

Alors

A%—so Fl\ltlfw
ry  Au

[

Par conséquent

Iy

)

(%)

4, =0,A4 =0,I%=0,T%_, =0.
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Puisque A% _ = 0 et A = 0, il découle du Lemme 3.2.8 que ® — p € uH* + uH> et
D—p )4 ¥

¥ = 0. De la méme maniére, puisque I'y = 0 et F/\’f,\_; = 0 et étant donné que

0=T4", = (T5=) -

est équivalente a 't — = 0, il résulte du Lemme 3.2.8 que ® € C et ¥ — ) € K°. De ce
T u

qui précéde, nous concluons que

o=+ ¢,

pour ® € Cet ¢, € uH>® +uH®>, et
v e C.

En conclusion, on a
€ CHuH® +uH>® ) €C,0€C, et ¥ =0.
Notez que ¢ = PT“?—’ € C et ¥ = 0. Dans cette vue,
1050y = Seu = 5%70 =cSyy ceC.
Ceci termine la preuve du théoréeme. O

Corollaire 3.2.2. Soient @1, pa, 11,19 € L™ telle que o1 — 1)1 est une fonction inversible

dans L>. Soient Sy ., 5, 4, € Dy alors S

wH>® + uH> et 1, € C.

ooy € Du st el seulement si pg € C+

Démonstration. Le résultat découle facilement de Proposition 3.2.1 et Théoréme 3.2.9. [

) alors

Remarque 3.2.3. 1. 57 53, est un opérateur de multiplication Sg , = M,

1 Y17

€ D, pour tout S” by €L S«m V1P = Swwz,cmwz'

u u
1,11 2,12
2. Soit w1, € L™ telle que o1 — 1y est une fonction inversible dans L. St S“ Ly T "est
pas un opérateur de multiplication et S, = - S81 55, 1S € Du alors, par
Théoreme 3.2.9, nous avons

U _ Qu
S 71111 — Mpap1,p02¢1°
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Pour étudier des cas particuliers du produit de dilatation des opérateurs de Toeplitz

tronqués, nous devons construire les sous-ensembles K; et Ky décrit ci-dessous

Ky ={S%, € Dy,p,9 € C}.
Ky ={S%, € Du,p € uH™ +uH>,¢ € C}.

Proposition 3.2.2. Soit p1,1, € L™ telle que ¢y — 11 est inversible dans L*°. Pour tout

u
v1,%1

(a) Si Sy, ,, € K1 alors

€ D,, nous avons les cas suivants

u u _ Qu
P11 72,2 T Mo1pe, it
(b) Si Sy, 4, € K alors

u u _Qu
p1,01 " P22 T Mprpabiibe

Démonstration. (a) Sip, 9 € C par le Théoréme 3.2.9 nous avons,

U u _ Qu
1,05 p2,0 — 550270'

Donc,

3171#1552,7/12 = Sww2+<¢rw1>¢>2,¢1w2
S u
— Moi1pa,h1tpe

(b) Par le Théoréme 3.2.9 nous avons,

u u o
1,095, = 0-

Donc,
u u _ Su
P11 2,02 T Mbipe,hie

]

Nous sommes maintenant en mesure de donner une condition suffisante dans laquelle
Vopérateur S; , € D, devient inversible et dont l'inverse est également en D,. Dans tous

les résultats suivants, nous supposerons que la fonction ¢, — 97 est inversible dans L°.

Corollaire 3.2.3. Supposons que l'opérateur S, n’est pas un opérateur de multiplication.

Si Sy € Ky et o # 0,9 #0 alors Sy, est un opérateur inversible. Dans ce cas
-1
(Sgw) = Sp1y-1-
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Démonstration. Soit Sy , € D, linverse de l'opérateur Sy ,. Alors S , S¢., = S75.

Supposons que ¢ # 0,1 # 0 , alors par la proposition 3.2.2 nous avons,

u

U U .
1,1 e T Ssow Yy

Donc ¢y = ¢t et ¢y = 7L, [l

Corollaire 3.2.4. Supposons que S“ v € Du nlest pas un opérateur de multiplication,

alors nous avons les deux cas suivants

1. 5153, 4, € K1 alors Uopérateur S, Sg, 4, est un opérateur de multiplication si et

seulement si 12 = U11)9. Dans ce cas,
Su 1,91 gz,% M%m = M¢1¢2‘

2. 5154, 4, € Ko alors Uopérateur Sg, , Sg, ,, €st un opérateur de multiplication si et
seulement si 1ps = Y1109. Dans ce cas,

St S

w202 T

M’llflm = M%%‘

Le corollaire suivant nous dit quand Sg, ,, S, 4, = 0.

Corollaire 3.2.5. Supposons que S* . € D, n’est pas un opérateur de multiplication alors

w1,Y1
nous avons

1. 515, ., € K1 et S3, 4, # 0 alors

p2,%2

LS, =0,

P1,91 % p2,12

si et seulement si l'une des deux assertions suivantes est vérifiée.

(a) o1 # 0,91 =0, = 0,1 € C.
(b) Yr # 0,01 =0,12 =0, € C.
2. 515, 4, € Ko et S5, ,, # 0 alors

P22

U u — 0
P1,9%1 % p2,102 :

st et seulement st ['une des deux assertions suivantes est valable.

(@) 1 = 0,02 # 0,1 # 0.
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3.2. Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

(b) 1 # 0,02 = 0,105 = 0.

Démonstration. 1. Puisque ngm € Ky, il découle de la proposition 3.2.2 que, @, € C et

1Py € C et I'équation o1 Dy = 0 €8t équivalente a @109 = Y199 = 0.

2. Encore une fois en utilisant la proposition 3.2.2 , on obtient que I’équation

glm gzﬂh = 0 est équivalente a 109 = ¥11hy = 0.
Il

Le corollaire suivant montre quand l'opérateur S*

u
o1, COMMute avec Sm@2 )

Corollaire 3.2.6. Les assertions sutvantes sont valables.

1. Soient Sulﬂ/ﬂ’ Su%/}z € Ky alors Sulﬂh ngﬂ/)z = ngﬂh SZMM'

® ® ®

. u u _ u u ; —

2. Soient S$1,¢1’ };2#12 € Ky alors Ssmﬂ/)l paiby = PoaapaPerpr St et seulement 7v/11902 =
p11a.
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