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Notations

Lp (Q) :L’espace de Lebesgue des fonctions p-intégrables sur €2 .
L (Q) :L’espace de Lebesgue des fonctions uniformément bornées sur (2 .
cn (Q) :L’espace des fonctions n fois contintiment différentiables sur Q (n > 0).
C’7 (Q) :L’espace des fonctions continues avec poids telles que :
(x—a)" f(z)eC(Q).
C;} (Q) :L’espace des fonctions (n — 1) fois contintiment différentiables sur 2 et

0 (@) € C, ().

AC™ (§2) :L’espace des fonctions (n — 1) fois contintiment différentiables sur €2 telles que :
f™Y(z) € AC|a, b].

ACEL (Q) :I’espace des fonctions absolument continues telles que :
(6"t [atg(x)]) € AC[a,b], peR,6=aL.

I'(z) :La fonction Gamma.

B(Z, w) :La fonction Béta.

Eaﬁ(z) :La fonction Mittag-LefHer.

Ie f, It f :Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville(resp a gauche et & droite) d’ordre
a e C (R(a)>0).
DO(

Dgﬁf :La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (resp a gauche et a droite)

a+J
d’ordre a € C'(R(ar) > 0) .
CDg‘ i ,CDg‘ff :La dérivée fractionnaire de Caputo (resp a gauche et & droite) d’ordre

aeC(Ra)>0).
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Abstract

This work is devoted to the study of the existence and uniqueness of the
solutions of some fractional differential equations in the Banach space (the space
of continuous functions and the Lebesgue space).

Key words

Lebesgue space, Continuous function space, Riemann-Liouville operator,
Caputo operator, Cauchy problem, Fractional differential equation.

Résumeé

Ce travail est consacré a ['étude de [’existence et ['unicité des
solutions du quelques équations différentielles fractionnaires dans
'espace de Banach (I’espace des fonctions continues et 'espace de

Lebesque).

Mots clés

FEspace de Lebesque, Espace de fonction continue, L’opérateur de
Riemann-Liouville, L opérateur de Caputo, Probleme de
Cauchy, Equation Différentielle Fractionnaire.



Table des matiéres

Table des matiéres VI

Introduction

1 Quelques Notions D’analyse Fonctionnelle

[y

w

1.1 Espaces Fonctionnels . . . . . . . . .. .. L0 3

1.1.1 Les Espaces Lp . . . . . . . . . 3

1.1.2  Espaces Des Fonctions Continues . . . . . ... ... ... .. .... )

1.1.3 Espaces des fonctions absolument continues . . . . ... ... .. .. 6

1.2 Théoremes Fondamentaux . . . . .. . ... ... . ... ... ........ 7

1.2.1  Théoreme d’Arzela-Ascoli . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 8

1.2.2  Théoréme du point fixe de Banach . . . . .. ... ... ... ... .. 9

1.2.3 Théoréme du point fixe de Brouwer . . . . . . . . ... .. ... ... 10

1.2.4  Théoréme du point fixe de Schauder . . . .. ... ... ... .... 11

2 Calcul Fractionnaire 12

2.1 Fonctions Spéciales . . . . . . . ..o 12

2.1.1 Lafonction Gamma . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 12

2.1.2 Lafonction Béta . . . . .. .. .. ... ... ... .. 14

2.1.3 La fonction Mittag-Leffler . . . . . .. ... ... ... .. 15

2.2 Intégrales Et Dérivées Fractionnaires . . . . . . . . .. .. ... ... 16

2.2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville . . . .. ... ... ... ... ... 16

2.2.2  La dérivation au sens de Riemann-Liouville. . . . . . . .. ... ... 20

2.2.3 La dérivation au sens de Caputo . . . . . . . .. ... ... ... .. 24

3 Etudes De Certains Problémes Fractionnaires 30

3.1 Probléme De Cauchy Pour Des Equations Différentielles D’ordre Fractionnaire 30
3.1.1 L’équivalence Entre Le Probléme De Cauchy Et L’équation Intégrale

De Volterra . . . . . . . . . . . e 31

3.1.2  Existence Et Unicité De Solution De Probléme De Cauchy Fractionnaire 37

3.2 Problémes Aux Limites Pour Des Equations Différentielles Fractionnaires . . 42

3.2.1 Problémes Aux Limites Avec Conditions Non Locales . . . . . . . .. 42

3.2.2  Problémes Aux Limites Avec Des Conditions Intégrales . . . . . . . . 51

Conclusion 56

Bibliographie 57

VI



Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet prés-que aussi ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujourd’hui. Ces origines remontent a la fin du 17-iéme
siécle, I’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel
et intégral. La premiére question qui a conduit au calcul fractionnaire était : Est ce que la
dérivée d’ordre entier Z;—Lf: peut étre étendue & avoir un sens lorsque n est une fraction ? Plus
tard, la question est devenue : n peut étre n'importe quel nombre : Fractionnel, irrationnel
ou complexe ? Parce-que cette derniére question a été répondu par 'affirmative, le calcul
fractionnaire est devenu un terme mal approprié et pourrait mieux étre appelé intégration et
différenciation d’ordre fractionnaire.

Leibniz a introduit le symbole‘éi—f pour désigner la dérivée n-iéme d’une fonction f.
Quand il a annoncé dans une lettre & L’Hopital en 1695 , L’Hopital a répondu : Que signifie
j;—,f stn = %? Aujourd’hui, cette lettre est admise comme le premier incident de ce que nous
appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que L’Hopital a demandé spécifiquement pour
n = %, (i.e. un nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie mathématique.

Les dérivées non entiéres possédent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plusieurs
matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymeéres. Ce fait est également une des
raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand intérét. L’utilisation
de l'effet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des modéles matériels
simples est livrée avec un cott élevé en ce qui concerne la résolution numérique. Tout en
utilisant un algorithme discrétisation des dérivées non entiéres on doit tenir compte de sa
structure non locale qui signifie en général un haut stockage d’information et une grande
complexité de 'algorithme. Des nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant
intervenir différentes types d’ordre non entier peuvent étre trouvées dans la littérature.

J. L. Lagrange a contribué au calcul fractionnaire indirectement. En 1772, il a développé

la loi des exposants (indices) pour les opérateurs différentiels d’ordre entier et a écrit :

dm dn B dm+n f
dz™ dxn”  dgmtn

Dans la notation moderne, le point est omis, car ce n’est pas la multiplication. Plus tard,
lorsque la théorie du calcul fractionnaire est développée, les mathématiciens sont intéressés
a savoir ce que les restrictions devaient étre imposées a f(x) de sorte qu'une régle analogue
était vraie pour m et n arbitraires.

En 1812, P. S. Laplace a défini une dérivée fractionnaire a 1’aide d’une intégrale, en 1819,
la premiére mention d’une dérivée d’ordre arbitraire apparait dans un texte.

S. F. Lacroix a consacré moins de deux pages de ce texte de 700 pages a ce sujet. Il a
développé un exercice mathématique simple généralisé a partir d’ un cas d’ordre entier. En
commengant par f(z) = 2™, (' m est un entier positif), Lacroix a développé facilement la
dérivée n-iéme.

arf m!

dx”:(m—n)!x M2
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Grace a l'utilisation du symbole de Legendre pour la factorielle généralisée (la fonction

Gamma), il a obtenu
d" r
f_ T
dzn T'(m—n+1)

Il a donné alors 'exemple de f(z) =x et n = %, et a obtenu :

d*f 2\
dxz VT

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis
seulement un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences spécialisées. Pour
la premiére conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiére conférence
sur les calculs fractionnaires et ses applications & I'université de New Haven en juin 1974 | et
il a édité les débats. Pour la premiére monographie le mérite est attribué a K.B. Oldham
et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 aprés une
collaboration commune, commencé en 1968.

Des nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et I'intégration frac-
tionnaire ([12],[18]).

Au cours des derniéres années un intérét considérable est donné aux applications des
dérivées fractionnaires dans plusieurs domaines. Nous citons maintenant quelques exemples
sur ce sujet :

1. Les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement & la viscoélasticité des matiéres.

2. Les problémes électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équations inté-
grodifférentielles fractionnaires.

3. Les échauffements de la conductance comme un processus dynamique peut étre modéliser
aussi par des modéles d’ordre fractionnaire .

4. En économie, quelques systémes de finance peuvent afficher une dynamique d’ordre
fractionnaire .

5. En biologie, il a été déduit que les membranes des cellules de I'organisme biologique
ont la conductance électrique d’ordre fractionnaire .

6. En traitement du signal et le traitement d’image, clarifient parfaitement I'importance de
considération et I'analyse de systémes dynamiques avec les modéles d’ordre fractionnaire.

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre d’étude de quelques équations
différentiels fractionnaires , en utilisant plusieurs théorémes du point fixe pour étudions
I'existence et 'unicité de la solution de le probléme & étudier.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la facon suivante :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons quelques outils de base sur ’analyse fonc-
tionnelle .

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré pour les définitions des dérivées et intégrales frac-
tionnaires aux sens de Riemann-Liouville et Caputo et les liens entre ces dérivées
avec quelques exemples et quelques propriétés complémentaires,et nous présentons
quelques définitions des fonctions spéciales utiles tout au long de notre thése telles
que : la fonction gamma d’Euler, la fonction béta, la fonction de Mittag-Leffler avec
des exemples et quelques propriétés intéressantes.

Chapitre 3 : Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et 'unicité de solutions des
quelques équations différentiels fractionnaires .



Chapitre 1

Quelques Notions D’analyse Fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et théorémes de base en analyse fonc-
tionnelle dont nous avons besoin dans ce mémoire et calcul fractionnaire en général, Pour
plus de détails voir 3, 13, 11, 15, 16].

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Les Espaces Lp
Définition.1.1

Une tribu sur R” est une famille de parties de R"contenant (), R) stable par passage au
complémentaire et par réunion dénombrable (et donc par intersection dénombrable).

Si B désigne une tribu sur R" les éléments de B s’appellent les ensembles mesurables. On
dit que (R™ , B) est un espace mesurable.

Définition.1.2

Soit B une tribu de R™ . Une mesure positive j sur B est une application de B dans R
vérifiant :

L. n(2) =0,

2. Pour toute famille dénombrable (B;) d’éléments de B deux a deux disjoints on a :
Y <L1J Bi) :; 1 (B;)
(R™, B, j1)est un espace mesuré.

Définition.1.3

Une fonction f : R® — R est mesurable si 'image réciproque de tout intervalle ouvert de
R est un ensemble mesurable de R.

Définition.1.4

Soit © = [a,b] un intervalle fini ou infini (—oo < a < b < +00) de R muni d'un mesure ,

»Sil<p<+oo,

On note par L, (§2) 'ensemble des classes d’équivalence des fonctions p-mesurables de
puissance p-iéme sommable(intégrable) sur €.

f € L, () si et seulement si f est p-mesurable et [, | f (z) [P dz < oo ,Clest-a-dire :

3
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L, () ={f:Q— C; [ est mesurable et Jo | f (@) |Pde < oo} .

» Pour p = 0o, On note par L, (€2) 'ensemble des fonctions p-mesurables et essentielle-
ment bornées presque partout sur €2 ,C’est-a-dire :

Loo () ={f:Q— C; f est mesurable et 3C > 0; | f(x) |< Cp.psurQ} .

Proposition.1.1

L, (92) est un espace vectoriel muni de la norme définie par

I £ Il,= {(fﬂ | f (@) 7 dfﬂ)l/P 1 <p<+4o0 (1.1)
" Ulfllee = ess supq | f(2)] p=oc

lorsque || flloo = ess supg | f(@)] = Inf {M > 0;| f (x) |< M pp surf}.

Démonstration :voir [3](page 93) []
Théoréme.1.1 (Fischer-Riesz)

L’espace L, (£2) muni de la norme (1.1) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.

Preuve :voir [3](pages 93,94) L]
Théoréme.1.2 (Théoréme de Lebesgue de convergence bornée)

Soit (fn),cy une suite de fonctions intégrables de €2 dans R ou C .On fait les hypothéses
suivantes :

1. la suite (f,,), oy converge presque partout vers une fonction f sur €2 < .2 >

2. il existe une fonction positive g telle que :
VneN,VeeQ:ge€ L (Q) et | fn(x)|<g(x) ppsurQ
Alors

feLi(Q) et 7}1&1@ Jo fo (@) dz = [, f () da.

Preuve :voir [13] (pages 34,35) []
Remarque.1.1 : voir [12] (pages 1,2)

En calcul fractionnaire, nous avons également besoin de 'espace L, (€2) modifiée notée
par X? (2) muni de la norme suivante :

{H Fllse= (o 1EF @ P27 1<p<oo
I f HXgoI ess supq (t°|f(z)]) p= o0

En particulier, si ¢ = 1/p; L'espace Xf/p (Q) coincide avec l'espace de Lebesgue.
C’est-a-dire Xf/p (Q) =L, (Q).
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1.1.2 Espaces Des Fonctions Continues

Définition.1.5[12]

On désigne par C™ (2) l'espace des fonctions n fois contintiment différentiables sur
(n > 0),
muni de la norme suivante :

5 mGNo.

[ fllem =D [1F @l = D max | f® ()
k=0

Sin = 0;0°(92) = C(Q) l'espace des fonctions continues sur 2 muni de la norme :

I£lle = max| £ ()] (12)

Définition.1.6[12]

Soient © = [a, b] un intervalle fini et v € C(0 < R (y) < 1).
On désigne par C, (€2) L’espace des fonctions continues avec poids telles que :

(x—a)" f(x) e C(Q), et
Iflle, = Iz —a)’f(@)llc, Cola,b] = Cla, ]

Définition.1.7[12]

On note par C7 (Q2) L’espace de Banach des fonctions (n — 1) fois contintiment différen-
tiables sur Q (Intervalle fini) et f™ (z) € C, () :

Cﬁ[aabb{ Iflley = ZHf’”Ich\f HC}’ Cla,b] = Ca, b,

Lemme.1.1[9,

|
L’espace C7 (2) ne contient que des fonctions écrites sous la forme suivante :
soient fEC’”(Q) neNetyeC(O<R()<1);

Y

f(x):;)'/:(:c—t dt+ch r —a)" (1.3)

(n—1)!
ot p (1) = fM (t) € C, (Q)et ¢, = f“;# des Constantes.
C’est-a-dire

n—1

FeCH@) = fa) = gl [ @~ oWt T ala — o)t

En particulier, si v = 0 alors C™ (Q2) est I'espace des fonctions f qui peut étre écrit sous
la forme (1.3) ou ¢ (¢) € C' (Q).
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1.1.3 Espaces des fonctions absolument continues
Définition.1.8[14]

f est dite absolument continue sur 2, si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour
toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints [ay, bg] , &k = 1,2, ...,n dont la somme
des longueurs est inférieure a 4,

Z (bk — (lk) <0
k=1

on a l'inégalité

C’est-a-dire
f(z) € ACla,b]
)

Ve > 0,36 > 0:3 (br—an) <6 =3 |f (be) — f (an)] < e.
k=1

k=1

Théoréme.1.3(Lebesgue)

La dérivée d’une fonction absolument continue donnée sur € , f" = ¢ p.p est intégrable,
on a pour tout z € Q; [T (t)dt = f (z) — [ (a)
C’est-a-dire

f(x) € ACla,b] & f(x) = f (a) + / "ot (p(t) € Lia,b)).

Preuve :voir [14](page 340)
Définition.1.9[12]

Pour n € N* on note par AC™ (2) I'espace des fonctions a valeurs complexes f(x) ayant

des dérivées jusqu’a l'ordre n — 1 continues sur [a, b] telles que :
f=Y(z) € AC[a,b], c’est-a-dire

AC™(a,b] = {f (48] = Cet [(D") (2)] € AC[a, ) (D _ %)}
Sin=1, AC'(Q) = AC (Q).

Lemme.1.2[10, 12]

L’espace AC™ (€2) ne contient que des fonctions écrites sous la forme suivante :
Vn e N*Vf e AC™(Q) on a
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ot p () = f™ (t) € L(Q),c, = % des constantes et

(12.9) (2) = gy | =0ty
C’est-a-dire
Vn € N*;
feAC™ (Q) = f(z) = (Ig+g0) (x)+ Zz:::) cp(z — a)k

Définition.1.10[12]

pour n € N¥et y € R
Notons par AC’gf# (Q)L’espace des fonctions absolument continues avec poids,défini par :

ACY la,b] = {g :[a,b] = C: (6" ' [a*g(z)]) € AC[a,b], peER, = x%}

En particulier
Sip=0etn=1;LespaceAC] () coincide avec AC (Q) .

Lemme.1.3[10, 12]

L’espace ACY, la, b] se consiste uniquement de fonctions écrites sous la forme suivante :
pour n € N* et u € RVg € ACY [a,b] :

_ n—1
g(w) = 2t | i [ (log )" o) %+ 2 di (log2)"|.

ou
o(t) = 6""ztg(t)] € L(Q), dy = w des constantes, (k=0,1,--- ,n—1).
C’est-a-dire
g e ACgu[a, b = g(x) = a* ﬁ ff (log %)n_l go(t)%%— :Z::; dy, (log %)k
1.2 Théorémes Fondamentaux
On consideére E et F des espaces de Banach muni des normes || . ||g et || . || respectivement,

C(E, F) l'espace des fonctions continues de E dans F muni de la norme uniforme :
V€ C(B,F) || £ lloe= sup || £ (z) [l -
S
Si E=la,blet F=R:VYfeC(a,b],R);

IS o= sup | f(2) . (1.4)

z€[a,b]
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Théoréme.1.4 (Théoréme de Fubini)
Soit f(x,y) une fonction sommable(intégrable) sur le produit des espaces mesurables
(X,n)et (Y,v).0n a alors les assertions suivantes :

1. Pour p-presque tous les x € X, la fonction f(z,y) est sommable sur Y et son intégrale
sur Y est une fonction sommable sur X.

2. Pour v-presque tous les y € Y | la fonction f(x,y) est sommable sur X et son intégrale
sur X est une fonction sommable sur Y .

3. On a

[ tadien = [ ([ fanawm)ao = [ ([ rena) o,

Preuve :

Pour la démonstration voir [13]. []

1.2.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli
Définition.1.11(Equicontinue)

Soit M un sous-ensemble de C'(E, F').
e On dit que M est équicontinue en u € E si pour tout € > 0, il existe n > 0 tels que pour
tout f € M et toutv e E:

[u—vle<n=|f(u)—f)lr<e

e On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout u € F.
Cas particulier,un sous ensemble M de C([a, ], R) est équicontinue si :
Pour tout £ > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout f € M et tout z,y € [a, b]

iz —yl < 6 ona | f(x) — fly)] <=.

Définition.1.12 (Uniformément Bornée)

Un sous ensemble M de C([a, b]) muni de la norme usuelle (1.4) est uniformément bornée
s’il existe une constante C' > 0 tel que :
| f(x) ||lo< C pour tout f e M .

Définition.1.13 (Parties relativement compacts)
On dit que A est une partie relativement compact d’un espace métrique X si son adhérence
est une partie compacte de X .

Théoréme.1.5 (Arzela-Ascoli)

Soit M un sous ensemble de C([a, b], R) muni de la norme (1.4) ; alors, M est relativement
compacte dans C([a,b], R) si les conditions suivantes sont vérifiées :

e L’ensemble M est uniformément borné.

e M est équicontinue.
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Preuve : voir [14]

1.2.2 Théoréme du point fixe de Banach
Définition.1.14 (Application Lipschitzienne)

Soient (X, d) un espace métrique et T une application de X dans X.
On dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une constante positive k telle
que :

Ve,ye X 1 d(T(x), T(y)) < kd(x,y).

e Si k <1, T est appelée contraction.

Proposition.1.2 [14]

Toute application lipschitzienne est continue.

Théoréme.1.6 (Théoréme du point fixe de Banach)[19]

Ce théoreme est dit aussi le théoréme de 'application contractante, c’est la base de la
théorie du point fixe.

Soient (E,d) un espace métrique complet et T': M C E — M une application contrac-
tante.

Alors T admet un point fixe unique (T'zg = 2o € X),

et la suite {T"y}, converge vers le point fixe zy pour tout y € X ,
VyeX

Autrement dit : d (T™y, z¢) —— 0.
n—oo
Preuve :

Existence :
Considérons la suite (z,,)nen définie par

=T (x,1) n>1
o € X

On démontre que (z,)est une suite de Cauchy dans E, Pour m < n, on a :
d(xn, Tm) = d(Tma1, Tm) + d(Tmao, Tma) + oo + d (Tp, Tp1)
Puisque T est une contraction, alors :
d(xpt1,xp) = d(Txy, Tap_ 1) < kd(zp41,7,), pour p > 1.
En répétant cette inégalité m fois, on obtient :

d (xn, xm) S (km -+ km+1 + .. kn_l) d (.’lfl, xo)
S k)m (1 + k) 4+ ..., + k,n—m—l) d (331, .To)
" 0<k<1

< — — 0.
<7 _kd(.icl,xo) S 0

On déduit que la suite (x,,), est de Cauchy dans E qui est complet, donc (z,), converge
vers x dans E.
Puisque T est continue, alors :
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r=lim, s oox, =lim, s o T (1) =T (lim, 1o Tp1) =Tx

Donc, x est un point fixe de T.
Unicité :
Supposons que T x = x et T y = y. Alors :

d(z,y) =d(Tz,Ty) < kd (z,y)
puisque k < 1, on déduit que d (z,y) = 0 c’est-a-dire x = y, d’ou 'unicité du point fixe
de T.
Théoréme.1.7 (Généralisation du point fixe de Banach)[19]

Le théoréme du point fixe de Banach se généralise de la maniére suivante :

Soit T une application sur (E, d) un espace métrique complet telle que T (T 1OT = T")
soit une contraction sur E pour un entier positif n.

Alors T admet un point fixe unique.

Preuve :

Le théoréme du point fixe de Banach implique qu’il existe un point fixe pour 7™ . Appelons
xo ce point fixe.

On a
T (x0) = g
appliquant T dans les deux membres , on trouve
T (1™ (x0)) = T (o)
T (T (20)) = T (o)

donc T (zg) est aussi un point fixe pour 7" , mais le théoréme du point fixe de Banach
assuré I'unicité du point fixe;
alors

T (Io) = 2o

ceci implique que T admet zy un point fixe .
L’unicité est claire puisque un point fixe de T est également un point fixe pour 7" . []

1.2.3 Théoréme du point fixe de Brouwer
Définition.1.15 (Parties ouvertes )

Soit E un espace métrique. Une partie A de E est appelée ouverte si, toutes les fois qu’elle
contient un point de E, elle contient au moins une boule ouverte (de rayon > 0)ayant pour
centre ce point. i.e : Vo € A, 3Ir > 0: By(z,r) C A.

Définition.1.16 (Parties fermées )

Un sous ensemble M de E est dit fermé si son complémentaire M= {x € E ;o ¢ M} est
un ouvert de E.
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Définition.1.17 (Parties convexes)

Soit M une partie de E. On dit que M est convexe dans E si, pour tout x,y € M et tout
t €10,1], on a{(1 — t)z + ty} € M.

Définition.1.18 (Opérateur compact)

Un opérateur compact est une application continue entre deux espaces vectoriels topolo-

giques X et Y envoyant les parties bornées de X sur les parties relativement compactes de
Y

9
C’est a dire, 'ensemble T'(Byx) est relativement compact ot T un opérateur compact et

Bx une parties bornée de X .

Définition.1.19 [2, 19]

On dit qu’un espace topologique X a la propriété du point fixe si toute application continue
T : X — X posséde un point fixe.

Théoréme.1.8 (Théoréme du point fixe de Brouwer)

Soit M C R™(n > 1) une partie convexe et compact, soit f : M — M une fonction
continue,

alors f posséde un point fixe.

En particulier

Soit B, (0, p) la boule unité fermée de R™ . La boule B, & la propriété du point fixe pour
tout p € N*.

Preuve : voir [19] (page 51)
1.2.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder est une généralisation du théoréme du point fixe
de Brouwer a des espaces vectoriels topologiques de dimension infinie.

Théoréme.1.9 (Théoréme du point fixe de Schauder)

Soit (F;d) un espace métrique complet, soit M une partie convexe et fermée de E, et soit
T : M — M un opérateur compact,

Alors | T posséde au moins un point fixe.

Autrement dit

L’ensemble Tz : x € M est relativement compact dans E,donc T posséde au moins un
point fixe .

Preuve : voir[19] (page 56)

Théoréme.1.10 (Théoréme du point fixe de Schaefer)[19]

Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continu.
Si 'ensemble
e={reX;z=N Nz  avec) <\ <1}

est borné, alors A posséde au moins un point fixe.



Chapitre 2

Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous introduisons le concept d’intégration et de dérivation fractionnaire
et leurs propriétés.

2.1 Fonctions Spéciales

La compréhension des définitions et 1'utilisation du calcul fractionnaire seront facilitées en
donnant quelques définitions mathématiques nécessaires de quelques fonctions utiles telles que
les fonctions Gamma, Béta d’Euler et La fonction Mittag-Leffler puis on introduit quelques
propriétés liées a ces fonctions. Pour plus de détails voir [, 17, 18].

2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-
1783) dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entiéres.

Définition.2.1

La fonction Gamma I'(z2) est définie par 'intégrale suivante :

400
I'(z)= / v* e "dzr ;2 € Cet R(z) > 0, (2.1)
0
avec I'(1) = 1,1'(04.) = 400,I'(2) est une fonction décroissante pour 0 < z < 1.

Remarque.2.1

L’intégrale (2.1) converge absolument sur le demi-plan réel ot R(z) est strictement positive

(Voir [3]).
On peut aussi définir la fonction gamma sous la forme d’une limite (Voir[18]), c’est une
généralisation pour z € C sauf pour les nombres z = —n;n € N :
nln®
['(z) = lim (z # —n;n € N).

n—>+ooz(z—|—1)...(z—|—n)

12
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Exemple.2.1

Pour calculer la valeur I (%) il faut définir 'intégrale de Gauss ,
Une intégrale de Gauss est 'intégrale d’une fonction gaussienne sur R .i.e

+oo 9
/ e " dx =
—0oQ

— . . 400 _ g2 0 2
et comme e est une fonction paire fo e~ dx = f_oo e~ dx = %\/g

Maintenant,Calculons I’ (%) :

g

axz

+o00
= 2/ e dr , (2xdr = dt)
0
i
2

) (d’apres l'intégrale de Gauss)

g
NZs

Propriétés.2.1

Pour R(z) >0etne N;On a:
1. I'(z+1) =2 (2).
2. I'(z4+n)=2z+1)z+2)...(z+n—1)1(z)=1I(2) [[ (z+7).

0<j<n

3.T(n+3) = 2(3,2!! TetD(—-n+3) = %ﬁ

Démonstration :

1. En effet, par une intégration par parties, on obtient
+oo
Fz+1) = / t*etdt
0

z —t)t=t00 e z—1_—t
=[P, 42 e dt
0

= zI'(2).

En déduire que :Vk € N*, TI'(k+1) = k!
2. D’apres la propriété 1; On a
IF'z4+n)=T((z+n—-1)+1)
=(z+n-1I'(z+n—-1)
=z(z+1)---(z+n—-1DI'(2).
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3. On a

D
_ (27L—1)(2n—3)n...X5X3X1F(l)

2 2
_ @nXQn—JJ@n-—2XZn—_@...X3><2F(1)

2(2n)(2n — 2)(2n —4) -+ x 4 x 2 2

B (2n)! " 1
= W)= D)(n—2).21] r<2>
(2n)!

22y

De méme maniére, on trouve la relation suivante

b <_” * %) - 1.3.5<._.%)(;2:— 1)ﬁ'

Figure 1.1 — La fonction gamma

2.1.2 La fonction Béta

La fonction béta , également appelée intégrale d’Euler du premier type, est une fonction
spéciale étroitement liée a la fonction gamma.

Définition.2.2

La fonction Béta est définie par I’ intégrale suivante

B(z,w) = /01 A =0, (R(2) > 0, R(w) > 0)
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Propriétés.2.2

Pour R(z) > 0, R(w) > 0;

1. La relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta :
['(z)(w)

B(z,w) = Tero)

2. En déduire que B(z,w) = B(w, z).
3. IT'(2)I'(1 —2)=B(z,1 —2) = ==

sin(mz) "

Pour la démonstration voir [3, 18].

2.1.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler, notée E, s qui tient son nom du mathématicien suédois Gosta
Mittag-Leffler (1903), est une fonction spéciale, c’est-a-dire qui ne peut étre calculée a partir
d’équations rationnelles, qui s’applique dans le plan complexe et dépend de deux paramétres
complexes « et 5. Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle,
et elle joue un role majeur dans le calcul fractionnaire.

Définition.2.3

Pour a >0et >0

Boslz) = kz:; m, (2 €C). (2.2)

Remarque.2.2

La série qui figure dans (2.2) est convergente pour tout z € C et «, 5§ > 0, ce qui rend la
fonction E, 3(z) bien définie.

Exemple.2.2
1. Poura=0et g=1
Eo1(z) = - 2l <1
2. Poura=p=1 N . .
Ei1(2) = Zﬁ = ZZ_' = .
k=0 k=0

3. Poura=1let f=p (peN)

1 P2 ok
El,p(z) = F e* — Z H .

k=0
4. Pour a = 3 =
Fya(2?) i 22k 1 X 22t sinh z
2,2(% == =
2 T(2k+2) 22 @kt =
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5. Poura=2et g =1

) ZZk e 22k
E S Y = cosh(2).
2 () =2 T(2k + 1) 2 oy~ coshlz)
k=0 k=0
1 1

FIGURE 1.2 — La fonction Mittag-LefHer A& deux paramétres

2.2 Intégrales Et Dérivées Fractionnaires

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires : I'intégrale et la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville, ainsi que la dérivée au sens de Caputo et quelques propriétés.

2.2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

Lemme.2.1[14]

Le résultat suivant peut-étre une généralisation du théoréme fondamental de ’analyse et
peut s’avérer utile dans le calcul de certaines intégral réel.

Soit f : R? — R" telle que f et g—i soient continues sur R?, et soient a et b deux fonctions
dérivables de R dans R.

Si F est 'intégrale paramétrique généralisée définie sur R par :

b(x)
F(x) = f(z,t) dt
a(z)
alors F est dérivable et

b(z)
F'(z) = V() f (2,b(x)) — d(x) f (2, a()) +/( ) %(l‘ﬂf) dt.

Lemme.2.2

Supposons que f est une fonction continue définie de [a, b] dans R,
On a l'opérateur intégrale définie par

vy [Can [ [T )



2.2. Intégrales Et Dérivées Fractionnaires 17

alors

V@) = o= [ =0 ar (2.3

En particulier : sin =0

sin=1
(V) (z) = / ’ f(t) dt.

Preuve

pour n = 2 o
(V2f) (x):/a /af(s)dsdt.

on pose g(t) := f; f(s) ds , d’aprés 'intégrale par partie, nous avons :
Vfa) = g0~ [ ef o
—agla) -~ agla) ~ [ 5O (9(@)=0)

:x/j f(t)dt—/jtf(t)dt

_/ (x — 1) f(t)dt.

a

ime

itération, on obtient :

ﬁ /$(x — )" L f(t) dt.

Donc, pour n

(V"f) (z) =
Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Définition.2.4[12, 18]

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville I, f et I;* f (resp a gauche et a droite)
d’ordre ae € C (R(«w) > 0) définie par :
soit §2 un intevalle fini de R ,Soit f € Ly[a, b] :

(IS, f) (z) == F(loz) /z ($f_(t2)dlta (x > a;R(a) > 0) (2.4)
et
(I f) (z) == F(loz) / i Ji(iz;it_a (x < b;R(a) > 0). (2.5)

En particulier : Si aw = n(n € N)les formes (2.4) et (2.5) coincide avec 'opérateur intégral

2.3),
) )= [Can [ [T s
_ 1 ¢

= (n_l)!/ (z — )" f(t)dt (n>0)
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/dtl/dtg / f(t
:m/a—x)” ()t (n > 0)

Dans tout ce qui suit on va utiliser 'intégrale a gauche et on le note tout simplement 7.

et

Théoréme.2.1
Soient o,y € C tel que R(a) >0et 0 S R(y) <1,1<p<400:

1. L’opérateur d’intégration fractionnaire I est linéaire et borné de l'espace L,[a, b] dans

lui méme, i.e :

—) a
122411, < Segaymay |l ¥f € Lola bl

2. L’opérateur d’intégration fractionnaire I est borné dans l'espace C,[a,b] , i.e

g1 =7)

H Jrg”C F(l +a— )HgHCw vg € C’y[aa b]

Preuve :

Pour la démonstration voir [11]| (pages (48,49,50,51,163)).

Proposition 2.1[12]

Si f € Li([a,b]) et R(a) > 0, alors I*f existe pour presque tout ¢ € [a,b] et on a
I°f € Ly([a,b]).

Propriétés.2.3

1. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est linéaire .
2. Soient f € Ly([a,b]) , R(a) >0 et R(B) >0
I*[I°f(t)] = I""P f(t) p.p sur [a,b]. (Propriété de semi groupe).
si R(aw + B) > 1; La propriété est vrai pour tout l'intervalle [a,b].
3. (L) () =g ) (1), R(a) > 1L
4. Pour f € Li([a,b]); lim, o+ (IO f) (t) = f(t), p.psur|a,b].

Démonstration

1. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est linéaire d’aprés la linéarité de I'inté-
grale classique.

2. On a
(10) = Fo / (t — ) (Pf(r)) dr

- - ' — 7T a—1 ! T — B—1 .
- F(a)F(ﬁ) /a (t ) /a ( 5) f(f)déd
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En appliquant le théoréme de Fubini on obtient

1* (I°f(t)) /f d§/ €)1 dr

En faisant le changement de variable 7 = £ + z(t — ) on trouve
1* (I°f (1) / f(& dg/ (1—2) Mt =& 27t — &)Pdz

/ Fe)de / £)H51(1 — et L0 g

1 « — oa— _
:W/G(t—f) +B 1f§d§/0 (1—2)12 1 dz

Malis
IV PR A (:)) )
/0<1 ) 4z = B(8.0) = ;i o
Donc . .
e (10) = / (t — ) f(e)de

=1 f(t).

3. On a d’aprés le lemme (2.

1,
GENO = Grs / 0 (@)

3

o L

% )" f ()] da

- (fw / (t = 2)* 2 (x)dx

_ F(al_ 1) / (t — x) a—-1 —1f(.iE) (F(a) (a — 1)1"(a _ 1))
(7))

4. Voir [l 1](pages(51 et 52)).

Application 1

Soient les fonctions f(x) = ¢ et g(x) = (z — a)?; Calculons I'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville pour chaque fonction :

On a

f () = F(Ca) /m(zc _peta

&),
c(x —a)
['(a+1)

!
Q

1°C (z) =

(c = Constante) .
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et on a pour R(G) > —1;

—a)Pdt.

ﬁ/ ”
e

En effectuant le changement de variables ¢t = a 4+ (z — a)s, nous obtenons :

x —aq)Pte [l
I%g(x) = %/0 (1 —5)*"tsPds

— MB(Q B+1)
INE)) ’

_ (@—a)""T(a)T(B+1)
T(@)D(B +a+1)

C’est-a-dire : (64 1)
Al _ 4\B — AW+l \Bta
I%(x —a) F(ﬁ—i—oﬁ—l)(aj a)’re.
2.2.2 La dérivation au sens de Riemann-Liouville

Définition.2.5[12]

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville DS, f et D' f (resp a gauche et a droite)
d’ordre a € C (n — 1 < R(«r) < n) définie par :
soit f € Li([a,b]) , n=[R(a)] +1:

d

)@= (1) @

:F(nl—a (di> / xf(tt)a o (@>0)

0= () @

ﬁ( dx) [ e

Ou [R(«)] : La partie entiére de R(a).
En particulier; si a = n , 'opérateur D® donne le méme résultat que la dérivée usuelle
d’ordre entier, tel que

(D f) (@) = f™M(z)  [(DLf) (z) = (D)_f) () = f(x)]
et
(Dy_f) (z) = (=1)"f™(z) (n€N).

SiaeR;; R(a) =a et n=[a]+ 1 ou [a] La partie entiére de a.

Remarque.2.3[12]

Pour R(a) > 0 ,0n peut écrire :

D:+ = Ia_ff = (Ing)_lf'
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Application 2

Soient les fonctions f(z) = ¢ et g(z) = (z — a)?,Calculons la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville pour chaque fonction :

On a pour £(8) > R(a) =1 >0

D2, (x —a)’ = D"I"*(x — a)”
_ n F<5+1> B+n—«
=D (F(@%—n—oﬁ—l)(x_a) )>
_T@+)B4n—a)(B+n-—a-1)--(B—a+l)
L(+n—a)(f+n—a)
— F<ﬂ+1> (.I—a)ﬁ_a
I'(p—a+1) '

et pour f , si R(a) >0

Dy, f(x) = D"I"“C(x)

o [(Cla—a)i
=D (F(n—a+1)>
_ Cn—a)(n—a—1)--- (—a+1)<x_a)_a

(n—a)l'(n—a)
C

T T(—a+t 1)“”‘0‘)

—

Proposition.2.2
1. Soient R(a) > 0 et n = [R(a)] + 1,51 f € AC™([a,b]), alors la dérivée fractionnaire

D f existe presque partout sur [a, b, de plus elle est représentée sous la forme :

W)
OFk—a—i—

; ' _Tn*afl (n)T T
el A G AARL O

Cas particulier pour : 0 < R(a) < 1, f € AC*([a,b]);

—F({(ﬁ)a) (=) + f L 3 / (t —7)°f (7)dr

2. Soient R(a) > 0 et n = [R(«a)] + 1 ,on a I'équivalence suivante

(t—a)+

D2‘+ (t) =

n

DY f(t) =0 f(t) = c;(t—a)*7 Ve, ca,....cn €R.

j=1
En particulier, si 0 < R(«) < 1,alors;

DY f(t)=0<= f(t) =c(t—a)* ", VceR.

Preuve :

1. Pour f € AC™([a,b]) , On a d’aprés le lemme.3.1 la fonction f écrite sous la forme

z 1),
f(z) = ﬁ/a (z — )" L (4)dt + kz:% / k:'( )(x —a)k.
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Appliquons l'opérateur D7, et d’aprés la linéarité de 'opérateur , on trouve

Dy f(x) /D — )L (g dt+sz' o (z—a)

et on a

o n— I'(n n—l—a
{ Dy (z—t)" ! = r(n(f)a) (z =)~

«a T'(k+1 —a
Dg,(z —a)* = ﬁ(ﬁ —a)*

Donc d’ou le résultat .
2. Afin de prouver la propriété, le premier et deuxiéme implication doivent étre prouvés :
a) (<) On a d’aprés l'application 2

@ a—j __ F(Oé—j) J
Do e —a) = s —a s Y
_Tla-j)
BV TR TN

b) (=) Voir |12] page 72.

Propriété.2.4

Dans les deux premiéres propriétés nous présentons la composition entre l'intégrale
fractionnaire et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

1. SiR(a) > R(L) > 0; pour f € Ly([a,b])
(D21, f) (2) = 157 F (@) pp sur [ab).

Si f € Cy([a,b]) et 0 < RN(y) < 1;cette relation est vrai pour tout [a,b] .
En particulier : sia =,

(Da I+f)( )= f(x) p.psur |a,bl.
sif=ketRa)>k;
(DMIZf) (x) = 17" f(z)  pop sur [a,b)].

2. Soit N(a) >0 et n=[R(a)] +1:
2) Si1<p<ooet f(x) €12, (L)

(IngDng ) (z) = f(x)

135 ( ={f:f=1Ip, ¢ecLlyab)}.
b) Si f € Li([a,b]) et (Ig+a ) € AC™(la, b)) ;
o o (L)@,
(13, D% f) (z Z: Py (x —a)¥. (2.6)

Presque partout sur [a, b].
Si f e Cy(a,b]), (I77f) € C2([a,0]) et 0 < R(v) < 1; la relation (2.6) vrai pour
tout [a, b].
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Particuliérement , si o = n;

([2+DZ+ ) () = f(x) — Il

En général | les opérateurs de 'intégration et de la dérivation fractionnaire de Riemann-
Liouville ne commutent pas .

3. Soient R(a) > 0et R(B) > 0 Tel que n = [R(cr)]+1 et m = [R(5)]+1 et R(a)+R(5) < n
soient f € Ly([a,b]) et (I"*f) € AC™(][a,b]) :

(05,2207 0= (0220 - 3 (03 ) i 2

j=1
En particulier,Soit k € N et ®(a) > 0, si Df+f et Dfikf existe ,alors
(DD f) (@) = (DI*F) (@),
4. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est linéaire .

Preuve :

1. Si R(a) > R(B) > 0; pour f € Lp([a,b]) , On a

(DPI*f) (z) = (D" PI°f) (2)
= (D" f) ()
= D" f(x)
=17 Pf(x).

2. Pour R(a) >0et n=[R(a)] +1:

a) On a

(15D, 1) (@) = (12,057 F) (@

(18D ) (@
(12,02 0) (0
= Lgp(e) = f(2).

b) Voir [ 1] page 45.
3. Pour R(a + ) < n et on a par définition et par la propriété de semi groupe

(pe.02) @ = () (1opts) @ = () (1 [2ptd]) @
et comme f € Li([a,b]) et (I;7°f) € AC™([a,b]) on utilise la formule (2.6)

m (129 1) " () |
(IerD ) Z ( Zj—i—l) (x —a)’.

Jj=1
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—J) ) )
Elle est clair que (Im Bf) . [gjrﬁf = Df;]f ,

m (D' f) (a) .
<15+D ) Z< _])+1 (z —a).

D’aprés la linéarité de l'opérateur de 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville,
on trouve;

n m B—j
(D302, )@)—(%) L7\ = Z<Da+ /) (r—0a)"7| | (@)

J=1 —i+1)
m (D47F) (a)
= Ia+ f_zf(ﬁ—]—l—l) - )B] <x>

et on a d’apres l'application 1

. ; _TB-J+1) i
L2z —a)® —m_—M(x—a) :

et comme ]a_f_ﬁf = DaHBf donc d’ou le résultat .

4. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est linéaire d’aprés la linéarité de 'opéra-
teur I3, et de la dérivée classique .

2.2.3 La dérivation au sens de Caputo

Définition.2.6[12]

La dérivée fractionnaire de Caputo “D2, f et “Df f (resp a gauche et a droite) d’ordre
a € C(R(a) > 0) définie par :
Pour f € C"([a,b])

[ e (g
(“D3 1) () :<Da iy -3 L ’(t—a>k]><x>

et i
n—1 (k)
(“Dif) () = (D:_ (OB SEAELITE m]) (@)
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Théoréme.2.2

Pour R(a) > 0, si f € AC™([a,b]) ,Alors la dérivée fractionnaire de caputo est existe
Presque partout sur U'intervalle [a, b],tel que

l.sia¢ N

¢ pa (oD ) () — L T fm(t)dt
(°D,f) (@) = (I17°D"f) (x) = >/a<

I'(n—« xr — )t

et

(1" [P @)
>/x (

I'(n— « t —x)e—ntl’

(“Dif) (2) = (=" (,=°D"f) (z) =

respectivement, ot D = d/dx et n = [R(a)] + 1.

2. sia €N
(“Dgf) (@) = f ()
et
(“Dgif) (@) = (1) f(x).
oun=a.
Preuve :

On prouve 'équivalence entre la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo et le
théoréme.2.2 :

On a pour R(a) >0, et f € AC™([a,b]) :

n—1 (4) a ' n—1 (4) a .
(Di‘+ s - L - >D @) = (D) (0) = 3 (o = )™

: 1
=0
siaeN;a=n>k

donc

si a ¢ N, Posons g(t) = f(t) — 3.0 1) (t —a)" on a

il

(“Dgyf) (x) = (Dgy9) (@)
= (D"[”_O‘g) (x)
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En intégrant par partie n fois on trouve

020 0 = i ([ a0] [ )
: * / (= o(j(; i)i:;;;gi;: )—diy = 1))
= ﬁm (/ n—a)(n (ivo?i)jzl(;n " 0 dt)

($ . t)nJrkfa

n+k—o

I'n—« m—a+1)..2n—a—-1
1 x
- - — ¢ n—1—a . (n)
o L @
= (177°D"f) ().
d’otu le résultat . []

Lemme.2.3[12]

Pour R(a) >0, si f € C*([a,b]) , alors “D2, f et “Dy" f sont existent et continues sur
[a, b], de plus
pour o ¢ N

|(0Da+ ) ($)} < ||f(n)||C

z — a)" )
- |F(n—a)][n—§)‘i(a)+1]( )

et

(CD5f) (2)] < [

@
= |F(n—a)|[n—§]%(oz)+1](b )

avec “D%, f(a) =¢ Dy f(b) = 0.

Proposition.2.3

Pour R(a) > 0, si f € C"([a,b]) alors 'opérateur de la dérivée de caputo est borné :

198 Fll £ Fall flle

et
1Dy flle: < Kall fllen
Oﬁ (b )n—fR(a)
ky, = { Mo—a)[l-R@)+1] @ ¢N ,
1 aecN
avec “ D2, f(a) =¢ Dg_f(b) =0, pour a ¢ N.
Preuve :voir [12] (page 94). L]

Application 3

Soient les fonctions f(z) = ¢ et g(z) = (z — a)?,Calculons la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville pour chaque fonction :
on a pour R(5) >n > 0;
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(CDa+g) ( ) =¢ D&_(.’E - a)ﬁ
= "*D"(x — a)’
r(s+1)
T(B+1-n)
_ T+ f—n
_F(ﬁ—l—l—n)] (x —a)
_ T+
- I(B+1-a)

=] (x — a)ﬁ_”

(2 =)’ = (Dgyg) (2).

Sig=k<n
“D% (x —a)f =0.

et elle est clair que (“Dg, C) (z) = (I"*D"C) (z) = 0.

Propriété.2.5

Dans les deux premiéres propriétés nous présentons la composition entre l'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de Caputo :

1. Soient R(a) > 0 et f € C([a,b]) :
a) Si f(a) ¢ Nou a €N, alors

(“Dg I3 f) (x) = f(x) et (DI f) (x) = f(x).
b) Si R(a) € N et Im(a) # 0, alors
(Z257"f) (a)

C na ) — T — )t
(D210 @) = fla) ==L =)
et (]a+1—nf) (b)
Cna ja _ ) — b— — )
DI f(e) = f(o) = S =)
2. Si f € C"([a,b]) , alors
n—1 (k) a
(12.°02.) @) = 1) = 3 L Do -y
et
n—1 k)
(Z5-“ D f) ( V70 (b— )k

3. La dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire .

Preuve :

1. Pour R(a) > 0 et f € C([a,b]) :
a) on a

n—1 a (k) a
(“Do1°f) (x) = D* | I f(z) = ) ) (a) f;f! @) (4 ay

k=0
— Iaf) ) k—o
Fk—a+1) (@ =a)

M

k=0
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sSia=n

n—1
[0{
f ) l' _ a)k—n 0
Z [(k—n+1) [(—i)—o00
k=0
donc

(D1 f) () = f(2).
Si R(a) ¢ N on a D’apres le lemme.2.3

ok /1l R(e)—k
) O S mr o=@ g @9

pour T = a;
(Ie55f) (a) =0
donc

Zrlaf (a) (x —a)"™=0.

—~T(k—a+ )

b) Onaa=m+if avec #0etn=m+1:
D’aprés le lemme.2.3

m—+i0—k ryn lyllc m—k
(D) @] = e — i~

pour xXr = a;
(12, )" (a+) =0 (k=0,1,---,n—2).
n—1

D@ e DT,
I'k—a+1 ):L’—a) - T'(n—a) (z—a)

M

k=0

donc
(12741 f) (a)

T = o) (x —a)" 7

2. Si f € C"([a,b]) , D’aprés la proposition.2.3, on a pour o ¢ N :

(I5°Dgy) (2) = (I Lo Dy) (x) = (1. Diy) ()

(“DI%f) (x) = f(2) —

et
(I-“Diy) (x) = (=1)" (I 1;=*D"y) (x) = (I;-Dy_y) (x)
et on a
n—1 (k) a
(12,00, ) @) = f@) - > T D —ap
Sia=n;
« /“(a)

(1.°D2y) (2) = (I, D2) (2) = f2) = S

3. La dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire d’apreés la linéarité de la dérivée classique

et de l'opérateur I, .
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Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de
Riemann-Liouville

1. L’avantage de la dérivée fractionnaire de Caputo est que les conditions initiales des
équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
que celles des équations différentielles d’ordre entier.

2. En plus la dérivée fractionnaire de Caputo d’un constante est nul .



Chapitre 3

Etudes De Certains Problémes
Fractionnaires

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et I'unicité des solutions du quelques problémes
de Cauchy.

Une équation différentielle ordinaire d’ordre fractionnaire est une équation qui s’écrit sous
la forme suivante :

F (z,y(x), Dglwi(2)y(2), Datwa(@)y(2), ..., Dyrwn(2)y(x)) = g(x).

ou Dgi sont les dérivées fractionnaires au n’importe quel sens par exemple au sens de
(Caputo,Riemann-Liouville, Griinwald—Letnikov,...etc),

F | w;i(x) et g(x) sont des fonctions connues , y(x) une fonction inconnue est la solution
de I’équation différentielle fractionnaire (EDF).

3.1 Probléme De Cauchy Pour Des Equations
Différentielles D’ordre Fractionnaire

Dans cette section nous considérons la question de I’existence et de I'unicité de solutions des
problémes de type Cauchy généralisées, pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire
sur un intervalle fini de axe réel dans les espaces des fonctions sommable et des fonctions
continues.

On considére le probléme de Cauchy suivant

(Z24y) () = flo,y(@), (Zaty) (2), - (Zaty) (o)] R(a) >0
(2575 (a+) 22, =DS,, (k=1,---,n) (3.1)
bk - (k) e C Do bk cC
y™ (at) 78, =Dy, (k=0,--- ,n—1)
ou 7, y représente la dérivée fractionnaire de Caputo ou de Riemann-Liouville .
Particulierement si [ = 0,
(Zey) (2) = [ la,y(@)] R(a) > 0
(-@(?Jr_ky) (a+) ?95+:D3+7(k’: 17 777‘) (32)
bk - (k) @ C Na bk eC
y*) (a+) 98, =D, (k=0,--- ,n—1)

30
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3.1.1 L’équivalence Entre Le Probléme De Cauchy Et L’équation
Intégrale De Volterra

Définition.3.1 (Equation Intégrale De Volterra)[14]

On appelle équation intégrale de Volterra, une équation fonctionnelle ot la fonction
inconnue figure sous le signe d’intégration, elle est de la forme

() = fla)+ X [T K [x,t,0(t)] dt ,x € [a,b].

ou f et K des fonctions continues, A € C ou R.

Théoréme.3.1

L’équivalence entre le probléme de Cauchy avec la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville dans I’espace des fonctions sommables et ’équation intégrale de Volterra .
Pour R(a) > 0,n = —[-R()] ,Soient [ € N ,G un ouvert de C"*! et a; € C(j =1,--- ,1)
tel que
0=y <R(a) < <R(y) <R(a)

f:(a,b] x G — C tel que f[z,y,v1, -+ ,u] € L(a,b) pour tout (y,41, - ,y) € G;
Si y(z) € L(a,b), puis y(z) est une solution de le Probléme de Cauchy (2.7) p.p, si et
seulement si

1) =3 e s [ Flty®. (D) 0. (D) @ldr

 Ta—j+1) FEE

C’est-a-dire
(Dgyy) () = f2,y(2), (Dgly) (), -, (Daty) (z)]  R(a) >0
(D3 y) (at) = by b€ Ck=1,- ,n)

n

B bj Jo-i It yt), (Doiy) (1), (Da+y)()]dt
y(I)_ZF(a—j+1)($_a T / (a:—t) '

ou Dg, y représente la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche.
En particulier si [ =0 ,

(Dgyy) (x) = flz,y(x)] R(e) >0
(Dg " y) (a+) = by, bpeClk=1,---,n)
T
VNP S o (YOI
_ZF(a—j—i—l)( ) +F(a)/a (x — )l

Preuve :

on a

(Dg,y) (z) = f [z,y(x), (Dety) (x),- -, (Dgty) (z)]
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Appliquant I* et d’aprés (2.6) On trouve

(Dgyy) (x) = f |z,y(x), (Dgty) (x),- -, (Dgty) (x)]

n ];z;a (n—7) a .
(12 Diyy) () = y(2) _Z (F(ozy—)j—i—l() )(x—a)o‘_J.

=1

D’autre part

(1759) " (a) = (E27%) (a) = DE7y(a) = by

n

(I Dgyy) (x) = y(a) — Z Tla—j+1) _b]; ) (z —a)*.
Afin de faciliter I'écriture, posons (Dgiy(z), -, Dyty(z)) = (D) (x)
et comme f[z,y(x), (D) (z)] € L(a,b) donc I¢, (f [x,y(z), (D) (x)]) € L(a,b) existe;

n

b

12 (90 (D) @) = 9(o) = 3 o =
o) = Y ey — o) + I (o). (D) ()
- i L[ Flu0.(D) (0] d
D VL ol e

Appliquant D®;

Z [,
D a a 7 Da
a+y F a ] 4 ) ( + a+ F /

(D3, y) (z) = D“ I8 (f [t y(t), (D) (1)) ()
= flz,y(z), (D) (z)]
= [z, y(x), (Dity) (), -+, (Dgly) (2)] .

puisque
n b n _] + 1) s F(—j+1)—>oo
D (1 _ay Dt
;F( my eGSO ;Pa—gﬂr(jﬂ)(x 2
Maintenant calculons D%y (a);
(D" Z a7 (Pt = ™) @)+ (DM [ty(0), (D) ) (@)

—Z = (0. (D) (0] o)



3.1. Probléme De Cauchy Pour Des Equations Différentielles D’ordre

Fractionnaire 33
donc
k ' 1 x
(D249) (@) = X2 Gl = 0 4 gy [ @ 0 0,0) ()]

J:1

pour xr — a+;
(Da ky) ( ) bk

D’ou le résultat

Théoréme.3.2

L’équivalence entre le probleme de Cauchy avec la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville dans I'espace des fonctions continues et I’équation intégrale de Volterra .
Pour R(a) > 0,n = —[-R(«a)] ,Soient | € N ,G un ouvert de C"*' et a; € C(j =1,--- ,1)
tel que
0=y <R(a) < <R(y) <Ra)
Une fonction f : (a,b] x G — C tel que flz,y,y1, -+ ,u] € Cn_u(a,b) pour tout

(yaylv"' >yl) € G7
Si y(z) € Ch_a(a,b), puis y(x) est une solution de le Probléme de Cauchy (2.7), si et

seulement si

(x> a).

/ fIty@), (Daiy) (1), -- - (Daiy) (D] dt

b; a]
ZF_—M(:E_Q T (w— )"

C’est-a-dire

(D2yv) (@) = f [z, y(2), (Dgty) (), . (Dghy) (2)] R(a) >0
(Ds+ky) (CH-) = by bkE(C(k’Il,"- ,n)

/ flty(@), (Dety) (1), - (Da+y)( )ldt

n bj a]
R P E i

ou Dg, y représente la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche.

Preuve :

1. =)
On a
(Dgy) (x) = f [z,y(x), (Dety) (x),- -, (Dity) (z)]
Siy(x) € Cpala,b) et 17y (z) € C)'_(a,b) et comme 0 < R(n — ) < 1;
Appliquant I* et d’apres (2.6) On trouve

(‘Da+y)( ) [ (.13), (Dal )( ) (Da+y>< )]

n n—a, \ (n—7) a )
(18 Dgyy) ( Z ey _)j+ (> )(gj—a)‘)‘_i.

Jj=1

D’autre part
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(1m29) " (a) = (I77°) (a) = D27y(a) = by

(I8, Doy) (2) = y(2) = Y —————

Dgiy(x)) = (D) (x)

7=1
Afin de faciliter I'écriture, posons (Dg}y(z), -
) donc Da+y( x) € Cy_qo(a,b) existe;

et comme f [z,y(z), (D) (z)] € C,_o(a,b

I3y (f [z, y(2), (D) (2)]) = y(x) — Z I (z —a)*

— Do —j+1)

o) = Y iy = o) + 1 (e (o). (D) ()

by, o [t
Ta—j @ F5 /

1
o,
i M s
I

2. <) Ona

n

b;
:me—aa]—i— /f (I>CL)

Jj=1

Siy(z) € Cp—ala,b),et comme 0 < R(n —a) < 1;
Appliquant D ;

(Dg+y)(x) ;ﬁpa (x —a)*~ J+Df;+r / [t
(Diyy) () = De 15, (f [t y(t), (D) (1)) (2)
= flz,y(z), (D) (z)]
= [ [z,y(2), (Dg1y) (2), - (Dghy) («)] -
puisque
n b; - bil(a—j+1) (z — a)~ L(zitl)=oo o

;H—vﬂpw ww_;ﬂwvﬂmﬁ+wx

Maintenant calculons D%y (a);

(DY) (2) = Z F@z——JjJrl) (De*(t = a)* ) (x) + (DI f [t y(t), (D) (1)]) (x)
= = ) IS (0. (D) () o)
donc
CAUICEDY e s [ =0 . () ()

pour x — a+;
(DY) (a) = by.

D’ou le résultat
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Théoréme.3.3

L’équivalence entre le probléme de Cauchy avec la dérivée fractionnaire de Caputo dans
I’espace des fonctions continues et ’équation intégrale de Volterra .
Pour R(a) > 0,n = —[-R()] ,Soient [ € N ,G un ouvert de C"*' et a; € C(j =1,--- ,1)
tel que
0=ay<R(a) < - <R(y) <Ra)
f:(a,b) xG— Ctel que flx,y, v, - ,ul € Cy(a,b) pour tout (y,y1, - ,y) € G; avec
0<R(y)<letR(y) <R(a).

eN
Soit r = { " “ ; Siy(x) € C(a,b), puis y(x) est une solution de le Probléme
n—1 a¢N’

de Cauchy (2.7), si et seulement si

— b fty(@), (CDity) (), - (CDa+y) (t)] dt
kzoyx—a / (r— 1) (x> a).
C’est-a-dire
(CDa+y) ( ) f [I,y(l‘), (CDg-}-y) (ZL’) (CDa+y) ( )] iﬁ(a) >0
y® (a+) = by by € Ck =0, ,n—1)
S e, / /1 t (), (“Dgty) (#), < Diy) (1)) dt
k=0 k! = (z — t) .

ot D 'y représente la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche.
En partlcuher sil=0,

{(CDa+y) () = flz,y(x)] N(a)>0

y ¥ (a+) = by bk eCk=0,---,n—1)
n—1
by, flt
W) =3 e — a4 s [

k=0
Preuve :
1. =)

a) Sia ¢ N;siy(z) e C" Ya,b)

On a

(“Diyy) () = [ [,y(x), (“Dity) (x),---, (“DLy) (x)]

et d’aprés la définition

Mg
(“D3w) (&) = (Dz: [ya) Sy ><t—a>k]) (@)
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Appliquant I*; On trouve

(Io.“Dgyy) (@) = | I Dgy |y(t) — Z ! (t—a)| | (=)
k=0
12+Bg+y
= [(Ier (Dg+]:+)) DZHJ} (x)
2D y()

1) (g
) - 3 D ap

k=0

Afin de faciliter Iécriture, posons ((“Dgiy) (t),---, (“Dgty) () = (D) (z)
D’autre part on a f [z,y, (D) (x)] € C,(a,b) et R (v) < R(a),donc I3, f € C(a,b);

n—1 (k) a
o) =3 D e a4 1 oy, (D) @)
k=0
b e Ly, (D) )] de
- k=0 kl( S INE)) /a (z —t)t

n—1 (k) a
(“D2) (&) = (Dzu [y@) s )<t—a>k]> (@)

Appliquant 'opérateur I, ,

([:+CDZ+?/) (z) = I D"y(z)
1

=y(r) - o (z — a).
y(w) = k_o e a1 s [ D) O
2. <) On a
y(x) = 2 b—]?(x —a)* + F(la) ) f [t’l(/;t% Sfl))l)_it)] at

a) Sia € N;siy(x) e C"(a,b) : Onaa=n,
Appliquant 'opérateur CDZ+, j=1- n—-1,
(“Dory) () = yV(x)

n—1 bk

(k=)

(@ =0+ o [ o= 0P 0, (D) ()

k=j

On dérive n fois, et on obtient le résultat .
Cest clair que si © — a+ alors y® (a+) = by,
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b) Si o ¢ N;siy(zx) € C" '(a,b); Appliquant opérateur D,

@wa()=§:%?m;@_ a) CD&F / flt (Hﬁ
= [lz,y(x), (D) (z)]
= f[2,y(2), (“Dity) (), (“Dty) ()]

C’est clair que si # — a+ alors y*) (a+) = by
D’ou le résultat .

3.1.2 Existence Et Unicité De Solution De Probléme De Cauchy

Fractionnaire
Théoréme.3.4
Pour R(a) > 0,n = —[-R(a)] ,Soient I € N ;G un ouvert de C"** et
a; €C(j=1,---, 1) tel que 0 =ap <R (a1) < - - <R(w) < R(a),
a;i—k; . = R 1 . N
et (Dajr k”y) (a+) =by, ,bi, €C(j=1,---,n;) tel que nj = [Rley)]+1 a5 ¢ :
n; = Q4 a; € N
Si les deux conditions suivantes vérifier :
1. f:(a,b] x G — C une fonction tel que f [x,y,y1, -,y € L(a,b)
pour tout (yvyl) e 7yl) €G.

2. flx,y,y1, -,y Une fonction lipschitzienne par rapport les variables (y,y1, -+, u),
Autrement dit

l
| fleyyn e ul = fle Y Y, V<A |y =Y

Avec
!

. (a—ay)
Z (b a) < 1.
R(a—a;)[I'(a—qy)|

Jj=

Alors le probléme de Cauchy (2.7) admis une solution unique y(x) € L%(a, b),avec

= {y(x) € L(a,b) : D2,y € L(a,b)}.

Preuve :

On a la subdivision suivante a = xp < x1 < 1o < --- < x; < b;i =0,1,--- , L.
Définissons V'opérateur T : Ly (a, z;) — Ly (a, ;) tel que

/ flty), (Dily) (t),- (Da+y)( )] dt
(z — t)

T @)= 3 =0 + 5

j=1

Choisissons x; € (a,b) tel que

l
A2 |5
Jj=

xl i a)?]?(a—ozj)

R(a—a;)[F (a aj>|]<1
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Afin de faciliter I'écriture, posons (Dgty(z), -+, Daty(z)) = (D) ()

on a

1) () = (T2) (@) gy S T2 S D] = £ (202, Da]}) @] o

Comme f une fonction lipschitzienne et d’aprés (2.6) on trouve ,

(12, 4F (090, D1] = Loy, Dal}) ()] < (LX) 1F [0, D) = f [, D]l ) (@)

)(@

Z Dgi (h — y2)
l
=AY (11D - )] @)

J=0

Par hypothése (Dgi_kjm) (a+) = (Dgi_kjm) (a+), on a

v (D7 [ - 1) (a)
F<x):2 I'(oj —kj+ 1)

k=1

(x—a) ™ =0

Et d’aprés le Théoréme.2.1 |

l

1(Tw) () = (T) (@)l 0 < AZI%“‘“” 1 — el (8

L(a,z1)

R(a—a;
é Z xl_a) ( ])

— Oé—Oz] |F< Oéj)|] Hyl _y2||L(a,z1)

Sw ||y1 - y2HL(a,ml)

Donc 'application T est contractante, alors d’aprés le théoréme du point fixe de Banach T
admet un point fixe unique y*(x) € L; (a, x1) est la solution de I'équation intégral de Volterra
sur lintervalle (a,x7), et en répétant ce processus sur tout les intervalles (z;_1,z;), nous
concluons qu’il existe y*(x) € Ly (a, b) une solution unique de I’équation intégral de Volterra

tel que y*(z) = yi (x) avec yf(z) € Ly (z;-1, ;) -
On a d’apres le théoréme du point fixe de Banach

tim |[T"y5 = Y| 0y = 0,

ou yi(z) € Ly (a,b),
Si 3bg # 0,0n peut prendre yj(z) = yo(x);
(T™yg) (z) est défini par la formules de récurrence

(T™y;) () = o / f1t, (T ) ()] dt (m=1,2,--+)

:U—t o
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On pose ym(z) = (T™y5) (x)
[t, Y1 ()] dt
(o) = i) + s [ LR e
:L’—t
donc

Tim gy = 5"l 0y =0

avec le choix de certains y,, sur chaque [a, x4, -, [zr_1,0].

108 ym — Dayylly = If [, 9] = floyllly = Allym —yll; -

lim | D ym — D], =0,

m—00

donc y(x) € Ly (a,b) et DS, y(x) € Ly (a,b).
D’ou le résultat .

Théoréme.3.5

Pour R(a) > 0,n = —[—R(a)] ,Soient I € N ;G un ouvert de C** et
a; €C(i=1,---,0) tel que 0 =g <R (1) < -+ <R (y) <R(a),

et (Da+ k?J) (a+) =by, ,bx, €C(j=1,---,n;) tel que nj=[R(a;)]+1 a; ¢N

n; = aj; €N '
Si les deux conditions suivantes vérifier :
1. f: (a,b] x G — C une fonction tel que f[z,y,y1, -,y € Crn_ala,b) pour tout
Wy, ) €G
2. flx,y,y1, -,y Une fonction lipschitzienne par rapport les variables (y,y1, -+, ),

Autrement dit

l
eyl = fle Y Y, Y [<SAD |y Y

Avec l
R(a—ay)
Z ) ['(a—n+1)

< 1.
(2a —a; —n+1)

j=0

Alors le probléme de Cauchy (2.7) admis une solution unique y(x) € C__|a, b],avec
Co ={y(z) € Cp_na,b] : D2,y € Crofa,b]}.

Preuve :voir [12](pages :165,166 et 167).
Théoréme.3.6

Pour R(a) > 0,n = —[—-R(a)] ,Soient [ € N ;G un ouvert de C** et
a; €C(i=1,---,) tel que 0 =g <R (1) < -+ <R () < R(a),
o ) 1 )
et y®)(a+) =b, by, €C(j=0,---,n; — 1) tel que ni = Rlel+1 a ¢N.
! ! n; = q; Qa; eN

Si les deux conditions suivantes vérifier :
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1. f: (a,b] x G — C une fonction tel que f[z,y,y1, -,y € C,(a,b) pour tout
(y7y17"' 7yl) €G .

2. flx,y,y1, -,y Une fonction lipschitzienne par rapport les variables (y,y1, -+, v),
Autrement dit

Avec

Co" a,b] a¢N

Alors le probléme de Cauchy (2.7) admis une solution unique y(x) € ,
CZla, b] aeN

avec
C2" a, b := {y(z) € C"'[a,b] : “ D,y € C,[a,b]} .

Preuve :voir [12](pages :202,203 et 204).
Applications

Cette application explique la méthode de la résolution & I'aide de la théoréeme d’existence
et d’unicité .

1. On a le probleme de Cauchy suivant :

flx) e Cyla,bj(0E=vy< D)<z <ba>0k=1---,n=—[-q]:
(D29 (@)~ Nyla) = f(@) AR
(Dg;ky) (CH-) = by, b € R;

D’apres Théoréme.3.2;

N b; aj L [TLAO) + My dt
W) =2 s Y Fa )

N b; e A [Tyt 1T ()t
“ 2 T ta ) et e G

Nous appliquons la méthode des approximations successives pour résoudre cette équation
intégrale |

on a la relation de récurrence

n bj o
Yo(r) = ; l“m——jjtl)(m —a)*™,

L A [Teeaa 1t gwa
wnle) =) s [ 2 iy [, e ()
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Calculons yq,

(@) = 4ol )+ A (I54y0) (2) + (I8, f) (x )
i aj b; . -
:;F(a—ijl)(x_ % +)\ZFQ—]+1)I (= a)*™ + (I, f) (@)

- b a—j b; 20—
:;m(x—a) +A;m(l‘ ) +(I+f)(>

n 2
)\klx_aakj 1 T
=) b — )2 L (t)dt
;]klfak—j+1)+F(a)/a(x I

De la méme maniére pour ys(x) ,

12(2) = 1o(@) + A (I231) () + (12.) ()
- b a—j
2 m@ —a)

' )\'Z;bj ; I'( ak —j+1) <Ia (t— a)akij) (z) + ([§+f) (z) + (I;+[¢(zl+f) (x)
n 3 )\k— — ak—y T 2 )\k—l .
- ij; I( ak—y +1) +/a [;W<x_ﬂak ] Fet

J=1

En poursuivant ce processus, nous obtenons la relation suivante pour y,(z)(m € N);

n omAl gk 1 ak—j z [ m k-1 -
Zlb Z ak_])ﬂ) +/a lzm(x—t)a ]f(t)dt

k=1

En prenant la limite comme m — 0o ; on obtient la solution explicite suivante ,

)\k 1 LL'—CL ak—j T o )\kfl
Zb Z + / [Z = _(x— t)a’H] f(t)dt,
pu Flak—75+1) o |2z Tlak)
En remplacant l'indice de sommation k par k — 1

x_aak—&—a—j T
;b Z ak+a—]+1)+/a

> (o 0|

k=0

Nous réécrivons cette solution en termes de la fonction de Mittag-Leffler E, 5(2) :
x

=Y by = @) Byt M = @)+ [ (= 00 B N — 7] S0

2. On a le probléme de Cauchy suivant :f(z) € C,[a,b] avec 0 Sy < let v = a

(“Dgyy) () = y(x) = f(z) AER),
y®(a) = by (b €R;k=0,--- ,n—1).
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aveca<rSbn—1<a<nmnéeN,
D’apres Théoreme.3.3;

b (4 — A [T y(t)dt 1 (" f(t)adt
D= de-o g | et ) e

Nous appliquons la méthode des approximations successives pour résoudre cette équation

intégrale |
on a la relation de récurrence
el
wol(@) =3 Z(a - ay
=0 '

e A [Teea®d e g
)=o)+ 5 [ G2 i ) G e

De la méme maniére que la solution de I’application précédente on trouve

n—1 m _Nak+j z [ m Ak 1 a .
T b”Z ak+])+ /a [Z - ]f(t)dt

En prenant la limite comme m — 0o ; on obtient la solution explicite suivante ,

n—1

y(@) =Y bi(e —a) Eq i M — )] + /x(l“ — 1) Baa Mo — )] f(t)dt.

=0

Exemple.3.1

On a 'équation différentielle ordinaire suivante : a < x < b;

{y’(m) —\y(z) = f(z) AeR
y(a) =b(b eR).

la solution est donné par

T

y(x) = bEws Mz — a)] + / By [Mx — 1) f(t)dt

«

= b= 4 / N £ (1) dt.

Si f(x)=
y(x) = beMe™,

3.2 Problémes Aux Limites Pour Des Equations
Différentielles Fractionnaires

3.2.1 Problémes Aux Limites Avec Conditions Non Locales

Dans cette sous-section on présente quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions
du probléme aux limites pour équations différentielles fractionnaires avec conditions non
locales.
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On considére les deux problémes suivants :
soient f: [0, 7] x R - Ret g: C([0,7],R) — R deux fonctions continues ,
Vie J=1[0,T];

{@&Mﬂzf@ma% 0<a<l
y(0) +9(y) = wo
“Dgy(t) = ft,y(t), 1<a<?2

{y(O) =g(y)
y(T) =Yr

(3.3)

(3.4)

Ce type de probléme a été introduit par le mathématicien polonais L.Byszewski |1, 5, (],
il a remarqué que la condition non locale est trés appropriée que la condition locale (initiale)
pour décrire correctement des phénomeénes physiques, il a prouvé l'existence et 'unicité des

solutions faibles et aussi des solutions classiques pour ce genre des problémes.

Dans cette sous-section on présente quelques résultats d’existence et d’unicité en s’appuyant

sur les théorémes de point fixe de Banach et de Schaefer .

Théoréme.3.7

Si les conditions suivantes sont vérifier :

1. f et g sont Lipschitzienne par rapport le deuxieme variable , i.e :

| [ty = fILY]SAly—Y|
et
| glal =g X] < K|z —-X|
2. L’inégalité
AT

K+—2 <1
Tt a)

alors le probléme non local (3.3) admet une solution unique y € C([0,7],R) sur J .

Preuve :

On transforme le probléme (3.3) en un probléme du point fixe.
Considérons l'opérateur V' : C([0,T],R) — C(]0,T],R) défini par

V)t = o — 9(y) + ﬁ / (t — ) F (s, y(s))ds

I1 est clair que les points fixes de I'opérateur V' sont les solutions du probléme (3.3) , 11

reste a montrer que V' est une contraction,
en effet : si z,y € C([0,T],R), alors, pour tout ¢t € J, on a

V(@)(0) = V) O] = |g) - 9(y) + —— /Ot(t — )" ([ (s,2(s)) — f(s,y(s)))ds

[(a)
1

<lg(z) — gyl + —/0 (t =)' f(s,2(5)) — f(5,y(s))|ds

[(a)
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Et puisque f et g sont Lipschitzienne

n«mw—vwwuSKw—mu+f%ﬂx—mwAa—@%ws

AT
<K - 00 - 00
< Klla =yl + Fray e =

et par suite

V@) =Vl < (K + o5 ) o =l

d’aprés le théoréme de Banach , V' admet un seul point fixe qui est une solution du
probléme (3.3) .
D’ou le résultat . []

Théoréme.3.8

Si f et g sont bornées , i.e : Il existe une constante M, m > 0 telle que

| fltyl <M
et
gyl | <m

Alors, le probléme (3.3) admet au moins une solution sur [0, 7.

Preuve :

On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que V' admet un point
fixe.
La démonstration se fait en plusieurs étapes :

1. Soit y, une suite telle que y,, — y dans C([0,T],R) , Alors pour tout ¢ € [0,7];

IV (ya) @) = V() @) <lg(yn) — 9(y)| + ﬁ/ﬂ (t—5)*""|f (s,un(s)) — fs,y(s))| ds

Puisque f et g sont continues et d’aprés le Théoréme de convergence dominée de

Lebesgue, alors;
n—0

IV (yn) (1) = V(y)(O)] — 0

Donc

n—0
IV () = V()| =0
d’ou la continuité de V.

2. Montrons que I'image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans
C(]0,T],R).
il suffit de montrer que pour tout I* > 0,il existe une constante positive [ telle que :
pour tout y € By : ||V(y)]|eo < Lavee By = {y € C ([0, T],R) : ||ylloo < I*}.
Montrons que V (B;) est borné :
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V@) < 10| + lg(y)] + ﬁ / (t— 5" | f(s,y(s) |

T&

<
>~ ’yO‘ +m+ OJF(OJ)

IVW)llee < [gol +m+ T =1,

al'(«)

3. Montrons que 'image de tout borné par V est un ensemble équicontinu de C'([0, 7], R) :
Soient t1,ty € (0,T],t1 < to , et soit y € By« ; Alors

V() (t2) = V(y) ()] =

F(CO t1
M 2 a— a—1 M 2 a—1
Sm . |:(t2_8> —(t1—5> ]dS-Fm‘/tvl (tQ—S) ds
M a ay ta—t
< Mo+ 1) ((£2)" = (t1)") 0

d’otu la continuité de V,D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzéla V (B;+) est relativement
compact.

c’est a dire V' est complétement continu .

4. Il reste & montrer que € = {y € C(J,R) : y = AV (y) pour 0 < A\ < 1} est borné;
Soit y € ¢, alors y = AV (y); pour 0 < A < 1. Donc pour chaque t € J on a :

1 t
y(t) =X [y0 — g(y +—/ t—s)*" (s, y(s))ds] .
(t) () F(a)o( )" f (s, u(s))
et comme f et g sont bornées on a

V)] < ol + lg)| + ﬁ / (t — ) £ (5, y(5))|ds

< |yo| +m + T

M
al'(a)
Donc pour tout ¢ € [0,7], on a

M R
V < —T% = —
IVl < Iyl 0+ T = 3

dou [[y]l,, < R.

Cela montre que ¢ est borné. Comme une conséquence du théoréme de point fixe de Schaefer.
On déduit que V' admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (3.3) .
D’ou le résultat .
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Proposition.3.1

Soient f : J x G — R(G C R) une fonction continue et o € (1,2) , le probléme aux
limites (3.4) est équivalent a I’équation intégrale de Volterra suivante :

e AR . - CE PR

Preuve :

On a d’apres Théoréme.3.3

L [l
W) =+ s [

avec by = y(0) = g(y),
D’autre part on a

_ T flty(
y(T)—bo+blT+ CY)/O (T—tla

1 Tf

blz%(ym 90~ s /f _tla)

y(z) = g(y) + bz + / fx_tla

%(w)w )

par suite

_TFl(a)/O { —tla (Zx’ ) +%’T
y(@) =Io f = 5 /f (t]t (%—1>g(y)+%w-

D’ou le résultat.

Théoréme.3.9

Si les deux conditions suivantes vérifier :

1. f et g sont Lipschitzienne par rapport le deuxiéme variable | i.e

| fltyl = fILY]<Aly=-Y|
et
lglz] —g[X]|< K|z - X|



3.2. Problémes Aux Limites Pour Des Equations Différentielles
Fractionnaires 47

2. L’inégalité
2AT™

T(lta)

alors le probléeme non local (3.4) admet une solution unique y € C([0,7],R) sur J .

K+

Preuve :

En utilisant le théoréme de contraction de Banach ;
Considérons l'opérateur N : C([0,T],R) — C(]0,T],R) défini par

NGO = 150 - s [ (L) )4 L

en effet si 2,y € C(J,R) pour tout ¢t € J, alors

IN(y)(t) = N(z)(t)] Sﬁ /Ot |(t = s)* | [f(s,5()) = f(s,2(5))lds

TT ()

s N =91 Gswto) = FGssonlas + | = 1] ot

—g(z)|

SAH?(_O;)JHOO/O |(t—s)°‘1|ds+L/0 (T = s)* 7 ds + |g(y) — g(a)]

(o)

Allz = Ylloo e, Allz = ylloo
12 = Ylloo MT“+K|!x—y|loo

—  al'(a) al'(a)
2AT™
< (= LK) e—
< (g + K)o = vl
Et par suite
2AT™
1) = (¥l < (s + ) e = vl

Donc N est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach N admet un seul point fixe

qui est une solution du probléme (3.4),
La solution donné avec la relation de la récurrence suivante ;

N () (1) = i1 (2) = 12, 16 Y (0] i ’i”;l (3

avec
T

wlw) = — (7 - 1) 9 () + ;yT

Et appliquant la méthode des approximations successives pour trouver la solution .

D’ou le résultat .

Théoréme.3.10

Si les conditions suivantes sont vérifier :
1. f:JxG— R(G CR) une fonction continue .
2. 3C1,Cy > 0,6 € (1,2) telles que :

| fIEyl [ <Cily ]’ +Cy
Pour chaque t € J.

X
T 1) r
T g(y)+TyT

[
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3. Il existe une constante C3 > 0, telle que

| glyl | < Cs.

Alors le probléme aux limites (3.4) admet a au moins une solution sur J.

Preuve :

On va utiliser le théoréeme du point fixe de Schaefer pour montrer que N admet un point
fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

1. Montrons que N est continue,
Soit y,, une suite dans C([0, 7], R) telle que

lim ||y, — vl = 0.
n—oo

Il faut montrer que lim,, . ||N (yn) — N(y)||, = 0;

[N (yn) (1) = N(y) ()] < L/O (t = 5)"" S (5,5a(s)) — f(s,9(s))| ds

t| /0 (T = )" f (5,9u(s)) = f(s,9(5))| ds

/O (T — ) sup | (5,9a(5)) — F(s,y(s))| ds

Donc
IN (5) = Nl < ﬁ 1 Cognl) = £y [ / (t - 5)°'ds + / - S)alds]

+ ﬁ 19 (yn) — 9(y)]

< 2 CGynl) = FLyOI

al'(«)

2+ 19 (Yn) — 9(y)| -

Puisque f et ¢g sont continues et d’aprés théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
alors;

IN (gn) = N()llo = 0.
2. Montrons que l'image de tout ensemble borné par N est un ensemble borné dans
C([0, T], R);
il suffit de montrer que pour tout I* > 0.il existe une constante positive [ telle que :
pour tout y € By : ||[N(y)]|eo < lLavee Bix = {y € C ([0, T],R) : ||y|loo < I*}.
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Montrons que N (B;+) est borné : on a pour tout t € [0, 77,

N0l < i [ (= 57 F (s, y(5))lds

Tllﬂt(|a)/0 (T—s)“—l\f(s,y(s))]der'%_1‘|g(y)|+¥w

2 ! t (Cillyllee + C2) [T
< ClHyHoo +CQ / (t— S)Oéilds—*— | | ( 1”yHoo + 2) / (T— S)aflds
0 0

+

() TT ()
+ o) +yr
C1l*° + Cy Cil* + Cy
< e T
— al'(a) * al'(«) TGt

donc

CL1* 4+ Oy CLl* + Cy
N <=L T 2qa L T2
INWII- < T(a+1) T(a+1)

et par suite N (By«) est borné.

T+ Cs+yr =1

3. Montrons que I'image du tout borné par N est un ensemble équicontinu de C([0, 7], R),

Soient t1,ty € (0,T],t; < ta , et soit y € B+ ; Alors

é t1
IN(y) (t2) = N(y)(t)| < %/0 (= 8)° = (ty — s)o‘_l} s

Oyl + Oy [ _ to —t to —t
1 Gillgllee = C 2/ (tQ—S)aldS—i-(ZTl)Cg“—(Q -

F<Oé) t1 T
(ta —t1) (Cullylls + C2) [T .
T _ o
T (o) /0 ( s)*ds
Cl1* + Cy CLl* + Cy

[(t2 — 1) + 17 —15] + (ta —t1)"

- DNa+1) ['(a+1)
T (Cy1* + Cy)

ty — t ty—t
TT(a + 1) <t2_t1)+( T )C3+< T )yT

2 (C1* + Cy) o Cil®+Cy 0
Mla+1) (ta —t1) +F(a—+1)(t1_t2)
Tt (Cll*6 + Cz) 03 + yr t1—to

( Tatl) T (o =t1) =0

Quand t; — t9, le membre droit de 'inégalité précédente tend vers 0, d’ou la continuité
de N, D’aprés I'étape 2 et 3 et le théoréme d’Ascoli-Arzela N (By)est relativement

compact pour tout borné B, N est compact donc N est complétement continu.

4. Il reste & montrer que € = {y € C(J,R) : y = AN (y) pour 0 < A < 1} est borné;
Soit y € ¢, alors y = AN(y) ; pour 0 < A < 1. Donc pour chaque t € J on a :

) =210 = s [T =9 hisds = (1) o)+ .
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D’aprés la deuxiéme et la troisiéme condition , et pour tout ¢t € J, on a :

1 [t -
IN(y) ()] sm/o (t— )V (s, y(s))|ds
+T1‘“t(’a)/0 (T — )" " f(s,y(s))|ds

t |t]
| i}
+’T lg(y)| + YT

Cillyld, + Cs /t 1
< —=—2_ = [ (t—35)*"ds
F(a) 0 ( )

(Gl + ) [T
e [ T =9 s o)+

Cil* + Cs e . Cil* + Cy
al'(a) al'(a)

Cela montre que € est borné.

[NY]loo < T+ Cs+yr =R

Comme une conséquence du théoréme de point fixe de Schaefer,
On déduit que N admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (3.4).
D’oul le résultat . []
Exemple.3.2

Considérons le probléme aux limites

“Dh(t) = gy < 0
y(0) +g(y) =1,
o ]
9(y) = 10+ [y
et 1
ft,u) = ————, te0,1,u eR.

©2etH(1 4 |ul)’
Il est clair que f une fonction continue sur Uintervalle [0, 1],u,u € R et ¢t € [0, 1] :
1

t —flt,u)| < —|u—ul.
£t ) — (6 0)| < 5~
donc f est une fonction lipschitzienne.
Soit u
= , € [0,00).
o) = o, uel0,00
Soit u,v € [0,00) , on a
u v 10]u — v|

vl.

'g<“>_9(”)|:‘ (10+w)(10+v) 10"~

donc g est une fonction lipschitzienne, par suite on a

1\, (&)®" 1 1
(E)+ULHQ_E+%<1

Donc la condition est satisfaite.
Alors le probléme non local admet une solution unique y € C([0, 1], R) sur J .

10+u 10+w
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3.2.2 Problémes Aux Limites Avec Des Conditions Intégrales

Cette section est consacré a 1’étude de I'existence des solutions du probléme aux limites
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des conditions intégrales suivant :
soit f:[0,7] x R — R une fonction connue : Vt € J = [0,T],p € R*;

CDg‘er(t) = f(t,y(t)), 0<a<l1 (3.5)
y(0) + 1 Jy y(s)ds = y(T) |

Les résultats de ce section s’inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar [1].

Proposition.3.2

Soit h : J — R une fonction continue ;

{CD3+y(t) = h(t), O<a<l (36)

y(0) + [ y(s)ds = y(T)

Le probléme aux limites (3.6) admet une solution unique donnée par :

y(t) = / G(t, 5)h(s)ds,

ol
T(t=s)"'—(T—=5)* | (T—=5)*"" .
G(t,s) = {? ;ﬂ(a“)( 8 ) T @ sUss<t
bl - T— )a7 T—35) .
Ty,ls—‘(a) - Tl—‘(as—i-l)—'—’ sit < s<T.
Preuve :

On a d’aprés Théoréme.3.3 |

y(t) = [&_ (CD(C)"+y(t)) — bo
= ]g+h(t) — by

B t (t . S)afl s

Pour une constante by € R |
On a par une intégration , En utilisant le théoréme de Fubini,

/OTy(s)ds - /OT (/Ot Gl i ;(;);_lh(T)dT - bo> ds
_ /OT (/T %@) h(r)dr — b T

D’autre part on a
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Il reste a trouver by ; On a

donc . T( ) )
T — s)*”
—b —|—u/ y(s ds:/ h(s)ds —b
ot [ ws)ds= | S (s ds by
T 1/T(T_S)a—l
s)ds = — h(s) ds
s =g [ S
Par suite

al'(«)

by = % <— /OT @;l;—g;”h(s)ds + /OT (?(;—?j)lh(s)ds) |
i (e

Alors la solution unique de (3.6) est donnée par

0= || (= hisds + 1 ) (* - 5 o]
o ()
ol T (- s

- /0 ' G(t, s)h(s)ds.

_|_

D’ou le résultat .

Remarque 3.1

La fonction t € J — fOT |G(t, s)|ds est continue sur J, et est donc bornée. Soit

T
G:sup{/ |G(t,s)|ds,t € J}.
0

Si les conditions suivantes sont vérifier :

Théoréme.3.10

1. f est Lipschitzienne par rapport le deuxiéme variable | i.e :

| flbyl = fLYT [ <Ay =Y

2. L’inégalité R
AG < 1.

alors, il existe une solution unique de le probléme aux limites (3.5).
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Preuve :

Considérons lopérateur F' : C'(J,R) — C(J,R) défini par

<F@>a>::/€ G(t, 5)f (5, y(s))ds

Ou G(t, s) est la fonction de Green .
Soient x,y € C(J, R), Alors, pour tout t € J. On a

|(Fz)(t) = (Fy)(¢)] S/O G(L,s) (f(s,2(5)) = f(s,(s))) |ds

T
<Ale =yl [ 1Gts) | ds
0
< AG|o ~ vl
Par suite

I(Fa)(t) = (Fy)()loe < AC|z = y]|ce.

Donc F un opérateur contractant , Alors d’aprés le théoréme de point fixe de Banach N
admet un point fixe unique qui est la solution du probléme (3.5).
D’ou le résultat . []

Théoréme.3.11

Si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. La fonction f: J x R — R est continue.

2. Ils existent p € C'(J x R*)et ¥ : [0,00) — [0, 00) continues et non décroissantes. Telles
que
|f(t,u)] < p(t)¥(|u|), pour t € J et tout u € R.

3. Il existe une constante M > 0, telle que

U (M)G
ol
p* = sup{p(s),s € J}.

Alors le probléme aux limites (3.5) admet au moins un point fixe.

Preuve :

Soit H = {y € C(J,R), ||ylloc < M} , Il est clair que le sous-ensemble H est fermé et
convexe. Nous allons montrer que F' satisfait les conditions du théoréme de point fixe de
Schauder.

1. Montrons que F est continu ,
Soit {y,} une suite telle que y, — y dans C(J,R). Alors, pour chaque t € J,

IF (4) (1) — F(y)(1)] < jg |<;<t,s>r|f<s,yn<s>>|ds-—»/g Gt )| 1 £ (5, 9(s)|ds
Séleﬁuﬂ&%QD—ﬂ&MﬂM%
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Puisque f est continue, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique
que.
|F (yn) — F(y)|l . — 0 quand n — 0.

2. Montrons que F' transforme H en un ensemble borné de C'(J,R).
Soit y € H, alors pour chaque t € J,

(Fy)(t) < / Gt 9)|1f (5, 9(s))|ds
< p()T(y(0))) / Gt 9)|ds

< "0 ([ly]l) / G(t, 5)|ds

donc,

-~

|Fyllos < p*O(M)G :=1.

3. Montrons que F transforme H en un ensemble équicontinu de C'(J,R);
Soit y € H,t1,ty € J, t; < ty; alors

F(y) (t2) — Fy) (1) = / G (t, 5) F(5,y(s))ds — / G (1, 5) f(5,y(s))ds

< / G (t2,5) — G (t1,9)| £ (5. y(s))|ds
<o () [ 16 (t9) = G (b o) ds 0

D’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, F'(H) est relativement compact pour tout borné
de H ,Alors F est complétement continu .

4. Montrons que F(H) C H;
Soit y € H, Pour chaque t € J, on a

|(Fy) ()] S/O |G(t,8)[1f(s,y(s))|ds

< "0 (lyllo) / G2, 5)|ds

alors

~

[1Eylloe < p™VU(M)G

par la troisiéme condition de le théoréme

[Fylle < M.

Par suite, D’apres le théoréme du point fixe de Schauder F' posséde au moins un point fixe
qui est une solution du probléme aux limites (3.5).
D’ou le résultat .
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Exemple.3.3
Considérons le probléme aux limites
e—t
T 10(1+e)

mm+[ﬁ@w=mw

“Dy(t) ly(®)] ¢ € 0,1, € (0,1]

Soit
e—t
ta)=———
f(’x) 10(1+€t)‘23|
soit x,y € [0,00) et t € J. Alors on a
e—t
tx)— fty) = ——|z —
< le
— l’ —
=95 Y
Donc f est lipschitzienne ,
et ona (1=s)*+a(t—s)*"! | (1=s)*"!
—(1=8)*+a(t—s)*~ —s5)*~
G(t’ 3) = {_(1_ )1;(044-1()1_ )a71+ Ila) 2 0<s<T
Tlatl) T Tla) t<s<T
alors

/0 Gt s)ds = /0 :G(t, s)ds +a /t G s)dj—l - | a -
:K:(—u—§&;€%—3> ’*“fég )d“*é (3;1?>+(1ﬁ2> )“
[ res),” [ T@e 5 ), * e |

+ Dl (a+1)|, [oI(a+1)], aol'(o) |,
(1 _ S)oﬂrl 1 B (1 - S)a 1
+La+nma+nk {aww]t
(=)t 1 t (1—1t)~ 1 (1—t)ett  (1-1t)e

“Tlat2) T@+2 Tatl) Tatl) Tatl) Ta+2) T+l
Par suite 4 3
I'(a+1) * I'a+2)

.1 4 3
A _
<10 (F(a—i—l) +F(O¢—|—2)>

Alors d’apres le théoréeme.3.10 , le probléme (3.5) admet une solution unique sur|0, 1].



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions
du :

1. Probléme de Cauchy généralisée pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et Caputo dans l’espace des fonctions sommables et
I’espace des fonctions continues avec conditions initiales .

2. Probléme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo dans 'espace des fonctions continues avec :

a) Conditions non locales .
b) Conditions intégrales.

Ces résultats ont été obtenus par ’application de la théorie de point fixe, en particulier on a
utilisé le théoréme de point fixe de Banach, Schaefer et Schauder.
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