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Introduction

L’objet de l'analyse numérique est de concevoir et d’étudier les méthodes de
résolutions de certains problemes mathématiques, en général issus de problemes réels,
et dont on cherche a calculer la solution a 1’aide d’un ordinateur.

Exemples de problemes a résoudre :

- Systemes linéaires ou non linéaires.

- Optimisation.

- Equations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles. Etc. ..

dans notre travail en intéressent a la résolution numérique de systemes non linéaires
avec la méthode de Newton..

Dans le Premiére chapitre nous donnons quelque préliminaires (Espaces vectoriels
normés, Différentielle forte, Les espaces complets)

Deuxieéme : Méthode de newton (Principe de la méthode)

Troisieme : La convergence du processus de Newton (Remarques générales, Exis-
tence des solutions d’un systéme et convergence de la méthode, Unicité de la solution)

En finalement la méthode de Newton modifiée (Principe de la méthode).




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur R, une application N : E' — R est
une norme ssi :

1-Vz € E,VA € R, N(Az) = |A| N(x)(homogénéité)

2-Vz,y € E,N(z+y) < N(z)+ N(y) (Inégalité triangulaire)

3-Vx € E, N(x) > 0 (positivité)

4-Vr € E,N(x) =0 < 2z =0 (définie)
Un espace vectoriel muni d’une norme appelé espace vectoriel normé (en abrégé

< EVN>).

Exemple 1.1.2.
a) 'espace vectoriel £ = R muni de l'application <<valeur absolue>> = —| x |
b) Pespace vectoriel E = C' =~ R? muni de I'application <<module>> x | z |

c) tout espace vectoriel ecludien (£} (.,.)) muni de la norme
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N(z)=| z ||:= v/(z,x) est un EVN.

1.2 Différentielle forte

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et f une application d’'une ouvert O
de X dans Y.
Nous dirons que cette application est différentiable en une point donné zy € O, s’il
existe un opérateur linéaire borné [f'(x) € L(X,Y)] tel que :
f(xo+h) — f(xo) = f'(x0)h + (w0, ) (1)
Ou
latenldl — 0 quand Al =0 (2)
-L’expression f’(zg)h (qui représente évidement un élément de ’espace Y,
Vh € X) s’appelle différentielle forte de I’application f au point x.
-L’opérateur linéaire f’(zq) s’appelle dérivée forte de I'application f au point x.
-Si 'application f est différentiable au point z(, la dérivée est définie de fagon
unique.
En effet, soit :
f(zo+ h) = f(zo) = fi(zo)h + a1 (zo, h) = f3(20) + aa(zo, h)
Alors
fi(@o)h — f3(xo)h = az(xo, h) — ar(wo, h)

D’aprés (2) on a :

e el g quand ) =0 3)

Ouysi fi(xo) # fi(xo) il existe h tel que

WNWEF%W”:A%O
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Mais alors pour tout € # 0 on a :

|| £1 (z0) (eh) = Fi(zo) () ||
llell -

D’aprés (3) est impossible.

1.3 Les espaces complets

Définition 1.3.3. Lasuite (z,,) est de Couchy si elle vérifier 'une des trois conditions
équivalentes suivantes :
1) pour tout € > 0 il existe N(e) tel que :d(z,, x,) < € pour tout m,n > N(g);
2) d(xn, Tnyp) — 0 pour n — +o00 uniformément en p > 0;
3) diam { x, \n > N }— 0 lorsque N — +o0.

Toute suite convergente est évidament de Couchy. La réciproque est fausse

Définition 1.3.4. Un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Couchy

dans E est convergente.

1.3.1 Complétion des espaces normés

On sait qu'un espace normé (X, ||||) n’est pas nécessairement complet,(c’est a dire
n’importe quelle suite de Couchy n’est pas convergente ).On a alors le théoréme sui-

vant :

Théoréme 1.3.5. Soit (X, ||||) un espace normé non complet.
Alors il existe un espace normé ()N(, IIl.) et un sous espace Y de X tels que :
1) (X, I est complet.;

2) Y est dense dans X ;
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3) (X, ||]) est isométrique a ()N(, Il2)-
Démonstration.

1) Construction de ’espace normé ()N(, Il2)-
Soit C' I'ensemble des suites de Couchy de X. On va définir une relation
d’équivalence sur I’ensemble C' de la maniére suivante :
() € C
(Yn)n € C
(Zn)n ~ (Yn)n si et seulement si la suite (z,, — y,), converge vers zéro :
2 = ynll = 0,
cette relation est :
a) refléxive : (x,)n € C 5 2y — T = 0 = (Tp)n ~ (Tn)n
b) symétrique :(x,)n ~ (Yn)n = Tn—Yn = 0 = —(yn—2,) = 0 => (yn) ~ ()
¢) transitive :(xp)n ~ (Yn)n < Tp — Y — 0
(Yn)n ~ (zZn)n <= Yo — 20 = 0
= Tn — 20 = (Tn = Yn) + (Yo — 22) = 0.
La relation ainsi définie est une relation d’équivalence .
Posons X lensemble des classes d’équivalence

X = C/ ~ . Soit Z un élément de X cad # une classe d’équivalence : Si

(Tn)n €T
== Tp — Yn — 0.

(Yn)n € 7
Notons que si (x,,) est une suite de Couchy pas nécessairement convergente , alors

la suite (||z,||). est convergente .

En effet ||z,|| = [|[znll] < [|2n — 2wl < € = (||zal|)n est une suite de Couchy de
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R, mais R est complet donc convergente .Posons alors

|Z||. = lim ||z,|| ou (z,), € T et T etant un élément quelconque de C'/ ~= X
n—oo

L’application :
X >R,
T — 2] = lim [[a,]]
n—oo
est une norme car elle vérifie
1Z+gll. < Izl + 17l
H)\%HN < |AZ]|. et ||Z]].=0= % = 0.
( C/ ~,]l|l.) est un espace vectoriel normé .

Contruisons une isométrie entre (X, ||||) et ( C/ ~, ||]..)-

Pour tout z € X | la suite (z,), avec x, = = Vn est une suite de Couchy car

[2n =z = |z — 2] <e.
La suite (z,), € C (ou x, = z); donc (x,), €T € C/ ~.
On peut alors définir 'application :
¢ X > X=Cf~
r— o(xr) =1
Il est evident que
e +y)=aty=7+j=0x)+oy)
o(A\r) = A= \F = Ap(z).Noter que C est un espace vectoriel donc C'/ ~ est un
espace vectoriel quotient.
Mais (o). = 12l = Jim flan]l = lim [lo]] = 2] d'oit o). = ljal] et cette
application préserve la norme. Cette application est injective car
da) = =0 = (@)l = &l = [0]] =l =0 = 2 =0.

Mais elle n’est pas surjective. Posons alors Y = {¢(z), = € X}
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application ¢ : X — Y est surjective car toute fonction f définie de E — f (E)
est surjective.
Par suite ¢ est
i) linéaire ;
i1) conserve la norme;
iii) bijective de X — Y.
c’est donc une isométrie de (X, |[||) dans (Y, [|||.) ot Y € X ;Y est un sous espace

vectoriel de X.

2) Montrons que Y est dense dans X
V=X ;YVcX—=VcX=X
il faut montrer que si & € X = 7 € Y.
Soit (), un élément de #; cad (z,), de Couchy, (¢(,)), est une suite de Y par
définition de y
[6(xn) = 2. = |1Zn — Zl|. = € car (z) € T
d’on nlgrologb(xn) = 7 dans la norme |||| _ .
Donc VZ € X, 3 une suite ¢(z,) de Y telle ¢(z,,) — &.

cad Y est dense dans X.

3) Montrons que (X, |||.) est complet

Soit (%), une suite de Couchy de (X, ||||_) c-a-d ||&, — &m|| < € pour n > m > ny.

Y =Xet (Z,) appartient & X il existe une suite (§,,) de Y telle que ||§n, — &n|| < €
pour n = 1,2, .... mais (Ym)m est une suite de Couchy car

1Gm = pll < N[Gm = Znll + 1|20 — Gl < 2¢.
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Comme (X, ||||..) est complet alors §n, — 7 == ||fm — 3]| < €
= |20 = 9ll = 20 = Gm + Jm —
<N Zn = Gl + |G — 9l < e+e =2e.
|




Chapitre 2

Méthode de Newton

2.1 Principe de la méthode

Considérons un systéme d’équations en général non linéaire
(

fi(@ 2a, ... ,xp) =0

fow1 29, ooy ) = 0

(1)

fr(x1ma,y oo ,xn) =0
a premiérs membres réels.

Ecrivons le systéme (1) sous une forme abrégeé. L’ensemble des arguments

X1, o, ....T, peut étre considéré comme un vecteur de dimension n

L1
T2
xr =
Tn
De facon analogue, I’ensemble des fonctions fi, fs, ....., f, forme un vecteur de di-

mension n (vecteur fonction)

10
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fi
f2
f=
Jn
Le systéme (1) peut donc s’écrire sous une forme abrégeé
f(z) =0 (1)

Pour résoudre le systéme (1’) on fera appel a la méthode des approximations suc-
cessives.

Supposons qu’on ait trouvé la p — iéme approximation

P = (xﬁp’,:cgp), ....,mflp))
d’une des solutions isolées © = (z71,xa, ...... ,x,) de I'équation vectorielle (1’).La

solution exacte de (1’) pourra alors se mettre sous la forme
x = x® 1 @) (2)
ot e?) = (6@,55’9), ....,553’)) est une correction (erreur de solution).
En portant I'expression (2) dans (1), on aura
f(x(p) 4 5(:0)) =0 (3)

Supposons que la fonction f(x) soit continiment dérivable dans un certain domaine
convexe qui contient z et 2 et décomposons le premier membre de 1’équation (3) par
rapport aux puissances du petit vecteur € en nous bornant aux termes linéaires

f(;x(p) + 5(19)) - f(w(p)) + f/(m(p))g(p) =0 (4)

ou, sous une forme développée
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f1(17§p) + €§p),$§p) _|_6(2) ....x%p) _|_€$Lp)) _ f1($§p),x§p), C57(117)) + fla, (xgp)7mgp)7 . _’x%p))egp)
@@ )P s L @ ) g

f2(xgp) +5§_p)7$ép) +€(2) ....x%p) +€$lp)) _ fg(acgp)mgp),... x%p)) +fﬁzl(xgp),scép),....,x%p))egp)
4)... + fém(acgp), (p ),....,x%p))egp) + e + fémn(acgp),xép),....,x%p))sglp) =0

fn(mgp)+€gp),xgp)+€(2) . (p)+€(p)) Folz (p)vxé )’. ,qu(zp))+f,'m(x§p),$() 7(112))5517)

+ f,’wZ(xgp), (),....,m%p))egp)—l— ..... + f,’mn(xg”),a:gp),....,xﬁ?)a%’):0

Les formules (4) et (4’) entrainent qu’il faut entendre par dérivée f’(z) la matrice

jacobienne du systéme des fonctions fi, fa, .....f,, des variables x1, xs, ....7,

ofidofr  9fr
0x1 Oxg """ Oxp
Ofe 8fs  Ofn

f’(m) _ W(l‘) _ Ox1 Oxo """ Oy

ou, en écriture condensée
fl(z) = W(z) = [g—f] (G,j=1,2,...n).
(4') est un systéme linéaire par rapport aux erreurs 52@ ) (1=1,2,..,n)
a matrice W (z), aussi peut-on mettre la formule (4) sous la forme :
f(x(p)) + W(a’;(p))g(p) = 0.
En supposont que la matrice W(x(p)) est réguliére, on obtient :
e — _W—l(x(p))f(m(p)),
Par conséquent
Pt = 0 Wz f(2®P))  (p=0,1,2,.....) (5)
On prend pour approximation initiale 2(°) une valeur grossiére de la solution

cherchée.
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Exemple 2.1.6. Trouver par la méthode de Newton la solution positive approchée
du systéme d’équations
22 +y? 422 =1,
202 + 9y — 42 =0,

3r% — 4y + 22 =0,
en partant de I’approximation initiale

l’OZyQZZQZO,S.

Solution
On a ) )
24yt +22 -1
flz) = 222 + y? — 4z
3z? — 4y + 22
D’ou
0,254+0,2540,25 -1 —0,25
F@@) =1 050+025-2,00 |=|-1,25
0,75 —2,00+ 0,25 —1,00
Formons la matrice jacobienne
20 2y 2z

W(z) = | 4z 2y —4

6x —4 2z
On a
1 1 1
W) =] 2 1 —4
3 —4 1

et




CHAPITRE 2. METHODE DE NEWTON 14

1 1 1
det W(z®@) =] o 1 —4 |=—40.
3 —4 1
Cherchons la matrice inverse ) ) )
—15 -5 -5 % % %
_ 1 _
W) =-5| -4 -2 6 |=|Z% L -2
11 7 -1 i

D’aprés la formule-(5) la premiére approximation est

x(l) — x(o) — W_l(x(o))f(x(o))

0,5 s 12 —0,25
=105 || % 55 & —1,25
0,5 o o w100
0,5 0,375 0,875
= 105 |+ 0 =1 0,500
0,5 —0,125 0,375
Calculons ensuite la deuxiéme approximation #).On a
0,875% + 0, 5002 + 0, 3752 — 1 0, 15625
F@W)y =1 2x0,8752 +0,5002 — 4 x 0,375 | = | 0,28125
3 % 0,8752 — 4 x 0,500 + 0, 3752 0,43750
et
2 x 0,875 2 % 0,500 2 % 0,375
W)= | 4x0,875 2 % 0,500 "y
6 x 0,875 —4 2 % 0,375
1,750 1 0,750

=1 3,500 1 —4

5,250 —4 0,750
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D’ou
1,750 1 0,750 1,750 1 0,750
det W(aW)=| 350 1 —4 |[=|1,70 0 —4,750
5,250 —4 0,750 12,250 0 3,750
et ) )
—15,25 — 3,75 — 4,75
W zW) = == | —23,625  —2,6250 9,625
—19,25 12,25 — 1,75
En appliquant la formule (5),on obtient :
x(2) — :L*(l) — W_l(x(l))f(l’(l)>
0,875 ~15.25 —3.75 —4.75
= 10,500 | +gmm | —23,625  —2,6250 9,625 | X
0,375 —19,25 12,25 — 1,75
0,875 0,08519 0, 78981
=1 0,500 [ — | 0,00338 | = | 0,49662
0,375 0,00507 0,36993
De facon analogue on calcule les approximations suivantes :
0, 78521
® =1 0,49662
0, 36992
0,00001
f@®) =1 0,00004
0, 00005
ete.

En se bornant a la troisiéme approximation,on a

xr=0,7852; y=0,4966; z = 0,3699.

= —64,75

0, 15625
0,28125

0,43750

15




Chapitre 3

La convergence du processus de

Newton

3.1 Remarques générales

Dans ce qui suit il serait commode de considérer les ensembles des fonctions comme
vecteur fonction ou fonction matricielle.Pour alléger 'exposé nous allons généraliser
a ces cas la notion de la dérivée.

Soient x = (z1, ..., Ty) et

fi(x)

fu()

16
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Définition 3.1.7. Par dérivée f'(z) on entend la matrice jacobienne du systéme des
fonctions
fi(i =1,....,n) par rapport aux variables x1, ...z,
flw) = |- 1)

La fonction matricielle

F(z) =

I a1 (@)oo frr ()

Peut étre considérée comme un ensemble de n vecteurs fonctions

f11(17) flr(x)

Fi(z) = ' s Fo(z) =

fnl(x) fm"(x)

11 est donc naturel d’entendre par dérivée F'(z) I'ensemble

F'(z) = [F{(2)...Fl(2)]

ol ) )
Ofix  Ofik
Ox1 """ Oz
/ —
Fk(x) = .
| Oz1 "7 Ozn
sont les matrices jacobiennes (k = 1,2, ....,7).

Définition 3.1.8. Si F(z) = [fi;(z)] est une matrice fonctionnelle n x 7 et
fii(z) € CW on pose
F/(z) = [F()
ou

F,g(x):[%j]’?] (5= 1,2 sk = 1,2, ).
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En particulier, si le vecteur fonction f(x) = [f;(x)] est tel que fi(z) € C@),
f'(w) = Wi(z).. W ()]
avec

Wi(z) = [%] (k=1,2,...n).

Pour évaluer les matrices nous utilisons dans ce paragraphe la m-norme en omet-

tant 'indice m pour abréger 1’écriture :

(@)l = max | fi(x) |
I @)l = max 2552

7

9% fi(x)
8.’Ek3xj

177 ()| = max [|Wj ()| = max {m.aXZ
i

D’une facon analogue

|F@)|| = maXEnI ()]

a”x
|F(@)] —maxz\ it

} ,ete.

oxy

Déduisons ou préalable quelques estimations des m—normes des différences de va-
leurs des fonctions matricielles analogues a la formule des accroissements finis. qui

nous seront utiles dans ce qui suit.

Lemme 3.1.9. Si F(z) = [fi;(z)](n xr)

ou fi;(z) sont continues avec leurs dérivées permiéres partielles dans un domaine
convexe qui contient les points x et x + Ax, alors
|1F(z+ Az) — F(z)|| < r Azl [[F(§)]] (3)

ot & =x+ 0Ax, 0 <0 < 1,et par norme des matrices on entend la m-normes.

Démonstration. FEn appliquant la formule de Taylor,on obtient :
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Flo+ ) = Fla) = [fyle+ &) - fyo)] = | £ 2480 0,

avec §; = v +0;;Ar,0<0;;, <1,i=1,2...,n;j =1,2,....,r.5i l'on fixe z et z+ Az,
on aura :

|F(z+ Az) — F(z)] = max> 3

boj=lk=1

< max ET:Z

i j=1k=1

8f2_7(£1] A:L_ ’

oxy

0fij(&iz)

Oy

| Ay

0fi;(&ij)

< max pr

k=1
=r||Az|| maXZ ‘Wm(ﬁu

6$k

Le nombre de couples (i, j) étant fini 11 existe un couple (p,q) tel que

mane” |25060 | = $2 |2l < max 3 | it | = | F(0) )
L p—q
ou & = &y
Ainsi
[F(z+ Az) = F(z)|| <Az [[F(£)]l
ce qu’il fallait démontrer. [ |

Corollaire 3.1.10. 5%

- fi(z) -
fay=1 |,
L fn(x) -
il vient

1f(z + Ax) = fl)|| < Azl L7
ot =x+0Axr et0<<l1.

Ieir=1.
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Corollaire 3.1.11. Avec f(z) € C® on a :
1 (x + Ax) = (@) < n Azl /(I

ou=x+60Axr et0<f<l1.

Lemme 3.1.12. 5i

fi(x)
fay=| | ec®
. fn(w) -
dans un domaine convexe qui contient les points x et x + Az, alors
If(z + Az) — f(z) — f'(2)Az| < gn || Az 2 [ f"©)]] (4)

ot =x+60Axr et0<f<l1.

Démonstration. En utilisant la formule de binome de Taylor, on obtient :

If(z + Az) = f(z) = fl(@)Ax| = [Ilfi(z + Az) = fi(x) — dfi(z)]]

1 02 fi(&)
2 90z, AzjAxy
.7

6 T X3
<3 ZIijlglaxféik Ay | H
J
< 1 A . A o fz 51
< gmax | Az; | .max | Az | . ZZI
a T X2
= 3 llAz]® [ZZI i ] ‘
01\1€Z:$+91Al',0<91< 1.
Puisque
8 7 2 8 2 T 82 8 3
| G 1S maxd | G = 20| G 1< max | SR 1= 1)1

compte tenu du sens de la norme, 1’1negalité (5) entraine

20

Bz,;0z), |] H

()
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If(z + Az) — f(z) = f'(z)Az]| < 3 Az 2 [1F"(EI] = 5 1Az 2 | )l
ouné=¢=v+0Azv et 0<0<1. [ |

3.2 Existence des solutions d’un systéme et conver-

gence de la méthode

Théoreme 3.2.13. Soit un systéme réel d’équations algébriques ou transcendantes
non linéaires
flz) =0 (1)

ou le vecteur fonction

avec ses dérivées partielles premiéres et secondes est défini et continu dans un
certains domaine w,c’est-a-dire
f(x) € CD(w).
Posons que 9 est un point contenu dans w avec son £-voisinage fermé
Ue(O)={||Jz — 20| < £} cw
ot par norme on entend la m-norme et ou l'on vérifie les conditions suivantes :

1) la matrice jacobienne W(x) = [ggj] pour x = 0 posséde une inverse

Lo = WYz avec ||Ty] < A
2) [[Tof(e]| < By < §
C’est-a-dire,si A = [a;5]

1A= [[All,, = max > | ai; [ .

J
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82 fi(x)
BLE Bmk

<C

3) Z

pouri,j=1,2,..n et v € Ug(x®)

4) Les constantes Ao, By et C' satisfont a l'inégalité
1o = 2nAgByC < 1. (2)
Alors, pour une approzimation initiale 9, le processus de Newton
gD = ) =1 ®) f(2P) (3)
(p=0,1,2,....) converge et le vecteur limite
r* = lim z®
p—roo

est une solution du systéme (1) telle que

Hm* - x(o)” <2By < £.

Démonstration. Introduisons les notations

by = [ 1) — 20 = me a0+ — 0

[,=W=1ta®) (p=0,1,2..).
La formule (3) entraine
o = 0,7 )
Les conditions 1 et 4 donnent les estimations des quantités T, et T, f(z)).

Examinons d’abord le cas p = 1. En utilisant la condition 2, on a :

ho = [[o) = 2| = W) f @) < Bo <
donc h() S BQ
et

U§ (zM) C Ug(z).

*En d’autres termes, si W(z(©) = [a;] ,alors Ty = W1(z(®) = [%] , ot A;; sont

les cofacteurs des éléments a;; et A = det [a;;], par conséquent




CHAPITRE 3. LA CONVERGENCE DU PROCESSUS DE NEWTON 23

[Toll = mascih; 3= |4,
Pour évaluer 'y = W—(z™M), appliqu(jns la relation (AB)™! = B7'A™! pour
mettre cette grandeur sous la forme

Ty = [W(2©) - TeW (zW)] ™ = [[oW ()] ™" - T. (4)
En tenant compte de la condition 1 du théoréme, on a :
2= P )| = [ [ ) - W) |

< |[Tol [[W () = W (2D)]]

< Ao |[W (W) =W (@)
Puisque la condition 3 améne

L")l = maXZ

en vertu du corollaire 3.1.11 on obtient :

fi(x
8:1? 8xk

<C

[W(2D) =W (zO)|| = [[f @) = £/ <n[z® - 20| C < nByC
et donc

| E — ToW (zM)]| < nAByC =

Ho 1
<3
Par suite,il existe une matrice inverese

[CoW (z)] ™" = {E — (E = ToW (zM))}

et comme ||E]| = | E]l,, =
WWWNNHS Ly <2 (5)
On déduit de la formule (4) :
T3l < [ [T @) 7'|| Lol < 240 = 4. (6)

La formule (3) entraine
FEO + P)a0)(a - 20) =0,

d’otu, en vertu du lemme 3.1.12

)| = [l7aD) = £©) - £@0)a® - 20|
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< gnlle® =<7 £€)] < gnBiC

avec
E=20 +0W -2 et 0<f<1.

Compte tenu de l'inégalité (6), on obtient :
T f D) < Tl || £(aD)|| < 240.4nB2C = nAB2C = LpuoBy = By (7)
Ainsi pour le point " nous avons
U%(x(l)) CUp(2?) Cw
et, en outre,

T < Ay, hy ||F1f($(1))|| < By,
ou

Al == 2A0

Il en résulte

1 = 2nA1B.C = 2n.2A0.%yOBOC = pp-2nAgBoC = 12 < 1. (8)

On retombe donc dans les conditions du théoréme, a cette différence présqu’au lieu
du voisinage Uz (2(¥) on a le voisinage U £ (z™) emboité dans le premier voisinage.

En reprenant des raisonnements analogues, nous pouvons établir que les approxi-

mations successives z(?) (p=1,2,...) ont un sens et sont telles que

....Ué%(x(p)) C ... - Ug(a:(l)) C U£(x(0))
de plus
Lol = W1 (a®)]| < 4,
Ty f @] = [Jo®*D —2®|[ < B,

ol les constantes A, et B, sont liées elles par les relations de récurrence
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A, =24, o)

B, = %Np—pr—l
et

py, =2nA,B,C  (p=1,2,...). (10)

Montrons que la suite des approximations = (p = 1,2,...) vérifie le critére de
Cauchy.

En effet, pour ¢ >0 on a :

xPta) ¢ Ujip (@),
Par suite, pour tout € > 0 donnée a ’avance
|| pota) x(p)H < 2% <

sip> N et g >0 avec N suffisamment grand, ce qui est équivalent au critére de
Cauchy.

On en tire 'existence de la limite

lim 2 = 2* € Ug(2©).
p—roo
Montrons maintenant que z* est une solution du systéme (1).
La relation (3) conduit a
f(;c(p)) + W(x(p))(x(f’+1) — x(p)) =0

En passant dans cette égalité a la limite quand p — oo et en tenant compte du fait

que
2Pt _ () 5
ainsi que W (z®)) est continue et bornée dans Uz (x(?), on aura :
I}LIEO f(z®) = 0.

On obtient en vertu de la continuité de f(z) :

f(lim 2®) = f(a*) =0

p—0o0
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c’est-a-dire z* est une solution du systéme (1). En outre

|27 — 2@ =3 2@ — 2®]|| < 3 2@ — 2| < B, < B+ B+ ...
p= p=0 p=0
Le théoréme est ainsi complétement démontré. |

Remarque 3.2.14.  Si f(z) € O (w) et dans le domaine w le systéme (1) a une
solution simple x*, c¢’est-a-dire telle que

flar) =0, fi(a") = W(z") #0

les conditions du théoréme 3.2.13 seront évidemment respectées pour tout point
2 suffisamment proche de z*.

Pour vérifier la condition 2 il est utile de noter que By donne une estimation de
I’écart entre les approximations initiale et premiére du processus de Newton :

Fu @) = o - 20 < 5,
cette inégalité peut donc étre vérifiée aisément dés qu’on trouve 'approximation

@,

Remarque 3.2.15. On obtient des énoncés analogues du théoréme de convergence

si au lieu de la norme ||Al|,,on recourt a la norme ||Al, ou ||A||, .

3.3 Unicité de la solution

Théoreme 3.3.16. Sous les conditions 1 a 4 du théoréme 3.2.13 le domaine
|z = =9 < 2B, (1)

contient une seule solution du systéme (1) du chapitre 3.

Démonstration. Supposons qu’en plus de la solution z* du systéme (1) du chapitre
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3, définie par le processus de Newton , il existe une autre solution z** de ce systéme

telle que

Les approximations successives z(®) (p=0,1,2,....) du processus de Newton sont

 — 2O < 2B,. (2)

comprises dans le voisinage de (1) et respectent la condition
fz®) + Wp(x(p+1) — ) =0
avec
W, =W(z®).
En tenant compte du fait que
fl@™) =0

il vient

W(at) — ) = (%) = f(z®) = Wy(a = 29)
et, par conséquent

B — gt =Ty [f(a) = f@®) = Wyl - 20)]
ou

r,= Wpfl.

Calculant I’estimation en norme, on aura :

Dans les notations du théoréme 3.2.13

o = 2P < Tyl || f(a™) = faW) = Wy(a™ — 2@)]].

[Tl < Ap.
L’application du lemme 3.1.12 conduit a l'inégalité
||f(:1:**) — f(a®) — W, (x** — :B(p))” < %nC’ Hx** — x(p)||2,
ou la constante C est définie d’aprés la condition 3 du théoréme 3.2.13 . Par

suite
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x** —1;(1")H2 (p=0,1,2,......). (3)

Posant dans l'inégalité (3) p = 0 et utilisant 'inégalité (2), on obtient

o — x| < 1nA,C |

o = 0] < ndoC [ = 2O < 20403

ou, introduisant les nombres définis par les relations

wy = 2nA,B,C
(»p=0,1,2,....) (4)
B =1, B
p+1 = 5HpDyp
on trouve

D’une facon analogue pour p = 1 on déduit des formules (3),(4) et (5) :

En général

Tz — $(1)“2 S 2nAoBgC = ,Uqu = 2B2

[ x(2)|| < %nAIC'|

La grandeur B, — 0 quand p — oo, en passant a la limite dans I'inégalité (6)

- 20| < 2B, (p=0,1,2,....). (6)

on a :

2% = lim 2® = g*
p—00

c’est-a-~dire la solution du systéme (1) dans le domaine ||x — (0 H < 2B est unique.

|
Remarque 3.3.17.  Si le domaine Uz (2(¥) est tel que
2
=By< £
le systéme (1) ne posséde pas dans le domaine étendu (1)
lv =2 < 3% Bo (7)

— ko

d’autres solutions que x*.
En effet, en supposant que le domaine (7) comporte une solution z** du systéme

(1) ( chapitre 3) et en reprenant les raisonnements du théoréme 3.2.13, on obtient
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une inégalité de la forme (3)

|

o — || < InA,C o — x(p)||2

ot z(P) (p =0,1,2,....) sont les approximations successives du processus de Newton

A approximation initiale z(%).D’ol , puisque

lz* = =@ < 35 Bo

on a successivement , en utilisant les nombres 1,41 = ,ug

*ok 1 4 P2 __ 1 _ 1 _ 2 —
||ZE - I‘(l)H < inAOC'#—gBO = 2’)’LA()B()C : M—(Q)BO = %BO = #—(Q)Bl =

Puisque
B, = %Np—pr—l
et
My = 1,
il vient
m=ge =) (8)

par conséquent

120)

2 = lim z®) = z*,
p—0o0

ce qu’il fallait démontrer.

— 1'(2)H < %HA:[C'U%B% = QnAlBlC’ : %MlBl . ,u%’ = U1 - BQ .

™ — 2| < (%)p—l . Bo (p=0,1,2,...).

R




Chapitre 4

Méthode de Newton modifiée

4.1 Le principe de la méthode

La construction du processus de Newton

g = g — W(2®) f(x®)  (p=0,1,2,....) (1)

présente un inconvénient important qui consiste a calculer a chaque pas la matrice
inverse W1 (z ().

Si la matrice W~!(z) est continuemans le voisinage de la solution cherchée z* et
’approximation initiale (9 est suffisamment proche de z*, on peut poser approxima-
tivement

W z®) =~ W=1(2),
et on retombe ainsi sur un processus de Newton modifié
gt — ¢lp) _ W—l(x(O))f(g(p)) (2)
(p=0,1,2,.....), ott £© = 2(® Remarquons que pour les processus (1) et (2) les

premiéres approximations (M et £ coincident

30
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20 = ),

La convergence du processus de Newton modifié (2) a été étudiée par L. Kantoro-

vitch.

Théoreme 4.1.18. Si les conditions de 1 a 4 du théoréme 3.2.13 sont remplies
et st
o = 2nAgBoC < 1
le processus de Newton modifié (2) déterminé par l'approzimation initiale
€O = 2O converge vers la solution x* du systéme
flz)=0
et

ot on entend par norme la m-norme.

¢ — f(p)” < Mg‘

z* — 20| < 2Bouh (p=0,1,2,....), (3)

Démonstration. Considérons le vecteur fonction

F(x) =z —Tof(z) = [Fi(z)],

avec g = W1(z().

Evidemment

F(EW) = €0 — T f(®) = €D (p=0,1,2,.....). (4)

De plus

Fi(z) = E—Tof'(x) (5)

d’ou en particulier
FlzO)=FE-Tof'(sO)=FE~-E=0. (6)
Montrons par récurrence que toute approximation £®) (p=0,1,2,....... ) est comprise

dans le voisinage 2B, du point z(®)
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€@ — 20| < 2B,. (7)
En effet , avec p=1 I'inégalité (7) est évidente du fait qu’en vertu de la condition
2 du théoréme on a :
e — 2 = a0 2] < 5,
Supposons maintenant que pour un certain p 'inégalité (7) soit vraie.
Alors, en utilisant le lemme 3.1.12 on a :
||§(p+1) — x(O)H = ||F(€(p)) — x(O)H = ||§(p) — Ty f(e®) — x(O)H
= HFO [f(g(p)) — W (2@ (@) — x(O))} H
< [Lof @O)|| + [0 {£(EP) = F@0) = W (2®) () — 20)}|
< By + 1 AgnC ||§(p) - x(O)H2.
En appliquant 'inégalité (7) on trouve :
€T — 2O < By + §nAgC.AB3 = By + 2nAgByC.By = (1 + 119) By < 2B
ce qui démontre notre propositition.
Puisqu’on suppose que les conditions du théoréme3.2.13 sont observées , le
systéme f(x) = 0 posséde une solution z* telle que
||x* — :1:(0)” < 2B,.
Considérons la différence 2*— £® ott p > 1. Compte tenu du fait que
F(z*) =a* —Tof (z*) = x*.
et en appliquant le lemme 3.1.9, on a :

ot f est un point du segment [z*, £P~V)].

2t — €0 = | F(e*) — F(e# )| <|

v* =PV [F(0)] (8)

Ensuite
IF' @) = [[F'(0) = F'(zD)]| < nl|6 — 2O max | F"(n)|l, (9)

ot 1) est un point du segment [¢, 2(%)].La formule (5) donne
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F'(x) = [ Z Yis 8fs]

ol ¢;; est le symbole de Kronecker et I'g = [45].Donc

o Z Yis 52
et
:
aijgik = _32:21 %Saf:—gik'
Par suite
)] = mas 3 0] = max 3 |35 S| < max” bl 3 [0

< IIZlE]l,XZn:l 7is| €
= C Lo
< A)C
et en vertu de (9), on a
IFO)] < noC [0 — 2]
Le point @ appartient évidemment au voisinage 2B, du point (¥, donc
Jo -9 < 25,
et
IF(0)]] < 2nAoBoC = po. (10)

Si l'on tient compte de l'inégalité (10), 'inégalité (8) permet de déduire

d’ou
‘ (p)‘ <P x*_g(p)” —

pour fp < 1, la derniére inégalité entraine

0| < 2Byl
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lim £®) = 2*,
p—o0

Le théoréme est complétement démontré.

34




Conclusion

Ce mémoire a pour but 1’étude de la méthode de Newton pour résoudre des systemes
non linéaires. C’est équations sont les plus souvent impossible a résoudre le calcul
direct. La méthode de Newton est une méthode parmi d’autre pour résoudre ces
équations. Nous avons donc pu remarquer la Cohérence, l'efficacité, et la rapidité
de cette méthode dans touts les cas, cependant il convient de remarquer, que nous
pouvons pas programmer cette méthode.

En effet, cette méthode n’assure pas 1’établissement d’une solution.
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