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Abstract

The aim of this dissertation is to define the Bessel operator (or Hankel operator ¢,),
then to study and prove some harmonic analysis tools related to this operator. Next, we
define the Hankel transform and prove its fundamental formulae (Plancherel, Parseval and
inversion formula).

We also introduce the time-frequency transform, the Hankel wavelet transform, an advan-
ced signal processing technique that combines the principles of the Hankel transform and
the wavelet transform.

Finally, we demonstrate the Heisenberg-type uncertainty principle for the continuous

Hankel wavelet transform.

Keywords : Bessel operator, Hankel transform, Hankel wavelet transforms, Heisenberg

uncertainty principles.



Résumé

Le but de ce mémoire est de définir 'opérateur de Bessel (ou opérateur de Hankel ¢,,), puis
d’étudier et de prouver quelques outils d’analyse harmonique liés a cet opérateur. Ensuite,
nous définissons la transformée de Hankel et démontrons ses formules fondamentales
(formules de Plancherel, Parseval et d’'inversion).

Nous introduisons également la transformation en temps-fréquence, a savoir la transforma-
tion en ondelettes de Hankel, une technique avancée de traitement du signal qui combine
les principes de la transformation de Hankel et de la transformation en ondelettes.
Enfin, nous démontrons le principe d’incertitude de type Heisenberg pour la transformée

en ondelettes de Hankel continue.

Mots-clés : Opérateur de Bessel, transformée de Hankel, transformées en ondelettes de

Hankel, principes d’incertitude de type Heisenberg.



Notations

e C,(R) I'espace des fonctions continues sur R et paires.
e C..(R) l'espace des fonctions continues sur R, paires et a support compact.

o C.,(R) le sous-espace de C«(R) des fonctions satisfaisant
tllH—moof(t) -0

e Cp.(R) I'espace des fonctions continues sur R, paires et bornées.
e &.(R) le sous-espace de C4(R) des fonctions de classe C* sur R.

e dji, la mesure définie sur [o,+oo[ par :

t2o¢+1

B 20 (v +1)
o [P (Ry),p€ [1,+00], 'espace des fonctions f mesurables sur [o,+oo[ vérifiant :

dpie(t) dt.

(S 1f(@)Pdpa())? < 400, si1<p<+00
||f||p,a =

supess | f(x)] < +o0, si p=-+4oo
x€lo,+ool

e S.(R) l'espace des fonctions paires infiniment différentiables et rapidement décrois-
santes ainsi que toutes leurs dérivées, L’espace Si(R) est muni de la famille de

normes (N, )nen définie par

Nalf) = sup (146 (Cjif;)(’f)(t)‘
k’fgéRn

6



Introduction

En analyse harmonique, le principe d’incertitude, souvent associé¢ aux travaux de
Heisenberg, Pauli et Weyl, stipule quune fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent
pas étre fortement localisées en méme temps. Cette affirmation a été largement étudiée et on
peut trouver plusieurs fagons de ’exprimer, la plus connue d’entre elles étant 1'inégalité forte

de Heisenberg-Pauli-Weyl [35] qui montre que pour toute fonction carrément intégrable f,

(j t2|f(t)!2dt)2<J AQIf(AA)IQdA)ZZIU |f(t)|2dt>
Ri Ry 2 \JRy

avec égalité si et seulement si f(t) = de’” pour certains d € C et b> o, oil
~ 1 it
== | foear
27 Ry

D’autres types de relations d’incertitude ont été étudiés. Parmi eux, on peut citer les
articles de Hardy [27], Cowling et Price [8], Benedicks [3], Amrein et Berthier [2] ainsi que

les travaux de Donoho.

Les principes d’incertitude ont également été étendus a diverses situations, telles que la
transformation de Hankel. L’inégalité de type de type Heisenberg a d’abord été prouvée
par Bowie [4], puis par Rosler et Voit [28]. Une preuve simple basée sur les expansions
de Laguerre a récemment été donné par Ghobber [12] (voir également [13, 21, 24, 34]).
Plus récemment, dans [21, 37|, les auteurs ont établi des inégalités de type Heisenberg,
respectivement sur les hypergroupes de Chébli-Trimeche et sur les groupes de Heisenberg.
Dans [17], Jaming et Ghobber ont établi plusieurs relations d’incertitude pour une famille

de transformées intégrales, comprenant en particulier la transformée de Fourier usuelle, la

7
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transformée de Hankel, la transformée de Dunkl, etc. Des informations supplémentaires
sur 'importance des principes d’incertitude peuvent étre trouvées dans [18, 36] et les

références qui y sont citées.

De nos jours, de nouveaux principes d’incertitude impliquant des représentations temps-
fréquence, telles que les transformations de Gabor et en ondelettes, ont été formulés de
différentes manieres. Plus précisément, pour une fonction non nulle et carrément intégrable
1 satisfaisant Cy, = IR !1?1\(5 )7 d¢/I€l < 400, la transformée en ondelettes continue Wy, est
définie par :

1 [Te° t—b .
Wl/)(f)(aab) Y f(t)?/f - dt7 (aab) €R" x R7
la] Jo a
Pour une fonction non nulle et carrément intégrable g, la transformée de Gabor F,
est définie par Fy(f)(z,€) = [fg(.Z2)1(€);(x,€) € R?, ol f est une fonction carrément
intégrable.

Dans ce mémoire, nous nous sommes basés sur l'article de C. Baccar [6], qui présente les
principes d’incertitude de type Heisenberg appliqués a la transformée en ondelettes de
Hankel. Nous avons donné de nombreux détails sur ce sujet et avons organisé ce mémoire

comme suit.

Dans le premier chapitre, nous étudions et prouvons quelques outils d’analyse harmo-
nique liés a la transformée de Hankel qui seront utilisés par la suite. [19, 29, 32, 33] . On

o 1 9 7 , .
désigne par a, a > —, Uopérateur de Bessel défini sur R par

0 - i2+ 2a+1£
O dez tdt’
Pour tout A dans C on a le systeme
ga(u) = —)\U,
(S):< wu(o) =1,
u'(0) =o.
admet une solution unique donnée par
2 ja(A2).
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ol jo est la fonction de Bessel modifiée d’indice o définie par :

. 00 (_ )n 2\ 2n
Ja(2) ZF(aJFl)nZ:On!F(niaH) (2> '

L’opérateur de translation associé a I'opérateur de Bessel ¢, est défini sur C,(R) par :

_ I'la+1) J‘Tr
Vrl(a+3)

Vs>o, 1(f)(s) F(Vt2 + 52+ 2tscosf)(sin6)2*db.

0

En utilisant 'opérateur de translation pour définir le produit de convolution associé a

I'opérateur de Bessel de la fonction f par g comme suit :

“+00

f*ag(t)ZJ () (5)g(8)dpa(s).

(0]

La transformée de Hankel d’une fonction donnée f € L} (Ry) est définie par

400
”Ha(f)(/\)=J F(B)jaM)dualt),  YAER;

(6]
Cependant, la littérature a largement démontré que la transformée de Hankel H,, peut
étre prolongée en un isomorphisme isométrique de L7 (R ) dans lui-méme. En particulier,

pour tout f et g dans L2 (R4 ), nous avons la formule de Parseval suivante :

+0o0 7 00
J ) g(t)dpa(t) =J Ha ()N Halg)(N)dpa(X).
[¢] (6]

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de la transformée en ondelettes de Hankel

continue. Cette derniére transformée est définie sur L2 (R4) par

400 p4o00 -
T(Plat)=| | AR dalr); (a8) €RE xRy

[0} 0

Ou 7 est 'opérateur de translation et D, est 'opérateur de dilatation d'une fonction
mesurable ¢ est défini par :

Dqa(9)(t) = a® "'y (at).

Et ¢ est une fonction dans LZ(R4), appelée ondelette mere, satisfaisant la condition

d’admissibilité suivante

+00
0<Co= [ Haw@P L < 4o

(6]
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La transformée en ondelettes de Hankel satisfait la formule de Plancherel suivante. Pour

tout f dans L7 (Ry), la fonction Ty appartient a L7 (Ri X R+> et nous avons

400 1 400 p+o00 5
| )Pdalr) = & | ] metntaof atao.

(0] (0] (0]

Le dernier chapitre vise a établir des inégalités de type Heisenberg pour la transformation
de Hankel et la transformation en ondelettes continues.

Soient s >1, t > 1, et pour chaque fonction f € L2 (Ry) on a

s/(s+t)

2,a

I £SO N Ha ()

2,00

> (a+1)" ) f|la

avec égalité si et seulement si s=t=1et f(r)= debr*/2 pour certains d € C et b > o.
Les inégalités suivantes, établies dans ce chapitre, ont été étudiées pour la premiere fois
par Wilczok dans [36]. Dans le cas classique, elles impliquent séparément les variables

temps et fréquence, et non les deux variables temps-fréquence :

Soient s,t > o0 et 1 € L2(R4), une fonction admissible. Alors il existe une constante ¢ >0

telle que pour tout f € L2(Ry) on a

En particulier, si s, > 1, la constante ¢ est donnée par ¢ = (a+ 1)st/(s+1),

t/(s+t)

2,V

Z/O(quLt) > C(\/Fw>t/(s+t) ||f||27a,

)

2Ty (f)

NHa(f)

Cependant, nous utilisons les inégalités ci-dessus pour prouver I'inégalité de type Heisenberg-
Pauli-Weyl pour T, qui implique les deux variables temps-fréquence. Soient s,t > o et

¢ € L2/(R4) une fonction admissible. Alors il existe une constante ¢ >0 telle que pour tout
felL2(Ry)ona

s s/s+t)
e £ 0ty ()

2,x

2,Vq

s/(s+t)
>o(\ M) 0)  Ila 39

ot M: f—= M(f)(z) = f:;oof(m)dx/xz“ est la transformation de Mellin classique. Si

s,t > 1, la constante ¢ est donnée par ¢ = (o + 1)5t/(s11),

10



Chapitre

Transformation de Hankel associée a I’opé-
rateur de Bessel

La transformée de Hankel ou transformée de Fourier-Bessel est une transformation intégrale
dans laquelle la fonction de Bessel est le noyau. Quand nous abordons des problemes avec
une symétrie circulaire, la transformation de Hankel peut étre extrémement bénéfique.
La transformée de Hankel, par exemple, correspond a la transformée de Fourier bidimen-
sionnelle d’une fonction a symétrie circulaire. En outre, la transformation de Hankel a
été introduite pour la premiere fois dans ’analyse de la transformation de Fourier des
fonctions radiales et a été ensuite généralisée dans le cas général. Ce chapitre présente une
synthese de quelques outils d’analyse harmonique associés a la transformée de Hankel que

nous utiliserons ultérieurement (voir [1, 7, 9, 20].)

11



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

1.1 Opérateur de Bessel

1
Définition 1.1. Pour tout o > ——, ['opérateur de Bessel {, est défini sur [o,+oo] par :
2

_ dPu(t)  2a+1dult)

lou(t) =
ault) = Tt dl
1 d du(t)
= — (e —. 1.1
{20+t dt ) (1)
Ou j, est la fonction de Bessel modifiée, donnée par
J,
jal2) =2°T(a+1)2%)
z
o
_ $ U
= Flasta) n!I'(n+a+1) (2) ' (1.2)

n=o0

et J, est la fonction de Bessel de premiere espece d’indice « [23], défini par :

Ja(2) = (i)ai n!F((a_—lk)f—f—n) (i)m

n=o

Avec I est la fonction Gamma d’Euler, donnée par :

Vz e C,Re(z) >o0,I'(2) =J e ltFdL. (1.3)

(0]

Proposition 1.1. Pour tout nombre complexe \ dans C le systeme suivant :

lo(u) = —Nu,
(S):< wu(o) =1,
u’(0) = o.

admet une solution unique donnée par la fonction

2 ja(A2).

12



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Démonstration. La fonction de Bessel modifiée j, est analytique et paire et on a

d . B > (—1)" A
i lal) =Tlat 1)y s (2)

dz = MNn+a+1) \2
_ F( n )f (—1)71 <Z>2n
CohlaeTrd —oplla+n+2) \2
= jan(2)
- 2(a+1)j06+1 z )
et
a . 1 . z .
d22 (Ja(2)) = —2(a+1)]a+1(2)—m]a+1(2)
1 , z? ‘
——mjaﬂ(z)‘f’4(Q+1)(a+2)]a+2(2)-
Alors
d . Nz
% (Ja(A2)) = 2(a+1)]a+1(2)-
d? 1 A2 2?
5 'a)\ =—\° ————Jat1 a2 .
Et on a
. az . 20041 d
lalja(A2)) = — (Ja(A2)) — (Ja(A2))
dz z dz
1 A2z2 200+1 [ —Az
— )\ = ———— Jat1 o A a1 (A
A ( 2(Oz+1)j + (Az)+4(04+1)(a—|—2)] +al Z)>+ p, <2(&+1)] 4l Z))
A2 22
=—\? -Oél)\_ -a2>\ .
Or, la fonction de Bessel de premiére espece vérifie (Pour plus de détails voir [15])
Jata (8)+ Jaea (8) = 2 Ja(8),
d’ou
s (2) = fal2) e jasal2)
Ja+1{2) = JalZ 4(04—|—1)(04—|—2)ja+2 Z).
Alors

la(ja(A2)) = =A%jalA2).

De plus, j, vérifie les conditions initiales du probleme de Cauchy associées au systéme

(9). |

13



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

de type Mehler suivante :

I'a+1) Jl(l _t2)a_% Cos(zt)dt.

Jal2) = \/%F(Oé'i‘é)

(0]

En particulier, on a

Vk e N,Vz € C; |j£f)(z)| < elfmi2)l

Proposition 1.2. La fonction de Bessel modifiée j, admet la représentation intégral

(1.4)

(1.5)

Démonstration. Yk € N, nous avons :

Fk+9(a+1) _r
I'a+k+1)

Ainsi

1 . 1 Jl tQk(l—tQ)a_%dt
Flat+k+1)  Tk+90(a+2)), '

Donc, Vz € C, nous pouvons écrire :

. 00 (_ )n 2\ 2n

Jal(2) :F(a+1);nlf(ain+1) (2)
0o (_1)11

:F(O‘+1)anf(n+;)F(a+;

n=o0

. F(Oé+1) 1 (_1)17, . . a_%
_r(th;)J_ ZW(M (1—t*)"zdt

1
)J 27 (1 —2) 2 dt

1n=o0

_ T'(a+1) R T e
T (;F)((;(Zli;) J| o heostena

14




Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

nous pouvons écrire : I’ (é) = /7, on obtient

I'a+1) Jl

Jal2) = m (1—1%)*" 2 cos(zt)dt.

—1

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale pour tout k£ € N, nous obtenons :

(zt)dt.

, 2 (a+1) ! o1 d¥cos
jalk) = )| +

F(Q—F%)F(%) 0(1—t2) Ak

En utilisant la formule d’Euler pour le cosinus, on obtient pour tout ¢ € [0,1], et k € N,

dkcl(:s (Zt)’ - |t|k|eizt|+|t|k|e—izt
dz 2
< e|1m(2’)|t
< elfml2)l,
Donc, on a
. ol(a+1 ! 1 d¥cos
) < —2H et )| G S et
r(a+;)r(;) 0 dz
< flata) )efm(znjl(l_s)a—;s—;dt
I(a+3)r(2) 0
— Hml2)l
|
Remarque 1. Pour tout nombre réel t, on a
i @< 1.
Proposition 1.3. La fonction de Bessel modifiée j, vérifie la formule produit
suivante pour tous t,s > o
. I'a+1) (™.
ot = 2+ s2+ 2t 0)(sin@)**de.
Ja(t)jals) \/?F(OH—;)J'O Ja (V2 + 524 2tscosf)(sinh)
Démonstration. Voir [15, 23] |

15



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

1.2 Opérateur de translation associés a ’opérateur
de Bessel

Définition 1.2. Pour tout nombre réel t, l'opérateur de translation 1 associé a la

lopérateur de Bessel est défini sur Cy«(R) par

Vs >o, 1(f)(s) [lat1) quf(\/tQ—I—sz—}—ztscosé’)(sinﬁ)mdﬁ. (1.6)

CVal(a+2) ),
Example 1. Pour o > o, et f(t) =e . Alors, pour tous t,s > o, et d’aprés le théoréme

de Fubini-Tonelli, on obtient

I'la+1) T a2 0, .
Ttaf(S) — ﬁp(a+ 1) J e at®*—as zat36059(81n9)2ad6
2/ Jo
F(a+1) —at®—as® Jl —2ats 2ya—2
= u — 2d
ﬁf(a—l—%)e _16 (1—u?) u
_ F(Oz—{—ﬂ e—atz—as2 J e 20tsV/1—2 z* 2dz +J 2at5mz 2dZ
ml(a+3) 2¢y/1—2 2¢/1— 2
\/_ 0 )
B F(a+1) —at*—as® = (—2ats)" (2ats)™ no1 o 1dz
T a—i— J — n! 1—2) : 2
Far D) DR % )
F(a—|—1) Catas? [ o (—2ats)" (2ats)™ J‘l no1 1
— 74_ — 2 2d
2\/%F(04+§)6 7;) n! 7; n! 0(1 ) :

_ F(Oz—{—l) —at®*—as® = F(p—i_%) 2
Rz | (;) Gl (pra+n) - p)

L T(a+1) g [ (2p)!/7 >
— T t (; 2l T(p+atn) ) p)

b

o]

=Ia+ 1)e*at2*as2 Z

p=0

1

—— _(ats)?
p!I'(p+a+1) (ats)

—at*—as®

=e Ja(2ats),
ou jo est la fonction de Bessel modifiée du premier espece définie par

(e.0]

. Z\*" .
VzeC,julz)=T(a+1 anf hTati )() = jaliz).

n=—o0

16



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Théoreme 1.1. Pour tous ¢,s > o, et pour tout A € C. on a

7 (Ja(A))(8) = ja(At)ja(As). (1.7)

Démonstration. En utilisant les relations (1.6), on déduit que pour tous

t,s > o0 et pour tout A € C, on a

Ja(AW12 4+ 52 +2tscosf) (sin6)>*db

a0 (s) = et 1) j

~Valla+3) ),
 I'la+1) J”
CVrl(a+1)
= Ja(At)jalAs).

ja(\/()\t)2 +(As)242(\t)(\s) cosB)(sind)>**do

(0]

Proposition 1.4. Pour tout f € C(R), et pour tous ¢,s > 0, on a

) = | fomdenlt,s,m)da(m), (1)
ou w, donné par

(Mla+1))?  [(t+8)2—m?* 2 [m*—(t—5)2""% (m)
207yl (a+3) (tsm)2e Xit—sht-+s[()-

wa(tasam) -

Démonstration. Soit f une fonction mesurable positive sur [0, +oo[. En effectuant le chan-

((t+5)2—m?)(m2—(t—s)?) )%
4t2s2 :

gement de variables m = /12 + 52+ 2tscosf et sinf = (

Finalement, on déduit que

N _ F(Oz—}—l)z t+s [(t—{—S)Q—mZ]ai% [mz—(t—S)Q]aié
O LU o talim),
Ce qui donne ce résultat souhaité. [ |
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Démonstration. Si[t—s|<m <t+s, et (t—s)> <m? < (t+s)2.
Alors on a [((t+s)>2—m?)(m>—(t—5))]*"= >o.

Ce qui prouve que wq(t,s,m) est positivé. Donc d’apres la relation (1.6) et (1.8) on trouve

J walt,s,m)dpa(m) =77(1)(s) = %J (sin@)*“df = 1.

t—o™t

De plus si suppf C [—a,al, alors

supp 7' (f) C [—a—Itl,a+[¢]]. (1.11)

Démonstration. 1 Soit f € Cyo(R), pour tous 6 € [o,7],s € [0, +o0];

%ﬂ\/ﬁ+82+2tscos(9))sin2a(9) < ||f||oo’a sin®**(0). (1.12)

On a la fonction

I'la+1)

— m ||f||oo,a sin®*(0)

est intégrable et

I'la+1) T e B
Tt Mooa | 020100 =l

18



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Mais

lim f(\/t2 + 52+ 2tscos(#))sin®**(6) = o,

$—+00
donc d’apres le théoreme de convergence dominée et 'inégalité (1.10) on déduit que la
fonction 7{*(f) appartient a I'espace Cs o(R).

Soit € > 0; puisque [ est uniformément continue sur R, il existe n > o tel que
VZ,S € R7|Z_S| S T],lf(Z)—f(S)’ S .

Donc pour tout ¢,s € R tel que |z] <7, on a

() — (o < et f°
72 () (s)— )Isﬁna+;)L
8F(a+l)r

— WVl (a+3)

=E&.

FOJt2+ 52 +2tscos(B)) — f(s)|sin>*(6)d6

sin®“(6)d6

(6]

Ainsi, pour tout € > 0,31 > o,|t| <7, on a
I (f) = flloo,a <.
Donc
. ar ey _
xgr—il—loo”Tt (f) f”oo,a 0.

e Sit=o0,0na

d’ou
supp(7g' (f)) = supp(f) = [—a,al.

e Sit > o0 alors pour tout s €] —oo,—a+t[ U Ja+1t,+ool on a |t —s| > a et par suite
t+s

(F)(s) =j F(Bwsalt,5,m)dpe(m) =o.

lt—sl

Ainsi
supp (7(f)) C [—a+t,a+1] C [-a—t,a+1]
e Sit<oalors —t > o0 et on a d’aprés la relation précédent (1.11)
supp 7¢(f) = supp 7+(f) C [-a+t,a—1].
D’ou pour tout ¢ € R, on a supp 72(f) C [—a—|t],a+ [¢]].

19



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

dans L (R4 ).

Proposition 1.6. Pour tout f € LE(Ry),p € [1,+00[, L’espace Cy(R) est dense

lopérateur de translation 7* appartient & L2 (R4) et on a :

||7_ta(f)||p,a < ||f||p,a-

De plus

—_— _
lim [[72(f) = fllpa =o.

Proposition 1.7. Pour tout f € L2(Ry); p € [1,400[ et pour tout t € [o,4o00]

(1.13)

(1.14)

Démonstration. Soit f € LE(Ry)

e Si p =00, Pour tous t,s € [0,+00], on a

4 ()(s) = J F(m)ealt, s,m)dpia(m)

o

Alors

o0

72 (f)(s)] < J F(m)lwa(t, 8,m)dpia(m)

[0}
o0

g||f||oo,ﬂaj waltys,m)dpta(m)
(0]
< flloa

Cela montre que la fonction 7(f) appartient a L*(Ry) et

||7_ta(f)||oo,a < ||f||oo,oz-

e Si p=1, on sait que

“+o00

r;*(f)(s)zj F(m)ealt, s, m)djia(m).

(6]
D’apres la théoreme de Fubini-Tonelli, on a

+00

1 (Plla < J

(0] (0]

Et comme f:oo wa(t,s,m)dpuqs(s) =1, on obtient

20
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

+00

2 (F)lha < j F(O)ldpia(m)

(6]

= ||f||1,a~

e Sip€]1,+o0l et ¢ exposant conjugué de p, d’apres 'inégalité de Holder on a

(e.o]

ITf‘(f)(s)lzj 1 (m)wa (£, 5,m) Fwa(t, 5,m) ¥ djia(m)

[¢]

Y

En appliquant de nouveau le théoreme de Fubini-Tonelli, on obtient

“+00 %7
J If(m)lea(t,S,m)dua(m)>-

[¢]

+00
17 (Fllp.a SJ F(m)I” (walt,s,m)dpals)) dpa(m).

(0]

400
=J 1 (m)[Fdjia(m)

(0]

—IfIE.,.

Soit f € Cic(R) telle que suppf C [—a,al], alors d’apres la relation (1.13), on a pour tout
t € [—1,1], supp(72(f)) C [—a—1,a+1].
f étant uniformément continue sur R, alors pour tout € > o, il existe n > o tel que pour

tous s,s’ € R, vérifiant |[s—s/| <&, on a
) ) )

f(s) = flsN<¢,

Si 0 <t <m, alors pour tout s > o, alors

ITe(f)(s)— f(s)] < \/%J If(\/t2+s2+2tscos(9)) — f(s)]sin**d6
€

[0}

Et par conséquent,

S

Sl
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Cela montre que pour tout
lim [I7*(f) = fllp,a = 0. (1.15)
t—o™T

Donc, soit f € LP(R4), et € > 0. D’apreés la proposition(1.6) il existe g € Cy ¢(R) telle que

3
1f = gllp.a < =
P S

d’autre part, de la relation (1.15), il existe n > o tel que, pour tout ¢ € [—1,1] on a

€
17 (9) = gllp.a < -
En particulier
17 (f) = flpa =7 (f —g) + 78 (9) =9+ 9— fllp.a

< 2||f_g||p,a+||7—ta(g)_g||p,a

g €
<2-+-—
4 2

=¢.

1.3 Produit de convolution de Bessel

Définition 1.3. Soient [ et g deuzx fonctions mesurables sur [o,+oo[ et soit t > 0. Si

["intégrale

+00
J () ()9(5)dpa(s)

[0}

existe, on lappelle produit de convolution de f par g et on la note f*q g(t).

Remarque 2. Le produit de convolution *, est commutatif. En effet, le théoréme de
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Fubini nous permet d’écrire pour tout t € [0,400]
r+oo

fragt) =1 7 (f)s)g(s)dpals)

Jo
r+oo
Jo

r1-oo 400
e (J f(m)wa(t,s,m)dua(m)>dua(s)

+00
J f(m)wa(t,s,m)dua(m)>g(sm (s)

-
0

J:i-oo ’ 400

— [ fim) ( J g(s)wa(t,s,m)dua(s)> djia(m)
r+0o

— [ rm)e(o)(s)g(m)dpa(m)

= g *q f(t)

Théoreme 1.2. Soient f,g € L. (Ry), alors la fonction f %, g est définie presque
partout, appartient a L}, (Ry) donc

1f *a glli,a < 1k uallgllha- (1.16)

Démonstration. Soient f et g deux fonctions de L (R4), d’apres le théoreme de Fubini-

Tonnelli et la relation (1.13) on a

+00 ptoo oo
J J () ()19 (5)ldhta (D)dpia(s) = j rg(s)r<

(0] (0] (0]

=[I75" (Nllxallglla
<1 fllkallgll a-

400
J !T[’(f)(S)!dua(t)>dua(S)

(0]
Ainsi d’apres le théoreme de Fubini, la fonction f . ¢ définie presque partout, appartient

a L:(Ry) et on a

1f *a glli,a <l allgllha-
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Théoréme 1.3. Pour tout f € LE(Ry) et g € L. (R+),p € [1,+0o0l, la fonction fx*, g
appartient a LP (Ry) et on a

I|f *a g”p,a < ||f||p,a||g||1,a- (1'17)

Démonstration. Soit p,q € [0,+00[ et g 'exposant conjugué de p. Si f € LP(Ry) et g €
L. (Ry). D’apres 'inégalité de Hoélder, on a

+00 P
(J |Tta(f)(3)||g(3)|dua(s)> :(

(0]

+00 1 1 p
j ITta(f)(S)llg(SJIPIg(S)quua(t)>

(6]

p +0o0
Sllgllf,aJ 72 () ()1P1g(5)ldptals):

(6]

Donc, de l'inégalité (1.13), on obtient

[

En particulier, la fonction ¢ — f %, g(t) est définie pour presque tout ¢ > o, et nous avons

“+o00
J'0

Et le résultat suit. [ |

400 p
J |Tf‘(f)(8)||g(8)|dua(8)> dpa(t) < llglP/™=(| fIIF, < oo.

o

p

400
J ) (3)g(8) dpals)| duat) < lglP WIFIE...

(6]

Théoreme 1.4. Pour tout f € L2(Ry) et g € Ci(x(R), on a f*,¢g appartient a
Ceo(R4), on a

1f *a glloo,a < [f1l1,allglloo,q- (1.18)

Démonstration. Pour tout t > 0, on a
+00 +o0
| D NgtdnaOidpals) < gl | 175Nl

(0] [0}

= Hg”oo,a”le,a < 00.

Cela implique que f x4 g est défini presque partout. Ainsi, a partir de la proposition (1.5),

24



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

nous obtenons pour tout t,t’ > o,

f *a g(t) = fxag(t")] < F($)lIr(9) (s) — 7 () (8)ldpal(s)

JO

=| NI t) =73 (g)(t)ldpals)

IN

£ ($)lI(g) (8) — (g) (t)dpa(s).

Par conséquent, pour tout ¢,t' > o tel que |t —t'| < n, I'inégalité suivante est vérifiée

€ —+00
£ 00l8) = Frag)I < 71— j F($)lduls) =e.

Cela montre que c’est f *, ¢ uniformément continu. D’autre part, pour presque tous s > o,

lim 7*(g)(s)f(s) =o,

t—-+oo

et pour tous t,s > 0, on trouve

7 (9) (s)f ()] < llglloo,al F(s)]-

on en déduit que f*, g appartient a C, ,(R), et pour tout « > o, on a

|f #a g(s)] < N1l pallglloo -
Alinsi,

Hf*agHoo,,ua < Hf”l,uaHgHoo,a-

Théoréme 1.5. Soient p,q €]1,+0[, et ¢ 'exposont conjugué de p. Alors pour
chaque f € LP (R4 ), et g € LL (R ), le produit de convolution f*, g est dans Cy (R),
et on a

||f*ag||oo,a = ||f||p,a||g”q,a (1'19)

Démonstration. . D’apres I'inégalité de Holder, pour tout x € [0,+o0ol, 'intégrale

+00

fraglt) = j (1) (8)g(5)dals)

[¢]

25



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

existe et

400
[ *a g(t)] < J 7 g ()l () (s)ldpa(s)

< ||f”p,a”g||q,oz-

Puisque C, ,(R), est dense dans L (Ry),p € [1,+00], il existe une suite (fx)r C Cco(R), et
une suit (gx)x C Ceo(R), tel que

lim [[fy—fll=0 et lim [lgx—gll=0 (1.20)
k—+o00 k—+o00

D’autre part, pour tout z € R, on a

Jr*a 9u(t) — f*a g(t) = fr*x agr(t) — fr*xa 9(t) + fr *a g(t) — f *a g(t)
= fr*xalge—9) (&) + (fk — f)*ag(t),

et de I'inégalité de Holder, pour x > o,

[k *a gk () — f*a g(8)] < | frllp,allgr — gllg,a + 11/ — fllp.allgllga-

Alors d’aprés la relation (1.20) on déduit que la suite (f *q gx ) converge uniformément
vers f*qg. Puisque espace C.o(R) est complet et la suite (f *q gx)k € Cs.c(R) C Cyo(R),
alors fxq g € Cyo(R). [ |

Théoréme 1.6. (Inégalité de Young) Soient p,q,r > 1, tel que
1

1 1
p q r

Pour tous f € L2 (R4), et g € L4 (R ), la fonction f*, g appartient a L7 (Ry), et on

a

1f *a gllr.a < 1 fllp,allgllga- (1.21)

Démonstration. Soit p=r ou q =r, ’équation (1.21) est donnée par le théoreme (1.3)
. De la méme manieére, le cas r = 0o, est déja traité dans le théoreme (1.5). Supposons
maintenant que r # oo, et que ¢ # r, p # r, sachant que I%—i—é =1+, on peut facilement
vérifier que

1 r—p r—gq

—+ + =1,
r pr qr
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par conséquent, en utilisant I'inégalité de Holder généralisée avec les exposants r, %, et

L., et en utilisant relation (1.13), nous obtenons

r+o00
[f*ag®I<| 17 (f)s)g(s)ldpals)

Jo
r+00
<| T OSITIg() g (s)

JO

U (F) Pl () ()2 Mg (s) 9 dpaa (5)

(o]
(72 (Pl NP s o).l g (g0

IN

400 1/r
j ITto‘(f)(m)lplg(m)lqdua(m)> 72 (PP Igllr o/

+oo 1/r
J, v (f)(m)""g(m)lqdua(m)> A5 gl .

Maintenant, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli et encore la relation (1.13), on
déduit que

+00

uf*agui,azj a9t dualt)

(6]

<J.

= ||f||;f;p)|rg||gf;q)J
(6]
+o0o

+00
j ma(f)(m)rprg(mwua(m))Hfug;;mngg’;;q)dua(t)

o
+00

400
lg(m)[* (J |Tta(f)(m)|pdﬂa(t)> dfie(m)

(6]

400
g(m)|? ( j If(m)lpdua(t)> djia(m)

o

< Aol |

[¢]

< AP gy gl o111
< llglly oI £117 -
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1.4 Transformation de Hankel

Transformation de Hankel dans L} (R )

Définition 1.4. Soit a > —7. La transformation de Hankel associée da l'opérateur de

Bessel est défini sur L} (Ry) par :

+o00
’Ha(f)(/\)ZJ F(0)jaM)dpalt), VAER; (1.22)

(0]

Ot jqo la fonction de Bessel modifiée de premiére espece.

Example 2. Soit a > o, et soit la fonction g, est défini sur L}, (R+) par :

valt) = (1— g) 5. Et en échangeant ['intégrale et la sommation, on obtient
(e 0) 2N
I AP
ol @ ) = - 7 2t2n+2a+1dt
Halpa)(N) Z2an'F(Oz+n+1) ot 5 )° ®)

:anf(a+n+1( ) (a1 —u)e " d(u)

_ZH'F Oz—i—n—i—l < ) I'a+n+1)—I'(a+n+2)]

2

Zi;. )

Théoreme 1.7.
1. Pour tous f € L. (Ry), t,A>o0,0na

Haolr () (A) = Ja(M)Ha (f)(A). (1.23)
2. Pour tous f,g € L} (R1) et pour tout A € R,

Ha(f *a 9)(A) =Hal[) (A Halg) (). (1.24)
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Démonstration. 1. Soit f € L} (R4+), la fonction 7£(f) appartient a 'espace L} (Ry)

et pour tous t,\ € R, on a

r+oo

Halr' (NN = | 77 (f)(s)jalrs)dpals)

Jo
r+oo +00

— ja(As)J F(m)walt, s,m)dpa (m)dpia(s)

Jo 0

r+0o o0
= f(m) (J ja()\s)wa(t,s,m)dua> dpia(m)
r+oo

= S (Ga(X))(m)dpa(m),

Jo

d’apres la relation (1.7) on a

+00
Ha(Tta(f))(A)=ja(>\t)J fm)ja(Am)dpia(m)

[¢]

= Jja(A)Ha(f)(A).

2. Pour tous f,g € L} (R). La fonction f*, ¢ appartient a L} (Ry+) et on a
+o0o
Half 290 = | (

o

+00
J Tf‘(f)(S)g(S)dua(S)> Ja(At)dpa(t)

(6]

r+oo +o00
— [ gs) (J ja(At)Tf‘(f)(S)dua(t)> djta(s)
r+oo

[ oM () W ptals)

r+oo

[ ()N Ha () N dpta(s)

JO

=Ha(f) (N Halg)(N).

Proposition 1.8. (Propriété de changement pour la transformation de Hankel)

Pour tous f,g € L} (R4), alors on a

+00 ol
J Hal)(Ng(A)dpalA) :J J(#)Halg)(t)dpa(t). (1.25)

(6] (6]

Démonstration. D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

400 p+4-00
j J FOaO g Ndial®) < [ flallflla < oo.

0 (0]
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De plus, en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli, on déduit que

+o00 +o0 +o0
J Ha(f)mgmduamzj f(ﬂ(J g(A)jaut)duam>dua(ﬂ

(0] (0] (0]

+00
::J FHalg) () dpalt).

o

Remarque 3. ( Formule d’inversion) Pour toute fonction f dans L}(R.), et transforma-
tion de Hankel Hq dans L% (Ry) on a Formule d’inversion suivante
+o00

f(t)zj Ha( )N jaA)dia(N).

(0]

Transformation de Hankel dans S,(R)

d d
Lemme 1.2. L’opérateur o %% est continu de I'espace Sx(R) dans lui-méme.

Démonstration. Soit f € Si(R). Alors en utilisant la formule de Taylor on obtient

4

0= 7 mt)im,

(6]

)
donc di: appartient a £,(R), et pour chaque & € N, on a
k
df !
(dt2> (t) = J mP fE2) (mt)dm.
(6]
D’autre part, pour chaque t # 0, nous avons

r“’ o) df:lf'(l””r: Pt f'(0)

m——+oo t t

0

Par conséquent, pour tout ¢ € R, nous avons

+o0
J " (mt)dm = o,

[0}
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et puis

a

1 ~+00
7z ()= J f7(mt)dm = —J £ (mt)dm,

(0] 1
ce qui conduit au fait que pour tout k € N, nous avons
k
df Tk
— | (t)=— m” f52 (mt)dm.
(5%) == " mk s
Soit p,n € N. Alors

d

sup (1—|—t2)p(—f)(k)(t) = sup
o<r<i dt? o<r<1
k,p<n k,p<n

(1+1¢2)P Jl ¢k plk+2) (mt)dt‘

0

1
< sup (1+t2)pJ 1 FE2) () |dt
o<r<i o
k,p<n

t uk (k )
= sup (1+¢° pJ —— 2 (u)|du
Ogr};l( ) Otk+1|f ( )|

k.,p<n

< 2”Nn+2(f)J

o)
S 2nNTl+2(f)7

tuk

tk+1

|F*2) () |du

et

(ee]

sup (1—|—t2)p(—)(k)(t) = sup
o<r<i dt? o<r<i
k,p<n k,p<n

* dt
< supj (14 m22 )Pk =) () — D
o<r<iJi 1+m?t?
k.p<n

< Nzn+2(f)£

< INonialf):
4

—(1 +t2)pJ

[0}

¢k plk+2) (mt)dt‘

dt
1+t2

Ainsi pour chaque n € N

Ny (ji;) < 2" Nopo(f).
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Démonstration. La conséquence immédiate du lemme (1.2) et du fait bien connu que

lopérateur laplacien est continu de Si(R) dans lui-méme.

+00
J f(t)ﬂa(g)(t)dua(t)=J Lo f)(t)g(t)dpal(t). (1.26)

Démonstration. Soit f € Sy(R) et g € E,(R) étre une fonction bornée ainsi que toutes leurs
dérivées. Alors d’apres la relation (1.1), et en intégrant par parties, on en déduit que

+o0 1 +o0 d oo 1d9
L J()lalg)(t)dpa(t) = mL f(t)% (17 * a) (t)dt

— 1 J+oo x2a+1ﬁd_g
2¢Ia+1) , dt dt

B 1 oo d [ Lo, df
20 (a+1) JO g(t)a (x ’ %) (t)ae

(t)dt

+00
=j (ol 1) (Dg(Odpalt).

[¢]
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Démonstration. 1. Soit f € Sc(R). Il est claire que la fonction Hq(f) est paire. En
utilisant le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on déduit que H(f) est

de classe C*°, et pour tout k € N, on a

(dk%ﬂ(f)> (\) = roof(t)t’f d"ja (At)dpa(t)

dANF . dANF

En particulier,

£

+o00
dHo(f) ) :J (jo) (M) dpia (1)

dA

(0]

“+o00
:—)\J F(@)josr ()t (£)

o

=—AHa+1 (f)(A).

2. Soit m € N, f € Sx(R). Alors (]dg*(R) _ga)m (f) € S«(R) et

m +00
(X Hal 1NN = YO | FONaWdpalt
k;o oo .
_ Zo;;(_l)kj £ (=3*) ja (At dpra (1)
g +00
=3 Ch=* [ S0 GalA) (it
k=o0 0

En particulier, pour tout k& € N, la fonction A — (1 4+A2)" H(f) est bornée, ce qui

montre que la fonction Hq(f) est a décroissance rapide.
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Proposition 1.10. Pour tous f,g € Sx(R), on a la formule de Parseval suivante

—+00 - o0
J FO) 9D dualt) = j Hal )N Ha @) N dsalN). (1.27)

(0} (0]

En particulier, pour tout f € 84(R), on a

Ha (20 =1fll2,a- (1.28)

Démonstration. Soient f et g € Sy(R), on a
Ho (f*a 9) (N) =Ha(f) (N Halg)(N).

En appliquant la formule d’inversion et en utilisant le fait que la fonction f*,g € S«(R),

on en déduit que pour tout £ €R, on a

+00
f*ag(t)zj Hol )NV Hald) Vo (A2)dpa (M),

(6]

en particulier, pour t =0

400
f*a§(0)=J Ha(F) N Halg) NdsalN)

D’ot le résultat. |

Transformation de Hankel dans L2 (R4 )

Théoréme 1.8. (Théoreme de Plancherel pour la transformée de Hankel)
La transformée de Hankel #,, se prolonge en un isomorphisme isométrique de L2 (R)

en lui-méme, avec H, ' = Hq. De plus, pour chaque f € L2(Ry), nous avons

Ha (2,0 = 11|20 (1.29)
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Démonstration. Soit f € L2 (R4). Alors il existe une suite (fy,)nen dans Sx(R4) telle que
nli_)Irolo | fn.— fll2,o = 0. Maintenant, en utilisant le proposition (1.10), nous avons pour chaque
m,n € N,
HHa(fm) _Ha(fnmz,a - H,Hoz(fm_fn)”z,a
= ||fm - fn||27oz~

Ainsi, (Hao(fn))nen est une suite de Cauchy dans I'espace L2(R1) qui est complet. Par
conséquent, (Hq(fn))nen converge vers une fonction g € L2(R4) qui est bien définie car
elle est indépendante du choix de la suite (f,)pen. En fait, soit (gn)nen une suite de

S« (R4) tel que nli_}r%ollgn — fll2,o = 0. Ainsi, nous obtenons
Halgn) = glla,o = Halgn) —Halfn) + Halfn) = gll2a
< Halgn) =Halfo)ll,a+Halfn) = gll2,a
< Halgn — falllza + Halfn) = gll2,a
<lgn — fallz,a +Ha(fr) = gll2,a
<llgn — falla,a +1f = fallo,o +1Ha (fn) = gll2,a-

Cela implique que
Jim [1Ha(gn) = gllz.0 = 0.
A présent, nous avons
”g“;q = nh_)HéoHHoz(fn)Hza
= nh_{gonn”za
=l fll,a-

Ainsi, g est isométrique sur Sx(R4). Enfin, si f € L2/(R4), alors il existe une suite (fp)nen
de S.(Ry) qui converge vers f. A partir de la proposition ( 1.10), nous avons que Hq(fr)

est dans LZ/(R4+). Maintenant, nous déduisons que, pour chaque n € N,

fn :Hoz(Ha(fn))-

Par conséquent

lim_ o= Tim Ha(Hal /o).

n—oo

et alors

f :Hoz(%a(fn))-

Enfin, H, est un isomorphisme de LZ(R4) en lui-méme, et nous avons H,' = H,. [ |
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Théoréme 1.9. ( Formule de Parseval pour la transformation de Hankel) : pour

chaque f,g € L2 (R4), nous avons

“+o00 e +o00
J f(t)g(t)dua(t)=J Hol )N N dtta (). (1.30)

(0} (0]

Démonstration. Soit f,g € L2(Ry). Alors il existe fretg, dans S«(R) tel que

nlgrolonn_f”z,a :nlg%ngn_gHQ,a =o0. De plus , on a

(flg)a = (f = ful@)a + {fulgn)a+ (fulg— gn)a-

Donc, On obtient

‘<f’g>a_<fn’gn>a’ < Hf_an2,ozHg”2,a+an”z,aHg_gn”z,a-

Ainsi, on a

(fulgn)a = (f19)a-

lim
n—oo

De la méme maniere, et en utilisant le proposition (1.10), nous avons

<Ha(fn)|7‘[a(gn)>a = <,Ha(f)’7"la(g)>a-

lim
n—oo

Ainis on obtient le résultat souhaité.

Proposition 1.11. Soit f et g € L2(R4). Alors

[rag=Ho(Hal(f)Halg)). (1.31)

De plus fxqg € L2(R4), si seulement si, Ho(f)Halg) € L2(R4), et dans ce cas on a

Haolf*ag) =Half)Halg). (1.32)

Démonstration. 11 est bien connu que pour chaque 1 < p < oo, l'espace S¢(R) est dense

dans L (Ry). Par le théoreme (1.9), nous savons que la transformée de Hankel est une
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

forme d’isomorphisme en S, (R). Soit (fn)nen €t (gn)nen étre deux suites dans S, (R) qui
convergent respectivement a f et g dans L2 (Ry). Alors.nous avons

n*agn—f*ag9=(fn—f)*agn+ f*a(gn—9).
Ainsi en utilisant I'inégalité de Cauchy-schwarz, on déduit que, pour tout n € N et s > o,

fr*a Gn(8) — f 0 g(5)] sj

(6]

+o00 +o00

(fo— D072 (g0) (Dldpra(t) +J

|f ()75 (gn — 9) (D)|dpa(t)
<gnllz,all frn = fll2,a +11 fll2,0llgn — gll2,a-

Alors

||fn *agn'i_f*ag“oopc S ||gn||2,a||fn_f||27oz+||f||2,a||gn_g||2,o<-

In particulier

nh_)nolonn *agn+f*ag||oo7a < nh_)néngnH;a“fn_sz,a+ ||f||2,a||gn_g”2,a = 0.

Cela signifie que la suite (fy, *q gn)nen converge uniformément vers f *, g. D’autre part,
pour chaque n € N nous avons

Halfo)Halgn) —Ha(f)Halg) = (Halfn) —Ha(f))Halgn) + (Halgn) —Halg)) Half).

Donc de la méme maniere, on déduit que pour tout n € N,
H%a(fn)?'[a(gn) _,Ha(f),Ha(g)HLa

- ||(H0¢(fn) _Ha(f))Ha(gn) + (Ha(gn) _Ha(g))Ha(f)HLa
S ||(Hoc(fn) _Ha(f))Ha(gn)||1,a+ ||(%a(gn) _Ha(g))Ha(f)Hl,a

< ”Ha(gn)“zaH/Hoz(fn) _Ha(f)”2,a+||Ha(f)”2,a||7'[a(gn) _Ha(g)“Q,a
= ||9n||2,a||fn _f||2,a + “f”z,aHgn_gHz,oz-

Alinsi,

i [ (fa)Ha(90) = Ha () Ha(g)ll0 = o,

ce qui implique que la suite (Ho (fn)Ha(gn))nen converge vers He (f)Ha(g) dans L} (Ry)
Cependant, pour chaque n € N, nous avons

Haolfn*a gn) = Halfrn)Halgn).
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée a 'opérateur de Bessel

Alors (Ha(fn*a gn))nen converge vers Ho(f)Ha(g) dans L (Ry). Puisque la transformée
de Hankel est continue de L} (R4) dans Cs (R4 ), nous obtenons que la suite ( fy, *q gn)nen
converge uniformément vers Hqo(Hao(f)Ha(g)). En particulier f*, 9= Hao(Hao(f)Halg)).
Ainsi f 49 € L2(R4+) est équivalent au fait que Ho(Ha(f)Ha(g)) € L2(R4) ce qui implique
que Holf)Halg) € L2(Ry). A Vinverse, si Holf)Ha(g) € L2(R+) alors Ha(f)Ha(g) €
L:(Ry)NLZ(R+) et par conséquent

frag=MHaHalf)Halg)) € L& (Ry).
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Chapitre

Transformation en ondelettes de Hankel

La Transformation en Ondelette de Hankel (HWT) est une technique avancée de signal
traitement qui combine les principaux de la transformation de Hankel et la transformation
en ondelettes. Cette technique est utilisées pour I'analyse de signaux non stationnaires
et multi résolution, et est essentiel dans domaines telles que le traitement de images, la
compression de données et 'analyse des séries temporelles complexes. Ce chapitre présente
les faits préliminaires de la théorie de la transformée continue en ondelettes de Hankel qui

a été explorée par Peng et Ma [26]. Nous nous référons également a [25, 32].

2.1 Opérateur de Dilatation D,

Définition 2.1. Pour a > o, l'opérateur de dilatation D, d’une fonction mesurable i est

défini par

Dq(9h)(t) = a®"4)(at).
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

obtient

I1Da(@)l], o = ACHSTY

b,

En particulier, pour p = 2, on obtient

[1Da()2,0 = 1¥]l2,0-

Proposition 2.1. Pour tout f € L (R4+),1 < p < +o0, on a D,(¢) € LE (R4 )et on

(2.1)

Démonstration. Soient a > 0, 1 <p < o0, et ¢ € L (R4). Alors, on a

+00 +oo p
| w1 dpatim) = | otam) o om)

(0] (0]

N +o0 Tn2a+1
— ,Dbotp p_ " g
a L v (am)| STt yim

400 2041 d
:apa+pJ I (s) P 2a+15a s
o a 2 (a+1) a

“+00

=l | () P,

0

Donc, D,(¥) € LP (Ry), et on a

| Da ()], o = o3 [

b,

En particulier,
si p =2, alors pour tout ¢» € L2 (R4+),D4(¢) € L2 (Ry) et on obtient

”Da(w)Hga = Hw||2aa'

Proposition 2.2. Pour tous a >0 et ¥,p € L2 (R4), on a

<Da(¢)7§0>a = <¢’D1/a(¢)>a ’

(2.2)

Démonstration. Soient a > o, et ¥, € L2 (Ry). Alors, on a Dg(1) € L2 (Ry) et

400
(Dalt), ). =J Dal) (00 dpalt)
aa+1

+o00 L N
= 2°‘F(Oz—l—1)L Ylat)p(t)t dt.
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

En effectuant le changement de variable m = at, on obtient

(Daltf), ), = fmw(m)wﬂdm

+00 -
:J ¢(m)D1/a(@)(m)dﬂa(m)

(6]

= (¢, Dyjal9)) -

Proposition 2.3.

1. Pour tous a >o0, et t >0, 0n a

Doti =714 Do (2.3)

2. Pour tout a >0, on a
HaDo =D, /g Ha- (2.4)
Démonstration. 1. Soient a >o0,t >0 et ¢p € L2 (Ry). Alors, on a pour tout m > o

Dq (r)) (m) = a® " 79 (am)

arr LT(a+1) J

— aa+1m J:tb (a\/f; +m2+ QZmCOSw)) sin(6)**d6

= \/%J: D, (v) ( Z+m2 +2chos(9)) sin(0)*“de

=Tt/aDa()(m).

P (\/F + a*m?+ 2tam cos(G)) sin(0)**d#

0

D’ot, on obtient

D, = Tt/aDa.
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

2. Soit ¥ € L} (R4). Alors, D, (v) € L}, (R+), et on obtient pour tout m > o

+00

He (Da(t)) (m) = j Dalt) () (tm)dpia(t)

(0]

+00
:J a1 p(at) jo (tm) e (1)

(0]

_— rww(s)ja(sm)sm ds

at1 a) 20l (a+1)
= [T v (6 it
()

= Dl/a (Halrp)) (m).

2.2 Transformation en ondelettes de Hankel

Définition 2.2. (Condition d’admissibiliée). Soit ¢ € L2 (Ry)une fonction non nulle.

Alors, on dit que 1 est une ondelette admissible de ['opérateur de Hankel si

1

Cp=—7r——
0 <y 2 +1)

+00
| tawar % < 4. 25

(6]

Example 3. Soit p(t) = (a+ 1— g) e~z alors on a

Vs >0, Hale)ls)=—e"

Alors, on obtient

100 ds [T [s2 =\’ds
J Halp)(s)F— = (6 ) —
o s Jo 2
r+oo .3 5
= e ® ds
Jo
r1oo
= e “du
Jo
1
=3



Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

Donc, la fonction ¢ est une ondelette admissible de Hankel.

Définition 2.3. (Transformation en ondelettes de Hankel). Pour une ondelette admissible
de Hankel v, la transformée en ondelettes de Hankel continue T, est définie pour toute

fonction dans L7 (R4) par :

+00 r+o00
Tw(f)(a,t)zj J F ) Baa P dpa(r); (at) € RE xRy (2.6)

(0] (0]

0t Ya,i(r) =1e(Da (1)) (r).
Notations. On note par vo = jia ® pla la mesure définie sur R x Ry par

a2a+1 752a—i-1

dvalat) =t
Vala,t) 22 (e +1)

dadt,

et LY (Rj‘r X R+) ;1 <p < +oo, l'espace Lebesgue sur R x Ry par rapport a la mesure vy

avec la norme LP notée par ||.[lp v, -

Remarque 4. On peut écrire la transformation en ondelettes de Hankel sous les formes

sutvantes :

Ty(f)(a,t) = f *a Da(¥)(t) (2.7)
=(fYar), - (2.8)

Proposition 2.4. Soit ¢ € L2 (R.). La transformation en ondelettes de Hankel est

un opérateur linéaire borné de L2 (Ry) dans Lp° (Rj_ X R+>et on a

¥

2.0 |¥]]2,a- (2.9)

|TeH|,,. <11

Démonstration. Soient ¢ € L2(Ry) et f € L2 (Ry). En utilisant I'inégalité de Cauchy
Schwarz et les relations (1.13),(1.19) et (2.1), on obtient pour tout (a,t) € R xRy,

T (F) @) = |(ftbar),
< £ llz.a 0l
< £ lzallllz.a-

d’oti, I'opérateur Ty, est borné de L? (Ry) dans L3 (Ri; X R+) et on a

[, . < 17l
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

La transformée en ondelettes de Hankel continue satisfait aux propriétés suivantes (voir
[26])

Proposition 2.5. (Formule de Plancherel). Soit 1) une ondelette admissible de
Hankel. Pour chaque f € L7 (Ry), la fonction T}, appartient a L7 (Ri X R+) et nous

avons

+00 1 400 pf00 5
| |f(r)|2dua(r)=%j | min@ofda@n. @)

(0] (0] (0]

Démonstration. Soit 9 étre une ondelette de Hankel admissible et f € L? (Ry). On a

d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli

1 400 p4-00 5 1 rt+oo pfoo L 5
ij | s dntan=g| || DGO dufan
1 rtoo pfoo
—a| | el D) )Pt
Y Jo 0
1 [T , +oo
=), HalN) (J Dy a(Ha(£)(1))
1 100 ) +00 £\ |2 da
o] o (J o) (%)
1 [T 5 1 oo 5 du
e R e reersd AR
400
| a0 diatt)
oo
—| Pt

Proposition 2.6. (Formule de Parseval). Soit ¢ une ondelette admissible. Pour les

fonctions f et g en L2 (R4) nous avons

J f(r)g(ﬂdua(r)chw j j Ty(f) (@) Tp(@) @ Ddvala,t).  (2.11)

(0] (0] (0]
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

Démonstration. Cela résulte de 'identité de polarisation et de la relation (2.10), en fait

(Tt Tog),, = (T + T, = WTf = T,
il T f —iTygll2,, — il Tof +iTygll2,.)
=1(C¢||f+9||§,a—0w||f—g 2 o HiCy|f —igll2 o, —iCyllf +igll2 )
=Cy(f,9)a-

D’ou le résultat. [ |

Proposition 2.7. ( Formule de la reconstruction ) Soit ¢ une ondelette admissible,

alors pour toute fonction f € L2 (Ry), nous avons

f(.)zj j Ty f(a,600as(.) dvala,t). (2.12)

0} (0]

Démonstration. Soit f € L2(R), D’apres la formule de Parseval pour la transformée en

ondelettes de Hankel continue (2.11) et pour toute fonction g € L2/(R4), nous avons

Va

Cip <f7g>a = <T¢f7 Ti/)g>

= P J T¢f(a,t)T¢g(a,t)d/m(a)dua(t)

Jo (0]

| j T, f(a,t) (J g(r)%,t(r)dua(r))dua(a)duam

Jo Jo 0
rOO
Jo

£() =ij0 J Ty fla,t)as(.) dvalat).

j J Ty fla,)aa(r) dua(a)dua(w)g(r)dua(r).

[0} (0]

Donc

Remarque 5. En utilisant le fait que Ty (f) appartient a L3 (Ri X R+) NGy (Ri X R+) et
que la transformée de Hankel est un automorphisme sur L2, (R4), on obtient des relations

(1.24) et (2.7),

Tylf)at) = — = Ha (%a(f)m%a(zm (2))@), (a.t) €R xRy (213)
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Chapitre

Principe d’incertitude de type Heisenberg

Le principe d’incertitude de type Heisenberg, introduit par Werner Heisenberg en 1927,
stipule qu’il est impossible de connaitre de maniere précise la position et la quantité de
mouvement d’une particule en méme temps. Ce principe a des conséquences importantes
pour 'analyse harmonique et le traitement des signaux. Il est particulierement pertinent
dans le cadre des transformations en ondelettes, ou des versions spécifiques du principe ont
été démontrées, mettant en évidence les limites de localisation simultanée dans les domaines
temporel et fréquentiel. Ce chapitre vise a établir des inégalités de type Heisenberg pour

la transformation de Hankel et la transformation en ondelettes continues.
Le principe d’incertitude de type Heisenberg pour la transformée de Hankel a été prouvé

par Rosler et Voit [28]. 11 stipule que pour chaque fonction f € L2 (Ry),

17 fllz,0 IAHa (P20 = (@+ DI f1Z0 (3.1)

avec égalité si et seulement si f(r) = de"*/2 pour certains d € C et b > o.

Récemment, dans son article [37], Ma a étendu l'inégalité précédente a un cadre plus

général, a savoir qu’il a établi que pour s, > 0 et pour chaque fonction f € L2 (Ry), il
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Chapitre 3: Principe d’incertitude de type Heisenberg

existe une constante ¢ > o telle que

s/(s+t)
777 > )| fllzva (3.2)

I FIEe O N Ha )

Plus tard, dans son article [31], Soltani a donné explicitement la constante ¢ dans le cas
s >1 et t > 1. Plus précisément, il a établi le théoréeme suivant (un résultat similaire a été

donné pour la premiere fois par Rassias [27] pour la transformée de Fourier classique).

Théoréme 3.1. Soient s >1, ¢ > 1, et pour chaque fonction f € L2 (Ry) on a

Ir® IS0 |\ Ha () (3.3)

avec égalité si et seulement si s =t =1 et f(r) = debr*/2 pour certains d € C et

b > o.

Dans [36], 'auteur a établi des inégalités de type Heisenberg pour I'ondelette habituelle
transformer. Ces résultats sont inspirés de la forme [30]. Avec un cadre plus général, nous
étudions dans ce qui suit, des inégalités similaires de type Heisenberg pour la transformée

en ondelettes de Hankel.

Proposition 3.1. Soient s,t >0 et ¢ € L2(R4), une fonction admissible. Alors il

existe une constante ¢ >0 telle que pour tout f € LZ(R;) on a

‘ s/(s+t] > C(\/>)t/ s+t) Hf”2a (34)

2,0
En particulier, si s, > 1 la constante ¢ est donnée par ¢ = (a+ 1)5t/(s71).

t/(s+t)

SL’STw(f

s

2,V

Démonstration. En appliquant I'inégalité de type Heisenberg (3.2) pour la transformée de

Hankel a la fonction = +— Ty (f)(a,2), nous obtenons pour tout a € R,

t/(s+t) S/(s+t)

2 Ty(f) [A#a > c|T(f)

2,0 2,0 2,

Alors

oo . t/(s+t) / oo . s/ (s+4)
(J 2| Ty () (a,)] dua(m)) (J N2 Mo (Ty(f)(a,)) () dm(M)

(0] (0]

> [ e dpate) 35)
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Ainsi, en intégrant la relation (3.5) par rapport a la mesure dua, et en appliquant I'inégalité
de Holder ainsi que celle de Plancherel pour le théoreme de la transformée en ondelettes

de Hankel continue, nous obtenons

(A
(J [

) t/(s+t)
Ty(f)(a,2)| dua(a,x)>

N /(s+t)
(f)(a,')) ()| dua(a,m>

Ty, =¢ (3.6)
D’autre part, par la relation (2.13) et la condition d’admissibilité (2.5), on obtient
400 p+oo 5 400
[ e e dtes) = [ Mol dualt)
=Cy |2° 3 4- (3.7)
et
400 p+4o00 5
[ e (Tut1a) 0 dvafa)
oo oo M\ [P d
[ Toetmatnone ([ o (3] 92 auan
=Cy ||\ Ha(f) a (3.8)

Ensuite, le résultat suit en remplacant la derniere égalité (3.7) et (3.8) dans (3.6). Pour
le cas s,t > 1, nous appliquons le principe d’incertitude de type Heisenberg donné par la

relation (3.3) a la fonction x +— Ty (f)(a, ) et le reste de la preuve est le méme. [ |

Proposition 3.2. Soient s,t > o0 et ¢ € L2 (R4 ), une fonction admissible. Alors il

existe une constante ¢ >0 telle que pour tout f € L2(R4) on a

s/s—l—t

s/(s+t)
I D 2 e (o (o) 0] Wl (39

oun M: fr— M(f f+°° f(z)dx/z*, est la transformation de Mellin classique.

Si s,t > 1 la constante ¢ est donnée par ¢ = (a+ 1)5t/(5H1),

Démonstration. Supposons le cas non trivial ou les deux intégrales du membre gauche de

(3.8) sont finis. En utilisant le théoreme de Fubini, la relation (2.13) et le théoreme de
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Plancherel pour la transformée de Hankel (1.27), nous avons

|a' T (f)

5 400 400 5
:J a2t (J ’Tw(f)(a,x)’ dua(:v)> a**™ da

Hato) (5

+o0o +o00 2 da
= [ ratnr ([ e
Par un changement de variables dans 'intégrale interne, nous obtenons :

) dﬂa()\)

a

(0] (0]

|a' T (£)

2 oo oo da
= [ X (j Hal) (@) am) djia(N),

2,V
W Io) Io)

alors nous avons M (|Hq(¥)?) = J":;OO Ho(¥)(a)]? %, donc

2 2

TP, =M (Hal0)P) (2t) [N R 1) (3.9)
Ainsi
I I ' T )T = (M (a0 o) 40 1 IS a2

Nous obtenons le résultat en appliquant 'inégalité de type Heisenberg pour la transformée
de Hankel (3.2). Pour le cas ou s,t > 1, nous appliquons I'inégalité de type Heisenberg

pour la transformée de Hankel donnée par la relation (3.3). n

Dans [14], les auteurs ont démontré le principe d’incertitude de type Heisenberg pour la
transformée de Hankel avec fenétre impliquant des variables de temps et de fréquence.
Dans ce mémoire, nous étudions des résultats similaires avec une approche une approche

différente et des parametres plus généraux.

Théoréme 3.2. Soient s,t >0 et ¢ € L2(R4), une fonction admissible. Alors, il

existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € L2(R4), on a

of(s+1) s
ES: <\/M (Ha () (2t)> (VC) " 1l
(3.10)

s/ (s+t) H

2,V

a'Ty(f)

27Ty (f)

pour toute fonction f € L2 (Ry). De plus, si s,t > 1, alors ¢ = (a+ 1)/ (5%1),
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Démonstration. D’aprés les relations (3.9) et (3.4), on a

5/ (s+4)
[ D) e = (W (Hal0)P) (zt))
< e a0
s/(s+t) t/(s+t)
zc<\/M(lHa(¢)I2)(2t)> (VCs) " lf 2

Dans le théoréme suivant, nous donnons une inégalité d’incertitude de type Heisenberg

impliquant une seule condition sur le comportement simultané temps-fréquence.

Théoreme 3.3. Soient s,t >o0 et ¢ € L2 (R4), une fonction admissible. Alors, il

existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € L2(Ry), on a

t/ s+t) s/(s+t)
H|(a,x)|5T¢ 2,V Hl 2.V
/(S+t) s/(s+t)
> ey M (Halu) (2t)> (V)" 1 (311)
pour chaque fonction f € L2 (Ry). De plus, si s,t > 1, alors ¢ = (a+ 1)st/(s+t)
Démonstration. Le résultat découle de la relation (3.4) et du fait que
[ 2rTs(n],, (@ Tun),,, = |« Tus)],, |aTu],,,
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