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Abstract

The aim of this dissertation is to define the Bessel operator (or Hankel operator ℓα),
then to study and prove some harmonic analysis tools related to this operator. Next, we
define the Hankel transform and prove its fundamental formulae (Plancherel, Parseval and
inversion formula).
We also introduce the time-frequency transform, the Hankel wavelet transform, an advan-
ced signal processing technique that combines the principles of the Hankel transform and
the wavelet transform.
Finally, we demonstrate the Heisenberg-type uncertainty principle for the continuous
Hankel wavelet transform.

Keywords : Bessel operator, Hankel transform, Hankel wavelet transforms, Heisenberg
uncertainty principles.
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Résumé

Le but de ce mémoire est de définir l’opérateur de Bessel (ou opérateur de Hankel ℓα), puis
d’étudier et de prouver quelques outils d’analyse harmonique liés à cet opérateur. Ensuite,
nous définissons la transformée de Hankel et démontrons ses formules fondamentales
(formules de Plancherel, Parseval et d’inversion).
Nous introduisons également la transformation en temps-fréquence, à savoir la transforma-
tion en ondelettes de Hankel, une technique avancée de traitement du signal qui combine
les principes de la transformation de Hankel et de la transformation en ondelettes.
Enfin, nous démontrons le principe d’incertitude de type Heisenberg pour la transformée
en ondelettes de Hankel continue.

Mots-clés : Opérateur de Bessel, transformée de Hankel, transformées en ondelettes de
Hankel, principes d’incertitude de type Heisenberg.

5



Notations

• C∗(R) l’espace des fonctions continues sur R et paires.

• C∗,c(R) l’espace des fonctions continues sur R, paires et à support compact.

• C∗,0(R) le sous-espace de C∗(R) des fonctions satisfaisant

lim
t→+∞f(t) = 0.

• Cb,∗(R) l’espace des fonctions continues sur R, paires et bornées.

• E∗(R) le sous-espace de C∗(R) des fonctions de classe C∞ sur R.

• dµα la mesure définie sur [0,+∞[ par :

dµα(t) =
t2α+1

2αΓ (α+1)
dt.

• Lpα (R+) ,p ∈ [1,+∞], l’espace des fonctions f mesurables sur [0,+∞[ vérifiant :

∥f∥p,α =


(∫+∞

0 |f(x)|pdµα(x)
)1

p <+∞, si 1⩽ p <+∞
supess
x∈[0,+∞[

|f(x)|<+∞, si p=+∞
• S∗(R) l’espace des fonctions paires infiniment différentiables et rapidement décrois-

santes ainsi que toutes leurs dérivées, L’espace S∗(R) est muni de la famille de
normes (Nn)n∈N définie par

Nn(f) = sup
t∈R
k,p⩽n

(1+ t2)p
∣∣∣∣∣( dfdt2 )(k)(t)

∣∣∣∣∣ .
6



Introduction

En analyse harmonique, le principe d’incertitude, souvent associé aux travaux de
Heisenberg, Pauli et Weyl, stipule qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent
pas être fortement localisées en même temps. Cette affirmation a été largement étudiée et on
peut trouver plusieurs façons de l’exprimer, la plus connue d’entre elles étant l’inégalité forte
de Heisenberg-Pauli-Weyl [35] qui montre que pour toute fonction carrément intégrable f ,

(∫
R+

t2|f(t)|2dt

)1
2
(∫

R+

λ2| ^f(λ)|2dλ

)1
2

≥ 1

2

(∫
R+

|f(t)|2dt

)

avec égalité si et seulement si f(t) = debt
2 pour certains d ∈ C et b > 0, où

f̂(λ) =
1√
2π

∫
R+

f(t)eitλdt.

D’autres types de relations d’incertitude ont été étudiés. Parmi eux, on peut citer les
articles de Hardy [27], Cowling et Price [8], Benedicks [3], Amrein et Berthier [2] ainsi que
les travaux de Donoho.

Les principes d’incertitude ont également été étendus à diverses situations, telles que la
transformation de Hankel. L’inégalité de type de type Heisenberg a d’abord été prouvée
par Bowie [4], puis par Rösler et Voit [28]. Une preuve simple basée sur les expansions
de Laguerre a récemment été donné par Ghobber [12] (voir également [13, 21, 24, 34]).
Plus récemment, dans [21, 37], les auteurs ont établi des inégalités de type Heisenberg,
respectivement sur les hypergroupes de Chébli-Trimèche et sur les groupes de Heisenberg.
Dans [17], Jaming et Ghobber ont établi plusieurs relations d’incertitude pour une famille
de transformées intégrales, comprenant en particulier la transformée de Fourier usuelle, la

7
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transformée de Hankel, la transformée de Dunkl, etc. Des informations supplémentaires
sur l’importance des principes d’incertitude peuvent être trouvées dans [18, 36] et les
références qui y sont citées.

De nos jours, de nouveaux principes d’incertitude impliquant des représentations temps-
fréquence, telles que les transformations de Gabor et en ondelettes, ont été formulés de
différentes manières. Plus précisément, pour une fonction non nulle et carrément intégrable
ψ satisfaisant Cψ =

∫
R |ψ̂(ξ)|

2 dξ/|ξ|<+∞, la transformée en ondelettes continue Wψ est
définie par :

Wψ(f)(a,b) =
1√
|a|

∫+∞
0

f(t)ψ

(
t− b

a

)
dt, (a,b) ∈ R∗ ×R,

Pour une fonction non nulle et carrément intégrable g, la transformée de Gabor Fg

est définie par Fg(f)(x,ξ) = [fg(.−̂x)](ξ); (x,ξ) ∈ R2, où f est une fonction carrément
intégrable.

Dans ce mémoire, nous nous sommes basés sur l’article de C. Baccar [6], qui présente les
principes d’incertitude de type Heisenberg appliqués à la transformée en ondelettes de
Hankel. Nous avons donné de nombreux détails sur ce sujet et avons organisé ce mémoire
comme suit.

Dans le premier chapitre, nous étudions et prouvons quelques outils d’analyse harmo-
nique liés à la transformée de Hankel qui seront utilisés par la suite. [19, 29, 32, 33] . On
désigne par α, α≥ −1

2 , l’opérateur de Bessel défini sur R+ par

ℓα =
d2

dt2
+
2α+1

t

d

dt
.

Pour tout λ dans C on a le système

(S) :


ℓα(u) = −λu,

u(0) = 1,

u ′(0) = 0.

admet une solution unique donnée par

z 7−→ jα(λz).

8
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où jα est la fonction de Bessel modifiée d’indice α définie par :

jα(z) = Γ (α+1)
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (n+α+1)

(
z

2

)2n
.

L’opérateur de translation associé à l’opérateur de Bessel ℓα, est défini sur C∗(R) par :

∀s≥ 0, ταt (f)(s) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
f(

√
t2+ s2+2tscosθ)(sinθ)2αdθ.

En utilisant l’opérateur de translation pour définir le produit de convolution associé à
l’opérateur de Bessel de la fonction f par g comme suit :

f ∗α g(t) =
∫+∞
0

ταt (f)(s)g(s)dµα(s).

La transformée de Hankel d’une fonction donnée f ∈ L1α(R+) est définie par

Hα(f)(λ) =

∫+∞
0

f(t)jα(λt)dµα(t), ∀λ ∈ R;

Cependant, la littérature a largement démontré que la transformée de Hankel Hα peut
être prolongée en un isomorphisme isométrique de L2α(R+) dans lui-même. En particulier,
pour tout f et g dans L2α(R+), nous avons la formule de Parseval suivante :∫+∞

0
f(t)g(t)dµα(t) =

∫∞
0

Hα(f)(λ)Hα(g)(λ)dµα(λ).

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la transformée en ondelettes de Hankel
continue. Cette dernière transformée est définie sur L2α(R+) par

Tψ(f)(a,t) =

∫+∞
0

∫+∞
0

f(r)τt(Da(ψ))(r)dµα(r); (a,t) ∈ R∗
+ ×R+.

Où ταt est l’opérateur de translation et Dα est l’opérateur de dilatation d’une fonction
mesurable ψ est défini par :

Da(ψ)(t) = aα+1ψ(at).

Et ψ est une fonction dans L2α(R+), appelée ondelette mère, satisfaisant la condition
d’admissibilité suivante

0 < Cψ =

∫+∞
0

|Hα(ψ)(a)|
2 da

a
<+∞.

9
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La transformée en ondelettes de Hankel satisfait la formule de Plancherel suivante. Pour
tout f dans L2α(R+), la fonction Tψ appartient à L2να

(
R∗
+ ×R+

)
et nous avons∫+∞

0
|f(r)|2dµα(r) =

1

Cψ

∫+∞
0

∫+∞
0

∣∣∣Tψ(f)(a,t)∣∣∣2 dνα(a,t).
Le dernier chapitre vise à établir des inégalités de type Heisenberg pour la transformation
de Hankel et la transformation en ondelettes continues.
Soient s≥1, t≥ 1, et pour chaque fonction f ∈ L2α (R+) on a

∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ (α+1)st/(s+t)∥f∥2,α

avec égalité si et seulement si s= t= 1 et f(r) = de−br
2/2 pour certains d ∈ C et b> 0.

Les inégalités suivantes, établies dans ce chapitre, ont été étudiées pour la première fois
par Wilczok dans [36]. Dans le cas classique, elles impliquent séparément les variables
temps et fréquence, et non les deux variables temps-fréquence :

Soient s, t > 0 et ψ ∈ L2α(R+), une fonction admissible. Alors il existe une constante c >0
telle que pour tout f ∈ L2α(R+) on a

∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,να

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ c
(√

Cψ
)t/(s+t)

∥f∥2,α.

En particulier, si s, t≥ 1, la constante c est donnée par c= (α+1)st/(s+t).
Cependant, nous utilisons les inégalités ci-dessus pour prouver l’inégalité de type Heisenberg-
Pauli-Weyl pour Tψ, qui implique les deux variables temps-fréquence. Soient s, t > 0 et
ψ ∈ L2α(R+) une fonction admissible. Alors il existe une constante c >0 telle que pour tout
f ∈ L2α(R+) on a

∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥s/s+t)2,να
≥ c

(√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

)s/(s+t)
∥f∥2,α, (3.8)

où M : f 7→ M(f)(z) =
∫+∞
0 f(x)dx/xz+1 est la transformation de Mellin classique. Si

s, t≥ 1, la constante c est donnée par c= (α+1)st/(s+t).

10



Transformation de Hankel associée à l’opé-
rateur de Bessel

1Chapitre

La transformée de Hankel ou transformée de Fourier-Bessel est une transformation intégrale
dans laquelle la fonction de Bessel est le noyau. Quand nous abordons des problèmes avec
une symétrie circulaire, la transformation de Hankel peut être extrêmement bénéfique.
La transformée de Hankel, par exemple, correspond à la transformée de Fourier bidimen-
sionnelle d’une fonction à symétrie circulaire. En outre, la transformation de Hankel a
été introduite pour la première fois dans l’analyse de la transformation de Fourier des
fonctions radiales et a été ensuite généralisée dans le cas général. Ce chapitre présente une
synthèse de quelques outils d’analyse harmonique associés à la transformée de Hankel que
nous utiliserons ultérieurement (voir [1, 7, 9, 20].)

11



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

1.1 Opérateur de Bessel

Définition 1.1. Pour tout α≥ −
1

2
, l’opérateur de Bessel ℓα est défini sur [0,+∞[ par :

ℓαu(t) =
d2u(t)

dt2
+
2α+1

t

du(t)

dt

=
1

t2α+1
d

dt

(
t2α+1

du(t)

dt

)
. (1.1)

Où jα est la fonction de Bessel modifiée, donnée par

jα(z) = 2αΓ (α+1)
Jα(z)

zα

= Γ (α+1)
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (n+α+1)

(
z

2

)2n
. (1.2)

et Jα est la fonction de Bessel de première espèce d’indice α [23], défini par :

Jα(z) =
(
z

2

)α ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (α+1+n)

(
z

2

)2n
.

Avec Γ est la fonction Gamma d’Euler, donnée par :

∀z ∈ C,Re(z)> 0,Γ (z) =

∫∞
0
e−ttz−1dt. (1.3)

Proposition 1.1. Pour tout nombre complexe λ dans C le système suivant :

(S) :


ℓα(u) = −λ2u,

u(0) = 1,

u ′(0) = 0.

admet une solution unique donnée par la fonction

z 7−→ jα(λz).

12



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Démonstration. La fonction de Bessel modifiée jα est analytique et paire et on a

d

dz
(jα(z)) = Γ (α+1)

∞∑
n=0

(−1)n

(n−1)!Γ (n+α+1)

(
z

2

)2n−1

=−zΓ (α+1)
+∞∑
n=0

(−1)n

2n!Γ (α+n+2)

(
z

2

)2n
=−

z

2(α+1)
jα+1(z),

et
d2

dz2
(jα(z)) = −

1

2(α+1)
jα+1(z)−

z

2(α+1)
j ′
α+1(z)

= −
1

2(α+1)
jα+1(z)+

z2

4(α+1)(α+2)
jα+2(z).

Alors
d

dz
(jα(λz)) =

−λ2z

2(α+1)
jα+1(z).

d2

dz2
(jα(λz)) = −λ2

(
−

1

2(α+1)
jα+1(z)+

λ2z2

4(α+1)(α+2)
jα+2(z)

)
.

Et on a

ℓα(jα(λz)) =
d2

dz2
(jα(λz))+

2α+1

z

d

dz
(jα(λz))

= −λ2
(
−

1

2(α+1)
jα+1(λz)+

λ2z2

4(α+1)(α+2)
jα+2(λz)

)
+
2α+1

z

(
−λ2z

2(α+1)
jα+1(λz)

)

=−λ2
(
jα+1(λz)−

λ2z2

4(α+1)(α+2)
jα+2(λz)

)
.

Or, la fonction de Bessel de première espèce vérifie (Pour plus de détails voir [15])

Jα+1(t)+Jα−1(t) =
2α

t
Jα(t),

d’où

jα+1(z) = jα(z)+
z2

4(α+1)(α+2)
jα+2(z).

Alors

ℓα(jα(λz)) = −λ2jα(λz).

De plus, jα vérifie les conditions initiales du problème de Cauchy associées au système
(S). ■

13



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Proposition 1.2. La fonction de Bessel modifiée jα admet la représentation intégral
de type Mehler suivante :

jα(z) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫1
0
(1− t2)α−

1
2 cos(zt)dt. (1.4)

En particulier, on a

∀k ∈ N,∀z ∈ C; |j(k)α (z)| ≤ e|Im(z)|. (1.5)

Démonstration. ∀k ∈ N, nous avons :

Γ (k+ 1
2)Γ (α+

1
2)

Γ (α+k+1)
=

∫1
0
tt−

1
2 (1− t)α−

1
2dt

= 2

∫1
0
t2k(1− t2)α−

1
2dt

=

∫1
−1
t2k(1− t2)α−

1
2dt.

Ainsi

1

Γ (α+k+1)
=

1

Γ (k+ 1
2)Γ (α+

1
2)

∫1
−1
t2k(1− t2)α−

1
2dt.

Donc, ∀z ∈ C, nous pouvons écrire :

jα(z) = Γ (α+1)
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (α+n+1)

(
z

2

)2n

= Γ (α+1)
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (n+ 1
2)Γ (α+

1
2)

∫1
−1
t2n(1− t2)α−

1
2dt

=
Γ (α+1)

Γ (α+ 1
2)

∫1
−1

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (n+ 1
2)
(tz)2n(1− t2)α−

1
2dt

=
Γ (α+1)

Γ
(
1
2

)
Γ (α+ 1

2)

∫1
−1

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(tz)2n(1− t2)α−

1
2dt

=
Γ (α+1)

Γ
(
1
2

)
Γ (α+ 1

2)

∫1
−1
(1− t2)α−

1
2 cos(zt)dt.
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

nous pouvons écrire : Γ
(
1
2

)
=

√
π, on obtient

jα(z) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫1
−1
(1− t2)α−

1
2 cos(zt)dt.

D’après le théorème de dérivation sous le signe intégrale pour tout k ∈ N, nous obtenons :

jα(k) =
2Γ (α+1)

Γ (α+ 1
2)Γ

(
1
2

))∫1
0
(1− t2)α+

1
2
dk cos
dzk

(zt)dt.

En utilisant la formule d’Euler pour le cosinus, on obtient pour tout t ∈ [0,1], et k ∈ N,

∣∣∣∣∣dk cos
dzk

(zt)

∣∣∣∣∣≤ |t|k|eizt|+ |t|k|e−izt

2

≤ e|Im(z)|t

≤ e|Im(z)|.

Donc, on a

|jkα(k)| ≤
2Γ (α+1)

Γ (α+ 1
2)Γ

(
1
2

))∫1
0
(1− t2)α−

1
2 |
dk cos
dzk

(zt)|dt

≤ Γ (α+1)

Γ (α+ 1
2)Γ

(
1
2

))e|Im(z)|

∫1
0
(1− s)α−

1
2 s−

1
2dt

= e|Im(z)|.

■

Remarque 1. Pour tout nombre réel t, on a

|j(k)α (t)| ≤ 1.

Proposition 1.3. La fonction de Bessel modifiée jα vérifie la formule produit
suivante pour tous t,s≥ 0

jα(t)jα(s) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
jα(

√
t2+ s2+2tscosθ)(sinθ)2αdθ.

Démonstration. Voir [15, 23] ■
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

1.2 Opérateur de translation associés à l’opérateur
de Bessel

Définition 1.2. Pour tout nombre réel t, l’opérateur de translation ταt associé à la
l’opérateur de Bessel est défini sur C∗(R) par

∀s≥ 0, ταt (f)(s) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
f(

√
t2+ s2+2tscosθ)(sinθ)2αdθ. (1.6)

Example 1. Pour α > 0, et f(t) = e−at. Alors, pour tous t,s≥ 0, et d’après le théorème
de Fubini-Tonelli, on obtient

ταt f(s) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
e−at

2−as2−2atscosθ(sinθ)2αdθ

=
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)
e−at

2−as2
∫1
−1
e−2atsu(1−u2)α−

1
2du

=
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)
e−at

2−as2

(∫1
0
e−2ats

√
1−z z

α−1
2dz

2
√
1− z

+

∫1
0
e2ats

√
1−z z

α−1
2dz

2
√
1− z

)

=
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)
e−at

2−as2

(∫1
0
(
∞∑
n=0

(−2ats)n

n!
+

∞∑
n=0

(2ats)n

n!
)(1− z)

n−1
2 zα−

1
2
dz

2

)

=
Γ (α+1)

2
√
πΓ (α+ 1

2)
e−at

2−as2

( ∞∑
n=0

(−2ats)n

n!
+

∞∑
n=0

(2ats)n

n!

)(∫1
0
(1− z)

n−1
2 zα−

1
2dz

)

=
Γ (α+1)√

π
e−at

2−as2

 ∞∑
p=0

Γ (p+ 1
2)

(2p)!Γ (p+α+1)
(2ats)2p


=
Γ (α+1)√

π
e−at

2−as2

 ∞∑
p=0

(2p)!
√
π

22pp!(2p)!Γ (p+α+1)
(2ats)2p


= Γ (α+1)e−at

2−as2
∞∑
p=0

1

p!Γ (p+α+1)
(ats)2p

= e−at
2−as2

jα(2ats),

où jα est la fonction de Bessel modifiée du premier espèce définie par

∀z ∈ C, jα(z) = Γ (α+1)
∞∑
n=0

1

n!Γ (n+α+1)

(
z

2

)2n
= jα(iz).
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Théorème 1.1. Pour tous t,s≥ 0, et pour tout λ ∈ C. on a

ταt (jα(λ.))(s) = jα(λt)jα(λs). (1.7)

Démonstration. En utilisant les relations (1.6), on déduit que pour tous
t,s≥ 0 et pour tout λ ∈ C, on a

ταt (jα(λ.))(s) =
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
jα(λ

√
t2+ s2+2tscosθ)(sinθ)2αdθ

=
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
jα(

√
(λt)2+(λs)2+2(λt)(λs)cosθ)(sinθ)2αdθ

= jα(λt)jα(λs).

■

Proposition 1.4. Pour tout f ∈ C∗(R), et pour tous t,s≥ 0, on a

ταt (f)(s) =

∫∞
0
f(m)ωα(t,s,m)dµα(m), (1.8)

où ωα donné par

ωα(t,s,m) =
(Γ (α+1))2

2α−1
√
πΓ (α+ 1

2)

[(t+ s)2−m2]α−
1
2 [m2−(t− s)2]α−

1
2

(tsm)2α
χ]|t−s|,t+s[(m).

Démonstration. Soit f une fonction mesurable positive sur [0,+∞[. En effectuant le chan-
gement de variables m=

√
t2+ s2+2tscosθ et sinθ =

(
((t+s)2−m2)(m2−(t−s)2)

4t2s2

)1
2
.

Finalement, on déduit que

ταt (f)(s) =
Γ (α+1)2

2α−1
√
πΓ (α+ 1

2)

∫ t+s
|t−s|

f(t)
[(t+ s)2−m2]α−

1
2 [m2−(t− s)2]α−

1
2

(tsm)2α
dµα(m),

Ce qui donne ce résultat souhaité. ■

17



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Lemme 1.1. Le noyau ωα satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour tous t,s,m > 0, on a ωα(t,s,m) ≥ 0.

2. Pour tous t,s,m > 0, on a ωα(t,s,m) = ωα(s, t,m) = ωα(t,m,s) = ωα(m,s,t).

3. Pour tous t,s > 0, on a ∫∞
0
ωα(t,s,m)dµα(m) = 1. (1.9)

Démonstration. Si |t− s|<m< t+ s, et (t− s)2 <m2 < (t+ s)2.

Alors on a [((t+ s)2−m2)(m2−(t− s)2)]α−
1
2 ≥ 0.

Ce qui prouve que ωα(t,s,m) est positivé. Donc d’après la relation (1.6) et (1.8) on trouve∫∞
0
ωα(t,s,m)dµα(m) = ταt (1)(s) =

Γ (α+1)2√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
(sinθ)2αdθ = 1.

■

Proposition 1.5. Soit f ∈ C∗,0(R), alors pour tout x≥ 0. L’opérateur de translation
ταt (f) est continue de C∗,0(R) dans lui même, et on a

lim
t→0+

||ταt (f)−f ||∞,α = 0. (1.10)

De plus si suppf ⊆ [−a,a], alors

supp ταt (f) ⊂ [−a− |t|,a+ |t|]. (1.11)

Démonstration. 1 Soit f ∈ C∗,0(R), pour tous θ ∈ [0,π], s ∈ [0,+∞];∣∣∣∣∣ Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)
f(
√
t2+ s2+2tscos(θ))sin2α(θ)

∣∣∣∣∣≤ ||f ||∞,α sin2α(θ). (1.12)

On a la fonction

θ −→ Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)
||f ||∞,α sin2α(θ)

est intégrable et

Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)
||f ||∞,α

∫π
0

sin2α(θ)dθ = ||f ||∞,α .

18



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Mais

lim
s→+∞f(

√
t2+ s2+2tscos(θ))sin2α(θ) = 0,

donc d’après le théorème de convergence dominée et l’inégalité (1.10) on déduit que la
fonction ταt (f) appartient à l’espace C∗,0(R).

Soit ε > 0; puisque f est uniformément continue sur R, il existe η ≥ 0 tel que

∀z,s ∈ R, |z− s| ≤ η, |f(z)−f(s)| ≤ ε.

Donc pour tout t,s ∈ R tel que |x|< η, on a

|ταt (f)(s)−f(s)| ≤
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0

∣∣∣∣f(√t2+ s2+2tscos(θ))−f(s)
∣∣∣∣sin2α(θ)dθ

≤ ε
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0

sin2α(θ)dθ

= ε.

Ainsi, pour tout ε > 0,∃η > 0, |t| ≤ η, on a

||ταt (f)−f ||∞,α ≤ ε.

Donc

lim
x→+∞ ||ταt (f)−f ||∞,α = 0.

• Si t= 0, on a

τα0 (f)(s) = f(s)

d’où

supp(τα0 (f)) = supp(f) = [−a,a].

• Si t > 0 alors pour tout s ∈]−∞,−a+ t[
⋃

]a+ t,+∞[ on a |t− s|> a et par suite

ταt (f)(s) =

∫ t+s
|t−s|

f(t)ωα(t,s,m)dµα(m) = 0.

Ainsi

supp (ταt (f)) ⊂ [−a+ t,a+ t] ⊂ [−a− t,a+ t]

• Si t < 0 alors −t > 0 et on a d’aprés la relation précédent (1.11)

supp τt(f) = supp τ−t(f) ⊂ [−a+ t,a− t].

D’où pour tout t ∈ R, on a supp ταt (f) ⊂ [−a− |t|,a+ |t|].

■
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Proposition 1.6. Pour tout f ∈ Lpα(R+),p ∈ [1,+∞[, L’espace C∗,c(R) est dense
dans Lpα(R+).

Proposition 1.7. Pour tout f ∈ Lpα(R+); p ∈ [1,+∞[ et pour tout t ∈ [0,+∞[

l’opérateur de translation ταt appartient à Lpα(R+) et on a :

||ταt (f)||p,α ≤ ||f ||p,α. (1.13)

De plus

lim
t→0+

||ταt (f)−f ||p,α = 0. (1.14)

Démonstration. Soit f ∈ Lpα(R+)

• Si p=∞, Pour tous t,s ∈ [0,+∞[, on a

ταt (f)(s) =

∫∞
0
f(m)ωα(t,s,m)dµα(m)

Alors

|ταt (f)(s)| ≤
∫∞
0

|f(m)|ωα(t,s,m)dµα(m)

≤ ||f ||∞,µα

∫∞
0
ωα(t,s,m)dµα(m)

≤ ||f ||∞,α.

Cela montre que la fonction ταt (f) appartient à L∞(R+) et

||ταt (f)||∞,α ≤ ||f ||∞,α.

• Si p= 1, on sait que

ταt (f)(s) =

∫+∞
0

f(m)ωα(t,s,m)dµα(m).

D’après la théorème de Fubini-Tonelli, on a

||ταt (f)||1,α ≤
∫+∞
0

|f(t)|

(∫+∞
0

ωα(t,s,m)dµα(s)

)
dµα(m).

Et comme
∫+∞
0 ωα(t,s,m)dµα(s) = 1, on obtient
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

||ταt (f)||1,α ≤
∫+∞
0

|f(t)|dµα(m)

= ||f ||1,α.

• Si p ∈]1,+∞[ et q l’exposant conjugué de p, d’après l’inégalité de Hölder on a

|ταt (f)(s)|=

∫∞
0

|f(m)|ωα(t,s,m)
1
pωα(t,s,m)

1
q dµα(m)

≤
(∫+∞

0
|f(m)|Pωα(t,s,m)dµα(m)

)1
p

.

En appliquant de nouveau le théorème de Fubini-Tonelli, on obtient

||ταt (f)||p,α ≤
∫+∞
0

|f(m)|P (ωα(t,s,m)dµα(s))dµα(m).

=

∫+∞
0

|f(m)|Pdµα(m)

= ||f ||pp,α.

Soit f ∈ C∗,c(R) telle que suppf ⊂ [−a,a], alors d’après la relation (1.13), on a pour tout
t ∈ [−1,1], supp(ταt (f)) ⊂ [−a−1,a+1].

f étant uniformément continue sur R, alors pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour
tous s,s ′ ∈ R, vérifiant |s− s ′|< ε, on a

|f(s)−f(s ′)|< ε ′,

où ε ′ = η

(
∫a+1

0 dµα)
1
p

.

Si 0≤ t≤ η, alors pour tout s≥ 0, alors

|τt(f)(s)−f(s)| ≤
Γ (α+1)√
πΓ (α+ 1

2)

∫π
0
|f(
√
t2+ s2+2tscos(θ))−f(s)|sin2α dθ

=
ε

µα([0,a+1])
1
p
.

Et par conséquent,

||ταt (f)−f ||p,α =

(∫+∞
0

|ταt (f)(s)−f(y)|
pdµα(s)

)1
p

=

(∫a+1
0

|ταt (f)(s)−f(y)|
pdµα(s)

)1
p

≤ ε.

21



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Cela montre que pour tout

lim
t→0+

||ταt (f)−f ||p,α = 0. (1.15)

Donc, soit f ∈ Lpα(R+), et ε > 0. D’après la proposition(1.6) il existe g ∈ C∗,c(R) telle que

||f −g||p,α <
ε

4
,

d’autre part, de la relation (1.15), il existe η > 0 tel que, pour tout t ∈ [−1,1] on a

||ταt (g)−g||p,α <
ε

2
.

En particulier

||ταt (f)−f ||p,α = ||ταt (f −g)+ τ
α
t (g)−g+g−f ||p,α

≤ 2||f −g||p,α+ ||ταt (g)−g||p,α

≤ 2
ε

4
+
ε

2

= ε.

■

1.3 Produit de convolution de Bessel

Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions mesurables sur [0,+∞[ et soit t ≥ 0. Si
l’intégrale ∫+∞

0
ταt (f)(s)g(s)dµα(s)

existe, on l’appelle produit de convolution de f par g et on la note f ∗α g(t).

Remarque 2. Le produit de convolution *α est commutatif. En effet, le théorème de
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Fubini nous permet d’écrire pour tout t ∈ [0,+∞[

f ∗α g(t) =
∫+∞
0

ταt (f)(s)g(s)dµα(s)

=

∫+∞
0

(∫+∞
0

f(m)ωα(t,s,m)dµα(m)

)
g(s)µ. α(s)

=

∫+∞
0

g(s)

(∫+∞
0

f(m)ωα(t,s,m)dµα(m)

)
dµα(s)

=

∫+∞
0

f(m)

(∫+∞
0

g(s)ωα(t,s,m)dµα(s)

)
dµα(m)

=

∫+∞
0

f(m)ταt (g)(s)g(m)dµα(m)

= g ∗α f(t).

Théorème 1.2. Soient f,g ∈ L1α(R+), alors la fonction f ∗α g est définie presque
partout, appartient à L1α(R+) donc

||f ∗α g||1,α ≤ ||f ||1,µα ||g||1,α. (1.16)

Démonstration. Soient f et g deux fonctions de L1α(R+), d’après le théorème de Fubini-
Tonnelli et la relation (1.13) on a∫+∞

0

∫+∞
0

|ταt (f)(s)||g(s)|dµα(t)dµα(s) =

∫+∞
0

|g(s)|

(∫+∞
0

|ταt (f)(s)|dµα(t)

)
dµα(s)

= ||ταs (f)||1,α||g||1,α

≤ ||f ||1,α||g||1,α.

Ainsi d’après le théorème de Fubini, la fonction f ∗α g définie presque partout, appartient
à L1α(R+) et on a

||f ∗α g||1,α ≤ ||f ||1,α||g||1,α.

■
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Théorème 1.3. Pour tout f ∈ Lpα(R+) et g ∈ L1α(R+),p ∈ [1,+∞[, la fonction f ∗α g
appartient à Lpα(R+) et on a

||f ∗α g||p,α ≤ ||f ||p,α||g||1,α. (1.17)

Démonstration. Soit p,q ∈ [0,+∞[ et q l’exposant conjugué de p. Si f ∈ Lpα(R+) et g ∈
L1α(R+). D’après l’inégalité de Hölder, on a(∫+∞

0
|ταt (f)(s)||g(s)|dµα(s)

)p
=

(∫+∞
0

|ταt (f)(s)||g(s)|
1
p |g(s)|

1
q dµα(t)

)p

≤ ||g||
p
q
1,α

∫+∞
0

|ταt (f)(s)|
P |g(s)|dµα(s).

Donc, de l’inégalité (1.13), on obtient∫+∞
0

(∫+∞
0

|ταt (f)(s)||g(s)|dµα(s)

)p
dµα(t) ≤ ||g||p/q1,α ||f ||Pp,α <∞.

En particulier, la fonction t 7−→ f ∗α g(t) est définie pour presque tout t≥ 0, et nous avons∫+∞
0

∣∣∣∣∣
∫+∞
0

ταt (f)(s)g(s)|dµα(s)

∣∣∣∣∣
p

dµα(t) ≤ ||g||p1,α||f ||
p
p,α.

Et le résultat suit. ■

Théorème 1.4. Pour tout f ∈ Lpα(R+) et g ∈ C∗,0(R), on a f ∗α g appartient à
C∗,0(R+), on a

||f ∗α g||∞,α ≤ ||f ||1,α||g||∞,α. (1.18)

Démonstration. Pour tout t≥ 0, on a∫+∞
0

|ταt (f)(s)||g(s)|dµα(t)dµα(s) ≤ ||g||∞,α

∫+∞
0

|ταt (f)(s)|dµα(s)

= ||g||∞,α||f ||1,α <∞.

Cela implique que f ∗α g est défini presque partout. Ainsi, à partir de la proposition (1.5),
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nous obtenons pour tout t, t ′ ≥ 0,

|f ∗α g(t)−f ∗α g(t ′)| ≤
∫+∞
0

|f(s)||ταt (g)(s)− τ
′α
t (g)(s)|dµα(s)

=

∫+∞
0

|f(s)||ταs (g)(t)− τ
α
s (g)(t

′)|dµα(s)

≤
∫+∞
0

|f(s)||(g)(t)−(g)(t ′)|dµα(s).

Par conséquent, pour tout t, t ′ ≥ 0 tel que |t− t ′|< η, l’inégalité suivante est vérifiée

|f ∗α g(t)−f ∗α g(t ′)| ≤ ε

||f ||1,α

∫+∞
0

|f(s)|dµ(s) = ε.

Cela montre que c’est f ∗α g uniformément continu. D’autre part, pour presque tous s≥ 0,

lim
t→+∞ταt (g)(s)f(s) = 0,

et pour tous t,s≥ 0, on trouve

|ταt (g)(s)f(s)| ≤ ||g||∞,α|f(s)|.

on en déduit que f ∗α g appartient à C∗,0(R), et pour tout x≥ 0, on a

|f ∗α g(s)| ≤ ||f ||1,µα ||g||∞,α.

Ainsi,

||f ∗α g||∞,µα ≤ ||f ||1,µα ||g||∞,α.

■

Théorème 1.5. Soient p,q ∈]1,+∞[, et q l’exposont conjugué de p. Alors pour
chaque f ∈ Lpα(R+), et g ∈ Lqα(R+), le produit de convolution f ∗α g est dans C∗,0(R),

et on a

||f ∗α g||∞,α ≤ ||f ||p,α||g||q,α (1.19)

Démonstration. . D’après l’inégalité de Hölder, pour tout x ∈ [0,+∞[, l’intégrale

f ∗α g(t) =
∫+∞
0

ταt (f)(s)g(s)dµα(s)
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existe et

|f ∗α g(t)| ≤
∫+∞
0

|ταt g(s)||(f)(s)|dµα(s)

≤ ||f ||p,α||g||q,α.

Puisque C∗,0(R), est dense dans Lpα(R+),p ∈ [1,+∞[, il existe une suite (fk)k ⊂ Cc,0(R), et
une suit (gk)k ⊂ Cc,0(R), tel que

lim
k→+∞ ||fk−f ||= 0 et lim

k→+∞ ||gk−g||= 0 (1.20)

D’autre part, pour tout x ∈ R, on a

fk ∗α gk(t)−f ∗α g(t) = fk ∗αgk(t)−fk ∗α g(t)+fk ∗α g(t)−f ∗α g(t)
= fk ∗α(gk−g)(t)+(fk−f)∗α g(t),

et de l’inégalité de Hölder, pour x≥ 0,

|fk ∗α gk(t)−f ∗α g(t)| ≤ ||fk||p,α||gk−g||q,α+ ||fk−f ||p,α||g||q,α.

Alors d’aprés la relation (1.20) on déduit que la suite (fk ∗α gk)k converge uniformément
vers f ∗α g. Puisque l’espace Cc,0(R) est complet et la suite (fk ∗α gk)k ∈ C∗,c(R) ⊂ C∗,0(R),

alors f ∗α g ∈ C∗,0(R). ■

Théorème 1.6. (Inégalité de Young) Soient p,q,r ≥ 1, tel que

1

p
+
1

q
= 1+

1

r

Pour tous f ∈ Lpα(R+), et g ∈ Lqα(R+), la fonction f ∗α g appartient à Lrα(R+), et on
a

||f ∗α g||r,α ≤ ||f ||p,α||g||q,α. (1.21)

Démonstration. Soit p = r ou q = r, l’équation (1.21) est donnée par le théorème (1.3)
. De la même manière, le cas r =∞, est déjà traité dans le théorème (1.5). Supposons
maintenant que r ̸=∞, et que q ̸= r, p ̸= r, sachant que 1

p +
1
q = 1+ 1

r , on peut facilement
vérifier que

1

r
+
r−p

pr
+
r− q

qr
= 1,
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par conséquent, en utilisant l’inégalité de Hölder généralisée avec les exposants r, pr
r−p , et

qr
r−q , et en utilisant relation (1.13), nous obtenons

|f ∗α g(t)| ≤
∫+∞
0

|ταt (f)(s)g(s)|dµα(s)

≤
∫+∞
0

|ταt (f)(s)|
1+p/r−p/r|g(s)|1+q/r−q/rdµα(s)

≤
∫+∞
0

(|ταt (f)(s)|
p|g(s)|q)/r|ταt (f)(s)|

1−p/r|g(s)|1−q/rdµα(s)

≤ ||(|ταt (f)|
p|g(s)|q)1/rr,α |||τ

α
t (f)|

(r−p)/r||pr/(r−p),α|||g|
(r−q)/r||qr/(r−q),α

=

(∫+∞
0

|ταt (f)(m)|p|g(m)|qdµα(m)

)1/r
||ταt (f)||

(r−p)/r
p,α ||g||(r−q)/rq,α

≤
(∫+∞

0
|ταt (f)(m)|p|g(m)|qdµα(m)

)1/r
||f ||(r−p)/rp,α ||g||(r−q)/rq,α .

Maintenant, en utilisant le théorème de Fubini-Tonelli et encore la relation (1.13), on
déduit que

||f ∗α g||rr,α =

∫+∞
0

|f ∗α g(t)|rdµα(t)

≤
∫+∞
0

(∫+∞
0

|ταt (f)(m)|p|g(m)|qdµα(m)

)
||f ||(r−p)p,α ||g||(r−q)q,α dµα(t)

= ||f ||(r−p)p,α ||g||(r−q)q,α

∫+∞
0

|g(m)|q
(∫+∞

0
|ταt (f)(m)|pdµα(t)

)
dµα(m)

≤ ||f ||(r−p)p,α ||g||(r−q)q,α

∫+∞
0

|g(m)|q
(∫+∞

0
|f(m)|pdµα(t)

)
dµα(m)

≤ ||f ||(r−p)p,α ||g||(r−q)q,α ||g||qq,α||f ||
p
p,α

≤ ||g||rq,α||f ||
r
p,α.

■
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1.4 Transformation de Hankel

Transformation de Hankel dans L1
α(R+)

Définition 1.4. Soit α ≥ −1
2 . La transformation de Hankel associée à l’opérateur de

Bessel est défini sur L1α(R+) par :

Hα(f)(λ) =

∫+∞
0

f(t)jα(λt)dµα(t), ∀λ ∈ R; (1.22)

Où jα la fonction de Bessel modifiée de première espèce.

Example 2. Soit α > 0, et soit la fonction φα est défini sur L1α(R+) par :
φα(t) =

(
1− t2

2

)
e−

t2

2 . Et en échangeant l’intégrale et la sommation, on obtient

Hα(φα)(λ) =
∞∑
n=0

(−1)n

2αn!Γ (α+n+1)

(
λ

2

)2n ∫∞
0

(
α+1−

t2

2

)
e−

t2

2 t2n+2α+1d(t)

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (α+n+1)

(
λ2

2

)n ∫∞
0

(α+1−u)e−uun+αd(u)

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (α+n+1)

(
λ2

2

)n
[(α+1)Γ (α+n+1)−Γ (α+n+2)]

=
s2

2

∞∑
k=0

1

k!

(
−s2

2

)k

=
s2

2
e−

s2

2 .

Ainsi, pour tout λ≤ 0, on obtient Hα(φ)(λ) =
s2

2 e
− s2

2 .

Théorème 1.7.

1. Pour tous f ∈ L1α(R+), t,λ≥ 0, on a

Hα(τ
α
t (f))(λ) = jα(λt)Hα(f)(λ). (1.23)

2. Pour tous f,g ∈ L1α(R+) et pour tout λ ∈ R,

Hα(f ∗α g)(λ) = Hα(f)(λ)Hα(g)(λ). (1.24)
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Démonstration. 1. Soit f ∈ L1α(R+), la fonction ταt (f) appartient à l’espace L1α(R+)

et pour tous t,λ ∈ R, on a

Hα(τ
α
t (f))(λ) =

∫+∞
0

ταt (f)(s)jα(λs)dµα(s)

=

∫+∞
0

jα(λs)

∫+∞
0

f(m)ωα(t,s,m)dµα(m)dµα(s)

=

∫+∞
0

f(m)

(∫+∞
0

jα(λs)ωα(t,s,m)dµα

)
dµα(m)

=

∫+∞
0

f(m)ταt (jα(λ.))(m)dµα(m),

d’après la relation (1.7) on a

Hα(τ
α
t (f))(λ) = jα(λt)

∫+∞
0

f(m)jα(λm)dµα(m)

= jα(λt)Hα(f)(λ).

2. Pour tous f,g ∈ L1α(R+). La fonction f ∗α g appartient à L1α(R+) et on a

Hα(f ∗α g)(λ) =
∫+∞
0

(∫+∞
0

ταt (f)(s)g(s)dµα(s)

)
jα(λt)dµα(t)

=

∫+∞
0

g(s)

(∫+∞
0

jα(λt)τ
α
t (f)(s)dµα(t)

)
dµα(s)

=

∫+∞
0

g(s)Hα(τ
α
t (f))(λ)dµα(s)

=

∫+∞
0

g(s)jα(λt)Hα(f)(λ)dµα(s)

= Hα(f)(λ)Hα(g)(λ).

■

Proposition 1.8. (Propriété de changement pour la transformation de Hankel)
Pour tous f,g ∈ L1α(R+), alors on a∫+∞

0
Hα(f)(λ)g(λ)dµα(λ) =

∫+∞
0

f(t)Hα(g)(t)dµα(t). (1.25)

Démonstration. D’après le théorème de Fubini-Tonelli, on a∫+∞
0

∫+∞
0

|f(t)||jα(λt)||g(λ)|dµα(t) ≤ ||f ||1,α||f ||1,α <∞.
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De plus, en utilisant le théorème de Fubini-Tonelli, on déduit que∫+∞
0

Hα(f)(λ)g(λ)dµα(λ) =

∫+∞
0

f(t)

(∫+∞
0

g(λ)jα(λt)dµα(λ)

)
dµα(t)

=

∫+∞
0

f(t)Hα(g)(t)dµα(t).

■

Remarque 3. ( Formule d’inversion) Pour toute fonction f dans L1α(R+), et transforma-
tion de Hankel Hα dans L1α(R+) on a Formule d’inversion suivante

f(t) =

∫+∞
0

Hα(f)(λ)jα(λt)dµα(λ).

Transformation de Hankel dans S∗(R)

Lemme 1.2. L’opérateur d

dt2
=
1

t

d

dt
est continu de l’espace S∗(R) dans lui-même.

Démonstration. Soit f ∈ S∗(R). Alors en utilisant la formule de Taylor on obtient

df

dt2
(t) =

∫1
0
f ′′(mt)dm,

donc df

dt2
appartient à E∗(R), et pour chaque k ∈ N, on a

(
df

dt2

)k
(t) =

∫1
0
mkf (k+2)(mt)dm.

D’autre part, pour chaque t ̸= 0, nous avons∫+∞
0

f ′′(mt)dt=

[
f ′(mt)

t

]∞
0

= lim
m→+∞ f ′(mt)

t
−
f ′(0)

t
= 0.

Par conséquent, pour tout t ∈ R, nous avons∫+∞
0

f ′′(mt)dm= 0,
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et puis

df

dt2
(t) =

∫1
0
f ′′(mt)dm=−

∫+∞
1

f ′′(mt)dm,

ce qui conduit au fait que pour tout k ∈ N, nous avons
(
df

dt2

)k
(t) = −

∫+∞
1

mkfk+2(mt)dm.

Soit p,n ∈ N. Alors

sup
0≤r≤1
k,p≤n

∣∣∣∣∣(1+ t2)p( dfdt2 )(k)(t)
∣∣∣∣∣= sup

0≤r≤1
k,p≤n

∣∣∣∣∣(1+ t2)p
∫1
0
tkf (k+2)(mt)dt

∣∣∣∣∣
≤ sup
0≤r≤1
k,p≤n

(1+ t2)p
∫1
0
tk|f (k+2)(mt)|dt

= sup
0≤r≤1
k,p≤n

(1+ t2)p
∫ t
0

uk

tk+1
|f (k+2)(u)|du

≤ 2nNn+2(f)

∫ t
0

uk

tk+1
|f (k+2)(u)|du

≤ 2nNn+2(f),

et

sup
0≤r≤1
k,p≤n

∣∣∣∣∣(1+ t2)p( dfdt2 )(k)(t)
∣∣∣∣∣= sup

0≤r≤1
k,p≤n

∣∣∣∣∣−(1+ t2)p
∫∞
0
tkf (k+2)(mt)dt

∣∣∣∣∣
≤ sup
0≤r≤1
k,p≤n

∫∞
1
(1+m2t2)p+k+1|f (k+2)(mt)|

dt

1+m2t2

≤N2n+2(f)

∫
1

dt

1+ t2

≤ π

4
N2n+2(f).

Ainsi pour chaque n ∈ N

Nn

(
df

dt2

)
≤ 2nN2n+2(f).

■
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Lemme 1.3. Pour tout α≥ −1
2 , l’opérateur ℓα est continu de S∗(R) dans lui-même.

Démonstration. La conséquence immédiate du lemme (1.2) et du fait bien connu que
l’opérateur laplacien est continu de S∗(R) dans lui-même.

■

Proposition 1.9. Soit f ∈ S∗(R) et g ∈ E∗(R), g bornée ainsi que toutes leurs
dérivées, on a ∫+∞

0
f(t)ℓα(g)(t)dµα(t) =

∫+∞
0

ℓα(f)(t)g(t)dµα(t). (1.26)

Démonstration. Soit f ∈ S∗(R) et g ∈ E∗(R) être une fonction bornée ainsi que toutes leurs
dérivées. Alors d’après la relation (1.1), et en intégrant par parties, on en déduit que∫+∞

0
f(t)ℓα(g)(t)dµα(t) =

1

2αΓ (α+1)

∫+∞
0

f(t)
d

dt

(
x2α+1

dg

dt

)
(t)dt

=−
1

2αΓ (α+1)

∫+∞
0

x2α+1
df

dt

dg

dt
(t)dt

=
1

2αΓ (α+1)

∫+∞
0

g(t)
d

dt

(
x2α+1

df

dt

)
(t)dt

=

∫+∞
0

ℓα(f)(t)g(t)dµα(t).

■

Lemme 1.4. Soit f ∈ S∗(R), alors

1. Hα(f) ∈ E∗(R) et on a

∀λ≥ 0,
d

dλ
(Hα(f))(λ) = −λHα+1(f)(λ).

2. Pour tout m ∈ N, on a

∀λ≥ 0, (1+λ2)mHα(f)(λ) = Hα

((
IdS∗(R)− ℓα

)m
f
)
(λ).

En particulier la fonction Hα(f) est à décroissance rapide.
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Démonstration. 1. Soit f ∈ S∗(R). Il est claire que la fonction Hα(f) est paire. En
utilisant le théorème de dérivation sous le signe intégrale, on déduit que Hα(f) est
de classe C∞, et pour tout k ∈ N, on a(

dkHα(f)

dλk

)
(λ) =

∫+∞
0

f(t)tk
dkjα
dλk

(λt)dµα(t)

En particulier,

dHα(f)

dλ
(λ) =

∫+∞
0

f(t)
d

dλ
(jα)(λt)dµα(t)

= −λ

∫+∞
0

f(x)jα+1(λt)dµα+1(t)

= −λHα+1(f)(λ).

2. Soit m ∈ N,f ∈ S∗(R). Alors
(
IdS∗(R)− ℓα

)m
(f) ∈ S∗(R) et

(1+λ2)mHα(f)(λ) =
m∑
k=0

Ckm

∫+∞
0

f(t)λ2kjα(λt)dµα(t)

=
m∑
k=0

Ckm(−1)
k

∫+∞
0

f(t)(−λ2)k jα(λt)dµα(t)

=
m∑
k=0

Ckm(−1)
k

∫+∞
0

f(t)ℓkα (jα(λ.))(t)dµα(t)

=

∫+∞
0

m∑
k=0

Ckm(−1)
kℓkα(f)(t)jα(λt)dµα(t)

=

∫+∞
0

(
IdS∗(R)− ℓα

)m
(f)(t)jα(λt)dµα(t)

= Hα

((
IdS∗(R)− ℓα

)m
f
)
(λ).

En particulier, pour tout k ∈ N, la fonction λ 7→ (1+λ2)mHα(f) est bornée, ce qui
montre que la fonction Hα(f) est à décroissance rapide.

■
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Proposition 1.10. Pour tous f,g ∈ S∗(R), on a la formule de Parseval suivante∫+∞
0

f(t)g(t)dµα(t) =

∫∞
0

Hα(f)(λ)Hα(g)(λ)dµα(λ). (1.27)

En particulier, pour tout f ∈ S∗(R), on a

||Hα(f)||2,α = ||f ||2,α. (1.28)

Démonstration. Soient f et g ∈ S∗(R), on a

Hα (f ∗α ḡ)(λ) = Hα(f)(λ)Hα(g)(λ).

En appliquant la formule d’inversion et en utilisant le fait que la fonction f ∗αg ∈ S∗(R),

on en déduit que pour tout t ∈ R, on a

f ∗α g(t) =
∫+∞
0

Hα(f)(λ)Hα(g)(λ)jα(λx)dµα(λ),

en particulier, pour t= 0

f ∗α ḡ(0) =
∫+∞
0

Hα(f)(λ)Hα(g)(λ)dµα(λ)

=

∫+∞
0

f(t)g(t)dvα(t).

D’où le résultat. ■

Transformation de Hankel dans L2
α(R+)

Théorème 1.8. (Théorème de Plancherel pour la transformée de Hankel)
La transformée de Hankel Hα se prolonge en un isomorphisme isométrique de L2α(R+)

en lui-même, avec Hα
−1 = Hα. De plus, pour chaque f ∈ L2α(R+), nous avons

||Hα(f)||2,α = ||f ||2,α. (1.29)
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Démonstration. Soit f ∈ L2α(R+). Alors il existe une suite (fn)n∈N dans S∗(R+) telle que
lim
n→∞ ||fn−f ||2,α = 0. Maintenant, en utilisant le proposition (1.10), nous avons pour chaque
m,n ∈ N,

||Hα(fm)−Hα(fn)||2,α = ||Hα(fm−fn)||2,α

= ||fm−fn||2,α.

Ainsi, (Hα(fn))n∈N est une suite de Cauchy dans l’espace L2α(R+) qui est complet. Par
conséquent, (Hα(fn))n∈N converge vers une fonction g ∈ L2α(R+) qui est bien définie car
elle est indépendante du choix de la suite (fn)n∈N. En fait, soit (gn)n∈N une suite de
S∗(R+) tel que lim

n→∞ ||gn−f ||2,α = 0. Ainsi, nous obtenons

||Hα(gn)−g||2,α = ||Hα(gn)−Hα(fn)+Hα(fn)−g||2,α

≤ ||Hα(gn)−Hα(fn)||2,α+Hα(fn)−g||2,α

≤ ||Hα(gn−fn)||2,α+Hα(fn)−g||2,α

≤ ||gn−fn||2,α+Hα(fn)−g||2,α

≤ ||gn−fn||2,α+ ||f −fn||2,α+ ||Hα(fn)−g||2,α.

Cela implique que

lim
n→∞ ||Hα(gn)−g||2,α = 0.

À présent, nous avons

||g||2,α = lim
n→∞ ||Hα(fn)||2,α

= lim
n→∞ ||fn||2,α

= ||f ||2,α.

Ainsi, g est isométrique sur S∗(R+). Enfin, si f ∈ L2α(R+), alors il existe une suite (fn)n∈N

de S∗(R+) qui converge vers f . À partir de la proposition ( 1.10), nous avons que Hα(fn)

est dans L2α(R+). Maintenant, nous déduisons que, pour chaque n ∈ N,

fn = Hα(Hα(fn)).

Par conséquent

lim
n→∞fn = lim

n→∞Hα(Hα(fn)),

et alors

f = Hα(Hα(fn)).

Enfin, Hα est un isomorphisme de L2α(R+) en lui-même, et nous avons H−1
α = Hα. ■
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Théorème 1.9. ( Formule de Parseval pour la transformation de Hankel) : pour
chaque f,g ∈ L2α(R+), nous avons∫+∞

0
f(t)g(t)dµα(t) =

∫+∞
0

Hα(f)(λ)Hα(g)(λ)dµα(λ). (1.30)

Démonstration. Soit f,g ∈ L2α(R+). Alors il existe fnetgn dans S∗(R) tel que
lim
n→∞ ||fn−f ||2,α = lim

n→∞ ||gn−g||2,α = 0. De plus , on a

⟨f |g⟩α = ⟨f −fn|g⟩α+ ⟨fn|gn⟩α+ ⟨fn|g−gn⟩α.

Donc, On obtient

|⟨f |g⟩α− ⟨fn|gn⟩α| ≤ ||f −fn||2,α||g||2,α+ ||fn||2,α||g−gn||2,α.

Ainsi, on a

lim
n→∞⟨fn|gn⟩α = ⟨f |g⟩α.

De la même manière, et en utilisant le proposition (1.10), nous avons

lim
n→∞⟨Hα(fn)|Hα(gn)⟩α = ⟨Hα(f)|Hα(g)⟩α.

Ainis on obtient le résultat souhaité.

■

Proposition 1.11. Soit f et g ∈ L2α(R+). Alors

f ∗α g = Hα(Hα(f)Hα(g)). (1.31)

De plus f ∗α g ∈ L2α(R+), si seulement si, Hα(f)Hα(g) ∈ L2α(R+), et dans ce cas on a

Hα(f ∗α g) = Hα(f)Hα(g). (1.32)

Démonstration. Il est bien connu que pour chaque 1 ≤ p <∞, l’espace S∗(R) est dense
dans Lpα(R+). Par le théorème (1.9), nous savons que la transformée de Hankel est une

36



Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

forme d’isomorphisme en S∗(R). Soit (fn)n∈N et (gn)n∈N être deux suites dans S∗(R) qui
convergent respectivement à f et g dans L2α(R+). Alors.nous avons

fn ∗α gn−f ∗α g = (fn−f)∗α gn+f ∗α (gn−g).

Ainsi en utilisant l’inégalité de Cauchy-schwarz, on déduit que, pour tout n ∈ N et s≥ 0,

|fn ∗α gn(s)−f ∗α g(s)| ≤
∫+∞
0

|(fn−f)(t)τ
α
s (gn)(t)|dµα(t)+

∫+∞
0

|f(t)ταs (gn−g)(t)|dµα(t)

≤ ||gn||2,α||fn−f ||2,α+ ||f ||2,α||gn−g||2,α.

Alors

||fn ∗α gn+f ∗α g||∞,α ≤ ||gn||2,α||fn−f ||2,α+ ||f ||2,α||gn−g||2,α.

In particulier

lim
n→∞ ||fn ∗α gn+f ∗α g||∞,α ≤ lim

n→∞ ||gn||2,α||fn−f ||2,α+ ||f ||2,α||gn−g||2,α = 0.

Cela signifie que la suite (fn ∗α gn)n∈N converge uniformément vers f ∗α g. D’autre part,
pour chaque n ∈ N nous avons

Hα(fn)Hα(gn)−Hα(f)Hα(g) = (Hα(fn)−Hα(f))Hα(gn)+(Hα(gn)−Hα(g))Hα(f).

Donc de la même manière, on déduit que pour tout n ∈ N,

||Hα(fn)Hα(gn)−Hα(f)Hα(g)||1,α

= ||(Hα(fn)−Hα(f))Hα(gn)+(Hα(gn)−Hα(g))Hα(f)||1,α

≤ ||(Hα(fn)−Hα(f))Hα(gn)||1,α+ ||(Hα(gn)−Hα(g))Hα(f)||1,α

≤ ||Hα(gn)||2,α||Hα(fn)−Hα(f)||2,α+ ||Hα(f)||2,α||Hα(gn)−Hα(g)||2,α

= ||gn||2,α||fn−f ||2,α+ ||f ||2,α||gn−g||2,α.

Ainsi,

lim
n→∞ ||Hα(fn)Hα(gn)−Hα(f)Hα(g)||1,α = 0,

ce qui implique que la suite (Hα(fn)Hα(gn))n∈N converge vers Hα(f)Hα(g) dans L1α(R+).
Cependant, pour chaque n ∈ N, nous avons

Hα(fn ∗α gn) = Hα(fn)Hα(gn).
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Chapitre 1: Transformation de Hankel associée à l’opérateur de Bessel

Alors (Hα(fn ∗α gn))n∈N converge vers Hα(f)Hα(g) dans L1α(R+). Puisque la transformée
de Hankel est continue de L1α(R+) dans C∗,0(R+), nous obtenons que la suite (fn ∗α gn)n∈N

converge uniformément vers Hα(Hα(f)Hα(g)). En particulier f ∗α g = Hα(Hα(f)Hα(g)).

Ainsi f ∗αg ∈L2α(R+) est équivalent au fait que Hα(Hα(f)Hα(g))∈L2α(R+) ce qui implique
que Hα(f)Hα(g) ∈ L2α(R+). À l’inverse, si Hα(f)Hα(g) ∈ L2α(R+) alors Hα(f)Hα(g) ∈
L1α(R+)

⋂
L2α(R+) et par conséquent

f ∗α g = Hα(Hα(f)Hα(g)) ∈ L2α(R+).

■
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Transformation en ondelettes de Hankel

2Chapitre

La Transformation en Ondelette de Hankel (HWT) est une technique avancée de signal
traitement qui combine les principaux de la transformation de Hankel et la transformation
en ondelettes. Cette technique est utilisées pour l’analyse de signaux non stationnaires
et multi résolution, et est essentiel dans domaines telles que le traitement de images, la
compression de données et l’analyse des séries temporelles complexes. Ce chapitre présente
les faits préliminaires de la théorie de la transformée continue en ondelettes de Hankel qui
a été explorée par Peng et Ma [26]. Nous nous référons également à [25, 32].

2.1 Opérateur de Dilatation Da

Définition 2.1. Pour a > 0, l’opérateur de dilatation Dα d’une fonction mesurable ψ est
défini par

Da(ψ)(t) = aα+1ψ(at).
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

Proposition 2.1. Pour tout f ∈ Lpα (R+) ,1≤ p <+∞, on a Da(ψ) ∈ Lpα (R+)et on
obtient

∥Da(ψ)∥p,α = a

(
1−2

p

)
(α+1)∥ψ∥p,α.

En particulier, pour p= 2, on obtient

∥Da(ψ)∥2,α = ∥ψ∥2,α. (2.1)

Démonstration. Soient a > 0, 1 ≤ p <+∞, et ψ ∈ Lpα (R+). Alors, on a∫+∞
0

|Da(ψ)(m)|p dµα(m) =

∫+∞
0

∣∣∣aα+1ψ(am)
∣∣∣p dµα(m)

= apα+p
∫+∞
0

|ψ(am)|p
m2α+1

2αΓ (α+1)
dm

= apα+p
∫+∞
0

|ψ(s)|p
s2α+1

a2α+12αΓ (α+1)

ds

a

= a(p−2)(α+1)
∫+∞
0

|ψ(s)|pdµα(s).

Donc, Da(ψ) ∈ Lp
α
(R+), et on a

∥Da(ψ)∥p,α = a

(
1−2

p

)
(α+1)∥ψ∥p,α.

En particulier,
si p= 2, alors pour tout ψ ∈ L2α (R+) ,Da(ψ) ∈ L2α (R+) et on obtient

∥Da(ψ)∥2,α = ∥ψ∥2,α.

■

Proposition 2.2. Pour tous a > 0 et ψ,φ ∈ L2α (R+), on a

⟨Da(ψ),φ⟩α =
〈
ψ,D1/a(φ)

〉
α
. (2.2)

Démonstration. Soient a > 0, et ψ,φ ∈ L2
α
(R+). Alors, on a Da(ψ) ∈ L2

α
(R+) et

⟨Da(ψ),φ⟩
α
=

∫+∞
0

Da(ψ)(t)ψ(t)dµα(t)

=
aα+1

2αΓ (α+1)

∫+∞
0

ψ(at)φ(t)t2α+1dt.
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

En effectuant le changement de variable m= at, on obtient

⟨Da(ψ),φ⟩
α
=

∫+∞
0

ψ(m)
1

aα+1
φ
(
m

a

)
m2α+1

2αΓ (α+1)
dm

=

∫+∞
0

ψ(m)D1/a(φ)(m)dµα(m)

=
〈
ψ,D1/a(φ)

〉
α
.

■

Proposition 2.3.

1. Pour tous a > 0, et t≥ 0, on a

Daτt = τt/aDa. (2.3)

2. Pour tout a > 0, on a

HαDa =D1/aHα. (2.4)

Démonstration. 1. Soient a > 0, t≥ 0 et ψ ∈ L2
α
(R+). Alors, on a pour tout m≥ 0

Da (τtψ)(m) = aα+1ταt ψ(am)

= aα+1
Γ (α+1)

√
πΓ

(
α+ 1

2

) ∫π
0
ψ
(√

t2+a2m2+2tamcos(θ)
)

sin(θ)2αdθ

= aα+1
Γ (α+1)

√
πΓ

(
α+ 1

2

) ∫π
0
ψ

a
√
t2

a2
+m2+2

t

a
mcos(θ)

sin(θ)2αdθ

=
Γ (α+1)

√
πΓ

(
α+ 1

2

) ∫π
0
Da(ψ)

√ t2

a2
+m2+2

t

a
mcos(θ)

sin(θ)2αdθ

= τt/aDa(ψ)(m).

D’où, on obtient

Daτt = τt/aDa.
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

2. Soit ψ ∈ L1α (R+). Alors, Da(ψ) ∈ L1α (R+), et on obtient pour tout m≥ 0

Hα (Da(ψ))(m) =

∫+∞
0

Da(ψ)(t)jα(tm)dµα(t)

=

∫+∞
0

aα+1ψ(at)jα(tm)dµα(t)

=
1

aα+1

∫+∞
0

ψ(s)jα

(
s
m

a

)
s2α+1

2αΓ (α+1)
ds

=
1

aα+1

∫+∞
0

ψ(s)jα

(
s
m

a

)
dµα(s)

=
1

aα+1
Hα(ψ)

(
m

a

)
=D1/a (Hα(ψ))(m).

■

2.2 Transformation en ondelettes de Hankel

Définition 2.2. (Condition d’admissibiliée). Soit ψ ∈ L2
α
(R+)une fonction non nulle.

Alors, on dit que ψ est une ondelette admissible de l’opérateur de Hankel si

0 < Cψ =
1

2αΓ (α+1)

∫+∞
0

|Hα(ψ)(a)|
2 da

a
<+∞. (2.5)

Example 3. Soit φ(t) =
(
α+1− t2

2

)
e−

t2

2 alors on a

∀s≥ 0, Hα(φ)(s) =
s2

2
e−

s2

2 .

Alors, on obtient

∫+∞
0

|Hα(φ)(s)|
2 ds

s
=

∫+∞
0

(
s2

2
e−

s2

2

)2
ds

s

=

∫+∞
0

s3

4
e−s

2

ds

=

∫+∞
0

u

8
e−udu

=
1

8
.
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

Donc, la fonction φ est une ondelette admissible de Hankel.

Définition 2.3. (Transformation en ondelettes de Hankel). Pour une ondelette admissible
de Hankel ψ, la transformée en ondelettes de Hankel continue Tψ est définie pour toute
fonction dans L2α (R+) par :

Tψ(f)(a,t) =

∫+∞
0

∫+∞
0

f(r)ψa,t(r)dµα(r); (a,t) ∈ R∗
+ ×R+ (2.6)

où ψa,t(r) = τt(Da(ψ))(r).
Notations. On note par να = µα⊗µα la mesure définie sur R∗

+ ×R+ par

dνα(a,t) =
a2α+1t2α+1

2αΓ (α+1)
dadt,

et Lpνα

(
R∗
+ ×R+

)
,1≤ p≤ +∞, l’espace Lebesgue sur R∗

+ ×R+ par rapport à la mesure να
avec la norme Lp notée par ||.||p,να.

Remarque 4. On peut écrire la transformation en ondelettes de Hankel sous les formes
suivantes :

Tψ(f)(a,t) = f ∗αDa(ψ)(t) (2.7)
= ⟨f,ψa,t⟩α

. (2.8)

Proposition 2.4. Soit ψ ∈ L2α(R+). La transformation en ondelettes de Hankel est
un opérateur linéaire borné de L2

α
(R+) dans L∞

να

(
R∗
+ ×R+

)
et on a

∥∥∥Tψ(f)∥∥∥∞,να
≤ ∥f∥2,α∥ψ∥2,α. (2.9)

Démonstration. Soient ψ ∈ L2α(R+) et f ∈ L2α (R+). En utilisant l’inégalité de Cauchy
Schwarz et les relations (1.13),(1.19) et (2.1), on obtient pour tout (a,t) ∈ R∗

+ ×R+,∣∣∣Tψ(f)(a,t)∣∣∣= ∣∣∣⟨f,ψa,t⟩α

∣∣∣
≤ ∥f∥2,α ∥ψa,t∥2,α
≤ ∥f∥2,α∥ψ∥2,α ,

d’où, l’opérateur Tψ est borné de L2
α
(R+) dans L∞

να

(
R∗
+ ×R+

)
et on a∥∥∥Tψ(f)∥∥∥∞,να

≤ ∥f∥2,α∥ψ∥2,α .

■
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

La transformée en ondelettes de Hankel continue satisfait aux propriétés suivantes (voir
[26])

Proposition 2.5. (Formule de Plancherel). Soit ψ une ondelette admissible de
Hankel. Pour chaque f ∈L2α (R+), la fonction Tψ appartient à L2να

(
R∗
+ ×R+

)
et nous

avons ∫+∞
0

|f(r)|2dµα(r) =
1

Cψ

∫+∞
0

∫+∞
0

∣∣∣Tψ(f)(a,t)∣∣∣2 dνα(a,t). (2.10)

Démonstration. Soit ψ être une ondelette de Hankel admissible et f ∈ L2
α
(R+). On a

d’après le théorème de Fubini-Tonelli

1

Cψ

∫+∞
0

∫+∞
0

∣∣∣Tψ(f)(a,t)∣∣∣2 dνα(a,t) = 1

Cψ

∫+∞
0

∫+∞
0

∣∣∣f ∗αDa(ψ)(t)
∣∣∣2 dνα(a,t)

=
1

Cψ

∫+∞
0

∫+∞
0

|Hα(f)(t)|
2
|Hα(Da(ψ)(t))|

2dνα(a,t)

=
1

Cψ

∫+∞
0

|Hα(f)(t)|
2

(∫+∞
0

∣∣∣D1/a(Hα(f)(t))
∣∣∣2 dµα(a)

)
dµα(t)

=
1

Cψ

∫+∞
0

|Hα(f)(t)|
2

(∫+∞
0

∣∣∣∣Hα(f)
(
t

a

)∣∣∣∣2 da

2αΓ (α+1)a

)
dµα(λ)

=
1

Cψ

∫+∞
0

|Hα(f)(t)|
2

(
1

2αΓ (α+1)

∫+∞
0

|Hα(f)(u)|
2 du

u

)
dµα(t)

=

∫+∞
0

|Hα(f)(t)|
2 dµα(t)

=

∫+∞
0

|f(r)|2dµα(r).

■

Proposition 2.6. (Formule de Parseval). Soit ψ une ondelette admissible. Pour les
fonctions f et g en L2α (R+) nous avons∫∞

0
f(r)g(r)dµα(r) =

1

Cψ

∫∞
0

∫∞
0
Tψ(f)(a,t)Tψ(g)(a,t)dνα(a,t). (2.11)
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Chapitre 2: Transformation en ondelettes de Hankel

Démonstration. Cela résulte de l’identité de polarisation et de la relation (2.10), en fait〈
Tψf,Tψg

〉
να

=
1

4

(
∥Tψf +Tψg∥22,να

−∥Tψf −Tψg∥22,να

+ i∥Tψf − iTψg∥22,να
− i∥Tψf + iTψg∥22,να

)
=
1

4
(Cψ∥f +g∥22,α−Cψ∥f −g∥22,α+ iCψ∥f − ig∥22,α− iCψ∥f + ig∥22,α)

= Cψ ⟨f,g⟩α .

D’où le résultat. ■

Proposition 2.7. ( Formule de la reconstruction ) Soit ψ une ondelette admissible,
alors pour toute fonction f ∈ L2α (R+), nous avons

f(.) =
1

Cψ

∫∞
0

∫∞
0
Tψf(a,t)ψa,t(.) dνα(a,t). (2.12)

Démonstration. Soit f ∈ L2α(R+), D’après la formule de Parseval pour la transformée en
ondelettes de Hankel continue (2.11) et pour toute fonction g ∈ L2α(R+), nous avons

Cψ ⟨f,g⟩α =
〈
Tψf,Tψg

〉
να

=

∫∞
0

∫∞
0
Tψf(a,t)Tψg(a,t)dµα(a)dµα(t)

=

∫∞
0

∫∞
0
Tψf(a,t)

(∫∞
0
g(r)ψa,t(r)dµα(r)

)
dµα(a)dµα(t)

=

∫∞
0

(∫∞
0

∫∞
0
Tψf(a,t)ψa,t(r) dµα(a)dµα(t)

)
g(r)dµα(r).

Donc

f(.) =
1

Cψ

∫∞
0

∫∞
0
Tψf(a,t)ψa,t(.) dνα(a,t).

■

Remarque 5. En utilisant le fait que Tψ(f) appartient à L2vα

(
R∗
+ ×R+

)
∩Cb

(
R∗
+ ×R+

)
et

que la transformée de Hankel est un automorphisme sur L2α (R+), on obtient des relations
(1.24) et (2.7),

Tψ(f)(a,t) =
1

aα+1
Hα

(
Hα(f)(λ)Hα(ψ̄)

(
λ

a

))
(t), (a,t) ∈ R∗

+ ×R+. (2.13)
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Principe d’incertitude de type Heisenberg

3Chapitre

Le principe d’incertitude de type Heisenberg, introduit par Werner Heisenberg en 1927,
stipule qu’il est impossible de connaître de manière précise la position et la quantité de
mouvement d’une particule en même temps. Ce principe a des conséquences importantes
pour l’analyse harmonique et le traitement des signaux. Il est particulièrement pertinent
dans le cadre des transformations en ondelettes, où des versions spécifiques du principe ont
été démontrées, mettant en évidence les limites de localisation simultanée dans les domaines
temporel et fréquentiel. Ce chapitre vise à établir des inégalités de type Heisenberg pour
la transformation de Hankel et la transformation en ondelettes continues.

Le principe d’incertitude de type Heisenberg pour la transformée de Hankel a été prouvé
par Rösler et Voit [28]. Il stipule que pour chaque fonction f ∈ L2α (R+),

∥rf∥2,α ∥λHα(f)∥2,α ≥ (α+1)∥f∥22,α (3.1)

avec égalité si et seulement si f(r) = de−br2/2 pour certains d ∈ C et b > 0.

Récemment, dans son article [37], Ma a étendu l’inégalité précédente à un cadre plus
général, à savoir qu’il a établi que pour s, t > 0 et pour chaque fonction f ∈ L2α (R+), il
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Chapitre 3: Principe d’incertitude de type Heisenberg

existe une constante c > 0 telle que

∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ c∥f∥2,α (3.2)

Plus tard, dans son article [31], Soltani a donné explicitement la constante c dans le cas
s⩾ 1 et t⩾ 1. Plus précisément, il a établi le théorème suivant (un résultat similaire a été
donné pour la première fois par Rassias [27] pour la transformée de Fourier classique).

Théorème 3.1. Soient s≥1, t≥ 1, et pour chaque fonction f ∈ L2α (R+) on a

∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ (α+1)st/(s+t)∥f∥2,α (3.3)

avec égalité si et seulement si s = t = 1 et f(r) = de−br
2/2 pour certains d ∈ C et

b> 0.

Dans [36], l’auteur a établi des inégalités de type Heisenberg pour l’ondelette habituelle
transformer. Ces résultats sont inspirés de la forme [30]. Avec un cadre plus général, nous
étudions dans ce qui suit, des inégalités similaires de type Heisenberg pour la transformée
en ondelettes de Hankel.

Proposition 3.1. Soient s, t > 0 et ψ ∈ L2α(R+), une fonction admissible. Alors il
existe une constante c >0 telle que pour tout f ∈ L2α(R+) on a

∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,να

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ c
(√

Cψ
)t/(s+t)

∥f∥2,α. (3.4)

En particulier, si s, t≥ 1 la constante c est donnée par c= (α+1)st/(s+t).

Démonstration. En appliquant l’inégalité de type Heisenberg (3.2) pour la transformée de
Hankel à la fonction x 7→ Tψ(f)(a,x), nous obtenons pour tout a ∈ R∗

+,
∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,vα

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ c
∥∥∥Tψ(f)∥∥∥2,α

Alors(∫+∞
0

x2s
∣∣∣Tψ(f)(a,x)∣∣∣2 dµα(x)

)t/(s+t)(∫+∞
0

λ2t
∣∣∣Hα

(
Tψ(f)(a, .)

)
(λ)

∣∣∣2 dµα(λ)
)s/(s+t)

≥ c2
∫+∞
0

∣∣∣Tψ(f)(a,x)∣∣∣2 dµα(x). (3.5)
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Ainsi, en intégrant la relation (3.5) par rapport à la mesure dµa, et en appliquant l’inégalité
de Hölder ainsi que celle de Plancherel pour le théorème de la transformée en ondelettes
de Hankel continue, nous obtenons

(∫+∞
0

∫+∞
0

x2s
∣∣∣Tψ(f)(a,x)∣∣∣2 dνα(a,x)

)t/(s+t)

×
(∫+∞

0

∫+∞
0

λ2t
∣∣∣Hα

(
Tψ(f)(a, ·)

)
(λ)

∣∣∣2 dνα(a,λ)
)s/(s+t)

≥ c2
∥∥∥Tψ(f)∥∥∥22,να

= c2Cψ∥f∥22,α. (3.6)

D’autre part, par la relation (2.13) et la condition d’admissibilité (2.5), on obtient∫+∞
0

∫+∞
0

x2s
∣∣∣Tψ(f)(a,x)∣∣∣2 dνα(a,x) =

∫+∞
0

x2s |Hα(f)(x)|
2 dµα(t)

= Cψ ∥xsf∥22,α . (3.7)

et ∫+∞
0

∫+∞
0

λ2t
∣∣∣Hα

(
Tψ(f)(a, ·)

)
(λ)

∣∣∣2 dvα(a,λ)

=

∫+∞
0

λ2t |Hα(f)(λ)|
2

(∫+∞
0

∣∣∣∣∣Hα(ψ)

(
λ

a

)∣∣∣∣∣
2 da
a

)
dµα(λ)

=Cψ
∥∥∥λtHα(f)

∥∥∥2
2,α
. (3.8)

Ensuite, le résultat suit en remplaçant la dernière égalité (3.7) et (3.8) dans (3.6). Pour
le cas s, t≥ 1, nous appliquons le principe d’incertitude de type Heisenberg donné par la
relation (3.3) à la fonction x 7→ Tψ(f)(a,x) et le reste de la preuve est le même. ■

Proposition 3.2. Soient s, t > 0 et ψ ∈ L2α(R+), une fonction admissible. Alors il
existe une constante c >0 telle que pour tout f ∈ L2α(R+) on a

∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥s/s+t)2,να
≥ c

(√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

)s/(s+t)
∥f∥2,α, (3.8)

où M : f 7→ M(f)(z) =
∫+∞
0 f(x)dx/xz+1, est la transformation de Mellin classique.

Si s, t≥ 1 la constante c est donnée par c= (α+1)st/(s+t).

Démonstration. Supposons le cas non trivial où les deux intégrales du membre gauche de
(3.8) sont finis. En utilisant le théorème de Fubini, la relation (2.13) et le théorème de
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Plancherel pour la transformée de Hankel (1.27), nous avons

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥22,να
=

∫+∞
0

a2t
(∫+∞

0

∣∣∣Tψ(f)(a,x)∣∣∣2 dµα(x)
)
a2α+1 da

=

∫+∞
0

|Hα(f)(λ)|
2

(∫+∞
0

a2t
∣∣∣∣∣Hα(ψ)

(
λ

a

)∣∣∣∣∣
2 da
a

)
dµα(λ)

Par un changement de variables dans l’intégrale interne, nous obtenons :

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥22,να
=

∫+∞
0

λ2t |Hα(f)(λ)|
2

(∫+∞
0

|Hα(ψ)(a)|
2 da
a2t+1

)
dµα(λ),

alors nous avons M(|Hα(ψ)|
2) =

∫+∞
0 |Hα(ψ)(a)|

2 da
a2t+1 , donc∥∥∥atTψ(f)∥∥∥22,να

= M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥2
2,α
. (3.9)

Ainsi

∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥s/s+t)2,να
= (

√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t))s/s+t) ∥rsf∥t/(s+t)2,α

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥t/(s+t)
2,α

.

Nous obtenons le résultat en appliquant l’inégalité de type Heisenberg pour la transformée
de Hankel (3.2). Pour le cas où s, t ≥ 1, nous appliquons l’inégalité de type Heisenberg
pour la transformée de Hankel donnée par la relation (3.3). ■

Dans [14], les auteurs ont démontré le principe d’incertitude de type Heisenberg pour la
transformée de Hankel avec fenêtre impliquant des variables de temps et de fréquence.
Dans ce mémoire, nous étudions des résultats similaires avec une approche une approche
différente et des paramètres plus généraux.

Théorème 3.2. Soient s, t > 0 et ψ ∈ L2α(R+), une fonction admissible. Alors, il
existe une constante c > 0 telle que pour tout f ∈ L2α(R+), on a

∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥s/(s+t)2,να

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,να
≥ c

(√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

)s/(s+t) (√
Cψ
)t/(s+t)

∥f∥2,α,

(3.10)

pour toute fonction f ∈ L2α (R+). De plus, si s, t≥ 1, alors c= (α+1)st/(s+t).
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Chapitre 3: Principe d’incertitude de type Heisenberg

Démonstration. D’aprés les relations (3.9) et (3.4), on a

∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,να

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥s/(s+t)2,να
=

(√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

)s/(s+t)
×
∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,να

∥∥∥λtHα(f)
∥∥∥s/(s+t)
2,α

≥ c

(√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

)s/(s+t) (√
Cψ
)t/(s+t)

∥f∥2,α

■

Dans le théorème suivant, nous donnons une inégalité d’incertitude de type Heisenberg
impliquant une seule condition sur le comportement simultané temps-fréquence.

Théorème 3.3. Soient s, t > 0 et ψ ∈ L2α(R+), une fonction admissible. Alors, il
existe une constante c > 0 telle que pour tout f ∈ L2α(R+), on a

∥∥∥|(a,x)|sTψ(f)∥∥∥t/(s+t)2,να

∥∥∥|(a,x)|tTψ(f)∥∥∥s/(s+t)2,να

≥ c

(√
M
(
|Hα(ψ)|

2
)
(2t)

)s/(s+t) (√
Cψ
)s/(s+t)

∥f∥2,α (3.11)

pour chaque fonction f ∈ L2α (R+). De plus, si s, t⩾ 1, alors c= (α+1)st/(s+t).

Démonstration. Le résultat découle de la relation (3.4) et du fait que∥∥∥|(a,x)|sTψ(f)∥∥∥2,να

∥∥∥(a,x)|tTψ(f)∥∥∥2,να
≥
∥∥∥xsTψ(f)∥∥∥2,να

∥∥∥atTψ(f)∥∥∥2,να
.

■
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