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Résumé

Ce travail présente les fondements essentiels de la statistique appliquée et ses
principales méthodes d’analyse des données. Dans un premier chapitre, nous avons
rappelé les lois de probabilité les plus utilisées, qu’elles soient discretes ou continues,
telles que les lois de Bernoulli, Binomiale, de Poisson, Normale, Khi-deux, Student
et Fisher. Le deuxieme chapitre a été consacré a la notion d’échantillonnage et a
I’estimation ponctuelle, permettant de déduire les caractéristiques d’une population
a partir d’'un échantillon aléatoire. Le troisieme chapitre a abordé la construction
des intervalles de confiance, outil indispensable pour estimer les parametres d’une
population avec un certain niveau de précision. Enfin, le quatrieme chapitre a traité
la théorie des tests statistiques, qui permet de valider ou de rejeter des hypotheses a
partir des données observées.

Ainsi, cette étude offre une vue d’ensemble claire et structurée sur les outils fon-
damentaux de la statistique, indispensables a toute démarche scientifique rigoureuse.



Abstract

This work presents the essential foundations of applied statistics and its main
methods of data analysis. The first chapter recalls the most commonly used prob-
ability distributions, both discrete and continuous, such as the Bernoulli, Binomial,
Poisson, Normal, Chi-squared, Student, and Fisher laws. The second chapter focuses
on sampling and point estimation, which make it possible to infer population char-
acteristics from random samples. The third chapter deals with the construction of
confidence intervals, a key tool for estimating population parameters with a certain
level of precision. Finally, the fourth chapter discusses the theory of statistical tests,
which provides a framework for confirming or rejecting hypotheses based on observed
data.

Overall, this study offers a clear and structured overview of the fundamental sta-
tistical tools essential to any rigorous scientific approach.
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LISTE DES FIGURES

0.1 Introduction

Les statistiques sont une branche des mathématiques ol on: collecte, organise,

analyse, interpréte et on présente des données. On distingue deux branches princi-
pales : la statistique descriptive, qui résume les données observées (ex : moyenne,
médiane), et la statistique inférentielle, qui utilise des échantillons pour faire des
inférences sur une population plus large.
Dans ce travail, on s’est intéressé a la statistique inférentielle qui nous permet de
tirer des conclusions sur une population entiere ( tres large et difficile a étudier) a
partir d'un échantillon bien choisit de cette population. Cette stattistique nous per-
met donc d’estimer des caractéristiques inconnus d’une population (parametres) ou
de tester des hypotheses, a partir des données récoltées de I’echantillon qui représente
cette population, a I'inverse des statistiques descriptives qui se contentent de résumer
et représenter des données récoltées. La statistique inférentielle est utilisée Dans divers
domaines , surtout en médecine, biologie, et aussi pour des sondages d’opinions, et
controle de qualité, ...etc. Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la statis-
tique inférentielle, ou toutes les définitions données sont illustrées par des exemples
souvent concrets.

Le manuscrit est organisé de la maniere suivante: Le chapitre un est consacré aux
notions de base utiles pour la comprehension de la suite du travail. dans les chapitres
2 et 3, on a défini la notion d’échantillonnage, ’estimation ponctuelle. un accent
particulier est mis sur la fonction de maximum de vraissemblance qui nous permet
de déterminer les estimations ponctuelles des parametres inconnus de la population.
L’estimation ponctuelle fournit une seule valeur comme meilleure estimation d’un
parametre inconnu, pour donner une plage de valeurs qui a une certaine probabilité
de contenir ce parametre, on a utilisé dans le le chapitre 3, la notion d’intervalles de
confiance. Ce moyen de calcul est utilisé pour fournir une mesure de l'incertitude
autour de ’estimation ponctuelle ceci en considérant un seuil ou un risque d’erreur.
Dans le chapitre 4, on a étudié les tests statistiques, a savoir les tests paramétriques,
dont les tests de conformité, le test d’homogéneité des populations, ainsi que les tests
de comparaison de deux proportions, puis les tests non parametriques, a savoir les
tests d’indépendance et d’adéquation de Khi deux.



Chapitre 1

Rappels sur Lois de probabilités
usuelles

1.1 Lois de probabilités discretes

1.1.1 Loi de Bernouilli
Définition 1.1

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire dont le résultat peut étre une
réussite , ou un échec, mais pas les deuxr simultanément.

Définition 1.2

Lors d’une épreuve de Bernoulli, soit p € [0, 1] la probabilité d’un succés et ¢ =1—p
la probabilité d’un échec Soit X; la variable aléatoire définie par:

1, il y a réussite a la 1éme expérience
Xi -
0 sl y a échec.

Dans ce cas, I'ensemble de définition de la variable aléatoire X; est: X;(2) = {1,0}.
On dit alors que la variable aléatoire X; suit une loi de Brenouilli de parametre p et
on note : X; ~ AB(p).

On a les résultats suivants:

La loi de cette variable est donnée par:
P(X; = ;) = p" (1 — p)' ™", xz; =1,0.
Son espérence et sa variance sont données par:

E(X;) =D, o*(X;) = p(1 —p).
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1.1.2 Loi Binomiale

Définition 1.3

Considérons la variable aléatoire de Bernouilli X; et soit la variable X = Y X; qui

i—1
représente le nombre de succes dans le cas de Brenouilli. La variable aléatoire X suit
une loi Binomiale de parameétres p et n, ou p est le parameétre de Bernouilli et n le
nombre de répétitions de ’expérience de Bernouilli.

On note X ~ B(n,p).
Si une variable aléatoire X ~» %(n,p), sa loi est donnée par:
P(X=x)=Clp"(1—p)" ", x=0,..,n.
Si une variable aléatoire X ~~ %(n,p), alors :
E(X)=mnp, o*(X)=np(l-p).

Remarque 1.1

-Si dans la loi précédente de la variable X qui suit une loi Binomiale, n = 1, on
retrouve la loi de Bernouilli.

-Dans la pratiques, les probabilités sont calculées sur les tables de la loi Binomiale,
avec différentes valeurs de n et de p. Mais quand n est assez grand, p est assez petit,
la lecture de la table de la loi Binomiale, devient difficile voir impossible, pour ceci,
on peut démontrer mathématiquement, que quand n est assez grand, p est assez petit,
la loi B(n,p) est approximée a une autre loi discréte appelée loi de Poisson.

1.1.3 Loi de Poisson
Définition 1.4

Soit X wune wvariable aléatoire discréte, On dit que X suit une loi de Poisson de
paramétre A, et on note X ~» P(\),si sa loi de probabilité est donnée par:

)\ZE
P(X =2)= e_)‘—', x=0,..
x!

Remarque 1.2

Dans la démonstration, A = np.
A noter que si: X ~» P(N),

B(X) = 0%(X) = A,
1.2 Lois de probabilités continues

1.2.1 Loi exponentielle

Définition 1.5
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Soit X une variable aléatoire continue, de densité de probabilité f. On dit que X
suit une loi exponentielle de parameétre 0 > 0, et on note X ~» &(6), si sa densité de
probabilité est donnée par :

fe 0 stz >0
flz) =
0 SINOMN.
Dans ce cas,
1 9 1
En effet:
+o0 +oo
E(X) = /Qe_exdx = /Ge_exd:t =9
—00 0

1.2.2 Lol normale

Cette loi, appelée aussi loi de Gauss est tres utile dans tous les domaines. Sous
certaines conditions toutes les lois sont approximées a la loi normale de moyenne 0 et
de variance 1.

Définition 1.6

Soit X une variable aléatoire continue, de densité de probabilité f. On dit que X suit
une loi normale de paramétres m et o* et on note X ~ A (m,c?), si sa densité de
probabilité est donnée par :

Remarque 1.3

Si X ~ A (m,0?), alors E(X) =m, 0?(X) = o2.
-Dans le cas ot, m = 0, 0* = 1, on parlera de la loi normale centrée et réduite

(0, 1)

Lecture de la table .47(0,1)

Exemple 1 On suppose que les valeurs d’un produit sont distribuées selon une loi
de Gauss(Normale) de moyenne m et de variance 0%; dans une population, 70% des
sujets ont une valeur de produit supérieure & 120 et 10% ont une valeur supérieure a
180. Quelles sont les valeurs de m et de o7

Solution

Soit X la variable aléatoire qui représente les données du produit. On a par hypothese

P(X > 120) = 0.70, P(X > 180) = 0.10.

En utilisant la seconde hypothese, on aura :

X—m _180—m
<

1 — P(X <180) = 0.10 = P( ) = 0.90.

o o
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La variable aléatoire %

-—m

Z = ——~A4(0,1),

o
donc la probabilité précédente est lue sur la table de la loi normale centrée et réduite
de la fagon suivante :
La valeur la plus proche a 0.90 sur la table de la loi normale centrée et réduite est:
0.8897, on projecte cette valeur sur la premiere colonne de la table, on trouve la
valeur de 1.2, puis sur la premiere ligne, on trouve la valeur de 0.08, donc de la
derniere probabilité, on aura :

X—m 180 —m

O(E——) =090 = ——— =128 = 1.2+ 0.08....(1).
g g

(Voir Figure 1.1 ci dessous.) D’ou la premiere équation.

—oD 1] x + &0 ul
r 1 =
F(.T]Z _[ e “du
= 2r

X | o000 0,01 0,02 0,03 0,04 005 | o008 0,07 [ 0,08

0.0 10,5000 050400 05080 051200 05160 0.51 05234 o0.5z2rg 19 05354
01| 0538 05675  O5T14|  0,5753
02| o570 o6084)  dotoa| 08141
0.3 0,617 0.6443 05480 0,6517
b 08554 0.6808 5844 05879
08| 08315 07157  o7ie0| 07224
06| 07257 o7essl 017 0,754
or 0.7580 07764 0 7az3 0,785
oe| 07881 osore|  gews| 08133
09| 08159 083400 ogaes| 08389
1.0 08413 08577 qasea 08621
11| 08843 08700 dsato| 08830
12 08080 0007 0,2015
1.3 X 0.9147 00162 09177
14| o8 002020 08308 08319
15| o088 00418 00620 09441
16 08452 09525 00535 09545
17| 0058 00816 00625 09633
18| 09841 09801 00699 09708
1.9 0.4713 0.9756 0.9761 0.9767]
0 08772 0.9808 09812 09817
21| 09821 098500 00854 09857
22| 09861 00884 00887 09800
3 0,9803 0.8911 0913 09918
>4 N asif N QoM [ R= "} [kl

Figure 1.1: Lecture de la table 47(0,1)

En utilisant la premiere hypothese, on aura :
X—m _120—m
<

1— P(X < 120) = 0.70 = P(
g o

) = 0.3.

De la, on aura :
120 —m 120 —m
o

D) = 0.3 = & ) =0.7.

Car la loi normale est symétrique et la valeur de 0.3 n’est pas sur la table de la loi
normale centrée et réduite.
Par la méme table .47(0, 1), on trouve:

120 —m

— = 0.52..(2).
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La valeur la plus proche( en valeur absolue) a 0.7 est 0.6987.
Il suffit de résoudre un systeme a deux équations (1) et (2) avec deux inconnues, m
et o, on aura : m = 137.33 et 0 = 33.33.

1.2.3 Loi de Khi deux
Définition 1.7

Soit X wune variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite , la variable
aléatoire définie par Y = X? suit la loi du khi-deux & un degré de liberté. On note
Y o~ i

Remarque 1.4

Soit X une variable aléatoire telle que X ~ X3, alors sa fonction de densité est donnée

par:
1

oV 2T

-1
2

ez, x>0.

f(X) =27

Définition 1.8

Soit Y une variable aléatoire suivant une loi normale centrée et réduite. Soit X1, ..., X,
un échantillon aléatoire issu de la variable aléatoire Y .

n
Considérons la statistique X = > X? cette statistique suit une loi de Khi deux a n

=1
ddl. On note .
i=1

Si X ~ x2, alors E(X) =n, V(X) = 2n.

Remarque 1.5

-La fonction de densité d’une variable aléatoire qui suit une loi de Khi deux a n ddl
est donnée par:

ez gz !

,  x>0.

I’ est la fonction Gamma.

-Pour n > 30,/2x? — v2n — 1 ~ A47(0.1).

Lecture de la table de khi deux.
Exemple 2
P(xz > ¢) = 0.025 = ¢ = 14.45.

(Voir Figure 1.2 ci dessous).



CHAPTER 1. RAPPELS SUR LOIS DE PROBABILITES USUELLES

TABLE DU %2

La table donne la probabilité Ppour que 12 égale ou dépasse
une valeur donnée, en fonction du nombre de degrés de liberté 6{“,

— _S_ —
P 09 0975 09 09 010 005 0025 001-

1 00002 0001 0004 0016 271 384 502 663

2 002 005 010 021 461 599 738 921

3 011 | 022 | 035 | 058 | 625 | 7,81 | 935 | 11,4
4 030 | 048 071 106 778 949 11,14 1328
5 055 083 115 161 924 1L07 1283 1509
6 087 124 164 220 10,64 1259 1445 1681
7 1,24 | 1,69 217 283 12,02 1407 1601 1848

Figure 1.2: Lecture de la table Khi deux

1.2.4 Loi de Student

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que : X ~» A7(0.1) et Y ~~ x2.
Alors la statistique T' définie ci dessous suit une loi de Student a n ddl. On écrit:

X
T=vVn—~1T,.
\/_\/?
X -1
$i T = /i~ Ty, alors B(T) =0, V(T) = % .
Sin > 30, la loi de Student est approchée par la loi normale centrée et réduite.

Lecture de la table de Student

Exemple 3 La loi de Studen test symétrique parrapporta zéro.Calculons P(|T3o] >
£) = 0.05.
P(|Ty| > t) = 0.05P(—t < Tyo < +t) = 1 — 0.05 = 0.95.

Ceci nous donne,

0.05
P(Tig < +1) = 1 = —= = 0.975 = t = 2.228,

1.2.5 Loi de Fisher snedecor
Définition 1.9

Sotent X, et Xy deux variables aléatoires suivant respectivement les lois n et m. Alors
la variable aléatoire F' = ))((21//72 suit une loi de Fisher snedecor a (n,m) ddl. On note:

_ Xl/n a

F = Fnm-
)(2/777/’\/\_> ’

7
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Lecture de la table de Fisher snedecor
Il est impossible de donner toutes les tables de Fisher pour les deux degrés de liberté.

A noter que F), ,; & 95% = 7 a 5%.

Quel est le 95¢e centile de la loi de Fisher avec 10 degrés de liberté au numérateur et
15 degrés de liberté au dénominateur?

On calcule donc fi915 & 95%. On trouve 2.544 (voir Figure 5.3). On peut aussi écrire:
F10’15’0.95 = 2544, donc F15’10’0.05 = F144 = (0.393.

-Quel est le 5e centile de la loi de Fisher avec 10 degrés de liberté au numérateur et
15 degrés de liberté au dénominateur?

On calcule donc fi015 & 5%. On trouve 0.3515.

QUANTILES D'ORDRE 0.95 DE LA LOI DE FISHER

Degrés de liberté du numérateur sur la premiére ligne
Degrés de liberté du dénominateur sur la colonne de gauche

1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10

1 161.4 1995 2157 230.2 2340 2368 2389 2405 41.9
2 18.51 19.00 19.16 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 G40
3 10,13 9.552 9.277 9.013 8941  BBET 8845 ESI12 R T86

I 7.709 6G.944 6.501 6.256 G.163 G.094 6.041 5.999 G4
H] 6.608 5.786  5.409 5050 4950 4876 4818 4772 735
6 5.987  5.143 4757 4387 4284 4207 4147 4099 1060
7 5.501 4.737 4.347 3.972 3866 3.787 3.726 3677 B.6G3T
] 5318 4459 4.066 3687 3581 3500 3438 3388 B.347
9 5117 4.256 3.863 3.482 3.374 3.203 3.230 3.179 3.137
10 1965 4103 3708 3326 3217 3135 3072 302 2.978
11 4.844 3982 30587 3204 3005 3012 2948 2896 D554
12 L.747 3885 3490 3106 2996 2913 2849 2796 P 753
13 4.667 3806 3411 2915 2832 2767 2714 671
14 4600 3730 334 2848 2764 2699 2646 JJ.l W2
15 Lo 3682 st 20— T 26— 208s uh.
16 4.494 3634 3.239 2741 2657 2.591 2.538 2.

Figure 1.3: Lecture de la table Fisher



Chapitre 2

Echantillonnage, Estimation
ponctuelle

2.1 Introduction

En statistiques, les méthodes d’échantillonnage correspondent aux différentes manieres

de constituer un échantillon de la population étudiée. Si I’échantillon n’est pas con-
stitué de maniere aléatoire, il peut ne pas étre représentatif de la population c’est-a-
dire ne pas posséder les mémes caractéristiques que la population que 1’on souhaite
étudier. Les résultats obtenus sur 1’échantillon ne peuvent alors étre extrapolés a la
population. Il existe différentes méthodes d’échantillonnage, aléatoires ou non: Les
méthodes non aléatoires et les méthodes aléatoires, dans ce mauscrit, on a utilisé les
méthodes aléatoires ou tous les éléments de la population ont la méme probabilité de
faire partie de 1’échantillon

2.2 Definitions

Définition 2.1

On appelle échantillon aléatoire de taille n ou n-échantillon, une suite de n variables
aléatoires X1, Xo, ..., X,, indépendantes et identiquement distribuées(iid), c’est a dire:
ces variables aléatoires sont indépendantes et suivent toutes la méme loi (que la loi
d’une variable aléatoire X appelée la variable aléatoire mere).

Définition 2.2

On appelle statistique T liée a [’échantillon X1, ..., X, la variable aléatoire T (X, Xo, ...

fonction des variables aléatoires qui constituent [’échantillon aléatoire.

Examples 1 La moyenne empérique ou la moyenne de I’échantillon considéré X, X, ...

notée
_ 1 <&

9



CHAPTER 2. ECHANTILLONNAGE, ESTIMATION PONCTUELLE

est une statistique.
-La variance empérique (appelée aussi variance observée ou variance de 1’échantillon)
est une statistique, elle est donnée par :

_ 1 _
SZZ—Z(Xi—Xn)QZE;XE—XS

Proposition 2.1

Soit X une variable aléatoire de loi normale de moyenne m et de variance o, on

note X ~ AN (m,c?), soit X1, Xo, ..., X,, un échantillon aléatoire issu de la variable
aléatoire X, alors l’espérance et la variance empirique de la moyenne empirique X,
sont données respectivement par:

0.2

E(X,) =m, V(X,)= -

2.2.1 Théoréme central limite

Théoreme 2.1 Soit X1, X, ..., X,, ssu d’une variable aléatoire X d’espérance m <
n

oo et devariance o? < oo. Soit S, = Y. X;, alors pour n assezgrand,lavariable
i=1
aléatoire 5 _E(5
Sn —BS) N (0,1).
V(Sh)

A(0,1): désigne la loi normale centrée et réduite (centrée: demoyennel, réduite: de
variance 1).

Exemple 4 appliquant ce théoréme a la moyenne empirique X,,.

X, -E(X,) X,-m _

VX,  o/yn

AT L 0,1
g

Application:

Apres la correction du concours de doctorat en mathématiques(comportant un grand

nombre de candidats), on constate que les notes ont pour moyenne 12 et pour écart-

type 3.

On se propose de prélever des échantillons aléatoires non exhaustifs (méthode d’échantillonnage
ou les individus sont sélectionnés avec remise dans la population) de 100 participants.

1. Quelle est la probabilité d’avoir la moyenne des notes de ces 100 candidats
supérieure a 12.57

2. Quelle est la probabilité d’avoir la moyenne des notes de ces 100 candidats
comprise entre 12.5 et 12.97

Solution

10
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1. On calculera dans cette question P(X, > 12.5).

P(X, >125)=P

>
X, —E(X,) _ 125 —E( n))
V(Xn) V(Xn)

7 N

S S 2

OnaE(X,) =m=12et V(X,) =% = 55 = 0.09.
D’ou lécart type o(X,,) = +/0.09 = 0.3.

Donc la probabilité demandée est:

12.5 - 12
0.3
=1—-10.9521 = 0.0479.

P(X, >125) = P(Z > ) =1- P(Z <1.66)

De la méme maniere, on calcule la seconde probabilité.

P(125 < X, < 12.9) = P(1.66 < Z < 3) = ®(3)—®(1.66) = 0.9987—0.9521 = 0.0466.

® est définie par :
O(z)=P(Z < 2).

C’est la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi .47(0, 1).
(Voir Annexe)

Exemple 2: Fréquence

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernouilli (voir Annexe) de para metre
p. Considérons 'échantillon aléatoire X7, X, ..., X, issu de la variable aléatoire X.
Définissons la variable aléatoire

Xi+Xo+ ...+ X,
" .

F=

F' est appelée fréquence, la variable aléatoire nF' est la sommes des variables de
Bernouilli, donc elle suit une loi Binomiale de parametres n et p . On note nF ~
P(n,p). On a:

E(nF)=np, V(nF)=mnp(l-p).

De la, on aura :

En utilisant le thoéreme central limite, on obtient :
F—
Zp=—"L o ¥(0,1).
p(1—p)
n

La différence entre F et X est que dans F e les variables aléatoires de ’échantillon
sont des variables de Bernouilli.
Application

11
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On sait par expérience qu’une certaine opération chirurgicale a 90% de chances de
réussite. Cette opération est réalisée dans une clinique 400 fois chaque année. Soit la
variable aléatoire X, le nombre de réussites dans une année.

Calculer la probabilité que la clinique réussisse au moins 345 opérations dans I’année.
Solution

Soit la variable aléatoire X; définie par :

1 si la ieme opération est réussie
Xi =
0 sinon

Définissons la variable aléatoire X = Y7 | X;, qui est le nombre d’opérations réussites
X ~ A(400,0.9), E(X) = np =360, V(X)=np(l—p)=36.
n = 400 est assez grand, la probabilité demandée est :

346 — 360

75 )
=1—®(—2.5) =1— (1 — ®(2.5)) = 0.9938.

P(X >345)=1—P(X <345) =1— P(Z <

La clinique réussira au moins 346 opérations dans I'année, a 99.38%.

A partir des caractéristiques(parametres) d’'un échantillon, que peut-on déduire des
caractéristiques de la population dont il est issu?

La réponse a cette question est dans la partie de I'estimation ponctuelle.

2.3 Estimation ponctuelle

Une estimation ponctuelle est une valeur unique utilisée pour estimer un parametre
inconnu d’une population, en se basant sur des données d’un échantillon. C’est une
estimation qui fournit un seul nombre, comme la moyenne de I’échantillon. Ceci
consiste donc a donner des valeurs approchées aux parametres d’une population P, m,
o? ou (proportion, moyenne, variance) & partir des données récoltées de I’échantillon

(fs Tn, S/n2)

2.3.1 Estimateur

L’objectif de I'estimation est de donner une valeur approchée pour un parametre
6 de la population, ce parametre peut étre la moyenne m, la variance o2 (ou 'écart
type o), ou la fréquence p.

Définition 2.3

Considérons un échantillon aléatoire de taille n, X, ..., X,,, et soit T(Xq,..., X,) une
statistique, On dit que T' est un estimateur d’un parametre 6 de la population, si les
réalisations de T' appelées estimations se rapprochent (dans un sens donné) vers la
valeur de 6.

12
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_ n
Exemple 5 X, = % > X, est un estimateur de m dans le cas d’une loi normale de
i=1

moyenne m.
Biais
Définition 2.4

Un estimateur T" d’un paramétre 6 est dit sans biais si

E(T) = 0

_ n
Exemple 6 X, = % >~ X, est un estimateur sans biais de m.
i=1

En effet : E(X,,) = m.
Mais S2 est estimateur biaisé de 02, car E(S2) = =102 # 0.

Définition 2.5
Un estimateur T est dit convergent si B(T') tend vers 0 lorsque n tend vers ['infini.

Exemple 7 L’estimateur S? est convergent puisque :

-1 n—00
E(S?) = 0= 252 o 02,
n

2.4 Méthode de maximum de vraisemblance

Soit X une variable aléatoire réelle de loi paramétrique(c’est a dire dépendante
d’un parametre, discréte ou continue), dont on veut estimer le parametre inconnu 6.
Soit X1, ..., X,, un échantillon aléatoire issu de la variable X, de réalisations z, ..., z,
Alors on définit une fonction g telle que:

P(x;,0) si X discrete

g(xh 0) =
f(z;,0) si X continue

A noter que P est la loi de probabilité de X, si celle ci est discrete et f est la loi de
probabilité (densité de probabilité) de X, si celle ci est continue(voir Annexe).

Définition 2.6

Soit X1, ..., X,, unéchantillon aléatoire issu de la variable X, de réalisations x4, ..., T,,.

On appelle fonction de vraisemblance de 0, pour les réalisations x1, ..., x,, la fonction
de 0 définie par :

n

L(zy, ooy 0, 0) = [ [ 9(2:.0).

i=1
La méthode s’appelle méthode du mazimum de vraisemblance consistant a estimer
0 par la valeur qui maximise L. (vraisemblance). Ainsi, enpratique, la condition
suivante va nous permettre de trouver la valeur de [’estimateur de 6 noté 6.

8L(:171, cery Ly 9)
a0

=0.

13
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On a aussi cette condition,

82L<£If1, vy Ly 9)
<0.
0%0 0—d

Examples 2 1-Considérons un échantillon aléatoire Xji, ..., X, issu d’une variable
aléatoire X ~~ Z(n,p). On dit que la variable aléatoire X suit une loi Binomiale de
parametre p. L’inconnu est donc le parametre p, en utilisant la méthode du maxi-
mumnde vraisemblance, on peut montrer que le meilleur estimateur de ce parametre
est :

p=X,.

2.5 Variables de Student, Khi deux, Fisher

Comme noté précédemment, si la moyenne m de la population est connue(ceci n’est
pas vrai dans la réalité), le meilleur estimateur de la variance est 62 = %Z?ZI(XZ- —
m)?. Mais dans la réalité m n’est pas connue, elle est remplacée dans ce dernier
estimateur par X,,, on aura donc un estimateur de la variance donné par: S? =
LS (X — X,)2 Or E(S2) = =102, donc il est biaisé, il n’est donc pas le meilleur,

I’estimateur corrigé est donc donné par :

=1
Remarque 2.1
’ n
e
n n — 1 n
La variable aléatoire <
n—m
T=———— T,
S//\/ﬁ ~3 1

On dit que la variable aléatoire T suit une loi de Student a (n — 1) degré de liberté
(n — 1 ddl).Soit la variable aléatoire

(n—1)S"
X=—3 Xn-1

On dit que la variable aléatoire suit une loi de khi-deux a (n — 1)ddl.

Remarque 2.2

Dans le cas des loi normale et Student, ’ensemble des données est symétrique et
concentré pres de la moyenne.

14



Chapitre 3

Estimation par Intervalles de
confiance

3.1 Introduction

Soit X7, ..., X,, un échantillon aléatoire. A partir des réalisations zq,...,z,, de
I’échantillon, on construit un intervalle I tel qu'on peut affirmer avec la probabilité
1—a que la valeur du parametre 6 se situe dans I'intervalle I: La probabilité 0 < o < 1
fixée a 'avance, s’appelle le risque ou le seuil de signification, et la probabilité 1 — «
s’appelle le niveau de confiance. On dit que [ est I'intervalle de confiance au risque
a (ou de niveau 1 — ). On a donc la définition suivante:

Définition 3.1

Soit X wune vartable aléatoire dont la loi dépend d’un paramétre 6 inconnu. Soit
X1, ..., X;y un échantillon aléatoire issu de la variable aléatoire X et soit a €)0, 1].

Un intervalle de confiance pour le parametre #, de niveau de confiance 1 — v €]0, 1],
est l'intervalle qui a la probabilité 1 — a de contenir la vraie valeur du parametre 6.

3.2 Construction

Le principe de la méthode d’estimation par intervalle de confiance est le suivant:
Soit T' un estimateur de € (meilleur estimateur possible) dont on connait la loi en
fonction de #. On détermine par la suite un intervalle de probabilité 1 — a pour 7T :

Pti(0) <T < ts(0)) =1 — a.

Il faut ensuite inverser cet intervalle pour 7', dont les bornes dépendent de 6 pour
obtenir un intervalle de la forme:

Pt;'(0) <0 <t;'(0)=1-a.
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Par exemple une réduction de mortalité de 20% avec Intervalle de Confiance a 95%
[—35%; —5%)] signifie qu’au mieux la réduction de mortalité est de 35% (borne inférieure),
au pire de 5% (borne supérieure), ces 2 valeurs ne sont pas significativement différentes
du résultat rapporté (20%). On verra par la suite que la taille de l'intervalle de Con-
fiance est inversement proportionnelle a la taille de I’échantillon: plus ce dernier sera
grand, plus l'intervalle de Confiance sera étroit, donc précis.

3.3 Intervalles de confiance classiques

3.3.1 Intervalle de confiance pour la moyenne m

Soit X1, ..., X,, un échantillon aléatoire issu de la variable aléatoire X suivant une
loi A (m,d?).
X, est le meilleur estimateur de m, On distinguera deux cas:
o connu (cas peu réaliste)

X, —
P(—z%S Gmgz%)zl—a
vn
Donc: B o - o
P(Xn—z% <m< X, +z2e )=1—«

vn

NG

Ainsi, 'intervalle de confiance de m est donné par:

1C, =z, — 2 JTn + 2

Ou za est telle que:

Autrement dit:

Voir figure ci dessous(Figure3.1).

Remarque 3.1

La table de la loi normale A (0,1) est lue de deuz maniére différentes:

P(ZSZ%):(I)(Z%):l—

| R

Ou bien

P(Z>22)=1-®(2a

~—

N1

«
2
Exemple8 Les notes a un examen national de sciences sont distribuées normalement

avec un écart type de 13 points. Dans un échantillon de 30 éleves, la moyenne observée
est de 111 points.

16
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i3 y
04t
95 %\;‘ ' C.\'(o 1)
- 0.2
2,5% 2,5%
1 r
: i~ X
3 -2‘\ -1 0 1 / 2 3

Figure 3.1: Loi normale

1-Estimer la moyenne m des résultats avec un intervalle de confiance a 95%, a
90%, puis a 99% Conclure.

o o
— Za——, ]

2/n vn
o dans ce cas est connu, la moyenne de I’échantillon est donnée. Il reste a déterminer,

pour les différents niveaux.
=& (1 - 2) pour

8]
n

I1C,, = [z,

z
z

[SII=REN] (]

a=0.051—a=095), ze=196

%
La valeur trouvée est lue sur la table de la loi normale .47(0,1). (Voir Annexe).
Pour o = 0.05,

1.3 1.3
Io05Cm = [111 — 1.96——, 111 + 1.96——] = [106.35, 115.65)].

V30 V30
Pour a = 0.1, z¢ = 2.575
In.90Crn = [111 — 2.575 L5 111 +2.575 L5 | =[104.9,117.1]
0.90%~m . \/%7 . \/% ody <]
Pour a = 0.01, zg = 1.64
I5.99C,, = [111 — 1.64 L3 111+ 1.64 L3 | =[107.1,114.9]
0.99Cm Y B0 S 1,114.9].

On peut remarquer que :
Ip.90Cy, C In.95Ch, C Lo.99Cy

La longueur d'un intervalle de confiance est égale a deux fois ’erreur , dans notre cas,
par exemple pour a = 0.05,

1.3
L(Io.95Cin) = 2 X za \jﬁ =2 196 = 9.301.
17
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Si la confiance (1 — «) diminue, la longueur de l'intervalle diminue et le risque «

augmente.
o _inconnu -

X, —

P(—tgg ,m<tg):1—a
2 S, 2
NG
Donc: )
- S, - o
P(Xn—t%\/_gman+t% )21—04

vn

n
Ainsi, 'intervalle de confiance de m est donné par:

/

S t
ICm = [T, —ta—=, 2, + ta

2Vn

I
n

Ou ta est telle que:

Autrement dit:

ty = (7)(1-3)

A noter que 7 est la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi
de Student. Voir figure ci dessous (Figure3.2).

0.5

90%

T
—t7 0 .

Figure 3.2: Loi de student

Exemple 9 Lors d'une en quéte sur la durée de sommeil des enfants de 2 a 3 ans
effectuée sur un échantillon de 540 enfants d’une région on a trouvé une moyenne du
temps de somme il par nuit de 11, 7 heures. L’écart-type est 1,3 heures. On veut
connaitre a 95%, la moyenne générale du temps de somme il chez tous les enfants de
cette région.

Les données de ’échantillon de taille n = 540 sont x,, = 11.7h, s, = 1.3,calculons s;l.

, n 540
= s =/ 22 (1.3) = 1.301.
Y 539(1:3) = 130

18
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0.05
ta = (7)7M(1 — T> = 0.975 = te = 1.96. Ainsi l'intervalle de confiance de la

moyenne du somme il chez le senfants de la région est:

/

S o
I1C, =z, —ta—=,%, +tea—
[z s n Tn +ta \/ﬁ]
1.301 1.301
=[11.7—-1.96 x ——,11.7 + 1.96 x | = [11.60, 11.79]A.

V540 V540

3.3.2 Intervalle de confiance pour la variance

. . . / . . . .
Le meilleur estimateur de la variance est S,? | la statistique qui regroupe I'inconnue
et son estimateur est:

(n - 1)5;12 2

0_2 ~ Xn—1

A la différence des loi normale et de Student, la loi de Khi deux n’est pas symétrique.
On doit trouver deux constantes ¢; et ¢y de la table de la loi de Khi-deux, telles que:

n—1)S72
P(C1<( 0_2) <Cz)—1—06
En inversant, on aura:
—-1)S2 —-1)S2
Co 021

Ainsi, l'intervalle de confiance de la variance est donné par:

10(0%) = [(n —1)s,; , (n— l)sn]

C2 8]

Ou, ¢ et ¢y sont telles que:
« o
P(X?L—l <a)= §aP(X121—1 > cp) = 9

Voir figure ci dessous(Figure3.3).
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Ap(t)

11—

o2 o2
£ B hE,

—

Figure 3.3: Loi de Khi-deux
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Chapitre 4

Tests statistiques

4.1 Introduction

La théorie des tests statistiques est une procédure qui consiste a prendre une
décision entre deux hypotheses (une hypothese nulle, Hy, et une hypothese alterna-
tive, Hy) en se basant sur un échantillon de données. Le processus implique de formuler
des hypotheses, de définir les risques d’erreur (« et (3), de calculer une statistique de
test a partir des données, puis de comparer le résultat a un seuil prédéfini pour décider
de rejeter ou non ’hypothese nulle.

Les deux hypotheses font 1'objet d'un test d’hypotheses qui permet de controler
leur validité (accepter ou rejeter) a partir de I’étude d’un ou plusieurs échantillons
aléatoires.

Il existe plusieurs types de tests, ils different en fonction de I’hypothese de travail,
dans ce manuscrit on distingue:

1. Les tests destinés a vérifier si un échantillon peut étre considéré comme extrait
d’une population donnée, vis-a-vis d’'un parametre comme la moyenne ou la
fréquence observée, sont nommés tests de conformité .

2. Les tests destinés a comparer plusieurs populations a I’aide d’'un nombre équivalent
d’échantillons; ce sont les tests d’égalité nommés test d’homogénéité.

3. On peut ajouter a cette catégorie le test d’indépendance qui cherche a tester
I'indépendance entre deux caracteres qualitatifs et le test d’adéquation qui
cherche a vérifier si une variable aléatoire a pour une fonction de répartition, la
fonction F' ou une autre fonction de répartition. On peut classer les tests selon
leurs objectifs (ajustement, indépendance, de moyenne, de variance ...etc).

4.2 Définitions

Définition 4.1
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Une hypothése statistique est une assertion (affirmation) sur la distribution d’une ou
plusieurs variables ou sur les parametres des distributions.

Il existe deux types d’hypotheses: hypothese simple et multiple.

Si 'hypothese est réduite a un seul parametre de 'espace des parametres, on par-
lera d’hypothese simple(appelée hypothese nulle) sinon on parlera d’hypothese multi-
ple(qu’on appellera hypothese alternative).

La formulation d'un test statistique est la suivante :

H0:9:90

H; 07&90(0 > 90,0 < 0())
Définition 4.2

St Uhypotheése alternative est telle que Hy : 6 > 09,0 < 6y, on parlera d’un test
unilatéral(unilatéral a gauche ou unilatéral a droite). Voir figures ci dessous Figure
4.1 et Figure 4.2.

fx)=N(0;1)

Z,, (seuil)

Figure 4.1: test unilatéral gauche

flx)=N(0:1)

2, (seuil)

Figure 4.2: test unilatéral droit
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Définition 4.3
St Uhypothese alternative est telle que Hy : 6 # 6y, on parlera d’un test bilatéral. Voir
figure ci dessous Figure 4.35.

On peut remarquer des figures, qu’il y a deux zones, la zone du rejet et la zone
d’acceptation.

flx)=N(0:1)

al2

I

|

|

|

|

|

y W
Rejet | Non|rejet B Rejet

z

\. -éa (seuil) ., (seuil) L/

J‘\‘ "

Figure 4.3: test bilatéral

A noter que T est la statistique du test.
Les étapes a suivre pour tester une hypothese sont les suivantes:

1. définir ’hypothese nulle (notée Hy) a controler,

2. choisir un test statistique ou une statistique pour controler 'hypothese nulle Hy,
3. définir la distribution de la statistique sous '’hypothese (Hj est réalisée),

4. définir le niveau de signification du test noté «a ,

5. calculer, a partir des données fournies par 1’échantillon, la valeur de la statis-
tique,

6. prendre une décision concernant 'hypothese posée et conclure.
Lorsqu’on effectue un test statistique, on peut accepter a tort 'une des hypotheses,

comme on peut les rejeter a tort. On peut donc commettre des erreurs de choix.

4.2.1 Types d’erreurs

Les types d’erreurs qu’on peut commettre dans le choix des hypotheses sont
résumés dans le tableau suivant :

Définition 4.4
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Décision / Vérité | Hy | H;
HO 1-« 5
H1 (0] 1-5

Le risrque de premiére espéce a est définit par :
a = P(H{/Hy vraie).
Le risque de second espeéce est :

B = P(Hy/H, vraie)

Remarque 4.1

« est appelé aussi risque d’erreur (du test) ou seuil de signification, 1 — (3 est appelé
puissance du test.

4.2.2 P-valeur : P-value
Définition 4.5

Dan sun test statistique, la valeur-p (en anglais p-value pour probability value), est
la probabilité pour un modele statistique donné sous [’hypothése nulle d’obtenir une
valeur au moins aussi extréme que celle observée.

Dans un test bilatéral, la P-value est définie comme suit
P =P(T < —|xo| ou T > +|xg).

Si la loi de la variable X est symétrique, alors: P = 2P(T > +|xo|).

Pour un test unilatéral droit,

Pour un test unilatéral gauche,

4.3 Tests paramétriques

4.3.1 Tests de conformité

Le test de conformité permet de vérifier si un échantillon est représentatif ou
non d’une population vis-a-vis d’'un parametre donné (la moyenne, la variance ou la
fréquence ...). Pour effectuer ce test, la loi théorique doit étre connue au niveau de la
population.
a-Comparaison d’une moyenne observée et une moyenne théorique
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Soit X une variable aléatoire observée dans une population, suivant une loi normale
de parametres m et o. Soit un échantillon tiré aléatoirement de cette population de
méme loi (loi normale).

On veut tester :
Hy:m =mg

Hl Im;’émo (1)

La statistique du test varie selon si la variance o2 de la population de référence est
connue ou non.
a- ¢ connue
Soit une variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne m inconnue et de variance
connue o2; On considere un échantillon aléatoire issu de cette variable aléatoire X.
On sait que : X,, = %Z?Zl X, vérifie :

KT 4 (0,1),
o/vn
ceci d’apres le théoreme centrale limite (n > 30).
La statistique du test (1) est donc :

g=2Xn=m
o/v/n
Notons par:
Tp—m
Zobs = ———
obs 0_/ n

Zops €st la valeur observée de Z (réalisation de Z sur I’échantillon).

Le test est bilatéral ( Dans Hy, on a m # my, par contre dans le test unilatéral, on a
:Hy:m > mg ou Hy : m < my).

Zobs €St comparée, en valeur absolue, a la valeur z,.,; lue sur la table de la loi normale
centrée et réduite pour un risque d’erreur fixé. z,..; est le fractile de la loi normale
centrée et réduite d’ordre 1 — 5. Par exemple, pour un risque de premicre espece
a = 5%, la valeur de z4.,; est le fractile de la loi normale centrée et réduite d’ordre
0,975 est égale a 1,96 (Voir Annexe).

Décision du test:

-81 |Zobs| > |Zsewit|, Uhypothese Hy est rejetée au risque d’erreur o .

-si |zobs| < |zsewil|,'hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur a: 1’échantillon est
représentatif de la population de référence d’espérance mg au risque d’erreur a.

b-0? inconnue

Soit une variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne m inconnue et de variance
inconnue; On considere un échantillon aléatoire issu de cette variable X7 vérifie :
aléatoire X. On sait que : X, = 37" | X, vérifie:

~n
X,—m
—_— A _
s'/\/n o

La statistique du test (1) est donc

B X,—m
NG
25
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Notons par : ~
Tp—m

t, o=
obs S//\/ﬁ

Décision du test:

® Si [tops| > |tsewi|, U'hypothese Hy est rejetée au risque d’erreur «: ’échantillon
appartient a une population d’espérance m.

o si |tops| < |tsewit|, I'hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur : ’échantillon
est représentatif de la population de référence d’espérance mg au risque d’erreur
a. la valeur t,.,; lue sur la table de la loi de Student pour un risque d’erreur
o fixé. tgeuq est le fractile de la loi Student a (n — 1) ddl d’ordre 1 — § car le
test est bilatéral. Par exemple, pour un risque de premiere espece o = 5%, et
pour une taille de ’échantillon égale a 33, la valeur de t,.,; est le fractile de la

loi Student a 32 ddl d’ordre de 0,975 est égale a 2,037.

b-Comparaison d’une fréquence observée et une fréquence théorique

Soit X une variable qualitative prenant deux modalités (succes X = 1, échec X =
0); observée sur une population, et un échantillon tiré au hasard de cette population.
La probabilité p est la probabilité du succes P(X = 1) = p et la probabilité d’échec
est P(X = 0) =1 — p. Le but est de savoir si un échantillon (de grande taille) de
fréquence observée F,,s = F/n , estimation de p, appartient a une population de
référence connue de fréquence py (Hy vraie) ou a une autre population inconnue de
fréquence p (H; vraie).
On teste donc :

HO * D = Do,

Hy:p # po,.
Soit Fps la réalisation de la variable aléatoire F' qui est la fréquence empirique
(I’équivalence de X, lorsque la variable aléatoire X est quantitative) et qui suit ap-
proximativement une loi normale, c¢’est a dire :

(o)

La statistique du test est :
F—p

p(1-p)

n

7 —

Grace au théoreme central-limite, cette variable aléatoire Z suit approximative ment
la loi normale centrée réduite Z ~~ N(0,1) si seulement si n > 30, npy > 5.
A partir de I’échantillon, on calcule :

Fobs — Po

Po(1—po)
n

Zobs =

-S1 | Zobs| > |Zsewit]|, Ihypothese Hy est rejetée au risque d’erreur .
=81 |Zobs| < |Zsewit|,]'hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur a.
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Example 10: Test d’hypothese sur la moyenne d’une résistance de matériau.

La résistance a la traction d’un nouveau type d’acier est supposée suivre une loi
normale de moyenne inconnue m et d’écart type connu o = 13 MPa.

D’apres les normes industrielles, la résistance moyenne doit étre de my = 120 MPa.
Un échantillon de n = 30 pieces testées donne une moyenne observée z = 115.5 MPa.
Peut-on conclure, au niveau de signification o = 0.05, que le matériau ne respecte pas
la norme 7 Les hypotheses sont les suivantes:

Hy:m =120 =my contre Hy:m # 120
(test bilatéral).

2. Statistique de test Comme o est connue, la statistique de test est

X — My
7 = )
a/\/n
Calculons : 13
o
— = —— ~ 2.3735,
Vo /30
115.5 — 120
by = ———————— ~ —1. .
b 2.3735 895

3. Zone de rejet Pour un test bilatéral a o = 0.05 :
Zl—a/2 = 20.975 ~ 1.96.

On rejette Hy si |Zops| > 1.96.
Or |Zops| = 1.895 < 1.96, donc on ne rejette pas H.

4. p-valeur
p-value = 2(1 — ®(|Zops|)) = 2(1 — ©(1.895)) ~ 2(1 — 0.9712) = 0.0576.

Puisque p = 0.0576 > 0.05, on ne rejette pas Hy.
5. Intervalle de confiance (95%)

T4 zo,%% — 115.5 + 1.96 x 2.3735 = 115.5 + 4.65.

1Cos9 (1) = [110.85, 120.15).

La valeur 120 appartient a cet intervalle, ce qui confirme la Au niveau o = 0.05, les
données ne permettent pas de conclure que la moyenne de résistance differe de 120
MPa. L’échantillon observé est compatible avec la norme exigée, bien que la moyenne
soit légerement inférieure.
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4.3.2 Tests d’égalité ou d’homogénéité des populations

Soient X; et Xy deux variables aléatoires quantitatives continues observées sur
deux populations indépendantes suivant une loi normale de parameétres (my,0?) et
(ma, 02) respectivement.

On tire deux grands échantillons indépendants I'un de I'autre de ces deux populations
de tailles n; et ngy respectivement et n; et ny sont supposées supérieures a 30. On
vérifie que dans les deux populations, les espérances sont égales.

Les hypotheses a tester sont: Hy : m; = mg, contre Hy; : m; # ms. Pour ceci on
envisagera deux cas:

Les variances des deux populations sont connues

Notons par X; la moyenne du premier échantillon (de taille ny) et X, la moyenne du
second échantillon(de taille ny).

On a o?(X; — Xs) = Z—f + Z—i

La statistique du test est :

Xy = Xy) — (my —
=G =X Zlmmm) g
914 %2
n1 no

On calcule :

(71 — 2)
Zobs = > 5 ~ JV(O, ]_)

T4 2

ni ng
A noter que zy, est calculée sous 'hypothese Hy, c’est a dire la différence m; —msy = 0.
=81 | Zobs| > |2sewit]|, Ihypothese Hy est rejetée au risque d’erreur .
-S1 | Zops| < |Zsewit|, hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur a: Les deux échantillons
sont issues des deux populations ayant des espérances statistiquement égales a m.
Les deux variances sont inconnues
Avant de tester les hypotheses dans ce cas, on doit vérifier I’égalité des variances(sous
section suivante, comparaison de deux variances); On envisagera deux cas:
Les deux variances sont égales: On considérera alors la statistique

ny — 1)5;2 -+ (TLQ — 1)Sé2
ny + ng — 2

5’2:(

Ot S;? est le meilleur estimateur de la variance o2 respectivement (i = 1,2).
La statistique du test est :

T — (Xl—Xz)—(ml—mz) -

, 1 1 ni+ni—2
OV
ni no

On calcule I'estimation de T, comme suit :

T1— X9
TObs: ; . .
4/ T s

on la compare par la suite a tge; lue sur la table de la loi de Student a (n; + ny —

2)ddl(Voir Annexe).
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-Si|Tops| > |tsewi], hypothese Hy est rejetée au risque d’erreur a: Les deux échantillons
sont issues des deux populations ayant des espérances statistiquement et significative-
ment différentes.

-Si |Tops| < |tsewir], hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur c.

Les deux variances sont différentes A noter que les hypotheses sont les mémes que
dans le cas précédent, la statistique du test est :

()_(1 - X2) — (my —my)
r= 52 g2 7 Aty -2
Z1 Z2

ni n2

On calcule I'estimation de T, comme suit :

T1 — T2
Tops = - -
ni n9

on la compare par la suite a ts,; lue sur la table de la loi de Student a (n; +ny—2)ddl.

o si |Tops| > |tsewa|, U'hypothese Hy est rejetée au risque d’erreur a: Les deux
échantillons sont issues des deux populations ayant des espérances statistique-
ment et significativement différentes.

o si |Tops| < |tsewit|, Vhypothese Hy est acceptée au risque d’erreur .

Comparaison des variances

Soit X une variable aléatoire observée sur deux populations indépendantes suiv-
ant une loi normale. On tire deux échantillons de ces deux différentes populations,
indépendants I'un de 'autre, de tailles respectives n; et ny. On veut savoir si les
variances, dans ces deux populations, sont égales (ou les différences potentielles sont
statistiquement non significatives au seuil « fixé) ou bien ces différences sont statis-
tiquement significatives au seuil o . Le test a réaliser est :

2
Hy:0? =02

H,: 0% +# o3
La statistique du test est :
S;2
Fg=—%
s 52

La statistique Fg suit une loi de Fisher snedecor a (n; — 1,ny — 1)ddl (voir Annexe).
L’estimation ou l'observée de cette derniere statistique est donnée par :

!
2
51

F obs — T79
Sob 2
Remarque 4.2

!
On pratique, on met toujours au numérateur la plus grande des deuz variances (s >
s,%), pour que le rapport des variances soit supérieur a 1.
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Pour prendre une décision, la valeur de Fg,p, est comparée a la valeur théorique Fleyi,
lue dans la table de Fisher-Snedecor de degré de liberté (n; — 1;n — 1) et pour un
risque d’erreur o fixé.

o si Fsps > Fyeuiy 'hypothese Hy est rejetée au risque d’erreur a: Les deux
échantillons sont issues des deux populations ayant des variances significative-
ment différentes au risque d’erreur « .

o Si Fsps < Fyeuy 'hypothese Hy est acceptée au risque d’erreur a: Les deux
échantillons sont issues des deux populations ayant des variances significative-
ment égales au risque d’erreur a.

4.3.3 Comparaison de deux propositions (grands échantillons)

Soient p; et py deux proportions d’individus d’une certaine modalité A dans les
populations M; et M. ny et ny sont supposés suffisamment grands (supérieurs a 30).
Notons par f; et fo les estimations de p; et ps respectivement.

On cherche a tester :
Hy:pi=py=p

Hy @ p1 # po
D’apres ce qu'on a vu précédemment : f; et fy sont des réalisations des variables
ng
E = Zi:lXi i = 1’2
T

On sait que

Fy ~ N<p1, p—1(1 _pl))

ny

1—
F2 ~ N<p27 p2< p2))

ng

la loi de la variable F; — F5 sera donc donnée par :

1-— 1—
Fl_F?”"N(pl—pQ,\/pl( p1)+p2( p2))

ni N9

On définit la variable aléatoire :

_ Fy — Fy — (p1 — p2)
\/Pl(l — p1) n p2(1 — p2)

ni no

Grace au théoreme central limite, la variable aléatoire Z suit une loi normale centrée
et réduite N (0, 1).
La valeur de p probabilité de succes commune auxdeuxpopulations n’est en réalité
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pas connue, on l'estime par les résultats observés dans les deux échantillons par son

estimation :
. omfitnafe .
p=——r"", G=1-p
n, + No
ou f; = 7]‘;—, 1 = 1,2, et k; représente le nombre de succes observés dans 1’échantillon
1 et 2 respectivement.

Il s’agit d’un test bilatéral, la valeur de Z observée dans les deux échantillons est :

fi—f
Pa(= + =)

ni n2

Zobs =

La valeur de z,, est comparée, en valeur absolue, a la valeur théorique z,.,; lue dans
la table de la loi normale centrée et réduite pour un risque d’erreur o fixé. zg..; est
le fractile de la loi normale centrée réduite d’ordre 1 — 5.

-Si | Zops| > Zsewit, 'hypothese Hy est rejetée au risque d’erreur a: Les deux échantillons
sont issues des deux populations ayant des probabilités de succes statistiquement et
significativement différentes p; et po, au risque d’erreur .

-Si | Zops| < Zsewir, 'hypotheése Hy est acceptée au risque d’erreur a: Les deux échantillons
sont issues des deux populations ayant des probabilités de succes statistiquement et
significativement égales p; et po, au risque d’erreur .

Exemple 11 Une entreprise souhaite comparer l'efficacité de deux procédés de fabri-
cation d’un méme alliage métallique. On mesure la résistance a la traction (en MPa)
pour deux échantillons indépendants :

o Procédé A : ny = 16, 7, = 115.2, 2 = 25
e Procédé B : ny = 14, Ty = 110.4, 52 = 20

On suppose que les résistances suivent des lois normales et que les variances sont

égales (07 = 03). Peut-on affirmer, au seuil de signification o = 0.05, que les deux

procédés different en moyenne 7 On teste alors ces deux hypotheses:
Hy:mqy = mao contre Hy:my # mgy

(test bilatéral).

Lorsque les variances sont supposées égales, on utilise la variance combinée :

§2 (ny — 1)s7 4 (ng — 1)s3

N ny+ ng — 2

Calculons :
2_(16—1)><25+(14—1)><20_15><25+13><20_375+260_2268
P 16+ 14 —2 a 28 a 28 T

Ainsi, s, = v/22.68 ~ 4.76.
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La statistique de test est alors :

115.2 - 1104 4.8 4.8

tobs - — _
4.76 x \/%TTZ 4.76 x 0.370 ~ 1.762

Sous Hy, la statistique ¢ suit une loi de Student a ny; + ny — 2 = 28 degrés de liberté.
Pour un test bilatéral au niveau a = 0.05 :

R 2.725.

t0.975’ 28 2.048.

On rejette Hy si |tops| > 2.048.
Or |tops| = 2.725 > 2.048, donc on rejette H,.

La p-valeur (approchée) Avec t = 2.725 et 28 degrés de liberté :
pvalue & 2(1 — Fy,, (2.725)) ~ 2(1 — 0.994) = 0.012.

Donc p = 0.012 < 0.05, ce qui confirme le rejet de H,.

5. Intervalle de confiance (95%) pour p; — o

(z To) 1t \/ L + !
T1—T Spr | — + —.
1 2 0.975,28 Sp e,

4.8 +£2.048 x 4.76 x 0.370 = 4.8 + 3.61.
IC95%(/L1 - /.LQ) = [119, 841]

L’intervalle de confiance ne contient pas 0, et la statistique tons = 2.725 conduit
au rejet de Hy. Au niveau de 5%, on conclut qu’il existe une différence
significative entre les moyennes des deux procédés. Le procédé A donne une
résistance moyenne plus élevée que le procédé B.

4.4 Tests non paramétriques

4.4.1 Test d’indépendance de Khi deux
Définition 4.6

Le test dindépendance est utilisé pour tester [’hypothése nulle d’absence de relation
entre deux variables qualitatives. On peut également dire que ce test vérifie [’hypothése
dindépendance de ces variables.
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L’hypothese nulle est I’hypothese de ’absence de relation entre deux variables quali-
tatives. C’est I'hypothese d’indépendance. On suppose que la valeur d’une des deux
variables ne nous donne aucune information sur la valeur possible de 'autre vari-
able. Lorsqu’il n’existe aucune relation entre deux variables on dit que les variables
sont indépendantes I'une de 'autre. Il ne faut pas confondre cette expression avec
I’appellation variable indépendante . L’hypothese alternative est donc qu’il existe une
relation entre les variables ou que les deux variables sont dépendantes.

Lorsque I'on a voulu tester I’hypothese nulle de 1’égalité des moyennes de deux échantil-
lons indépendants, nous avons calculé la statistique Z (ou T si les variances sont incon-
nues). Puis, a I'aide de la distribution de la statistique du test, nous avons déterminé
dans quelle mesure la valeur Z obtenue était inhabituelle si I’hypothese nulle était
vraie. Dans le cas de tableau de contingence ou I'on travaille avec des effectifs (ou oc-
currences), nous allons calculer la statistique Khi-deux et comparer sa valeur a ’aide
de la distribution Khi-deux dans le but de déterminer dans quelle mesure cette valeur
est inhabituelle si I'hypothese nulle est vraie.

La procédure statistique que nous allons employer pour tester I’hypothese nulle : On
compare les effectifs observés (celles déja inscrites dans le tableau de données de con-
tingence) avec les effectifs attendus ou théoriques. L’effectif attendu est simplement
I'effectif que I'on devrait trouver dans une cellule si '’hypothese nulle était vraie. Les
étapes du test seront présentées en traitant ’exemple illustratif suivant:

Au niveau national, un examen est ouvert a des étudiants de spécialités différentes
(Pharmacie et Médecine). Les responsables de 'examen désirent savoir si la formation
initiale d’'un étudiant influence sa réussite a cet examen. Les résultats sont enregistrés
dans le tableau suivant :

Pharmacie | Médecine | Total(n,)
Réussite 268 195 463
Echec 232 240 472
Total(na;) | 500 135 935

On suit alors les étapes suivantes pour déterminer la statistique du test.

1. Calculer les effectifs théoriques, ces effectifs sont notés njineo, ils sont donnés
par la formule :

TNie X Tej
Mijtheo = — 77—
Dans note cas par exemple
Nie X Mo 463 x 500
N11theo = ! N ! = 935 = 247.6

Pour les étudiants en pharmacie ayant réussi I’examen national, I'effectif attendu
est 247.6.
Pour les étudiants en pharmacie ayant échoué a ’examen national, 'effectif

attendu est :
Noe X Ne1 472 x 500

N 935
On aura alors le tableau suivant :

= 2524

N21theo =
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Pharmacie Médecine | Total

Réussite | 268 (247.6) | 195(215.4) | 463
Echec | 232(252.4) | 240(219.6) | 472
Total 500 435 935

Les chiffres notés en gras sont les effectifs théoriques, les autres sont appelés les
effectifs observés.

2. Déterminer la statistique du test.
La statistique du test d’indépendance Khi deux est

k p 2
2 (nij - nijtheo)
Xobs =

=1 j—1 Nijtheo

Dans notre cas

, (268 —247.6)2 (195 — 215.4)?
Xobs 2476 o154 T

3. La décision :
Le degré de liberté de la distribution de khi-deux ne dépend pas du nombre
d’individus statistiques, mais plutot du nombre de lignes et de colonnes du
tableau de contingence.
Degré de liberté = (nombre de rangées-1) x (nombre de colonnes -1).
Dans notre cas : notons x%,, la valeur de khi deux lue sur la table statistique,
pour un risque o = 0.05, sur la table Khi deux & 1 ddl, on trouve x?,_ = 3.84.

ngs =7.16> X?heo = 3.84

On rejette I’hypothese nulle. Cela signifie que la réussite des étudiants a cet
examen dépend de leur spécialité au risque 5%.

4.4.2 Test d’adéquation de Khi deux

Soient X7, ..., X, un échantillon aléatoire de taille n d’une variable aléatoire mere
X, soit F une fonction de répartition donnée. On souhaite tester les hypotheses

suivantes :
Hy : X a pour fonction de répartition F

H, : X n’a pas pour fonction de répartition F.

Pour cela, on répartit les n observations en k classes [a;_1,a;[, d’effectifs observés
ni, n=y.. n;, (1<k<n)etoncalcule, p; = F(a;)— F(a;—1). On calcule ensuite
les effectifs observés np;.

On peut obtenir ainsi la valeur observée de la variable aléatoire D qui suit la loi de

khi-deux a (k — 1) ddl.

n

Dy = 5 0"

n .
i=1 pi
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La région critique( de rejet) du test au seuil o est : D > Dgeyyy oUt la valeur de Dy
étant lue dans la table de Khi-deux avec o = P(D > Dgeyi/Hp) et D de loi approchée
de khi-deux & (k — 1) ddl sous Hy.
L’effectif np; de la classe [a;_1,a;| doit étre supérieur ou égal a 5; sinon on regroupe
deux (ou plus) classes consécutives.
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Conclusion

En conclusion, ce travail a permis de mettre en évidence les notions fondamentales
de la statistique appliquée, en abordant successivement les lois de probabilité usuelles,
I’estimation ponctuelle et par intervalles de confiance, ainsi que les tests d’hypotheses
statistiques.

Il ressort de cette étude que la statistique ne se limite pas a un ensemble de for-
mules ou de calculs, mais constitue avant tout un outil scientifique rigoureux perme-
ttant d’analyser les phénomenes, d’interpréter les données et de tirer des conclusions
objectives et fiables.

Nous espérons que cette modeste contribution aura facilité la compréhension des
principes essentiels de la statistique et montré le lien étroit entre la théorie et la
pratique.

En définitive, la connaissance statistique demeure une composante indispensable
de toute démarche scientifique, car elle fait des nombres une véritable langue de la
réflexion analytique et du raisonnement logique.

Conclusion

In conclusion, this work has highlighted the fundamental concepts of applied statistics,
covering successively the most common probability laws, point and interval estima-
tion, as well as statistical hypothesis testing.

This study shows that statistics is not merely a collection of formulas and calculations,
but above all a rigorous scientific tool that allows us to analyze phenomena, interpret
data, and draw objective and reliable conclusions.

We hope that this modest contribution has helped to simplify and clarify the essential
principles of statistics, while emphasizing the close link between theory and practice.
Ultimately, statistical knowledge remains an indispensable component of any scientific
approach, as it transforms numbers into a true language of analytical thinking and
logical reasoning.
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