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Résumeé :

Notre travail porte sur l'espace énergétique d'un opérateur défini positif ainsi que
la minimisation de la fonctionnelle d’énergie associée. Comme application nous avons
considéré 'opérateur de Sturm-Liouville.

Mots clés : opérateur, opérateur symétrique, opérateur auto-adjoint, opérateur
positif, opérateur défini positif, opérateur fermé, opérateur fermable ; espace énergétique,
fonctionnelle d’énergie ; extension de Friedrichs.
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Abstract :

This work deals with the energetic space associated with positive definite operator and
the minimisation of the functional of energy for the operator.

Key-WOI'dS : operator, symmetric operator, self-adjoint operator, positive opera-
tor, positive definite operator, closed operator, closable operator ; energetic space, func-
tional of energy ; Friedrichs’extension.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le probleme de la recherche du minimum de la
fonctionnelle d’énergie, d'un opérateur défini positif A. La résolubilité de ce probleme est
étudiée sur I'espace énergétique associé a l'opérateur A.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres. Le premier chapitre porte sur quelques
notions utiles et essentielles pour la suite. Ainsi on rappelle tout d’abord le théoreme de
la complétion d’un espace métrique ; ensuite nous rappelons quelques définitions et résul-
tats sur les espaces de Hilbert. Enfin on rappelle quelques propriétés fondamentales des
opérateurs bornés.

Dans la deuxieme chapitre on présente la théorie élémentaire des opérateurs non bornés
et leurs propriétés, en particulier celles des opérateurs fermés, fermables, ainsi que celles
de 'opérateur adjoint d’un opérateur non borné, et celles des opérateurs auto-adjoints...

Le troisieme chapitre porte sur I’espace énergétique d’un opérateur défini positif, sur
la minimisation de la fonctionnelle d’énergie associée a I'opérateur, et sur la méthode de

Friedrichs.

Le quatrieme chapitre porte sur 'application a 'opérateur de Sturm-Liouville.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Normes et distances

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur R (ou C). On appelle norme sur E une
application :
Il :E — RF
z |z

qui vérifie :
N1) (Séparation) Vx € E|||z| =0< x =0
N2) (homogénéité) ||\x|| = |A|.||x|| Ve e E et YA eR (ouC)

N3) (inégalité triangulaire)|x + y|| < ||z| + ly|| Vz,y € E

Exemple 1.1. Sur R™ les normes suivantes sont les plus utilisées :

1) ||l’||1 = Z?:l |x1| ; L= (:L‘17:E27 al‘n) :
1

2) a2 = (Ziey 2)2

=11

3) |1z lo = Max;=1.2,.., nlil -

Définition 1.2. Un espace vectoriel sur R (ou C) muni d’une norme est appellé espace
vectoriel normé (e.v.n).

Soit E' un e.v.n application d: E X E — RT qui au couple (z,y) € E x E associe
d(z,y) = ||x — y|| s’appelle distance de z a y induite par la norme .



Définition 1.3. soit £ un ensemble non vide. On dit qu’une application

d :ExE —R*
(z,y) +—d(z,y)

est une distance sur E si elle vérifie les trois axiomes suivants :

D1) (Séparation) V(z,y) € Ex E,x =y < d(z,y) =0
D2) (Symétrie) ¥V(z,y) € E x E,d(z,y) = d(y, )

D3) (inégalité triangulaire) Vx,y,z € E,d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

On appelle espace métrique tout couple (F,d) ou E est un ensemble non vide et d est
une distance .

Exemple 1.2.
1)E=R , Vo,y€E , di(z,y) = |z —y|

2) E = C(la,b]) ensemble des fonctions continues définis sur [a, b]

Vf,g€e E:

d(f,g) = sup|f(z)—g(x)| est une distance sur E
x € [a,b]

Définition 1.4. Une suite d’éléments (x,,), d’'un espace métrique (E,d) est dite conver-
gente vers un élément x € E, si d(x,x,) — 0 quand n — oo

Définition 1.5. Une suite d’éléments (x,), d’un espace métrique (E,d) est une suite de
Cauchy si :
Ve>0, IN , Vnm>N dx,,z,) <c

Proposition 1.1. Toute suite convergente est de Cauchy .

Définition 1.6. Un espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite de Cauchy est
convergente dans F.

Théoréme 1.1. Soit E un espace métrique non complet. Alors il existe un espace métrique
complet E tel que E soit isométriquement isomorphe a une partie partout dense D dans E
¢’est-d-dire quil existe une bijection f de E — D tel que d(z,y) = d(f(z), f(y)) Vz,y €
E .

Démonstration.

1) La construction de E (Existence) : On peut construire £ comme un ensemble de
classes d’équivalence des suites de Cauchy



On commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy.
Soit (E,d) un espace métrique, soit C[E] I’ensemble des suites de Cauchy sur F.
Définir une relation ~ sur C[E] par :

Ty ~ Yy = nh—>nc}o d(xp,yn) =0

— On note par [z,] la classe d’équivalence de la suite (z,),

— On considére E Pensemble des classes d’équivalences pour cette relation .

On remarque que la distance entre (z,,), et (y,), tend vers une limite donnée pour
n — +0o0 .

On peut donc prendre pour distance sur F la limite de la distance entre deux suites
pour n — +oo ied: E —s RT :

d([n); [yn]) = nhjgo d(Tp, Yn)

Il faut vérifier que :
1) d est bien définie sur E : soit (,)n, (Zn)n, (Un)ns (Un)n € C[E] telles que : (z,,), ~

(T)n et (Yn)n ~ (YUn)n
On a :

< d(wn, 70) + d(Yny Yn)

et donc : 0 < |d(2n, Yn) — d(Tp, Un)| < (2, Z0) + d(Yn, Un)
En passant a la limite n — 400 :

At Az, yn) = i d(@n, Gn)

Mais cela signifie précisément que :

d([n], [yn]) = d([2n], [yn])

2) d est une métrique sur E, cest-a-dire :

i) soit d([zy], [yn]) = 0, ce qui signifie que : lim,, o d(zp, y,) = 0. Donc, par définition
(xn) ~ (Yn) €t [xn] = [yn]. comme d est une métrique, on trouve aussi immédiate-

“)ment (), [ya]) = 0 .

d([zn], [za]) = nh_{lc}o d(wn, 2n)
< Jim {d(@n, yn) + d(yn, 20)}  d est un métrique.

i, dn. ) + Jim d(on, )

d([n], [yn]) + d([ya], [20])-



iii)

d([xn]? [yn]) = lim d(mmyn)

n=300
= lim d(Yn, )  d est un métrique.
= d([yn], [za])
— On peut prendre pour plongement la fonction qui a x associe la suite constante égale
ax.
p:EFE — E

r — (r,z,..,2,...)

— On constate facilement que ce plongement est une isométrie .

— On peut voir que l'image du plongement ¢(E) est dense dans F .

— On peut maintenant identifier £ et son image .

— Nous arrivons maintenant a 'étape cruciale de montrer que E est un espace complet.
On considére une suite de Cauchy dans E notée (Wn)n

— pour tout n on peut choisir (z,),, suite de Cauchy, telle que la distance (dans E)
entre x,, et w,, soit inférieure a %

~ La suite (z,), est de Cauchy dans E, et donc aussi dans E. Par définition de E, la
limite de la suite x,, est la classe des suites dont la distance a x,, est nulle.

— Il ne reste plus qu’a voir que w, tend aussi vers cette limite .

2) L’unicité de E : Soient E et E' deux complétions de F, il existe alors une bijection
¢ E— E telle que :

i) ¢ se limite a l'identité sur x

Vee B :¢(z) = .

ii) ¢ conserve les métriques

Ve, xg € E @ d(xy,x9) = j(éb(xl)aéb(@))

ot d est la distance dans E' . O

1.2 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel sur C(ouR).

Définition 1.7. On dit que (.,.) est un produit scalaire sur H si les propriétés sont
vérifiées pour tous x,y,z € H et A € C :

i) (x+y,2) = (2,2) + (y,2)

ZZ) ()\l’,y) = )‘(*7;7 y)



ii) (v,y) = (y, )

) (x,z) 2 0,Vo € H et (z,x) =0 si et seulement si x =0
Tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Remarque 1.1.

1) (x,y) le conjugé du nombre (z,y). Donc, si l'espace H est réel, alors (x,y) = (r,y) =
(y, )
2) Les conditions (i) et (i1) de la définition impliquent que la fonction (.,.) est linéaire par
rapport la premiére variable x.
Il est facile de voir que (.,.) est aussi linéaire par rapport la seconde variable y si H est
un espace vectoriel réel.
En fait, nous avons :

a) (x,y+9y) = (x,y)+ (z,y) Va,y,y € H.

b) (x,By) = B(x,y) pour le cas réel.
Vérification :

a) (x,y+7vy) = (y+v,x) par la condition (iii) de la définition ;par la condition (i), (y +
v, )= (y,x) + (v, x) et donc :

(x,y+vy) = wy+vy,z) = (y,x) + (¢,x) = (y,z) + (¥, x). d’aprés (1) et encore par la
condition (iii) :
(y,x) = (z,y) et (v, ) = (z,9) donc (z,y +y) = (z,y) + (z,9).

b) (z,By) = (By,x) d’aprés le condition (iii), mais (By,x) = By, x) d’aprés le condition
(ii), donc (z,By) = B(y,x) = By, x) = B(x,y). En utilisant (1) et de le condition (iii)
du produit scalaire, sur un espace vectoriel réel H, le produit scalaire (.,.) est également
linéaire par rapport a Uargument y ; (x, By) = B(z,y).

Exemple 1.3.

1) Sur R™, le produit scalaire euclidien usuel est
i=1

ol x = (2;)1<i<n €Y = (Yi)i<ic<n
2) Soit Q un ouvert de C", et C(2) l’espace des fonctions sur )
C(Q)={f:Q— C; continue},

C(2) muni du produit scalaire

(£.9) = [ J@)gla)da

est un espace préhilbertien .



Rappelons que, dans un espace préhilbertien, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(2, 9)| < /(2 2)4/(y, )

Rappelons aussi que ||z|| = 1/(z, x) est une norme .
Rappelons enfin "'identité du parallélogramme”" :

lz+yll* + llo = yl* =2ll=l* + 2]ly|* , Yo,y € H.

Définition 1.8. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
1

(x,y) et qui est complet pour la norme (x,x)2

Exemple 1.4. Soient u = (uy, ug, ..., u,) , v = (v1,02,...,0,) € K"

1) R™ muni du produit scalaire
(u,v) = ugvy + ugvy + ... + Uy,

est un espace de hilbert réel .

2) C™ muni du produit scalaire
(u,v) = w01 + Uz + ... + U, Ty,

est un espace de hilbert compleze .

3) soit Q un ouvert de R, et L*(Q) l’espace vectoriel des fonctions a carré intégrable sur
Q
LAQ) ={f: Q9 —C; [ |f(z)dw < o0}

muni du produit scalaire
(£.9) = [ Fa)g(@)da
L%(2) est un espace de Hilbert .

Définition 1.9. Une partie D de H est dit dense dans H si :
Vh € H,Ve > 0,3a € D;||la — h|| < e, ou de maniére équivalente si tout élément h de H
est limite d’une suite d’éléments a,, de D :||a, — h|| — 0 (i.e a,, — h) .

Définition 1.10. Une partie D de H est dite totale si l’ensemble des combinaisons
linéaires finies d’éléments de D est dense dans H.

Définition 1.11. Une famille {e; ,i € I} d’éléments de H est dite orthonormée si :
1 siiei

\V/iEI,VjEI, (e,»,ej):(%j OiL 5@'2 SZZ j

0 sit#j

Définition 1.12. Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille or-
thonormée totale dans H.



Proposition 1.2. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie posséde une base
hilbertienne (dénombrable).

Une telle base est constituée d'une famille (e,), d’éléments orthonormés c’est-a-dire
que deux éléments distincts quelconques sont orthogonaux; et tout élément e, est de
norme égale a 1 :

vn,len]| =1, et Yn,mn#m (en en) =0

Théoréme 1.2. (de représentation de Riesz)
Soit T une forme linéaire et continue sur H. Alors il existe un unique yr € H, tel que
T(z) = (z,yr), pour tout x € H. De plus ||yr|x = |1

1.3 Opérateurs bornés

Soient K un corps commutatif (R ou C) et H un espace de Hilbert sur K muni d’'un
produit scalaire scalaire noté (.,.) .Soit :

T -H —H
r +— T(x)

un opérateur linéaire borné i.e, 3¢ > 0 tel que :

IT(2) e < ellallye , Vo € . 1)
Un tel opérateur est continu, et inversement tout opérateur linéaire continu est borné.

Définition 1.13. (Norme d’un opérateur)

La plus petite des constantes ¢ vérifiant la relation est appelée norme de T et est
notée ||T|.

On peut montrer que

17 ()]

H
IT|| = Suparo = Sup|je|=1|T(x) % = Supjjz)<1|T(2)||2
[E1E%

Notons aussi

TSI < TN ST

1.3.1 L’adjoint d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.14. Soit H un espace de Hilbert, et T : H — H un opérateur linéaire
borné de H dans H. Alors l'opérateur adjoint T* est défini par :

(Tz,y) = (z, T"y) Y,y € H.

10



Les propriétés de I'adjoint d’un opérateur sont résumées dans les propositions suiv-
antes :

Proposition 1.3. T existe toujours .

Démonstration. Soit (T'x,y) = f,(z)

fy(x1+x9) = (T(21+ 22),9)
(Txby) + (T-i'?z,y)

= Jy(@1) + fy(x2)
fylax) = (T(ax),y) = (T, y) = af,(r).
Comme , |fy(z)| = |(Tz,y)| < |Tz||yll (Iinégalité de Cauchy schwarz)
< Tyl
< kx| , pour y fixé dans H.

Alors comme f,(z) est une forme linéaire et continue d’apres le théoreme de Riesz, il
existe y* € ‘H tel que :

(Tz,y) = fy(z) = (x,y") ,VeeH.
Alors y — y* = T™y définit un opérateurs 7" : H — H. m

Proposition 1.4. T* est un opérateur linéaire borné .De plus il est unique .

En effet

| T*z||> = (Tz,T*x)
= (IT'T'z,x)
< ||ITT*z||||z|]|  D'apres l'inégalité de Cauchy Schwarz.

Comme T est borné alors il existe & > 0 tel que :

|T(T2)|| < kT ||
donc
[T 2||* < Kll|||| T ]

11



ou
| T*x|| < k||z|| , et donc T™ est borné.

Pour tout z € H

(2, T"(z+y) = (T=z(@+y))
(Tz,z) + (T'z,y)
= (2,T"x) + (2, T"y)
= (2, T"x+T"y)

Clest-a-dire (2, T*(x +y) — [T*z + T*y]) =0 , Vz € H.
Ceci implique que T*(z +y) = T*x + T*y , VYa,y € H.
De méme

(2, T"(ax)) = (Tz,ax) = a(Tz,x)

= a(z,Trx)
= (z,aT™)

ou (z,T*(ax) —aT*x) =0, Vz € H. donc : T*(ax) = aT*x Yx € H et o un scalaire.

Par conséquent T™ est linéaire .
Supposons que, pour 7' donné, il existe deux opérateurs 717 et T3

telsque : (Tz,y) = (x,T}y)
et (Tx,y) = (2, T5y)
Alors : (x,T{y)— (2,T5y) =0

ou (z,Tfy—Tiy)=0  VrxeH
Ceci implique : TYy =Tyy Yy € H jie 1) =T5
Donc, 'adjoint de T est unique .

Proposition 1.5. L’adjoint de T* noté T** coincide avec T

En effet pour tous x,y € H, on a

(Tz,y) =

Exemple 1.5. soit H = R™ un espace de Hilbert réel de dimensionn, et v = (x1, o, x3, ...

,Ty) €

R™. Soit T' défini par Tx =y ot y = (Y1,Y2, Y3, - Yn), €t Y = 25y aijT;, et (ai;) est un

12



matrice n x n; Alors T est un opérateur linéaire borné de R™ dans R™

(Tz,y) Z Zau% = ij Zawyz
=1 : _]=1 =

= le Zaﬂ%
=1 =
= a:,T* )

ouT*y =2z | 2= (21,29,23, -, 2n) »
n
< = Z%’yj
i=1

Par conséquent si T est un opérateur linéaire borné sur R™, représenté par une matrice
(n x n)(a;;), Uopérateur adjoint T* de T est représenté par la matrice transposée (aj;) de
la matrice (a;j).

Exemple 1.6. Soit H =y et T : o — {5 défini par :
T(o, g, g, ..y iy ) = (0,0, 2, g, oy iy <o)

Pour, v = {aw}iZy € bo ety = {Be}ily € o
(Tz,y) Z apBr1 = (2, Ty)
o  T(B1,B2, -, Bny )} = (B2, B3, ...) Alors ladjoint de T est T*.

1.3.2 Inversibilité des opérateurs bornés

Définition 1.15. Soient H un espace de Hilbert et T' un opérateur linéaire borné. On dit
que T est inversible s’il existe un opérateur linéaire borné S tel que :

TS5 =ST=1

ou I est lopérateur d’identité dans H. Un tel opérateur S (lorsqu’il existe) est unique, et
est appellé opérateur inverse de T. On note S par T~!.
Théoréme 1.3. L’opération du passage a l’adjoint vérifie les propriétés suivantes :

1. I =1" ou I désigne l'opérateur d’identité .

2. (T+S8) =T+ 5% ouT et S sont des opérateurs linéaires bornés.

3. (o) =aT*, YVa € C.

4. (T'S)* = S*T*.

13



5. T =T.

6. |7 =17

77T = |7

8. Si T est inversible alors T* l'est aussi et (T*)~' = (T~1)*.

Démonstration.

1. On a (Iz,y) = (z,y), et d’apres la définition de I*,(Ix,y) = (z, [*y). Donc (Iz,y) =
(x,I*y) ou (x,y — [*y) =0 Ve € H. Alors,y — "'y =0ou I*y =y;ie [ =I".

2. (T+ 98y =T"+5"= T+ x)=T"(z)+ S*(x) VzeH.
D’apres la définition de (T'+ S)* ,Voz € H, on a :
(T +8)2,2) = (= (T + 5)"2).
D’autre part ,

(T'+S)z,z) = (Tz+ Sz, x)
(T'z,2) + (52, x)
= (2,T"z) + (2,5 x)
Alors (z, (T + S)*z) = (2,T*z + S*x) Vx et z € H.Donc
(T+S)y'x=Tc~+ S*z Ve e H

3.
((aT)z,x) = (2, (aT)*x)

(aT)z,z) = a(Tz,x) = a(z,T"x) = (2,aT"x)
Les deux relations précédents montrent que :

(z,(aT)*x —aT*z) =0 Vzetze H. Donc (aT')* =aT™.
4.

D’autre part :

<

((T'5)(x),
(, (S™T)(y

) = (@,(T9)y)
) = (@,(T9)y)

~—

Alors (T'S)* = S*T™.
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(Tz,y) = (x,T"y)
= ((T7)"z,y)
u (T —T")z,y) =0 VyeH, Alors T** = (T*)*. Donc T = T**.
6. (TN =T = 1T < [T et T[] < [IT]|. On a :

IT* @) = (T"2,T"2) = (T(T"x), 2)
< T(T)[[]]«|
< T @Il

Alors ([T (2)|| < [[T[[]]]-
Ceci implique que ||7*]| < ||T'||. On applique cette relation a 7. On trouve : || 77| < |||
Comme T = T**, alors on a ||T'|| < ||T™].

7. |7*T|| < ||T]2. On a :

1T T (@)l < Tl
= | T1?||=]

D’autre part :

|Tx||* = (T2, Tx) = (x,T*Tx)
< T Tl
< 77|l

Alors ||Tx|| < /|| T*T||||x]|, et donc ||T||* < ||T*T||.D’o | T*T| = ||T||*.

8. OnaTT ' =TT =1, (TT 1) =(I)* =1 daprés (4),(TT1)* = (T1)*(T)*. Alors
(T~H*(T)* = I et par conséquent (T*)~t = (T~1)*. O
Définition 1.16. Soit T' un opérateur linéaire borné de H dans H. Alors

a) T est dit auto-adjoint (ou symétrique) si T = T*.

b) un opérateur T est dit positif si (Tx,x) > 0 Yo € H. Un opérateur T' positif est dit
strictement positif si (Tz,x) =0 seulement pour x = 0.

Exemple 1.7.

1) T donné dans l'exemple est auto-adjoint si la matrice (a;;) est symétrique, c’est-
a-dire a;; = aj; Viet j.
2) L’opérateur d’identité I est auto-adjoint .

3) L’opérateur nul 0 est auto-adjoint .
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Chapitre 2

Opérateurs non bornés

Soit H un espace de Hilbert, T" une application linéaire définie sur un sous espace
vectoriel strict D(T') de H qui, a tout x € D(T'), associe un élément 7'(z) de H. On dit
alors que T" est un opérateur (non-borné) de H de domaine D(T).

Exemple 2.1. Soit T lopérateur de multiplication par x défini de Ly(R) dans Ly(R) par

T a pour domaine
D(T) ={f € L2(R)/x f(x) € Lo(R)}

Le produit scalaire sur Ly(R) est défini par :

(f9) = [ f@)g(@)da

La fonction

1
f($) = m € L2<R)

mais v f(x) ¢ Ly(R) car [zf(x)dx est divergente. T est alors un opérateur qui n’est pas
défini sur tout l'espace Lo(R). Il est donc non borné.

2.1 Opérations sur les opérateurs non bornés

Définition 2.1. Soit T, S et R des opérateurs de H dans H alors :
1. La somme S + T est définie par :
D(S+T) = D(S)nD(T),
(S+T)(z) = Sx+Tx ,YexeDSH+T).
2. L’opérateur produit (ou composition) RT est défini par :
D(RT) = {xz € D(T) tel que Tx € D(R)},
(RT)x = R(Tx), Yx € D(RT).
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2.2 Opérateurs fermés

2.2.1 Graphe d’un opérateur

Définition 2.2. (Graphe d’un opérateur)
Soit T un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H. Le graphe de T est le sous
espace vectoriel de l'espace produit H x H noté I'(T) défini par :

NT) ={(x,Tz) ,v€ D(T)}
Ici la norme dans H X H est la suivante

1
1, )1 = (Il ll7 + llyll3)2

qui est issue du produit scalaire

(2,2') = (z,2") + (y,9) ot 2 = (w,y) et 2" = (2',¢)

Remarque 2.1. Un sous-espace quelconque de H x H n’est pas forcément le graphe d’un
opérateur .

Proposition 2.1. Un sous-espace I' C H X H est le graphe d’un opérateur si et seulement
si (0,y) € I' =y =0, pour tout y.

Définition 2.3. On dit qu’un opérateur non bornél" est un opérateur fermé si son graphe
[(T) est fermé dans H x H défini précédemment .

Notons que tout opérateur linéaire continu est fermé. cependant la réciproque est
fausse.

Proposition 2.2. Soit T : D(T) C H — H un opérateur linéaire non borné. Les deux

assertion suivantes sont alors équivalentes :

1. T est fermé .

2. Pour toute suite (x,), de D(T) telle que lim, ,,x, = = et lim, .. Tx, =y on a
re D(T) ety="Tx.

Définition 2.4. On dit que l'opérateur S est une extension (ou prolongement) de l’opéra-
teur T si I(T) C T'(S). On dit aussi que T est une restriction de S. En d’autres termes
S est une extension de T' si D(T) C D(S) et Tx = Sz, pour x € D(T).

Définition 2.5. On dit qu'un opérateur T" est fermable s’il admet une extension fermée .

Proposition 2.3. Soit T' un opérateur fermable. Alors T admet une extension fermée
minimale T ¢’est-a-dire T C S pour toute extension fermée S de T. De plus

I(T) = T(T).
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Démonstration. 1. Puisque T est fermable alors T' admet une extension fermée. Définis-
sons T’ par F(f) = I'(T). Si on montre que ['(T') est un graphe alors c’est le graphe
de T qui est alors fermé puisque I'(T) = T(T), et comme I'(T) C T(T) alors T
est une extension fermée de T. Elle minimale en ce sens que si S est une exten-
sion fermée de T alors T C S i.e I'(T) C T'(S). En effet I'(T) C I'(S) et donc
I(T) c T(S) =I['(S) i.e I'(T) C T'(S).

2. T(T) est un graphe signifie qu’il ne contient aucun élément de la forme (0,7) avec
y # 0. En d’autres termes (0,y) € ['(T') = y = 0 signifie que I'(T") est un graphe .

3. T fermable signifie que (u, € D(T) , u, — 0 et Tu, — y) = y = 0. Par
conséquent si (0,y) € I'(T) alors y = 0 ce qui exprime (d’apres 2 .) que I'(T) est un
graphe .

]
Définition 2.6. L’extension T de T est appelée fermeture de T.

2.3 L’adjoint d’un opérateur non borné

Soit T" un opérateur linéaire non borné de ‘H dans H de domaine D(T).
Soit

D'={yeHIzeHtq(Tz,y) = (x,2) Ve e D(T)}

D*# & car 0 € D* .
On définit 'opérateur 7% comme suit : D(T*) = D* et T*y = z , Vy € D(T™).

Définition 2.7. L’opérateur T™ est appelé adjoint de T'. On done, par définition méme ,
(Tz,y) = (,T7y) Vxe D), ye D).

En général I’élément z n’est pas unique. Cependant si D(T') est partout dense dans H, z
est unique et T est défini aussi de maniére unique .

Exemple 2.2. Soit H = Ls(a,b) et T défini par :

daf

) =

et D(T)={f e H| f estabsolument continu avec ZJ; € H et f(a) =0}.
Alors :

(1f.9) = bfl"; (1

= /b dgdt
— /b dgdt

= (f,T* )
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o (o)1)= 2.

d
et D(T*) ={g € H| g est absolument continu avec d—? € H et g(b) =0}.

2.3.1 Propriétés de ’adjoint
Soient 17 et T des opérateurs sur H dont les domaines sont denses et A € C :

1. (\TY)* = AT7.

2. Si le domaine de T7 4+ T5 est dense, alors :

T+ Ty C (T + T)".

3. Si le domaine de 15T est dense alors :

7Ty C (ToTh)™.
4. SiT, €Ty alors Ty D T7.

Démonstration. 1. si A # 0 alors :

=
& (2, (A\T)"y) = (v, AT{y)
2. Soit y € D(T} +T5) = D(T7) N D(Ty), Alors pour tout

T e D(Tl + TQ) = D(Tl) N D(TQ), on a

(:L“, (Tl* + T;)y) = (x’T{ky) + (%,T;y)

(T1x7 y) + (T2'r7 y)
(T + Ty)z, y).

Par conséquent y € D((Ty + 1»)*) et (17 + T5)y = Tyy + Ty, donc Ty + Ty C
(Th + T3)*.

3. Montrons que les opérateurs 1775 et 15T sont adjoints I'un de I'autre
En effet, soit y € D(TyTy) et x € D(TyT7) , c’est-a-dire

D(TTTy) ={y € D(13) , Ty € D(17)}
et D(TQTl) = {.T c D(T1> s Tlflf € D(Tg)}

En utilisant la définition de ’adjoint, il s’ensuit :
(T2T1x7 y) = (TLT, T;y) = (Q?, TI*TZ*y)

19



pour tout z € D(T}) t.q Thx € D(T3) et tout y € D(Ty) t.q Tyy € D(TY)
D’autre part,

(LThz,y) = (z, (T21h)"y)
Par conséquent |,
(z, T Tyy) = (z, (111)"y)

4. Par définition de 77

(ha,y) = (2, T7y) (2.1)
pour tout € D(T}) et tout y € D(T7). Comme T, C T, alors :

(Tor,y) = (2,T7y) (2.2)
pour tout = € D(T3) et tout y € D(T7). Par définition de T3

(Tor,y) = (2, T3y) (2.3)

pour tout z € D(T3) et tout y € D(Ty). De cela et nous concluons que
D(Ty) € D(T3)

]

Théoreme 2.1. Soit T' un opérateur de domaine dense. Alors les propriétés suivantes
ont lieu :
i) T* est fermé .
i) T est fermable si et seulement si D(T*) est dense. Dans ce cas T = T**.

iit) siT est fermable alors (T')* = T*.

Démonstration. On définit un opérateur unitaire V : H x H — H x H par

V([II, y) = (—y,$)
On vérifie que V est unitaire et donc V(E+) = V(E)* pour tout sous-espace E.
i) Soit T" un opérateur linéaire sur H, et (x,y) € H x H. Alors :

(z,y) € V(D) ((,9),(=Tz,2)) =0 vz € D(T)

~
& (¢,Tz)=(y,2) ,Yze€ D(T)
& (z,y) € I(TY)

par conséquent V[['(T)]* = ['(T*). Comme V[I'(T)]* est toujours fermé on conclut que
T est fermé.
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ii) Supposons que D(T™) est dense. Alors :

L(T) = (D(1)")" = (V*I(T)")" = (V(VI(D) )" = (VI(TH)" =D(T™)  (24)
I1 en résulte que I'(T) est le graphe d’un opérateur et donc 7' est fermable. D’autre part
si D(T*) n’est pas dense alors il existe y # 0 appartenant a D(T*)*. Ainsi, on vérifie que
(y,0) € T(T*)* et que (0,y) € ['(T) = VI(T*)*. Par conséquence T n’est pas fermable

puisque I'(T") n’est pas le graphe d’un opérateur vu qu’il contient (0,y) avec y # 0.
iii) Il résulte de que T** = T. En utilisant ceci avec le point (i), on voit que :

2.4 Opérateurs symétriques ,auto-adjoints

Définition 2.8. Soit T': D(T') C H — H un opérateur de domaine dense dans H. On
dit que T est symétrique si T C T*, c’est-a-dire D(T) C D(T*) et :

Tx=T"2 ,Yxe D(T).

Définition 2.9. On dit qu’un opérateur T est auto-adjoint si T = T*, c’est-a-dire si T
est symétrique et D(T') = D(T™).

Proposition 2.4. Un opérateur symétrique est toujours fermable.
En effet ' C T et T™ est fermé.
Corollaire 2.4.1. 1. Si T est un opérateur symétrique fermé alors
T=T"CT"
2. 51T est auto-adjoint alors
T"=T=T"cCcT", dest—a—dire T=T"=T".

En effet T C T* et donc T** C T*, d’apres la propriété (4). Comme T est symétrique
alors D(T*) 2 D(T) et donc D(T™) est dense dans H. D’apres le théoréeme précédent

T** =T et donc
TCcT=T*CT*

Proposition 2.5. Soit T un opérateur symétrique fermé. Alors T est auto-adjoint si et
seulement si T est symétrique .

Démonstration. 1. Si T est auto-adjoint alors T" = T™ et donc T est symétrique et
fermé (car T est toujours fermé) c’est-a-dire que T* est symétrique (puisque c’est
T).
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2. Inversement si 7™ est symétrique alors
T C (T7)
Or pour T symétrique fermé on a
T=T"CT"

Par conséquent T'=T" i.e que T est auto-adjoint .

Exemple 2.3. Soit H = Ls(a,b), et T' définie par :

d2
whm =45
df 4 d?f
et D(T)={f € H|f et o sont absolument continues avec —= € H et f(a) = f(b) = 0}.

dt?
Alors :
b 2 f

(Tf.g9) = ; ﬁg(t)dt
b b X )
D] - o] + [ o
::(ﬁlbmw—(ﬁlam@+ﬁﬂuﬁjm
d*g

Alors : (T*g)(t) = L
2

d d
o D(T*)={g e Hlget d—‘z sont absolument continues avec dTg € H et gla) =g(b) =0} =
D(T). Donc T est auto-adjoint .

2.5 Inversibilité des opérateurs non bornés

Nous étendons le concept d’inverse a la notion générale d’opérateur, comme suit
Soit un opérateur 7' : D(T) C H — R(T) C H injectif i.e si pour tous z,y € D(T),
Tx = Ty implique x = y. Alors 'opérateur inverse de T noté T~! sera défini par :

T':RTYCH — D(T)CH
Tr — =x.

Définition 2.10. (Inverse d’opérateur non borné) :
soitent H un espace de Hilbert et T : D(T) — R(T') un opérateur linéaire injectif, on
définit Uopérateur T—' défini sur D(T~') = R(T) par :

T YT(x)) =z ,Vxe D(T).

L’opérateur T~ est dit l'inverse de T .
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Remarque 2.2. L’inverse T, s’il existe, est unique .
Théoreme 2.2. L’inverse d’un opérateur fermé est fermé .
Démonstration. soit T : D(T') — R(T') un opérateur fermé alors son graphe
NT)={(x,Tz) ,xe€D(T)}
est fermé. D’ou le graphe de T |
DT ={(Tz,x) ,zeD(T)}
est fermé. Ceci montre que T~ ! est fermé. O

Théoréme 2.3. (inverse de l'opérateur adjoint)
Soit T : D(T) — H un opérateur linéaire de domaine dense dans H. De plus, supposons
T injectif et R(T) dense dans H. Alors T* est injectif et :

()= () (2:5)

Démonstration. T* existe puisque D(T') est dense dans H. De plus 7! existe puisque T’
est injectif. (T71)* existe aussi puisque D(T~') = R(T) est dense dans H. Nous devons
montrer que (7%)~! existe et satisfait 2.5 Soit y € D(T*). Alors, pour tout x € D(T1),
nous avons Ttz € D(T) et :

(T7'a, T*y) = (TT 'z,y) = (2,9) (2.6)
D’autre part, par définition méme de I'opérateur adjoint de 7-! nous avons :
(T2, Ty) = (x, (T7')'T"y)

pour tout x € D(T~'). Cela montre que T*y € D((T~1)*) .
Par suite (z,y) = (z, (T7')*T*y) Vz € D(T™'). Comme D(T~') = R(T) est dense alors

(T')yTy=y  VyeD(T) (2.7)

Par suite si T*y = 0 alors y = 0 et donc (T*)~! : R(T*) — D(T*) existe. De plus,
puisque (T*)~'T* est Popérateur d’identité sur D(T*), d’apres on voit que

(T~ () (2.8)
Pour établir 2.5] il suffit donc de montrer que
(T o (T ) (2.9)
Soit z € D(T) et y € D((T™1)*), Alors Tz € R(T) = D(T™!)
et (Tx, (T Hy)=(T"'Tz,y) = (x,y) (2.10)

D’autre part, par définition méme de 'opérateur adjoint de T nous avons :
(T, (T7)"y) = (&, T(T7")"y)

pour tout z € D(T). Par conséquent (Tz, (T')*y) = (T 'Tx,y) = (z,y) , Vo € D(T)
et (Tz,(T7)"y) = (z,T*(T7")"y). Donc (I'')'y € D(I*) et T*(T ')’y =y, Vy €
D((T71)*) car D(T) est dense. Cette derni¢re relation exprime que

(T*)~r o (T~
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Chapitre 3

Espace énergétique d’un opérateur
défini positif

3.1 Opérateurs positifs et opérateurs définis positifs

Soit H un espace de Hilbert réel et A un opérateur linéaire de H dans H de domaine
D(A) et d’image R(A) :

A:D(A)CH— RA)CH
On suppose que A est symétrique. Par conséquent D(A) est dense dans H et
(Ay, z) = (y, Az) Vy,z € D(A)

De plus (u,v) — f(u,v) = (Au,v) définit une fonctionnelle bilinéaire symétrique pour
tous u,v € D(A)

Définition 3.1. Un opérateur symétrique A est dit positif, si la forme quadratique associée
a f est définie positive c’est-a-dire

Vu € D(A), (Au,u) >0 et (Au,u) =0 siet seulment si u=0

Définition 3.2. Un opérateur symétrique A est dit défini positif (ou coercif ou encore
coercitif) s’il existe § > 0 tel que

(Au, w) = 0] full?

ce qui revient a dire :

inf <f||‘;j|’|g> 0
u € D(A)
u#0

24



Il est clair que tout opérateur défini positif est positif, mais la réciproque est fausse,
en général.
Exemple 3.1.

1) H=L5((0,1),R)
Ay=-y’
D(A)={y € C*(0,1) : y(0) = y(1) = 0}

A est un opérateur défini positif.

2) H=Ly((0,+00),R)
By=-y'
D(B)={y € C?|0,+o0) tel que y(0) =0 et supp y est borné}
B est positif mais il n’est défini positif .

3.2 Espace énergétique d’un opérateur défini positif

Soit A: D(A) C H — R(A) C H un opérateur défini positif. Pour tous u,v € D(A)
posons :

(U, U)A = (A’LL, ?})
Proposition 3.1. (u,v)4 définit un produit scalaire sur D(A).

Démonstration. (u,v), définit un produit scalaire c¢’est-a-dire
1. (u,v)a bilinéaire :Vu,u',v,0" € D(A) , VA1, s € R
i)
(u+u',v)a = (u,v)a+ (v,0)4

(Mu,v)a = M(u,v)a
i)

(w,v+v)a = (u,v)a+ (u,v)a

(u, )4 = Aa(u,v)a

2. (u,v)4 est symétrique : (u,v)a = (v,u) pour tout u,v € D(A)

3. (u,v)4 est défini positif :
(u,u) 4 = 0 pour tout u € D(A), et (u,u)4 = 0 si et seulement si u =0

Comme on a (u,v) — f(u,v) = (Au,v) définit une fonctionnelle bilinéaire symétrique
pour tous u,v € D(A). Alors :

1.
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(u+u,v)a=(Alu+u),v) = (Au,v) + (Au',v) = (u,v) 4 + (v, v) 4

(AMu,v)a = (A(Nu),v) = A (Au,v) = A\ (u,v) 4
i)

(u, v+ 0" )4 = (Au,v + ') = (Au,v) + (Au,v") = (u,v) 4 + (u,v")a

(u,v)4 = (Au, Agv) = Aa(Au,v) = Aa(u,v)a

2. (u,v)4 = (Au,v) = f(u,v) = f(v,u) = (Av,u) = (v,u)a

3. Comme A est un opérateur défini positif donc A est positif, alors la forme quadra-
tique est définie positive i.e :
Vu e D(A), (Au,u) 2 0 et (Au,u) = 0 si et seulement si u = 0

O

Par conséquent (D(A), (u,v)4) est un espace préhilbertien. Sa complétion, notée H 4, est
appelée espace énergétique associé a l'opérateur A . Notons par ||ul/4 la norme induite
par le produit scalaire (.,.)4. Ainsi, on a :

[ull a=1/ (Au, u) ;
lull% = 6ful?

On appellera (u,v) 4 le produit scalaire énergétique des éléments u et v, et ||u|| 4 la norme
énergétique de wu .

Notons que, par définition méme, u € H 4 signifie qu'il existe (u,) € D(A) :u, — u pour
la norme énergétique (si u € D(A) on prend u, =u ,¥n).

Théoréme 3.1. Hy — H c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme entre H 4 et un sous-
espace de H.

Démonstration. Soit u € Ha IH(u,) € D(A) : ||up —ul|la — 0 (u,) est donc de Cauchy et
tn — Um||la = V0| tun — t]||. Par conséquent (uy,), est de Cauchy dans H. Par suite
u, — v’ € H(dans ||.||) c’est-a-dire ||u, —u'|| — 0
Soit 0:Hs—H

ur— @(u) = .
@ répond au probleme :

1. ¢ est bien définie c¢’est-a-dire u’ est unique. En effet supposons qu’il existe une autre
suite (v,) € D(A) tel que ||v, —u|l4 — 0. Alors comme précédemment (v,,),, est de
Cauchy dansH 4, et ensuite dans #H ; et donc il existe v’ € H telle que ||v, —v'|] — 0.
par suite ||u, — vulla = |[(un —w) — (v, — w)||a < ||un — ul|la + ||vn — ul|4 comme
|un, — u|la — 0 et ||v, —ul|la — 0 alors ||u, — v,]|a — 0.

Par conséquent v/6||u, — vp|| < ||tn — vn|la — 0 implique par passage a la limite,
|u" — || =0 cest-a-dire v’ = v’
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2.

i)

ii)

ii)

3.

@ est linéaire : pour montrer que ¢ est linéaire il faut vérifiée que :

gp:HA — H
(W) — pu+o)=d + = pu) + p(v) Vu,veH,

QOIHA — H
A — p(Au) =M = Ap(u) ,VAeEK YueHa

En effet
Soit u € Ha, I(u,) C D(A) : ||uy — ul|a — 0 (uy,) est donc de Cauchy et
|t — U] 4 = V6|t — U ||. Par conséquent (uy), est de Cauchy dans . Par suite
u, — v’ € H(dans ||.||) c’est-a-dire ||u, —u'|| — 0
soit o :Hs —H

ur— p(u) =u'.
soit v € Ha (v,) € D(A) : |Ju,—v]|a — 0 (v,,) est done de cauchy et ||v, — vy, |4 =
V||t — vy || par conséquent (v,), est de cauchy dans #H. Par suite v, — v’ €
H(dans ||.||) c’est-a-dire ||v, — ¢'|| — 0
soit 0 :Hs—H

v— p(v) =0
Donc (u, + v,) — u + v dans Ha, (u, + v,), est donc de cauchy, par conséquent
(U, + vy est de cauchy dans H. Par suite (u, + v,) — v/ + ', dans H, Alors

p:Has — H
u+v — plutv)=u +v =)+ p).
comme u, — u dans Hy, et donc Au,, — Au, alors (Auy,), est de cauchy, par
conséquent (Auy,), est de cauchy dans H. Par suite
A, — A’ dans H, Alors
Q. HA — H
A — p(Au) = ' = Ap(u).

@ est injective c’est-a-dire : Vu,v € Ha, p(u) = ¢(v) = u =0

lun = [l + flon = o]
lun = ()| + [[on = @ (u)]
[un = @) + [[on = (V)]
[un =[]+ [[on — o'

[tn = vnll = | (un — ) = (v = )]

NN NN

comme ||u, —u'|| — 0 et ||v, — V'|| — 0 par conséquent |lu, — v,|| — 0, par
passage a la limite ||u — v = 0 c’est-a-dire u = v.
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Conséquenses
Notons les inclusions (algébriques)

D(A) C Ha CH.
Par conséquent H 4 est aussi partout dense dans H.

Proposition 3.2. ||u|%} = §||u||?, Yu € Ha.
Notons que cette proposition a été déja établie pour u € D(A).

Démonstration. soit u € HaI(u,) C D(A) tel que (u,) — u dans H, et (comme
précédemment §lu, — ul|? < Ju, — ul|%) ||un — ul| — 0

Comme on a aussi 0||u,||? < ||lu,||% alors, par passage a la limite d|jul|? < |lul%, ce qu'il
fallait démontrer. O

Proposition 3.3. (u,v)4 = (Au,v) Yu € D(A) et Vv € Hy

Démonstration. soit v € Ha Jv, C D(A) : v, —> v dans Ha et v, — v dans H .
Pour u et v, (éléments de D(A)) on a (u,v,)a = (Au,v,). Par passage a la limite on
obtient (u,v)4 = (Au,v) car le produit scalaire est continue . O

3.3 Minimum de la fonctionnelle d’énergie
Soit A un opérateur positif, et f € H donné .
Définition 3.3. La fonctionnelle
ur— J(u) = (Au,u) — 2(u, f)
est appelée fonctionnelle d’énergie de l'opérateur A. Elle est définie sur D(A).

Théoreme 3.2. J atteint son minimum en uy € D(A) si et seulement si Aug = f.
L’élément ug est unique .

Démonstration. Si ug réalise le minimum de J sur D(A), soit 7 un élément arbitraire de
D(A) et t un nombre réel arbitraire. J(ug + tn) un fonction de ¢, atteint un minimum a
t =0, et donc :

d
aj(uO + tn)‘t:() =0

28



Le calcul donne :

J(ug +1tn) = (Aluo +1tn),uo +tn) — 2(ug + tn, f)
= (Aug + Atn, ug +tn) — 2(uo, f) — 2(tn, f)
= (Aug,u ) (Aug, tn) + (Atn, uo) + (Atn, tn) — 2(uo, f) — 2(tn, f)
= J(Uo) (Atn, tn) + 2(Aug — f,tn)
Alors :
d d d d
%J(UO +tn)l=0 = ﬁJ(UONt 0o+ =+ 7 (Atn, tn)|=o0 + 2d (Aug — f,11)]i=0

= 2t(A77, 7’])‘75:0 + 2(AU() - f7 )

Par conséquent :(Aug — f,n) = 0. Ainsi ,I’élément Auy — f est orthogonale a un élément
quelconque de I'ensemble D(A) dense dans un espace de Hilbert donné, il en résulte que
Aug — f =0, c’est-a-dire que ug vérifie Auy = f

Supposons ug est solution de Au = f, soit u € D(A), u # ug, posons u = ug + 1 avec
n # 0, on a alors :

J(u) = J(uo +n) = J(uo) + 2(Auo — f,n) + (An,n)

(en utilisant la variation de J ) c’est-a-dire :J(u) = J(ug) + (An,n). Comme A est définie
positif et  # 0 alors :(An,n) > 0 et donc J(u) > J(up) .

Montrons que ug est unique supposons qu'il y en ait un autre u;. Alors J(uy) > J(ug) (en
faisant v = ;) pour les méme raisons J(ug) > J(u1), ce qui est contraduction . O

3.4 Solution générale du probleme du minimum

3.4.1 Solution généralisée

Soit A défini positif. La fonctionnelle d’énergie de A :
J(u) = (Au,u) — 2(u, f) définie sur D(A) peut étre prolongée a H 4 on a :

J(w) = |ully — 2(u, f)

Le premicre terme |ul|} est défini pour u € Ha.
Le deuxiéme terme (u, f) est défini pour u € H (et donc aussi pour u € Hy). On peut
donc défini J sur tout H 4.
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Théoréme 3.3. Dans Ha la fonctionnelle d’énergie J atteint son minimum en un et un
seul point uyg.

Démonstration. Soit £ : u+—— l(u) = (u, f) .On a :

|(u, )] < el £l (inégalité de Cauchy Schwarz)
1 1
< —llulla. car||ul|? < =l|lu 2
\/EH La-LF1 Cearflull” < Sllullz)
_ i,
Ve

par conséquent ¢ est une fonctionnelle linéaire et bornée. D’apres le lemme de Riesz il
existe ug € Ha unique (u, f) = (u,up)a, Vu € Ha
par conséquent :

e |(u, Nl < cllulla (c

J(u) = [Julli = 2(u, uo)a = Jlu— uoll% — [Juol%
D’ou J atteint son minimum pour u = ug et

min J(u) = —|ull%
u € Hy

]

Définition 3.4. L’élément ug € Ha qui réalise le minimum de J est appelé solution
généralisée de l’équation Au = f .
Si ug € D(A) c’est la solution (ordinaire) de équation Au = f, d’aprés le théoréme[3.4

Lorsque H 4 est séparable la solution généralisée peut étre facilement construite.

Théoréme 3.4. Soit A défini positif. Alors Ha est séparable si et seulment si H est
séparable.

Démonstration. Supposons H 4 séparable il existe donc E = {11,109, ...,10,, ...} dense
(partout) dans H 4 . Montrons que E est aussi (partout) dense dans H .

soit u € H, comme H 4 est partout dense dans H (voir conséquenses du théoreme ,
alors :

Ve >0, Ju' € Hy tel que |lu—u'|| < 5, par suite pour # Iy tel que [[u' —g|a < ET\/S,
par conséquent ||u’ — | < MI_%”A < 5, et donc [Ju — || < |lu — || + [[u" — | <,
c’est-a-dire H est séparable .

Supposons H séparable et soit {f,} une suite infinie totale dans H. on a :

Lemme 3.1. La suite (), de solutions généralisée de l’équation Ay, = f, est totale
dans H 4.
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Retournons a la démonstration du théoreme [3.4] et montrons que 1’ensemble des com-
binaisons linéaires rationnelles finies ¥7_; axy est dense dans Ha (ax € Q).
Notons d’abord que, d’apres le lemme, {¢,, },, est totale dans H 4. Donc Ve > 0,Vu € H,IN €
N et a; € R tels que :

lu— S5 anprlla <e

Comme Q est dense dans R on peut approcher chaque a;, par un oy,

Ju— S oneella = [lu— S aner + il (ar — aw)erl|a
< lu— S anerlla + Eryak — ol [l oxl|a
< e+ Sl far — axlllerlla

Il suffit donc de choisir les ayp tel que LI |ap — axll|¢r]la < e, on aura alors ||u —
EszlakgokHA < 2e.

Démonstration du lemme

Il faut montrer que tout u € H 4 peut étre approximé par une combinaison linéaire d’élé-
ments {p,} .

il faut d’abord le démontrer pour u € D(A) et ensuite utiliser le fait que D(A) est dense
dans H4.

i) soit u € D(A), posons Au=v € H .
soit Sy = XN apfr et oy = SN arpr. (on rappelle que Ay = fi) ||lu — on||3 =
(u—on,u—on)a=(u—0oN,m)a OU N=u—oy

u777) (UN’ 77)A
Au,n) — (on,1)a

i.e |lu— UN||?4 =

(

(
= (v,n) — Ek 10k (P, 1) 4
= (v,n) — 1ak(f4%0k, n)
= (v,m) — ar(frm)
= (v,n) — (Ek 1akfk, n)
= (v—>5Sn,7n)

Ainsi : |lu —on||4 = (v — Sy, 7).
comme (f,,) totale dans H. On peut pour tout € > 0 choisir N et ay, tel que ||[v—Sy|| < ¢,
par suite :

lu—onld = NI =Sy, ml
< lv = Sxllfin]
714
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Dot |lu—oy[% <elZt = =flu—on|a

c'est-a-dire [lu —on % < 5

ii) Soit u € Hy ,Fu' € D(A) tel que |u—u'||a <e pour o/, d’apres i), il existe a; et N
tel que :
|u' — SN arerlla < e et donc |ju — BN arprlla < 2e. O

Conséquence :
Construction de la solution généralisée lorsque H est séparable (donc aussi H4), alors il
existe dans H 4 un systeme orthonormal dénombrable {V, } total (¥;, ¥;)4 = J;; .
Si ug est la solution généralisée décomposons la en série de Fourier par rapport au systeme

(W)
up = i an\Wn, (3.1)

ot a, sont les coeffcients de fourier de ug c’est-a-dire a, = (ug, ¥y)a = (f, V,,) .
et ug = limy_ooon = Yoo (o, V) aW, dans ||.||4 ie. |[ug — pnlla — 0 qd n — 0.

Traitons la preuve de la formule :
Rappelons que ug est déterminée a partir de la relation :

(u, f) = (u,uo)a (3:2)

11 suffit de prouver que la série [3.1] converge dans H 4, et que sa somme vérifie la relation

On a (f,¥,) = a,, Prouvons que la série :

2 0, (3.3)

converge. Nous avons

n

3@l ) =3 W ) = 3 Jayl?
k=1 k=1

k=1

Alors

n n
Do lal < A antel
k=1 k=1

A

puisque V,, est orthonormée dans H4 alors :

n n
1Y anel = | D Janl>
k=1 k=1
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substituant cela dans la derniére inégalité, on trouve :

i |ak|2 < Hf”2
NS .
k=1 0

Ainsi les sommes partielles de la série|3.3|sont limitées et cette série converge, ceci implique
la convergence de la série 3.1 dans H4 .
Soit

oo

u = Z ap,V, avec o, = (u,¥,)a

n=1

Considérons la somme partielle u,, = >, o Uy
Alors :

<u7f) = lim (Unaf) = lim Z(ak\yky f)

n—o0 n—oo

3.5 Extension d’un opérateur symétrique défini posi-
tif

Soit A un opérateur défini positif agissant dans H. On sait qu’un tel opérateur admet
une extension fermée, d’apres les résultats du chapitre 2. Nous utilisons la méthode de
Friedrichs pour construire ’extension fermée A de lopérateur A. Cette extension A est
appelée extension de Friedrichs de 'opérateur A .

3.5.1 Construction de A

On a vu, au théoréme [3.3] que pour toute fonction f € H il existe ug € H t.q.
(U, f) - (u7 uO)A ) Vu € HA

(ug réalise le minimum de la fonctionnelle J(u) ).
Considérons alors 'opérateur G : f — ug, défini sur H tout entier par Gf = ug. Ainsi

D(G) =H, R(G) C Ha.

Proposition 3.4. G est un opérateur borné symétrique .
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Démonstration. 1. On a (u, f) = (u,Gf)a , Yu € Hy .
En particulier ,pour u = Gh avec h € Hyu quelconque on obtient (Gh, f) =
(Gh,Gf)a = (Gf,Gh) 4 .Pourles mémes raisons (Gf, h) = (Gh,Gf)a = (Gf,Gh) 4.
Par conséquent (Gh, f) = (Gf,h) = (h, Gf) qui exprime que G est symétrique.

2. Pour u = Gf on obtient |Gf|% = (Gf, f). Dou |Gf[% = (Gf. f) < IGSI-If1.

d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz. Par conséquent

SGAII* < IGLINLI

c’est-a-dire que G est borné et ||Gf|| < 3|/ f]| qui exprime que |G| < ; .

Proposition 3.5. G est inversible .

Démonstration. Montrons que G est injectif. Supposons G f = Oet montrons que f = 0
Ona (u,f)=(u,Gf)a=0 ,Yu € Hy. Comme H4 est dense alors (u, f) =0 Yu e H .
En particulier, pour u = f, || f||* = 0; et donc f = 0.

O

L’opérateur G~1 existe donc. Il est défini sur R(G) C H. et son image R(G™!) coincide
avec D(G) =H . ~
Dans toute la suite G~! sera noté par A.

Proposition 3.6. A est auto-adjoint .

Démonstration. Comme G est symétrique et D(G) = H alors G est auto-adjoint. Par

suite d’apres le théoréme (G = (G*)! = G 'ie A est auto-adjoint. O
Théoreme 3.5. 1. L’opérateur A est une extension de A .

flull%

2. A défini positif. De plus ’lnfu;,go Tl E‘ = M furore HUHQ.

3. Pour tout f € H l’équation Au = f admet une solution unique .

Démonstration. 1. A C A. En effet
i) Siug € D(A) alors ug réalise le minimum de J(u). Si Aug = f, et donc ug = Gf i.e
f = Aug cest-a-dire ug € D(A) on a donc D(A) € D(A) .
ii) Siug € D(A) alors Aug = f = Aug. Par conséquent on a bien A C A.

||u||2 . w
2. Comme A C A alors infyep@ Tt S infuen(a) Hulli =9.

On a donc |ju||% = dlul]* , Vu €EHa . ~
Comme (u, f) = (u,Gf)a , Vu € Hy alors pour u = Gf (et donc f = Au), on
obtient (u, Au) (u Gf)A = (Au,u) = |Jul|’ = d|lul]? .

(Au

Par conséquent Tul > 8, et A est donc défini positif. De plus
mn ueD(A\)% > (5 = mfueD(A)W ce qui prouve ’égalité des bornes inf .
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3. Soit f € H = D(G) = R(A). Donc il existe uy € D(A) t.q f = Auyg. Ceci prouve
'existence de la solution. L’unicité découle du fait que A est défini positif (voir

théoreme et .
O]

Corollaire 3.5.1. Soit A un opérateur défini positif. Alors Uextension A de Friedrichs de
A est auto-adjointe, définie positive et conserve la borne mfueD(A)%.

Remarque 3.1. L’opérateur A peut admettre d’autres extensions auto-adjointes. Cepen-
dant seulement pour A on a D(A) C Ha. Le théoréme swivant montre Uinterét de A

Théoréme 3.6. Soit A un opérateur défini positif, et A son extension de Friedrichs.
Alors, pour toute extension symétrique B de A t.q, D(B) C Ha, B C A .

Démonstration. Voir [4] O

Théoréme 3.7. Soient A un opérateur défini positif, et A son extension de Friedrichs.
Alors les espaces énergétiques de A et A coincident .

Démonstration. On montre que H = H 7 et que ||ugl| 3 = [luolla Vu € Ha

1. Soit uyg € Ha

i) Siug € D(A) alors ug € D(A) C Hz et |Jugl} = (Aug,uo) = (Aug, uo) = [Juoll% -

ii) Siug € Ha Iun) C D(A) t.q [Jtn — up|% — 0 et [[u, —ugl| — 0 (et donc aussi
|tn, — | — 0). D’apres @) w,, u, € D(A) et

~

|un — umHi& = (A(un = Um); Un — Upm) = (Altp — Um), Up — Upp,)

= ”un_um“% .

Par conséquent ||u, —ug|| — 0 et ||u, — umH% — 0 qui signifie que ug € H 3. Ainsi
|un — uolla —> 0 et ||u, — uoll 37 — 0. Dot |Jug|la = lim|ju|la = lim|ju,| ; =
luoll 3 -

2. Inversement on redémontre la méme change dans l'autre sens. Soit vy € H

-~

I(un) € D(A) t.q [Jun — ug| — 0 et [Jun — uml|| 7 — 0.

-~

Comme D(A) C H 4 alors (u,) C Ha et donce, d’apres le point 1 précédent
|tn — Uml|l 3 = ||tn — wm||a. Par conséquent I(u,) C Ha t.q ||un — ugl| —> 0 et
|tn, — Um||la —> 0 qui exprime que uy € Hu .

]
Remarquons que, d’apres la proposition ,

(u,v)a = (Au,v) Yue D(A), Yv € Hy

Cette proposition se généralise comme suit

35



Proposition 3.7.
(u,0)a = (Au,v) , Yue D(A), YveHy

Démonstration. Siu € D(;l) et v € Ha = H; alors, d’apres la proposition
(u,v) 7 = (Au,v). Comme les normes dans H, et H 4 coincident alors, en vertu de la
relation générale dans tout espace de hilbert (a,b) = 1{||a +b||* — [la — b[|*} .

1
(w,v)7 = 1{||U+U||,23—||U—U||%}
1
= Z{||U+U||?4—||U—U||?4}
= (u,v)a.

~

Par conséquent on a bien (u,v)4 = (Au,v) . O
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Chapitre 4

Application

d2
4.1 Cas simple de 'opérateur A = 3
x

2
Considérons l'opérateur A = —j2 défini dans H = L»[0,1], de domaine D(A) =

T
{uec?0,1] : u(0)=u(l)=0}.
Notons que D(A) est dense dans H .
4.1.1 Propriétés de 'opérateur A

Les propriétés de I'opérateur A sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 4.1. L’opérateur A vérifie les propriétés suivantes :
1. A est symétrique .
2. A est défini positif .

Démonstration. 1. Yu,v € D(A)
(Au,v) = (=u",v)

2. A est défini positif
1 1
(Au, u) :/ —u"(z)u(x)dx :/ (u'(z))*dz = 0
0 0
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i.e. A est positif .
D’autre part u(x) = [ «/(t)dt nous obtenons :

u2(x):(/Oxu’(t)dt)Qz(/Owl.u’(t)dt)Q < x./ox(u’(t))th

En intégrant sur [0, 1] on obtient I'inégalité

/01 u?(z)dr < /Ol(u’(:v))Qda:

Donc ||u||* < (Au,u) A est alors défini positif avec § = 1 .

4.1.2 L’espace énergétique H, associé a ’opérateur A

Proposition 4.2. L’espace énergétique H 4 associé a l'opérateur A est constitué de fonc-
tion u vérifiant les propriétés suivantes :

1. u est absolument continue sur [0, 1].
2. v S LQ[O, 1]
3. u(0) = u(l) = 0.

Démonstration. 1. Notons d’abord (u,v)4 = (Au,v) pour u,v € D(A)

(u,0)4 = (—u",v)

1
= / —u"vdx
0

1
= [—u’v](l)—i—/ u'v'dx
0

1
= / u'v'dx
0
ot |ul|} = fy u?dz  Yu € D(A).
Soit u € Ha. Alors u € H = L9(0,1) et I(u,) C D(A) telle que w,, — u pour ||||4
et donc aussi u,, — u pour ||| de H .
pour tout n, u, € D(A) et donc

() = tn () — 1 (0) = /0 "l () dt (4.1)
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La suite (u,) convergente dans H 4 est de Cauchy dans Ha; et :
|ty — U]t = (Alun — Um), Up — Up) = (=t +u”  u, — u,,) Par suite

D’ou
1 1
hin = wnlh = [ @) + wE@)de =2 [, do
0 0
1
= [ (@) — ul,(2)*dz — 0.
0

C’est-a-dire que (u),), est de Cauchy dans H = L9(0,1) .

D'ow u], — v dans Ly(0,1) , v € Ly(0,1), par passage a la limite on obtient
u(z) = [Fv(t)dt (avec v(x) € L9(0,1) et donc v(z) € Ly(0,1)), le théoreme de
Lebesgue montre u est absolument continue .u/(z) = v(z) p.p et v(z) € Ly(0,1).
u(0) = 0. aux mémes conclusions avec u(1) = 0.

En écrivant u, (z) = —(un (1) + un(x)) = — [} o/ (t)dt .

Par conséquent si u € H 4, alors :

(a) u est absolument continue .
(b) u' € Ly(0,1) .
(¢) u(0) =wu(l)=0.

. Inversement si u vérifie ces trois conditions on peut montrer que u € H, On a

f(z) ~ % +> awos% sur [0, /]
n=1

ol
Qn g/ cos—dac n=20,1,..
Alors -
u'(x) ~ % + Y ancosnmz £=1
n=1
ot .
ap = 2 / o (x)dz = 2[u(1) — u(0)] = 0
0
Donc

oo 1
'(z) ~ > aycosnmz et a, = 2/ u'(x)cosnmxdr
- 0
Sid(z) =30, GnCOSTTT dans L0, 1]

u(z) —u(0) = u(x) = [y u'(t)dt = 307, Ssinnmr = 307 bysinnmr dans  Ly[0, 1]
avec b, = 2= .On a donc par deﬁmtlon meme
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un(z) = XN bysinnrr — u(x) quand N — +oo dans Ly[0, 1]

On a uy(z) € D(A), uy(z) — u(x).

Pour montrer que u(x) € H 4 il suffit de prouver que {uy(x)}xy est de Cauchy dans
Ha. On a: uy(z) —ug(z) € D(A) et

1
luy —uillh = [ (uly = i)

SiN>K
N K N
Un(z) — U (z) = ancosnmr — Y aycosntr = Y aycosnmx
n=1 n=1 n=K+1
implique
1 N
lyw —yxlla = / ( Y ancosnmz)dx
0 pn=K+1
1 N N
= / ( > ancosnmz)( > aycosprz)dz
0 n=K+1 p=K+1
Pour n # p fol cosnmx cosprrdr = 0
et
1 1 ™
/ cos’nrrdr = —/ cos’ntdt  (rx =t)
0 7 Jo
1
2
car

™ [ cosnt 2
dt = 1.
[(5)

Par conséquent |Juy — ug|/} =230y a2 — 0
4.1.3 Fonctionnelle d’énergie de ’opérateur A

J(u) = (Au,u) = 2(u, f)



d
Ainsi, ’équation d’Euler :®, — d—(CI)u/) =0 (ot ®(u,u)= (v (r))?—2u(z)f(z))
T

Donc, I’équation d’Euler est écrite sur la forme

B~ SB =0 & 2f(r) - o (2(x)) =

d
& —2f(x) — 2u”( )=0
< u'(x)+ f(x) = 0.

d d
4.2 Cas général de l'opérateur Ay = ——(p(x) y) +
dz dz
q()y
Considérons lopérateur de Sturm-Liouville Ay = —i( (z )dy) + q(z)y défini dans

dx dx

Lg[a, b]
On suppose que p € C{a, b], ¢ € C°a,b] et que p(x) = py > 0, q(x) = 0 Vz € [a,b].

D(A) ={y € C?la,b] : y(a) =y(b) =0}
Par conséquent py < p(z) < p1, 0 < q(s) <1 , Vo

On sait que D(A) est dense dans Lyla,b] = H .
4.2.1 Propriétés de 'opérateur A

Les propriétés de 'opérateur A sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 4.3. A vérifie les propriétés suivantes :
1. A est symétrique .
2. A est défini positif .

Démonstration. 1. Yy,z € D(A)

b b
(Ay,z) = /—j( (x)y (x)) z:vdx+/ x)y(z)z(x)d
a X

= [p(x) +/ dx—i—/ dx
-/ b[p<x>y’<x>z’<x> @)l (ear (a) = 2() = 0)
= (yaAZ)

2. (Ay,y) = [2(p(x)y? + q(x)y?)dz > 0. i.e.A est positif. De plus

b

(o) > [ el @)de > po [ 7@

a
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D’autre part

D’ou
Pr) < / "2 (bt / 124t
= (@—a) [y
b
< 0o [ R0
Donc
b
lyl? = [ y*(x)da
b b
< [0 [ vt
b
= (-0 [ yPar
Donc
2 b
p
WU < [P0 < (g
i.e (Ay,y) = Zllyll* ot & = b\/—p_(;' A est alors défini positif .

4.2.2 L’espace énergétique H, associé a ’opérateur A

Proposition 4.4. L’espace énergétique H 4 associé a l'opérateur A est constitué de fonc-
tion y vérifiant les propriétés suivantes :

1. y est absolument continue sur [a,b].

2.y € Ls[a,b].

3. y(a) = y(b) = 0.

Démonstration. 1. Soity € Hy 3y, € D(A) t.q y, — y dans H et ||yn—Ym|la — 0
On vu que

(Au,u) = /b(p(x)u’Q(x) + q(z)u*(z))dr  Yu € D(A).

a

En particulier, pour v = vy, — 9., ou obtient

I~ wnlls = [ @)~ ) +4(0) (e — )N
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comme ||y, — Ymlla — 0 alors chaque terme tend vers zéro. D’ou

[P p(x) (v, — o )2dx — 0. Par suite, puisque py < p(z) < p1, [2(y, — y/,)*dz qui
exprime que {y,} est de Cauchy dans Ls[a, b]. Il existe donc u € Ls[a, b t.q yl, — u
dans Lsa,b] (et donc [Fy,(t)dt — [T u(t)dt ). Comme y,(x) = yn(x) — yn(0) =
Ja yn(t)dt

Par passage a la limite on obtient donc
y(x) = / u(t)dt avec u € Lsla, ]

i.e y est absolument continue, y'(x) = u(x) p.p dans Ls[a,b] .

y(a) = 0. On a aussi —y,(z) = yn(b) — yn(x) = [2 4. (t)dt et, avec le méme raison-
nement, y(b) = 0; y absolument continue et y/(x) € Lyla, b] .

Par conséquent si y € Hy, alors y est absolument continue, y'(z) € Lsla,b] et
y(a) =y(b) =0.

. Inversement soit y absolument continue t.q y' € Lo[a, b, et y(a) = y(b) = 0. Alors
montrons que y € H4 .

Notons d’abord que la formule

ull2 = [2(p(z)u(z) + q(z)u?(z))dx prouvée ci-dessus pour u € D(A) reQ:ste valable

pour u € H,4 . La démonstration est analogue a celle de 'opérateur — gz ST 0,1]
x
. Comme ¥y’ € Ls[a,b] décomposons la en série de Fourier cosinus :

Y (z) = 50 + Z Uy, COSNT (b : Z)

b
ot tvion- 1] -

Intégrons terme a terme

La somme partielle

yn(x) = g: msz’nnw (a:' — a>

— nw b—a

On a donc par définition méme
yn(z) =N Wsmmr( ) — y(z) quand N — 400 dans Ls[a, b]

On a yn(z) € D(A), yn(x) — y().
Pour montrer que y(z) € H, il suffit de prouver que {yy(z)} est de Cauchy dans
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Ha. On a:yy(x) —yg(x) € D(A) et

ia = [ py@) + o)y @)

b
< p1y?(2) + (b — a)*y*(z)dx  (Nous avons vu ||y||* < (b— a)2/ y?(x)dz )

Donc 5
lyw = el < e [ (o — vic)*d
SiN>K

N

N T—a) & T —a
yn (@) =y (x) = ancosnm (b )—Z A, COSNT (b — ) = ) aycosnm (b

n—=1 —a/s 4 a n=K+1

implique

2 b T —a\\2
oy =ycly = [ (3 ancosnm (72 ))ds

n=K+1 —a
b N _ N _
— / ( > ancosnm (Z_ a>)( > aycospr (Z_ a))d:c
@ K41 @/ p=K+1 a

Pour n # p ffcosmr (x—a) cospm <x—a) drx =0
b—a b—a

et a

b _ b— i _

/cosmr (x a) de = a/ cos’ntdt  (m (£ a)Zt)

a b—a m Jo b—a
b—a

2

Par conséquent [ly — yic |4 = %52 e,y a2 — 0
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4.2.3 Fonctionnelle d’énergie de ’opérateur A

J(y) = (Ay,y) —2(y, f)

2
Ainsi, I'équation d’Euler :®, — jx(@y/) =0 (ou P(y,y) = p(x) (y) + q(2)y* () —
2y(x) f(x))

Donc, I'équation d’Euler est écrite sur la forme
o) ) + ala)y(a) — F() =0
Pour Pextension de Friedrichs A de A, on a D(A) D D(A) et D(A) = R(G) C Ha = Hy

Pour l'opérateur de Sturm-Liouville A

avec les hypothese précédentes, et f € Lo[a, b

J(y) = /a b(p(m)y’Q(x) + q(z)y* (z) — 2y(2) f(2))da

On peut alors montrer que y € D(/T) (voir @) si et seulement si y vérifie les propriétés
suivantes

1. y absolument continue .

2. 3y absolument continue .
3. y” € LQ[a,b].
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons d’abord étudié les propriétés essentielles des opérateurs
non bornés, et en particulier celles des opérateurs fermés. Nous avons, par la suite, étudié
et caractérisé l'espace énergétique d'un opérateur défini positif. Nous avons abordé le
probléeme de minimisation de la fonctionnelle d’énergie associée a cet opérateur. Comme
application nous avons considéré I'opérateur de Sturm-Liouville.

46



Bibliographie

1]

A. Kolmogorov & S. Fomine .FEléments de la théorie des fonctions et de
I’analyse fonctionnelle 2°™¢ édition .Edition mir (1954) .

F.Riesz & B.SZ-Nagy . Functional Analysis translated from the 2nd
French edion by Leo F.Beron (1955) .

K.Yosida . Functional Analysis. Vol. 123 of Grundlehren der Math-
ematischen .Wissenschaften [Fundamental principles of Mathematical
sciences/. Springer-verlag ,Berlin ,sixth edition ,1980.

L.V Kantorovich & G.P.Akilov. Functional analysis-Pergamon Press, El-
sevier Ltd (1982).

M.Reed & B.Simon . Methods of Modern Mathematical Physics. Func-
tional Analysis. Vol. 1 -Academic Press (1980).

Mikhlin,S.G., Direct methods in mathematical physics, Moscow, 1950.
(Russian)(See also Variational methods to solve problems of mathemati-
cal physics, Usp. Mat. Nauk, 5,6(40)(1950) ).(Russian and its Romanian
translation can be found in Russian-Romanian Annals)

Mikhlin,S.G, The problem of the minimum of a quadratic func-
tional,HoldenDay, San Francisco,1965.(First Russian ed.Gostehizdat,
Moscow-Leningrad,1952)

Mikhlin,S.G., Variational methods in mathematical physics, Interna-
tional Series of Monographs Pure and Applied Mthematics 50, Pergamon,
Oxford, 1964. (First Russian ed.,Gostehizdat, Moscow, 1957 ;2nd Russian
ED.,Nauka, Moscow,1970.It is a REvised and enlarged version of [6].)

Mikhlin,S.G., Mathematical physics, an advanced course, North Holland,
Amsterdam, 1970.(First Russian ed. was published at Fizmatlit, Moscow,
1968.)

47



	Introduction
	Rappels et notions fondamentales
	Normes et distances
	Espace de Hilbert
	Opérateurs bornés 
	L'adjoint d'un opérateur linéaire borné
	Inversibilité des opérateurs bornés


	 Opérateurs non bornés 
	Opérations sur les opérateurs non bornés
	Opérateurs fermés
	Graphe d'un opérateur

	L'adjoint d'un opérateur non borné
	Propriétés de l'adjoint 

	Opérateurs symétriques ,auto-adjoints
	Inversibilité des opérateurs non bornés 

	Espace énergétique d'un opérateur défini positif
	Opérateurs positifs et opérateurs définis positifs
	Espace énergétique d'un opérateur défini positif
	Minimum de la fonctionnelle d'énergie
	Solution générale du problème du minimum
	Solution généralisée

	Extension d'un opérateur symétrique défini positif
	Construction de A"0362A 


	Application 
	Cas simple de l'opérateur A=- C3.PNGd2dx2 
	Propriétés de l'opérateur A
	L'espace énergétique HA associé à l'opérateur A
	Fonctionnelle d'énergie de l'opérateur A 

	Cas général de l'opérateur Ay=- C3.PNGddx(p(x) C3.PNGdydx)+q(x)y
	Propriétés de l'opérateur A
	L'espace énergétique HA associé à l'opérateur A
	Fonctionnelle d'énergie de l'opérateur A 


	Conclusion

