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Résumé :

Notre travail porte sur l’espace énergétique d’un opérateur défini positif ainsi que
la minimisation de la fonctionnelle d’énergie associée. Comme application nous avons
considéré l’opérateur de Sturm-Liouville.

Mots clés : opérateur, opérateur symétrique, opérateur auto-adjoint, opérateur
positif, opérateur défini positif, opérateur fermé, opérateur fermable ; espace énergétique,
fonctionnelle d’énergie ; extension de Friedrichs.
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Abstract :

This work deals with the energetic space associated with positive definite operator and
the minimisation of the functional of energy for the operator.

Key-words : operator, symmetric operator, self-adjoint operator, positive opera-
tor, positive definite operator, closed operator, closable operator ; energetic space, func-
tional of energy ; Friedrichs’extension.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le problème de la recherche du minimum de la
fonctionnelle d’énergie, d’un opérateur défini positif A. La résolubilité de ce problème est
étudiée sur l’espace énergétique associé à l’opérateur A.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres. Le premier chapitre porte sur quelques
notions utiles et essentielles pour la suite. Ainsi on rappelle tout d’abord le théorème de
la complétion d’un espace métrique ; ensuite nous rappelons quelques définitions et résul-
tats sur les espaces de Hilbert. Enfin on rappelle quelques propriétés fondamentales des
opérateurs bornés.

Dans la deuxième chapitre on présente la théorie élémentaire des opérateurs non bornés
et leurs propriétés, en particulier celles des opérateurs fermés, fermables, ainsi que celles
de l’opérateur adjoint d’un opérateur non borné, et celles des opérateurs auto-adjoints...

Le troisième chapitre porte sur l’espace énergétique d’un opérateur défini positif, sur
la minimisation de la fonctionnelle d’énergie associée à l’opérateur, et sur la méthode de
Friedrichs.

Le quatrième chapitre porte sur l’application à l’opérateur de Sturm-Liouville.
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Normes et distances
Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur R (ou C). On appelle norme sur E une
application :

‖.‖ : E −→ R+

x 7−→ ‖x‖

qui vérifie :

N1) (Séparation) ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0⇔ x = 0

N2) (homogénéité) ‖λx‖ = |λ|.‖x‖ ∀x ∈ E et ∀λ ∈ R (ouC)

N3) (inégalité triangulaire)‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ ,∀x, y ∈ E

Exemple 1.1. Sur Rn les normes suivantes sont les plus utilisées :
1) ‖x‖1 = ∑n

i=1 |xi| ; x = (x1, x2, ..., xn) .
2) ‖x‖2 = (∑n

i=1 x
2
i )

1
2 .

3) ‖x‖∞ = maxi=1,2,...,n|xi| .

Définition 1.2. Un espace vectoriel sur R (ou C) muni d’une norme est appellé espace
vectoriel normé (e.v.n).

Soit E un e.v.n l’application d : E ×E −→ R+ qui au couple (x, y) ∈ E ×E associe
d(x, y) = ‖x− y‖ s’appelle distance de x à y induite par la norme .
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Définition 1.3. soit E un ensemble non vide. On dit qu’une application

d : E × E −→ R+

(x, y) 7−→ d(x, y)

est une distance sur E si elle vérifie les trois axiomes suivants :
D1) (Séparation) ∀(x, y) ∈ E × E, x = y ⇔ d(x, y) = 0

D2) (Symétrie) ∀(x, y) ∈ E × E, d(x, y) = d(y, x)

D3) (inégalité triangulaire) ∀x, y, z ∈ E, d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y)

On appelle espace métrique tout couple (E, d) où E est un ensemble non vide et d est
une distance .

Exemple 1.2.
1) E = R , ∀x, y ∈ E , d1(x, y) = |x− y|
2) E = C([a, b]) ensemble des fonctions continues définis sur [a, b]
∀f, g ∈ E :

d(f, g) = sup|f(x)− g(x)| est une distance sur E
x ∈ [a, b]

Définition 1.4. Une suite d’éléments (xn)n d’un espace métrique (E, d) est dite conver-
gente vers un élément x ∈ E, si d(x, xn) −→ 0 quand n −→∞

Définition 1.5. Une suite d’éléments (xn)n d’un espace métrique (E, d) est une suite de
Cauchy si :
∀ε > 0 , ∃N , ∀ n,m > N d(xn, xm) < ε

Proposition 1.1. Toute suite convergente est de Cauchy .

Définition 1.6. Un espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de Cauchy est
convergente dans E.

Théorème 1.1. Soit E un espace métrique non complet. Alors il existe un espace métrique
complet Ẽ, tel que E soit isométriquement isomorphe à une partie partout dense D̃ dans Ẽ
c’est-à-dire qu’il existe une bijection f de E −→ D̃ tel que d(x, y) = d̃(f(x), f(y)) ∀x, y ∈
E .

Démonstration.
1) La construction de Ẽ (Existence) : On peut construire Ẽ comme un ensemble de
classes d’équivalence des suites de Cauchy
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– On commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy.
Soit (E, d) un espace métrique, soit C[E] l’ensemble des suites de Cauchy sur E.
Définir une relation ∼ sur C[E] par :

xn ∼ yn ⇐⇒ lim
n→∞

d(xn, yn) = 0

.
– On note par [xn] la classe d’équivalence de la suite (xn)n .
– On considère Ẽ l’ensemble des classes d’équivalences pour cette relation .
– On remarque que la distance entre (xn)n et (yn)n tend vers une limite donnée pour
n→ +∞ .

– On peut donc prendre pour distance sur Ẽ la limite de la distance entre deux suites
pour n −→ +∞ i.e d̃ : Ẽ −→ R+ :

d̃([xn], [yn]) = lim
n→∞

d(xn, yn)

Il faut vérifier que :
1) d̃ est bien définie sur Ẽ : soit (xn)n, (x̃n)n, (yn)n, (ỹn)n ∈ C[E] telles que : (xn)n ∼

(x̃n)n et (yn)n ∼ (ỹn)n .
On a :

|d(xn, yn)− d(x̃n, ỹn)| = |d(xn, yn)− d(x̃n, yn) + d(x̃n, yn)− d(x̃n, ỹn)|
6 |d(xn, yn)− d(x̃n, yn)|+ |d(x̃n, yn)− d(x̃n, ỹn)|
6 d(xn, x̃n) + d(yn, ỹn)

et donc : 0 6 |d(xn, yn)− d(x̃n, ỹn)| 6 d(xn, x̃n) + d(yn, ỹn)
En passant à la limite n→ +∞ :

lim
n→∞

d(xn, yn) = lim
n→∞

d(x̃n, ỹn)

Mais cela signifie précisément que :

d̃([xn], [yn]) = d̃([x̃n], [ỹn])

2) d̃ est une métrique sur Ẽ, c’est-à-dire :
i) soit d̃([xn], [yn]) = 0, ce qui signifie que : limn→∞ d(xn, yn) = 0. Donc, par définition

(xn) ∼ (yn) et [xn] = [yn]. comme d est une métrique, on trouve aussi immédiate-
ment :d̃([xn], [yn]) = 0 .

ii)

d̃([xn], [zn]) = lim
n→∞

d(xn, zn)
6 lim

n→∞
{d(xn, yn) + d(yn, zn)} d est un métrique.

= lim
n→∞

d(xn, yn) + lim
n→∞

d(yn, zn)

= d̃([xn], [yn]) + d̃([yn], [zn]).
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iii)

d̃([xn], [yn]) = lim
n→∞

d(xn, yn)
= lim

n→∞
d(yn, xn) d est un métrique.

= d̃([yn], [xn])

– On peut prendre pour plongement la fonction qui à x associe la suite constante égale
à x .

ϕ : E −→ Ẽ

x 7−→ (x, x, ..., x, ...)

– On constate facilement que ce plongement est une isométrie .
– On peut voir que l’image du plongement ϕ(E) est dense dans Ẽ .
– On peut maintenant identifier E et son image .
– Nous arrivons maintenant à l’étape cruciale de montrer que Ẽ est un espace complet.
On considère une suite de Cauchy dans Ẽ notée (wn)n .

– pour tout n on peut choisir (xn)n, suite de Cauchy, telle que la distance (dans Ẽ)
entre xn et wn soit infèrieure à 1

n
.

– La suite (xn)n est de Cauchy dans Ẽ, et donc aussi dans E. Par définition de Ẽ, la
limite de la suite xn est la classe des suites dont la distance à xn est nulle.

– Il ne reste plus qu’à voir que wn tend aussi vers cette limite .
2) L’unicité de Ẽ : Soient Ẽ et Ẽ ′ deux complétions de E, il existe alors une bijection
φ : Ẽ −→ Ẽ

′ telle que :
i) φ se limite à l’identité sur x

∀x ∈ E : φ(x) = x.

ii) φ conserve les métriques

∀x1, x2 ∈ E : d̃(x1, x2) = d̃
′(φ(x1), φ(x2))

où d̃
′ est la distance dans Ẽ ′ .

1.2 Espace de Hilbert
Soit H un espace vectoriel sur C(ouR).

Définition 1.7. On dit que (.,.) est un produit scalaire sur H si les propriétés sont
vérifiées pour tous x, y, z ∈ H et λ ∈ C :
i) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

ii) (λx, y) = λ(x, y)
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iii) (x, y) = (y, x)

iv) (x, x) > 0,∀x ∈ H et (x, x) = 0 si et seulement si x = 0
Tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Remarque 1.1.

1) (x, y) le conjugé du nombre (x,y). Donc, si l’espace H est réel, alors (x, y) = (x, y) =
(y, x)
2) Les conditions (i) et (ii) de la définition impliquent que la fonction (.,.) est linéaire par
rapport la première variable x.
Il est facile de voir que (.,.) est aussi linéaire par rapport la seconde variable y si H est
un espace vectoriel réel.
En fait, nous avons :
a) (x, y + y′) = (x, y) + (x, y′) ∀x, y, y′ ∈ H.

b) (x, βy) = β(x, y) pour le cas réel.
Vérification :
a) (x, y + y′) = (y + y′, x) par la condition (iii) de la définition ;par la condition (i), (y +
y′, x) = (y, x) + (y′, x) et donc :
(x, y + y′) = (y + y′, x) = (y, x) + (y′, x) = (y, x) + (y′, x). d’aprés (1) et encore par la
condition (iii) :
(y, x) = (x, y) et (y′, x) = (x, y′) donc (x, y + y′) = (x, y) + (x, y′).
b) (x, βy) = (βy, x) d’après le condition (iii), mais (βy, x) = β(y, x) d’après le condition
(ii), donc (x, βy) = β(y, x) = β(y, x) = β(x, y). En utilisant (1) et de le condition (iii)
du produit scalaire, sur un espace vectoriel réel H, le produit scalaire (.,.) est également
linéaire par rapport à l’argument y ; (x, βy) = β(x, y).

Exemple 1.3.
1) Sur Rn, le produit scalaire euclidien usuel est

(x, y) =
n∑
i=1

xiyi

où x = (xi)16i6n et y = (yi)16i6n

2) Soit Ω un ouvert de Cn, et C(Ω) l’espace des fonctions sur Ω

C(Ω) = {f : Ω −→ C ; continue},

C(Ω) muni du produit scalaire

(f, g) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx

est un espace préhilbertien .
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Rappelons que, dans un espace préhilbertien, on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(x, y)| 6
√

(x, x).
√

(y, y)

Rappelons aussi que ‖x‖ =
√

(x, x) est une norme .
Rappelons enfin "l’identité du parallélogramme" :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 , ∀x, y ∈ H.

Définition 1.8. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(x, y) et qui est complet pour la norme (x, x) 1

2

Exemple 1.4. Soient u = (u1, u2, ..., un) , v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Kn

1) Rn muni du produit scalaire

(u, v) = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn

est un espace de hilbert réel .
2) Cn muni du produit scalaire

(u, v) = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn

est un espace de hilbert complexe .
3) soit Ω un ouvert de Rn, et L2(Ω) l’espace vectoriel des fonctions à carré intégrable sur
Ω

L2(Ω) = {f : Ω −→ C ;
∫

Ω
|f(x)|2dx <∞}

muni du produit scalaire
(f, g) =

∫
Ω
f(x)g(x)dx

L2(Ω) est un espace de Hilbert .

Définition 1.9. Une partie D de H est dit dense dans H si :
∀h ∈ H,∀ε > 0,∃a ∈ D; ‖a− h‖ < ε , ou de manière équivalente si tout élément h de H
est limite d’une suite d’éléments an de D :‖an − h‖ −→ 0 (i.e an −→ h) .

Définition 1.10. Une partie D de H est dite totale si l’ensemble des combinaisons
linéaires finies d’éléments de D est dense dans H.

Définition 1.11. Une famille {ei , i ∈ I} d’éléments de H est dite orthonormée si :

∀i ∈ I , ∀j ∈ I , (ei, ej) = δij où δij =

1 si i = j

0 si i 6= j

Définition 1.12. Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille or-
thonormée totale dans H.
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Proposition 1.2. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie possède une base
hilbertienne (dénombrable).

Une telle base est constituée d’une famille (en)n d’éléments orthonormés c’est-à-dire
que deux éléments distincts quelconques sont orthogonaux ; et tout élément en est de
norme égale à 1 :

∀n, ‖en‖ = 1, et ∀ n,m, n 6= m (en, em) = 0

Théorème 1.2. (de représentation de Riesz)
Soit T une forme linéaire et continue sur H. Alors il existe un unique yT ∈ H, tel que
T (x) = (x, yT ), pour tout x ∈ H. De plus ‖yT‖H = ‖T‖.

1.3 Opérateurs bornés
Soient K un corps commutatif (R ou C) et H un espace de Hilbert sur K muni d’un

produit scalaire scalaire noté (.,.) .Soit :

T : H −→ H
x 7−→ T (x)

un opérateur linéaire borné i.e, ∃c > 0 tel que :

‖T (x)‖H 6 c‖x‖H , ∀x ∈ H. (1.1)

Un tel opérateur est continu, et inversement tout opérateur linéaire continu est borné.

Définition 1.13. (Norme d’un opérateur)
La plus petite des constantes c vérifiant la relation (1.1) est appelée norme de T et est
notée ‖T‖.
On peut montrer que

‖T‖ = Supx 6=0
‖T (x)‖H
‖x‖H

= Sup‖x‖=1‖T (x)‖H = Sup‖x‖61‖T (x)‖H

Notons aussi

‖T.S‖ 6 ‖T‖.‖S‖.

1.3.1 L’adjoint d’un opérateur linéaire borné
Définition 1.14. Soit H un espace de Hilbert, et T : H −→ H un opérateur linéaire
borné de H dans H. Alors l’opérateur adjoint T ∗ est défini par :

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x, y ∈ H.
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Les propriétés de l’adjoint d’un opérateur sont résumées dans les propositions suiv-
antes :

Proposition 1.3. T ∗ existe toujours .

Démonstration. Soit (Tx, y) = fy(x)

fy(x1 + x2) = (T (x1 + x2), y)
= (Tx1, y) + (Tx2, y)
= fy(x1) + fy(x2)

fy(αx) = (T (αx), y) = α(Tx, y) = αfy(x).

Comme , |fy(x)| = |(Tx, y)| 6 ‖Tx‖‖y‖ (l′inégalité de Cauchy schwarz)
6 ‖T‖‖x‖‖y‖
6 k‖x‖ , pour y f i̇xé dans H.

Alors comme fy(x) est une forme linéaire et continue d’après le théorème de Riesz, il
existe y∗ ∈ H tel que :

(Tx, y) = fy(x) = (x, y∗) ,∀x ∈ H.

Alors y −→ y∗ ≡ T ∗y définit un opérateurs T ∗ : H −→ H.

Proposition 1.4. T ∗ est un opérateur linéaire borné .De plus il est unique .

En effet

‖T ∗x‖2 = (T ∗x, T ∗x)
= (TT ∗x, x)
6 ‖TT ∗x‖‖x‖ D′après l′inégalité de Cauchy Schwarz.

Comme T est borné alors il existe k > 0 tel que :

‖T (T ∗x)‖ 6 k‖T ∗x‖

donc

‖T ∗x‖2 6 k‖x‖‖T ∗x‖

11



ou

‖T ∗x‖ 6 k‖x‖ , et donc T ∗ est borné.

Pour tout z ∈ H

(z, T ∗(x+ y)) = (Tz, (x+ y))
= (Tz, x) + (Tz, y)
= (z, T ∗x) + (z, T ∗y)
= (z, T ∗x+ T ∗y)

C’est-à-dire (z, T ∗(x+ y)− [T ∗x+ T ∗y]) = 0 , ∀z ∈ H.
Ceci implique que T ∗(x+ y) = T ∗x+ T ∗y , ∀x, y ∈ H.
De même

(z, T ∗(αx)) = (Tz, αx) = α(Tz, x)
= α(z, T ∗x)
= (z, αT ∗x)

ou (z, T ∗(αx)− αT ∗x) = 0 , ∀z ∈ H. donc : T ∗(αx) = αT ∗x ∀x ∈ H et α un scalaire.
Par conséquent T ∗ est linéaire .
Supposons que, pour T donné, il existe deux opérateurs T ∗1 et T ∗2

telsque : (Tx, y) = (x, T ∗1 y)
et (Tx, y) = (x, T ∗2 y)

Alors : (x, T ∗1 y)− (x, T ∗2 y) = 0

ou (x, T ∗1 y − T ∗2 y) = 0 ,∀x ∈ H
Ceci implique : T ∗1 y = T ∗2 y ∀y ∈ H ; i.e T ∗1 = T ∗2
Donc, l’adjoint de T est unique .

Proposition 1.5. L’adjoint de T ∗ noté T ∗∗ coïncide avec T .

En effet pour tous x, y ∈ H, on a

(Tx, y) = (x, T ∗y)
= (T ∗y, x)
= (y, T ∗∗x)
= (T ∗∗x, y)

Exemple 1.5. soitH = Rn un espace de Hilbert réel de dimension n, et x = (x1, x2, x3, ..., xn) ∈
Rn. Soit T défini par :Tx = y où y = (y1, y2, y3, ..., yn), et yi = ∑n

j=1 aijxj, et (aij) est un
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matrice n× n ; Alors T est un opérateur linéaire borné de Rn dans Rn

(Tx, y) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijxj)yi =
n∑
j=1

xj(
n∑
i=1

aijyi)

=
n∑
i=1

xi(
n∑
j=1

ajiyj)

= (x, T ∗y)

ou T ∗y = z , z = (z1, z2, z3, ..., zn) ,

zi =
n∑
j=1

ajiyj

.
Par conséquent si T est un opérateur linéaire borné sur Rn, représenté par une matrice
(n× n)(aij), l’opérateur adjoint T ∗ de T est représenté par la matrice transposée (aji) de
la matrice (aij).

Exemple 1.6. Soit H = `2 et T : `2 −→ `2 défini par :

T (α1, α2, α3, ..., αn, ...) = (0, α1, α2, α3, ..., αn, ...)

Pour, x = {αk}∞k=1 ∈ `2 et y = {βk}∞k=1 ∈ `2

(Tx, y) =
∞∑
k=1

αkβk+1 = (x, T ∗y)

où T ∗{(β1, β2, ..., βn, ...)} = (β2, β3, ...) Alors l’adjoint de T est T ∗.

1.3.2 Inversibilité des opérateurs bornés
Définition 1.15. Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur linéaire borné. On dit
que T est inversible s’il existe un opérateur linéaire borné S tel que :

TS = ST = I

où I est l’opérateur d’identité dans H. Un tel opérateur S (lorsqu’il existe) est unique, et
est appellé opérateur inverse de T . On note S par T−1.

Théorème 1.3. L’opération du passage à l’adjoint vérifie les propriétés suivantes :
1. I = I∗ où I désigne l’opérateur d’identité .
2. (T + S)∗ = T ∗ + S∗, où T et S sont des opérateurs linéaires bornés.
3. (αT )∗ = αT ∗, ∀α ∈ C.
4. (TS)∗ = S∗T ∗.
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5. T ∗∗ = T .
6. ‖T ∗‖ = ‖T‖.
7. ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.
8. Si T est inversible alors T ∗ l’est aussi et (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Démonstration.
1. On a (Ix, y) = (x, y), et d’après la définition de I∗,(Ix, y) = (x, I∗y). Donc (Ix, y) =
(x, I∗y) ou (x, y − I∗y) = 0 ∀x ∈ H. Alors, y − I∗y = 0 ou I∗y = y ; i.e I = I∗.
2. (T + S)∗ = T ∗ + S∗ ⇔ (T + S)∗(x) = T ∗(x) + S∗(x) ∀x ∈ H.
D’après la définition de (T + S)∗ ,∀x ∈ H, on a :

((T + S)z, x) = (z, (T + S)∗x).

D’autre part ,

((T + S)z, x) = (Tz + Sz, x)
= (Tz, x) + (Sz, x)
= (z, T ∗x) + (z, S∗x)

Alors (z, (T + S)∗x) = (z, T ∗x+ S∗x) ∀x et z ∈ H.Donc
(T + S)∗x = T ∗x+ S∗x ,∀x ∈ H
3.

((αT )z, x) = (z, (αT )∗x)

((αT )z, x) = α(Tz, x) = α(z, T ∗x) = (z, αT ∗x)

Les deux relations précédents montrent que :
(z, (αT )∗x− αT ∗x) = 0 ∀x et z ∈ H. Donc (αT )∗ = αT ∗.
4.

((TS)(x), y) = (T (S(x)), y)
= (Sx, T ∗y)
= (x, S∗(T ∗(y)))
= (x, (S∗T ∗)(y))

D’autre part :

((TS)(x), y) = (x, (TS)∗y)
(x, (S∗T ∗)(y)) = (x, (TS)∗y)

Alors (TS)∗ = S∗T ∗.
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5.

(Tx, y) = (x, T ∗y)
= ((T ∗)∗x, y)

ou ((T − T ∗∗)x, y) = 0 ∀y ∈ H, Alors T ∗∗ = (T ∗)∗. Donc T = T ∗∗.
6. ‖T‖ = ‖T ∗‖ ⇔ ‖T‖ 6 ‖T ∗‖ et ‖T ∗‖ 6 ‖T‖. On a :

‖T ∗(x)‖2 = (T ∗x, T ∗x) = (T (T ∗x), x)
6 ‖T (T ∗x)‖‖x‖
6 ‖T ∗(x)‖‖T‖‖x‖

Alors ‖T ∗(x)‖ 6 ‖T‖‖x‖.
Ceci implique que ‖T ∗‖ 6 ‖T‖. On applique cette relation à T ∗. On trouve : ‖T ∗∗‖ 6 ‖T ∗‖.
Comme T = T ∗∗, alors on a ‖T‖ 6 ‖T ∗‖.
7. ‖T ∗T‖ 6 ‖T‖2. On a :

‖T ∗T (x)‖ 6 ‖T ∗‖‖T‖‖x‖
= ‖T‖2‖x‖

D’autre part :

‖Tx‖2 = (Tx, Tx) = (x, T ∗Tx)
6 ‖T ∗Tx‖‖x‖
6 ‖T ∗T‖‖x‖2

Alors ‖Tx‖ 6
√
‖T ∗T‖‖x‖, et donc ‖T‖2 6 ‖T ∗T‖.D’où ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

8. On a TT−1 = T−1T = I, (TT−1)∗ = (I)∗ = I d’après (4),(TT−1)∗ = (T−1)∗(T )∗. Alors
(T−1)∗(T )∗ = I et par conséquent (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Définition 1.16. Soit T un opérateur linéaire borné de H dans H. Alors
a) T est dit auto-adjoint (ou symétrique) si T = T ∗.
b) un opérateur T est dit positif si (Tx, x) > 0 ,∀x ∈ H. Un opérateur T positif est dit
strictement positif si (Tx, x) = 0 seulement pour x = 0.

Exemple 1.7.
1) T donné dans l’exemple (1.5) est auto-adjoint si la matrice (aij) est symétrique, c’est-
à-dire aij = aji ∀i et j.
2) L’opérateur d’identité I est auto-adjoint .
3) L’opérateur nul 0 est auto-adjoint .
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Chapitre 2

Opérateurs non bornés

Soit H un espace de Hilbert, T une application linéaire définie sur un sous espace
vectoriel strict D(T ) de H qui, à tout x ∈ D(T ), associe un élément T (x) de H. On dit
alors que T est un opérateur (non-borné) de H de domaine D(T ).
Exemple 2.1. Soit T l’opérateur de multiplication par x défini de L2(R) dans L2(R) par

Tf(x) = xf(x).
T a pour domaine

D(T ) = {f ∈ L2(R)/xf(x) ∈ L2(R)}

Le produit scalaire sur L2(R) est défini par :

(f, g) =
∫
f(x)g(x)dx

La fonction
f(x) = 1√

1 + x2
∈ L2(R)

mais xf(x) /∈ L2(R) car
∫
xf(x)dx est divergente. T est alors un opérateur qui n’est pas

défini sur tout l’espace L2(R). Il est donc non borné.

2.1 Opérations sur les opérateurs non bornés
Définition 2.1. Soit T , S et R des opérateurs de H dans H alors :
1. La somme S + T est définie par :

D(S + T ) = D(S) ∩D(T ),
(S + T )(x) = Sx+ Tx ,∀x ∈ D(S + T ).

2. L’opérateur produit (ou composition) RT est défini par :

D(RT ) = {x ∈ D(T ) tel que Tx ∈ D(R)},
(RT )x = R(Tx) , ∀x ∈ D(RT ).
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2.2 Opérateurs fermés

2.2.1 Graphe d’un opérateur
Définition 2.2. (Graphe d’un opérateur)
Soit T un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H. Le graphe de T est le sous
espace vectoriel de l’espace produit H×H noté Γ(T ) défini par :

Γ(T ) = {(x, Tx) , x ∈ D(T )}

Ici la norme dans H×H est la suivante

‖(x, y)‖ = (‖x‖2
H + ‖y‖2

H) 1
2

qui est issue du produit scalaire

(z, z′) = (x, x′) + (y, y′) où z = (x, y) et z′ = (x′, y′)

Remarque 2.1. Un sous-espace quelconque de H×H n’est pas forcément le graphe d’un
opérateur .

Proposition 2.1. Un sous-espace Γ ⊂ H×H est le graphe d’un opérateur si et seulement
si (0, y) ∈ Γ⇒ y = 0, pour tout y.

Définition 2.3. On dit qu’un opérateur non borné T est un opérateur fermé si son graphe
Γ(T ) est fermé dans H×H défini précédemment .

Notons que tout opérateur linéaire continu est fermé. cependant la réciproque est
fausse.

Proposition 2.2. Soit T : D(T ) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire non borné. Les deux
assertion suivantes sont alors équivalentes :

1. T est fermé .
2. Pour toute suite (xn)n de D(T ) telle que limn→+∞ xn = x et limn→+∞ Txn = y on a
x ∈ D(T ) et y = Tx.

Définition 2.4. On dit que l’opérateur S est une extension (ou prolongement) de l’opéra-
teur T si Γ(T ) ⊂ Γ(S). On dit aussi que T est une restriction de S. En d’autres termes
S est une extension de T si D(T ) ⊂ D(S) et Tx = Sx, pour x ∈ D(T ).

Définition 2.5. On dit qu’un opérateur T est fermable s’il admet une extension fermée .

Proposition 2.3. Soit T un opérateur fermable. Alors T admet une extension fermée
minimale T̃ c’est-à-dire T̃ ⊂ S pour toute extension fermée S de T . De plus

Γ(T̃ ) = Γ(T ).
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Démonstration. 1. Puisque T est fermable alors T admet une extension fermée. Définis-
sons T̃ par Γ(T̃ ) = Γ(T ). Si on montre que Γ(T ) est un graphe alors c’est le graphe
de T̃ qui est alors fermé puisque Γ(T̃ ) = Γ(T ), et comme Γ(T ) ⊂ Γ(T ) alors T̃
est une extension fermée de T . Elle minimale en ce sens que si S est une exten-
sion fermée de T alors T̃ ⊂ S i.e Γ(T̃ ) ⊂ Γ(S). En effet Γ(T ) ⊂ Γ(S) et donc
Γ(T ) ⊂ Γ(S) = Γ(S) i.e Γ(T̃ ) ⊂ Γ(S).

2. Γ(T ) est un graphe signifie qu’il ne contient aucun élément de la forme (0, y) avec
y 6= 0. En d’autres termes (0, y) ∈ Γ(T )⇒ y = 0 signifie que Γ(T ) est un graphe .

3. T fermable signifie que (un ∈ D(T ) , un −→ 0 et Tun −→ y) ⇒ y = 0. Par
conséquent si (0, y) ∈ Γ(T ) alors y = 0 ce qui exprime (d’après 2 .) que Γ(T ) est un
graphe .

Définition 2.6. L’extension T̃ de T est appelée fermeture de T .

2.3 L’adjoint d’un opérateur non borné
Soit T un opérateur linéaire non borné de H dans H de domaine D(T ).

Soit

D∗ = {y ∈ H ∃z ∈ H t.q (Tx, y) = (x, z) ∀x ∈ D(T )}

D∗ 6= ∅ car 0 ∈ D∗ .
On définit l’opérateur T ∗ comme suit : D(T ∗) = D∗ et T ∗y = z , ∀y ∈ D(T ∗).

Définition 2.7. L’opérateur T ∗ est appelé adjoint de T . On done, par définition même ,

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x ∈ D(T ) , y ∈ D(T ∗).

En général l’élément z n’est pas unique. Cependant si D(T ) est partout dense dans H, z
est unique et T ∗ est défini aussi de manière unique .

Exemple 2.2. Soit H = L2(a, b) et T défini par :

(Tf)(t) = df

dt

et D(T ) = {f ∈ H| f est absolument continu avec df
dt
∈ H et f(a) = 0}.

Alors :

(Tf, g) =
∫ b

a

df

dt
g(t)dt

= [f(t)g(t)]ba −
∫ b

a
f(t)dg

dt
dt

= (f(b)g(b))−
∫ b

a
f(t)dg

dt
dt

= (f, T ∗g)
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où (T ∗g)(t) = −dg
dt

.

et D(T ∗) = {g ∈ H| g est absolument continu avec dg
dt
∈ H et g(b) = 0}.

2.3.1 Propriétés de l’adjoint
Soient T1 et T2 des opérateurs sur H dont les domaines sont denses et λ ∈ C :
1. (λT1)∗ = λT ∗1 .

2. Si le domaine de T1 + T2 est dense, alors :

T ∗1 + T ∗2 ⊆ (T1 + T2)∗.

3. Si le domaine de T2T1 est dense alors :

T ∗1 T
∗
2 ⊆ (T2T1)∗.

4. Si T2 ⊆ T1 alors T ∗2 ⊇ T ∗1 .

Démonstration. 1. si λ 6= 0 alors :

(T1x, y) = (x, T ∗1 y) ⇔ (λT1x, y) = (x, λT ∗1 y)
⇔ (x, (λT1)∗y) = (x, λT ∗1 y)

2. Soit y ∈ D(T ∗1 + T ∗2 ) = D(T ∗1 ) ∩D(T ∗2 ), Alors pour tout
x ∈ D(T1 + T2) = D(T1) ∩D(T2), on a

(x, (T ∗1 + T ∗2 )y) = (x, T ∗1 y) + (x, T ∗2 y)
= (T1x, y) + (T2x, y)
= ((T1 + T2)x, y).

Par conséquent y ∈ D((T1 + T2)∗) et (T ∗1 + T ∗2 )y = T ∗1 y + T ∗2 y, donc T ∗1 + T ∗2 ⊆
(T1 + T2)∗.

3. Montrons que les opérateurs T ∗1 T ∗2 et T2T1 sont adjoints l’un de l’autre
En effet, soit y ∈ D(T ∗1 T ∗2 ) et x ∈ D(T2T1) , c’est-à-dire

D(T ∗1 T ∗2 ) = {y ∈ D(T ∗2 ) , T ∗2 y ∈ D(T ∗1 )} ,
et D(T2T1) = {x ∈ D(T1) , T1x ∈ D(T2)}.

En utilisant la définition de l’adjoint, il s’ensuit :

(T2T1x, y) = (T1x, T
∗
2 y) = (x, T ∗1 T ∗2 y)
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pour tout x ∈ D(T1) t.q T1x ∈ D(T2) et tout y ∈ D(T ∗2 ) t.q T ∗2 y ∈ D(T ∗1 )
D’autre part,

(T2T1x, y) = (x, (T2T1)∗y)

Par conséquent ,

(x, T ∗1 T ∗2 y) = (x, (T2T1)∗y)

4. Par définition de T ∗1

(T1x, y) = (x, T ∗1 y) (2.1)

pour tout x ∈ D(T1) et tout y ∈ D(T ∗1 ). Comme T2 ⊂ T1, alors :

(T2x, y) = (x, T ∗1 y) (2.2)

pour tout x ∈ D(T2) et tout y ∈ D(T ∗1 ). Par définition de T ∗2

(T2x, y) = (x, T ∗2 y) (2.3)

pour tout x ∈ D(T2) et tout y ∈ D(T ∗2 ). De cela et 2.2 nous concluons que
D(T ∗1 ) ⊂ D(T ∗2 )

Théorème 2.1. Soit T un opérateur de domaine dense. Alors les propriétés suivantes
ont lieu :
i) T ∗ est fermé .
ii) T est fermable si et seulement si D(T ∗) est dense. Dans ce cas T̃ = T ∗∗.
iii) si T est fermable alors (T̃ )∗ = T ∗.

Démonstration. On définit un opérateur unitaire V : H×H −→ H×H par

V (x, y) = (−y, x)

On vérifie que V est unitaire et donc V (E⊥) = V (E)⊥ pour tout sous-espace E.
i) Soit T un opérateur linéaire sur H, et (x, y) ∈ H ×H. Alors :

(x, y) ∈ V [Γ(T )]⊥ ⇔ ((x, y), (−Tz, z)) = 0 ,∀z ∈ D(T )
⇔ (x, Tz) = (y, z) ,∀z ∈ D(T )
⇔ (x, y) ∈ Γ(T ∗)

par conséquent V [Γ(T )]⊥ = Γ(T ∗). Comme V [Γ(T )]⊥ est toujours fermé on conclut que
T ∗ est fermé.
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ii) Supposons que D(T ∗) est dense. Alors :

Γ(T ) = (Γ(T )⊥)⊥ = (V 2Γ(T )⊥)⊥ = (V (V Γ(T ))⊥)⊥ = (V Γ(T ∗))⊥ = Γ(T ∗∗) (2.4)

Il en résulte que Γ(T ) est le graphe d’un opérateur et donc T est fermable. D’autre part
si D(T ∗) n’est pas dense alors il existe y 6= 0 appartenant à D(T ∗)⊥. Ainsi, on vérifie que
(y, 0) ∈ Γ(T ∗)⊥ et que (0, y) ∈ Γ(T ) = V Γ(T ∗)⊥. Par conséquence T n’est pas fermable
puisque Γ(T ) n’est pas le graphe d’un opérateur vu qu’il contient (0, y) avec y 6= 0.
iii) Il résulte de 2.4 que T ∗∗ = T̃ . En utilisant ceci avec le point (i), on voit que :

T ∗ = T̃ ∗ = (T ∗)∗∗ = (T ∗∗)∗ = (T̃ )∗.

2.4 Opérateurs symétriques ,auto-adjoints
Définition 2.8. Soit T : D(T ) ⊂ H −→ H un opérateur de domaine dense dans H. On
dit que T est symétrique si T ⊆ T ∗, c’est-à-dire D(T ) ⊂ D(T ∗) et :

Tx = T ∗x , ∀x ∈ D(T ).

Définition 2.9. On dit qu’un opérateur T est auto-adjoint si T = T ∗, c’est-à-dire si T
est symétrique et D(T ) = D(T ∗).

Proposition 2.4. Un opérateur symétrique est toujours fermable.

En effet T ⊂ T ∗ et T ∗ est fermé.

Corollaire 2.4.1. 1. Si T est un opérateur symétrique fermé alors

T = T ∗∗ ⊂ T ∗

2. Si T est auto-adjoint alors

T ∗ = T = T ∗∗ ⊂ T ∗ , c′est− à − dire T = T ∗∗ = T ∗.

En effet T ⊂ T ∗ et donc T ∗∗ ⊂ T ∗, d’après la propriété (4). Comme T est symétrique
alors D(T ∗) ⊇ D(T ) et donc D(T ∗) est dense dans H. D’après le théorème précédent
T ∗∗ = T̃ et donc

T ⊂ T̃ = T ∗∗ ⊂ T ∗

Proposition 2.5. Soit T un opérateur symétrique fermé. Alors T est auto-adjoint si et
seulement si T ∗ est symétrique .

Démonstration. 1. Si T est auto-adjoint alors T = T ∗ et donc T est symétrique et
fermé (car T ∗ est toujours fermé) c’est-à-dire que T ∗ est symétrique (puisque c’est
T ).
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2. Inversement si T ∗ est symétrique alors

T ∗ ⊂ (T ∗)∗

Or pour T symétrique fermé on a

T = T ∗∗ ⊂ T ∗

Par conséquent T = T ∗ i.e que T est auto-adjoint .

Exemple 2.3. Soit H = L2(a, b), et T définie par :

(Tf)(t) = d2f

dt2
.

et D(T ) = {f ∈ H|f et df
dt

sont absolument continues avec
d2f

dt2
∈ H et f(a) = f(b) = 0}.

Alors :

(Tf, g) =
∫ b

a

d2f

dt2
g(t)dt.

=
[
df

dt
g(t)

]b
a

−
[
f(t)dg

dt

]b
a

+
∫ b

a
f(t)d

2g

dt2
dt.

=
(
df

dt

)
t=b

g(b)−
(
df

dt

)
t=a

g(a) +
∫ b

a
f(t)d

2g

dt2
dt.

Alors : (T ∗g)(t) = d2g

dt2
.

où D(T ∗) = {g ∈ H|g et dg
dt

sont absolument continues avec
d2g

dt2
∈ H et g(a) = g(b) = 0} =

D(T ). Donc T est auto-adjoint .

2.5 Inversibilité des opérateurs non bornés
Nous étendons le concept d’inverse à la notion générale d’opérateur, comme suit

Soit un opérateur T : D(T ) ⊂ H −→ R(T ) ⊂ H injectif i.e si pour tous x, y ∈ D(T ),
Tx = Ty implique x = y. Alors l’opérateur inverse de T noté T−1 sera défini par :

T−1 : R(T ) ⊂ H −→ D(T ) ⊂ H
Tx 7−→ x.

Définition 2.10. (Inverse d’opérateur non borné) :
soient H un espace de Hilbert et T : D(T ) −→ R(T ) un opérateur linéaire injectif, on
définit l’opérateur T−1 défini sur D(T−1) = R(T ) par :

T−1(T (x)) = x ,∀x ∈ D(T ).

L’opérateur T−1 est dit l’inverse de T .

22



Remarque 2.2. L’inverse T−1, s’il existe, est unique .
Théorème 2.2. L’inverse d’un opérateur fermé est fermé .
Démonstration. soit T : D(T ) −→ R(T ) un opérateur fermé alors son graphe

Γ(T ) = {(x, Tx) , x ∈ D(T )}
est fermé. D’où le graphe de T−1 ,

Γ(T−1) = {(Tx, x) , x ∈ D(T )}
est fermé. Ceci montre que T−1 est fermé.
Théorème 2.3. (inverse de l’opérateur adjoint)
Soit T : D(T ) −→ H un opérateur linéaire de domaine dense dans H. De plus, supposons
T injectif et R(T ) dense dans H. Alors T ∗ est injectif et :

(T ∗)−1 = (T−1)∗ (2.5)
Démonstration. T ∗ existe puisque D(T ) est dense dans H. De plus T−1 existe puisque T
est injectif. (T−1)∗ existe aussi puisque D(T−1) = R(T ) est dense dans H. Nous devons
montrer que (T ∗)−1 existe et satisfait 2.5. Soit y ∈ D(T ∗). Alors, pour tout x ∈ D(T−1),
nous avons T−1x ∈ D(T ) et :

(T−1x, T ∗y) = (TT−1x, y) = (x, y) (2.6)
D’autre part, par définition même de l’opérateur adjoint de T−1 nous avons :

(T−1x, T ∗y) = (x, (T−1)∗T ∗y)
pour tout x ∈ D(T−1). Cela montre que T ∗y ∈ D((T−1)∗) .
Par suite (x, y) = (x, (T−1)∗T ∗y) ∀x ∈ D(T−1). Comme D(T−1) = R(T ) est dense alors

(T−1)∗T ∗y = y ∀y ∈ D(T ∗) (2.7)
Par suite si T ∗y = 0 alors y = 0 et donc (T ∗)−1 : R(T ∗) −→ D(T ∗) existe. De plus,
puisque (T ∗)−1T ∗ est l’opérateur d’identité sur D(T ∗), d’après 2.7 on voit que

(T ∗)−1 ⊂ (T−1)∗ (2.8)
Pour établir 2.5, il suffit donc de montrer que

(T ∗)−1 ⊃ (T−1)∗ (2.9)
Soit x ∈ D(T ) et y ∈ D((T−1)∗), Alors Tx ∈ R(T ) = D(T−1)

et (Tx, (T−1)∗y) = (T−1Tx, y) = (x, y) (2.10)
D’autre part, par définition même de l’opérateur adjoint de T nous avons :

(Tx, (T−1)∗y) = (x, T ∗(T−1)∗y)
pour tout x ∈ D(T ). Par conséquent (Tx, (T−1)∗y) = (T−1Tx, y) = (x, y) , ∀x ∈ D(T )
et (Tx, (T−1)∗y) = (x, T ∗(T−1)∗y). Donc (T−1)∗y ∈ D(T ∗) et T ∗(T−1)∗y = y , ∀y ∈
D((T−1)∗) car D(T ) est dense. Cette dernière relation exprime que

(T ∗)−1 ⊃ (T−1)∗.
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Chapitre 3

Espace énergétique d’un opérateur
défini positif

3.1 Opérateurs positifs et opérateurs définis positifs
Soit H un espace de Hilbert réel et A un opérateur linéaire de H dans H de domaine

D(A) et d’image R(A) :

A : D(A) ⊂ H −→ R(A) ⊂ H

On suppose que A est symétrique. Par conséquent D(A) est dense dans H et

(Ay, z) = (y, Az) ∀y, z ∈ D(A)

De plus (u, v) 7→ f(u, v) = (Au, v) définit une fonctionnelle bilinéaire symétrique pour
tous u, v ∈ D(A)

Définition 3.1. Un opérateur symétrique A est dit positif, si la forme quadratique associée
à f est définie positive c’est-à-dire

∀u ∈ D(A), (Au, u) > 0 et (Au, u) = 0 si et seulment si u = 0

Définition 3.2. Un opérateur symétrique A est dit défini positif (ou coercif ou encore
coercitif) s’il existe δ > 0 tel que

(Au, u) > δ‖u‖2

.
ce qui revient à dire :

inf
(Au, u)
‖u‖2 > 0

u ∈ D(A)
u 6= 0
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Il est clair que tout opérateur défini positif est positif, mais la réciproque est fausse,
en général.

Exemple 3.1.
1) H=L2((0, 1),R)
Ay=-y"
D(A)={y ∈ C2(0, 1) : y(0) = y(1) = 0}
A est un opérateur défini positif.
2) H=L2((0,+∞),R)
By=-y"
D(B)={y ∈ C2[0,+∞) tel que y(0) = 0 et supp y est borné}
B est positif mais il n’est défini positif .

3.2 Espace énergétique d’un opérateur défini positif
Soit A : D(A) ⊂ H −→ R(A) ⊂ H un opérateur défini positif. Pour tous u, v ∈ D(A)

posons :

(u, v)A = (Au, v)

Proposition 3.1. (u, v)A définit un produit scalaire sur D(A).

Démonstration. (u, v)A définit un produit scalaire c’est-à-dire
1. (u, v)A bilinéaire :∀u, u′, v, v′ ∈ D(A) , ∀λ1 , λ2 ∈ R
i)

(u+ u′, v)A = (u, v)A + (u′, v)A
(λ1u, v)A = λ1(u, v)A

ii)

(u, v + v′)A = (u, v)A + (u, v′)A
(u, λ2v)A = λ2(u, v)A

2. (u, v)A est symétrique : (u, v)A = (v, u)A pour tout u, v ∈ D(A)
3. (u, v)A est défini positif :

(u, u)A > 0 pour tout u ∈ D(A), et (u, u)A = 0 si et seulement si u = 0
Comme on a (u, v) 7−→ f(u, v) = (Au, v) définit une fonctionnelle bilinéaire symétrique
pour tous u, v ∈ D(A). Alors :

1.
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i)

(u+ u′, v)A = (A(u+ u′), v) = (Au, v) + (Au′, v) = (u, v)A + (u′, v)A

(λ1u, v)A = (A(λ1u), v) = λ1(Au, v) = λ1(u, v)A

ii)

(u, v + v′)A = (Au, v + v′) = (Au, v) + (Au, v′) = (u, v)A + (u, v′)A

(u, v)A = (Au, λ2v) = λ2(Au, v) = λ2(u, v)A

2. (u, v)A = (Au, v) = f(u, v) = f(v, u) = (Av, u) = (v, u)A
3. Comme A est un opérateur défini positif donc A est positif, alors la forme quadra-

tique est définie positive i.e :
∀u ∈ D(A) , (Au, u) > 0 et (Au, u) = 0 si et seulement si u = 0

Par conséquent (D(A), (u, v)A) est un espace préhilbertien. Sa complétion, notée HA, est
appelée espace énergétique associé à l’opérateur A . Notons par ‖u‖A la norme induite
par le produit scalaire (., .)A. Ainsi, on a :

‖u‖A=
√

(Au, u) ;
‖u‖2

A > δ‖u‖2

On appellera (u, v)A le produit scalaire énergétique des éléments u et v, et ‖u‖A la norme
énergétique de u .
Notons que, par définition même, u ∈ HA signifie qu’il existe (un) ∈ D(A) :un −→ u pour
la norme énergétique (si u ∈ D(A) on prend un = u ,∀n).

Théorème 3.1. HA ↪→ H c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme entre HA et un sous-
espace de H.

Démonstration. Soit u ∈ HA ∃(un) ∈ D(A) : ‖un−u‖A −→ 0 (un) est donc de Cauchy et
‖un − um‖A >

√
δ‖un − um‖. Par conséquent (un)n est de Cauchy dans H. Par suite

un −→ u′ ∈ H(dans ‖.‖) c’est-à-dire ‖un − u′‖ −→ 0
Soit ϕ : HA −→ H

u 7−→ ϕ(u) = u′.
ϕ répond au problème :

1. ϕ est bien définie c’est-à-dire u′ est unique. En effet supposons qu’il existe une autre
suite (vn) ∈ D(A) tel que ‖vn−u‖A −→ 0. Alors comme précédemment (vn)n est de
Cauchy dansHA, et ensuite dansH ; et donc il existe v′ ∈ H telle que ‖vn−v′‖ −→ 0.
par suite ‖un − vn‖A = ‖(un − u) − (vn − u)‖A 6 ‖un − u‖A + ‖vn − u‖A comme
‖un − u‖A −→ 0 et ‖vn − u‖A −→ 0 alors ‖un − vn‖A −→ 0.
Par conséquent

√
δ‖un − vn‖ 6 ‖un − vn‖A −→ 0 implique par passage à la limite,

‖u′ − v′‖ = 0 c’est-à-dire u′ = v′.
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2. ϕ est linéaire : pour montrer que ϕ est linéaire il faut vérifiée que :

i)

ϕ : HA −→ H
(u+ v) −→ ϕ(u+ v) = u′ + v′ = ϕ(u) + ϕ(v) ,∀u, v ∈ HA

ii)

ϕ : HA −→ H
λu −→ ϕ(λu) = λu′ = λϕ(u) ,∀λ ∈ K ∀u ∈ HA

En effet
i) Soit u ∈ HA, ∃(un) ⊂ D(A) : ‖un − u‖A −→ 0 (un) est donc de Cauchy et
‖un−um‖A >

√
δ‖un − um‖. Par conséquent (un)n est de Cauchy dans H. Par suite

un −→ u′ ∈ H(dans ‖.‖) c’est-à-dire ‖un − u′‖ −→ 0
soit ϕ : HA −→ H

u 7−→ ϕ(u) = u′.
soit v ∈ HA ∃(vn) ∈ D(A) : ‖vn−v‖A −→ 0 (vn) est donc de cauchy et ‖vn−vm‖A >√
δ‖vn − vm‖ par conséquent (vn)n est de cauchy dans H. Par suite vn −→ v′ ∈
H(dans ‖.‖) c’est-à-dire ‖vn − v′‖ −→ 0
soit ϕ : HA −→ H

v 7−→ ϕ(v) = v′.
Donc (un + vn) −→ u+ v dans HA, (un + vn)n est donc de cauchy, par conséquent
(un + vn)n est de cauchy dans H. Par suite (un + vn) −→ u′ + v′, dans H, Alors

ϕ : HA −→ H
u+ v 7−→ ϕ(u+ v) = u′ + v′ = ϕ(u) + ϕ(v).

ii) comme un −→ u dans HA, et donc λun −→ λu, alors (λun)n est de cauchy, par
conséquent (λun)n est de cauchy dans H. Par suite
λun −→ λu′ dans H, Alors

ϕ : HA −→ H
λu 7−→ ϕ(λu) = λu′ = λϕ(u).

3. ϕ est injective c’est-à-dire : ∀u, v ∈ HA, ϕ(u) = ϕ(v) =⇒ u = v

‖un − vn‖ = ‖(un − u′)− (vn − u′)‖ 6 ‖un − u′‖+ ‖vn − u′‖
6 ‖un − ϕ(u)‖+ ‖vn − ϕ(u)‖
6 ‖un − ϕ(u)‖+ ‖vn − ϕ(v)‖
6 ‖un − u′‖+ ‖vn − v′‖

comme ‖un − u′‖ −→ 0 et ‖vn − v′‖ −→ 0 par conséquent ‖un − vn‖ −→ 0, par
passage à la limite ‖u− v‖ = 0 c’est-à-dire u = v.
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Conséquenses
Notons les inclusions (algébriques)

D(A) ⊂ HA ⊂ H.

Par conséquent HA est aussi partout dense dans H.

Proposition 3.2. ‖u‖2
A > δ‖u‖2, ∀u ∈ HA.

Notons que cette proposition a été déjà établie pour u ∈ D(A).

Démonstration. soit u ∈ HA∃(un) ⊂ D(A) tel que (un) −→ u dans HA et (comme
précédemment δ‖un − u‖2 6 ‖un − u‖2

A) ‖un − u‖ −→ 0
Comme on a aussi δ‖un‖2 6 ‖un‖2

A alors, par passage à la limite δ‖u‖2 6 ‖u‖2
A, ce qu’il

fallait démontrer.

Proposition 3.3. (u, v)A = (Au, v) ∀u ∈ D(A) et ∀v ∈ HA

Démonstration. soit v ∈ HA ∃vn ⊂ D(A) : vn −→ v dans HA et vn −→ v dans H .
Pour u et vn (éléments de D(A)) on a (u, vn)A = (Au, vn). Par passage à la limite on
obtient (u, v)A = (Au, v) car le produit scalaire est continue .

3.3 Minimum de la fonctionnelle d’énergie
Soit A un opérateur positif, et f ∈ H donné .

Définition 3.3. La fonctionnelle

u 7−→ J(u) = (Au, u)− 2(u, f)

est appelée fonctionnelle d’énergie de l’opérateur A. Elle est définie sur D(A).

Théorème 3.2. J atteint son minimum en u0 ∈ D(A) si et seulement si Au0 = f .
L’élément u0 est unique .

Démonstration. Si u0 réalise le minimum de J sur D(A), soit η un élément arbitraire de
D(A) et t un nombre réel arbitraire. J(u0 + tη) un fonction de t, atteint un minimum à
t = 0, et donc :

d

dt
J(u0 + tη)|t=0 = 0
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Le calcul donne :

J(u0 + tη) = (A(u0 + tη), u0 + tη)− 2(u0 + tη, f)
= (Au0 + Atη, u0 + tη)− 2(u0, f)− 2(tη, f)
= (Au0, u0) + (Au0, tη) + (Atη, u0) + (Atη, tη)− 2(u0, f)− 2(tη, f)
= J(u0) + (Atη, tη)− 2(tη, f) + 2(Au0, tη)
= J(u0) + (Atη, tη)− 2(f, tη) + 2(Au0, tη)
= J(u0) + (Atη, tη) + 2(Au0 − f, tη)

Alors :

d

dt
J(u0 + tη)|t=0 = d

dt
J(u0)|t=0 + d

dt
(Atη, tη)|t=0 + 2 d

dt
(Au0 − f, tη)|t=0

= 2t(Aη, η)|t=0 + 2(Au0 − f, η)

Par conséquent :(Au0 − f, η) = 0. Ainsi ,l’élément Au0 − f est orthogonale à un élément
quelconque de l’ensemble D(A) dense dans un espace de Hilbert donné, il en résulte que
Au0 − f = 0, c’est-à-dire que u0 vérifie Au0 = f
Supposons u0 est solution de Au = f , soit u ∈ D(A), u 6= u0, posons u = u0 + η avec
η 6= 0, on a alors :

J(u) = J(u0 + η) = J(u0) + 2(Au0 − f, η) + (Aη, η)

(en utilisant la variation de J ) c’est-à-dire :J(u) = J(u0) + (Aη, η). Comme A est définie
positif et η 6= 0 alors :(Aη, η) > 0 et donc J(u) > J(u0) .
Montrons que u0 est unique supposons qu’il y en ait un autre u1. Alors J(u1) > J(u0) (en
faisant u = u1) pour les méme raisons J(u0) > J(u1), ce qui est contraduction .

3.4 Solution générale du problème du minimum

3.4.1 Solution généralisée
Soit A défini positif. La fonctionnelle d’énergie de A :

J(u) = (Au, u)− 2(u, f) définie sur D(A) peut étre prolongée à HA on a :

J(u) = ‖u‖2
A − 2(u, f)

Le première terme ‖u‖2
A est défini pour u ∈ HA.

Le deuxième terme (u, f) est défini pour u ∈ H (et donc aussi pour u ∈ HA). On peut
donc défini J sur tout HA.
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Théorème 3.3. Dans HA la fonctionnelle d’énergie J atteint son minimum en un et un
seul point u0.

Démonstration. Soit ` : u 7−→ `(u) = (u, f) .On a :

|(u, f)| 6 ‖u‖.‖f‖ (inégalité de Cauchy Schwarz)

6
1√
δ
‖u‖A.‖f‖ (car‖u‖2 6

1
δ
‖u‖2

A)

i.e |(u, f)| 6 c‖u‖A , (c = ‖f‖√
δ

)

par conséquent ` est une fonctionnelle linéaire et bornée. D’après le lemme de Riesz il
existe u0 ∈ HA unique (u, f) = (u, u0)A, ∀u ∈ HA

par conséquent :

J(u) = ‖u‖2
A − 2(u, u0)A = ‖u− u0‖2

A − ‖u0‖2
A

D’où J atteint son minimum pour u = u0 et

min J(u) = −‖u‖2
A

u ∈ HA

Définition 3.4. L’élément u0 ∈ HA qui réalise le minimum de J est appelé solution
généralisée de l’équation Au = f .
Si u0 ∈ D(A) c’est la solution (ordinaire) de l’équation Au = f , d’après le théorème 3.2.

Lorsque HA est séparable la solution généralisée peut être facilement construite.

Théorème 3.4. Soit A défini positif. Alors HA est séparable si et seulment si H est
séparable.

Démonstration. Supposons HA séparable il existe donc E = {ψ1, ψ2, ..., ψn, ...} dense
(partout) dans HA . Montrons que E est aussi (partout) dense dans H .
soit u ∈ H, comme HA est partout dense dans H (voir conséquenses du théorème 3.1),
alors :
∀ε > 0 , ∃u′ ∈ HA tel que ‖u−u′‖ < ε

2 , par suite pour
ε
√
δ

2 ∃ψk tel que ‖u′−ψk‖A 6 ε
√
δ

2 ,
par conséquent ‖u′ − ψk‖ 6 ‖u′−ψk‖A√

δ
< ε

2 , et donc ‖u− ψk‖ 6 ‖u− u
′‖ + ‖u′ − ψk‖ < ε,

c’est-à-dire H est séparable .
Supposons H séparable et soit {fn} une suite infinie totale dans H. on a :
Lemme 3.1. La suite (ϕn)n de solutions généralisée de l’équation Aϕn = fn est totale
dans HA.
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Retournons à la démonstration du théorème 3.4, et montrons que l’ensemble des com-
binaisons linéaires rationnelles finies Σn

k=1αkϕk est dense dans HA (αk ∈ Q).
Notons d’abord que, d’après le lemme, {ϕn}n est totale dansHA. Donc ∀ε > 0, ∀u ∈ HA,∃N ∈
N et ak ∈ R tels que :

‖u− ΣN
k=1 akϕk‖A < ε

Comme Q est dense dans R on peut approcher chaque ak par un αk

‖u− ΣN
k=1αkϕk‖A = ‖u− ΣN

k=1akϕk + ΣN
k=1(ak − αk)ϕk‖A

6 ‖u− ΣN
k=1akϕk‖A + ΣN

k=1|ak − αk|‖ϕk‖A
6 ε+ ΣN

k=1|ak − αk|‖ϕk‖A

Il suffit donc de choisir les αk tel que ΣN
k=1|ak − αk|‖ϕk‖A < ε, on aura alors ‖u −

ΣN
k=1αkϕk‖A < 2ε.

Démonstration du lemme
Il faut montrer que tout u ∈ HA peut étre approximé par une combinaison linéaire d’élé-
ments {ϕn} .
il faut d’abord le démontrer pour u ∈ D(A) et ensuite utiliser le fait que D(A) est dense
dans HA.
i) soit u ∈ D(A), posons Au = v ∈ H .
soit SN = ΣN

k=1akfk et σN = ΣN
k=1akϕk. (on rappelle que Aϕk = fk) ‖u − σN‖2

A =
(u− σN , u− σN)A = (u− σN , η)A où η = u− σN

i.e ‖u− σN‖2
A = (u, η)A − (σN , η)A

= (Au, η)− (σN , η)A
= (v, η)− ΣN

k=1ak(ϕk, η)A
= (v, η)− ΣN

k=1ak(Aϕk, η)
= (v, η)− ΣN

k=1ak(fk, η)
= (v, η)− (ΣN

k=1akfk, η)
= (v − SN , η)

Ainsi : ‖u− σN‖2
A = (v − SN , η).

comme (fn) totale dans H. On peut pour tout ε > 0 choisir N et ak tel que ‖v−SN‖ < ε,
par suite :

‖u− σN‖2
A = ‖(v − SN , η)‖

6 ‖v − SN‖‖η‖

6 ε
‖η‖A√
δ
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D’où ‖u− σN‖2
A 6 ε‖η‖A√

δ
= ε√

δ
‖u− σN‖A

c’est-à-dire ‖u− σN‖2
A 6 ε√

δ

ii) Soit u ∈ HA ,∃u′ ∈ D(A) tel que ‖u− u′‖A < ε pour u′, d’après i), il existe ak et N
tel que :
‖u′ − ΣN

k=1akϕk‖A < ε et donc ‖u− ΣN
k=1akϕk‖A < 2ε.

Conséquence :
Construction de la solution généralisée lorsque H est séparable (donc aussi HA), alors il
existe dans HA un système orthonormal dénombrable {Ψn} total (Ψi,Ψj)A = δij .
Si u0 est la solution généralisée décomposons la en série de Fourier par rapport au système
(Ψn)n

u0 =
∞∑
n=1

anΨn (3.1)

où an sont les coeffcients de fourier de u0 c’est-à-dire an = (u0,Ψn)A = (f,Ψn) .
et u0 = limn→∞ϕn ≡

∑∞
n=1(u0,Ψn)AΨn dans ‖.‖A i.e. ‖u0 − ϕn‖A −→ 0 qd n −→∞.

Traitons la preuve de la formule 3.1 .
Rappelons que u0 est déterminée à partir de la relation :

(u, f) = (u, u0)A (3.2)

Il suffit de prouver que la série 3.1 converge dans HA, et que sa somme vérifie la relation
3.2 .
On a (f,Ψn) = an, Prouvons que la série :

∞∑
n=1
|an|2 (3.3)

converge. Nous avons

(
n∑
k=1

akΨk, f) =
n∑
k=1

ak(Ψk, f) =
n∑
k=1
|ak|2

Alors
n∑
k=1
|ak|2 6 ‖f‖.‖

n∑
k=1

akΨk‖

6
‖f‖A√
δ
‖

n∑
k=1

akΨk‖.

puisque Ψn est orthonormée dans HA alors :

‖
n∑
k=1

akΨk‖ =
√√√√ n∑
k=1
|ak|2.
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substituant cela dans la dernière inégalité, on trouve :
n∑
k=1
|ak|2 6

‖f‖2

δ
.

Ainsi les sommes partielles de la série 3.3 sont limitées et cette série converge, ceci implique
la convergence de la série 3.1 dans HA .
Soit

u =
∞∑
n=1

αnΨn avec αn = (u,Ψn)A

Considérons la somme partielle un = ∑n
k=1 αkΨk

Alors :

(u, f) = lim
n→∞

(un, f) = lim
n→∞

n∑
k=1

(αkΨk, f)

= lim
n→∞

n∑
k=1

αkak

= lim
n→∞

n∑
k=1

αkak

=
∞∑
k=1

αkak = (u, u0).

3.5 Extension d’un opérateur symétrique défini posi-
tif

Soit A un opérateur défini positif agissant dans H. On sait qu’un tel opérateur admet
une extension fermée, d’après les résultats du chapitre 2. Nous utilisons la méthode de
Friedrichs pour construire l’extension fermée Â de l’opérateur A. Cette extension Â est
appelée extension de Friedrichs de l’opérateur A .

3.5.1 Construction de Â
On a vu, au théorème 3.3, que pour toute fonction f ∈ H il existe u0 ∈ HA t.q.

(u, f) = (u, u0)A , ∀u ∈ HA

(u0 réalise le minimum de la fonctionnelle J(u) ).
Considérons alors l’opérateur G : f 7−→ u0, défini sur H tout entier par Gf = u0. Ainsi
D(G) = H, R(G) ⊂ HA.

Proposition 3.4. G est un opérateur borné symétrique .
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Démonstration. 1. On a (u, f) = (u,Gf)A , ∀u ∈ HA .
En particulier ,pour u = Gh avec h ∈ HA quelconque on obtient (Gh, f) =
(Gh,Gf)A = (Gf,Gh)A .Pour lesmêmes raisons (Gf, h) = (Gh,Gf)A = (Gf,Gh)A.
Par conséquent (Gh, f) = (Gf, h) = (h,Gf) qui exprime que G est symétrique.

2. Pour u = Gf on obtient ‖Gf‖2
A = (Gf, f). D’où ‖Gf‖2

A = (Gf, f) 6 ‖Gf‖.‖f‖,
d’après l’inégalité de Cauchy Schwarz. Par conséquent

δ‖Gf‖2 6 ‖Gf‖.‖f‖,

c’est-à-dire que G est borné et ‖Gf‖ 6 1
δ
‖f‖ qui exprime que ‖G‖ 6 1

δ
.

Proposition 3.5. G est inversible .

Démonstration. Montrons que G est injectif. Supposons Gf = 0et montrons que f = 0
.On a (u, f) = (u,Gf)A = 0 ,∀u ∈ HA. Comme HA est dense alors (u, f) = 0 ∀u ∈ H .
En particulier, pour u = f , ‖f‖2 = 0 ; et donc f = 0.

L’opérateur G−1 existe donc. Il est défini sur R(G) ⊂ HA et son image R(G−1) coïncide
avec D(G) = H .
Dans toute la suite G−1 sera noté par Â.

Proposition 3.6. Â est auto-adjoint .

Démonstration. Comme G est symétrique et D(G) = H alors G est auto-adjoint. Par
suite d’après le théorème 2.3 (G−1)∗ = (G∗)−1 = G−1 i.e Â est auto-adjoint.

Théorème 3.5. 1. L’opérateur Â est une extension de A .

2. Â défini positif. De plus infu6=0
‖u‖2

A

‖u‖2 = infu6=0
‖u‖2

Â

‖u‖2 .

3. Pour tout f ∈ H l’équation Âu = f admet une solution unique .

Démonstration. 1. A ⊂ Â. En effet
i) Si u0 ∈ D(A) alors u0 réalise le minimum de J(u). Si Au0 = f , et donc u0 = Gf i.e
f = Âu0 c’est-à-dire u0 ∈ D(Â) on a donc D(A) ⊂ D(Â) .

ii) Si u0 ∈ D(A) alors Au0 = f = Âu0. Par conséquent on a bien A ⊂ Â.

2. Comme A ⊂ Â alors inf
u∈D(Â)

‖u‖2
Â

‖u‖2 6 infu∈D(A)
‖u‖2

A

‖u‖2 = δ.
On a donc ‖u‖2

A > δ‖u‖2 , ∀u ∈ HA .
Comme (u, f) = (u,Gf)A , ∀u ∈ HA alors pour u = Gf (et donc f = Âu), on
obtient (u, Âu) = (u,Gf)A = (Au, u) = ‖u‖2

A > δ‖u‖2 .
Par conséquent (Âu,u)

‖u‖2 > δ, et Â est donc défini positif. De plus

inf
u∈D(Â)

(Âu,u)
‖u‖2 > δ = infu∈D(A)

(Au,u)
‖u‖2 ce qui prouve l’égalité des bornes inf .
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3. Soit f ∈ H = D(G) = R(Â). Donc il existe u0 ∈ D(Â) t.q f = Âu0. Ceci prouve
l’existence de la solution. L’unicité découle du fait que Â est défini positif (voir
théorème 3.2 et 3.3) .

Corollaire 3.5.1. Soit A un opérateur défini positif. Alors l’extension Â de Friedrichs de
A est auto-adjointe, définie positive et conserve la borne infu∈D(A)

(Au,u)
‖u‖2 .

Remarque 3.1. L’opérateur A peut admettre d’autres extensions auto-adjointes. Cepen-
dant seulement pour Â on a D(Â) ⊂ HA. Le théorème suivant montre l’interêt de Â
.

Théorème 3.6. Soit A un opérateur défini positif, et Â son extension de Friedrichs.
Alors, pour toute extension symétrique B de A t.q, D(B) ⊂ HA, B ⊂ Â .

Démonstration. Voir [4]

Théorème 3.7. Soient A un opérateur défini positif, et Â son extension de Friedrichs.
Alors les espaces énergétiques de A et Â coïncident .

Démonstration. On montre que HA = H
Â
et que ‖u0‖Â = ‖u0‖A ∀u ∈ HA

1. Soit u0 ∈ HA

i) Si u0 ∈ D(A) alors u0 ∈ D(Â) ⊂ H
Â
et ‖u0‖2

A = (Au0, u0) = (Âu0, u0) = ‖u0‖2
Â
.

ii) Si u0 ∈ HA ∃(un) ⊂ D(A) t.q ‖un − um‖2
A −→ 0 et ‖un − u0‖ −→ 0 (et donc aussi

‖un − um‖ −→ 0). D’après i) un, um ∈ D(Â) et

‖un − um‖2
A = (A(un − um), un − um) = (Â(un − um), un − um)

= ‖un − um‖2
Â
.

Par conséquent ‖un−u0‖ −→ 0 et ‖un−um‖2
Â
−→ 0 qui signifie que u0 ∈ HÂ

. Ainsi
‖un − u0‖A −→ 0 et ‖un − u0‖Â −→ 0. D’où ‖u0‖A = lim‖un‖A = lim‖un‖Â =
‖u0‖Â .

2. Inversement on redémontre la même change dans l’autre sens. Soit u0 ∈ HÂ

∃(un) ⊂ D(Â) t.q ‖un − u0‖ −→ 0 et ‖un − um‖Â −→ 0.
Comme D(Â) ⊂ HA alors (un) ⊂ HA et donc, d’après le point 1 précédent
‖un − um‖Â = ‖un − um‖A. Par conséquent ∃(un) ⊂ HA t.q ‖un − u0‖ −→ 0 et
‖un − um‖A −→ 0 qui exprime que u0 ∈ HA .

Remarquons que, d’après la proposition 3.3 ,

(u, v)A = (Au, v) ∀u ∈ D(A) , ∀v ∈ HA

Cette proposition se généralise comme suit
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Proposition 3.7.

(u, v)A = (Âu, v) , ∀u ∈ D(Â) , ∀v ∈ HA

Démonstration. Si u ∈ D(Â) et v ∈ HA = H
Â
alors, d’après la proposition 3.3

(u, v)
Â

= (Âu, v). Comme les normes dans HA et H
Â

coïncident alors, en vertu de la
relation générale dans tout espace de hilbert (a, b) = 1

4{‖a+ b‖2 − ‖a− b‖2} .

(u, v)
Â

= 1
4{‖u+ v‖2

Â
− ‖u− v‖2

Â
}

= 1
4{‖u+ v‖2

A − ‖u− v‖2
A}

= (u, v)A.

Par conséquent on a bien (u, v)A = (Âu, v) .
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Chapitre 4

Application

4.1 Cas simple de l’opérateur A = − d2

dx2

Considérons l’opérateur A = − d2

dx2 défini dans H = L2[0, 1], de domaine D(A) =
{u ∈ c(2)[0, 1] : u(0) = u(1) = 0}.
Notons que D(A) est dense dans H .

4.1.1 Propriétés de l’opérateur A
Les propriétés de l’opérateur A sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 4.1. L’opérateur A vérifie les propriétés suivantes :
1. A est symétrique .
2. A est défini positif .

Démonstration. 1. ∀u, v ∈ D(A)

(Au, v) = (−u′′, v)

=
∫ 1

0
−u′′(x)v(x)dx

= −[u′(x)v(x)]10 +
∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx

= [u(x)v′(x)]10 −
∫ 1

0
u(x)v′′(x)dx

= −
∫ 1

0
v′′(x)u(x)dx

= (u,Av)

2. A est défini positif

(Au, u) =
∫ 1

0
−u′′(x)u(x)dx =

∫ 1

0
(u′(x))2dx > 0
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i.e. A est positif .
D’autre part u(x) =

∫ x
0 u
′(t)dt nous obtenons :

u2(x) = (
∫ x

0
u′(t)dt)2 = (

∫ x

0
1.u′(t)dt)2 6 x.

∫ x

0
(u′(t))2dt

6 1.
∫ 1

0
(u′(t))2dt

=
∫ 1

0
(u′(t))2dt

En intégrant sur [0, 1] on obtient l’inégalité∫ 1

0
u2(x)dx 6

∫ 1

0
(u′(x))2dx

Donc ‖u‖2 6 (Au, u) A est alors défini positif avec δ = 1 .

4.1.2 L’espace énergétique HA associé à l’opérateur A
Proposition 4.2. L’espace énergétique HA associé à l’opérateur A est constitué de fonc-
tion u vérifiant les propriétés suivantes :

1. u est absolument continue sur [0, 1].
2. u′ ∈ L2[0, 1].
3. u(0) = u(1) = 0.

Démonstration. 1. Notons d’abord (u, v)A = (Au, v) pour u, v ∈ D(A)

(u, v)A = (−u′′, v)

=
∫ 1

0
−u′′vdx

= [−u′v]10 +
∫ 1

0
u′v′dx

=
∫ 1

0
u′v′dx

où ‖u‖2
A =

∫ 1
0 u
′2dx ∀u ∈ D(A).

Soit u ∈ HA. Alors u ∈ H = L2(0, 1) et ∃(un) ⊂ D(A) telle que un −→ u pour ‖‖A
et donc aussi un −→ u pour ‖‖ de H .
pour tout n, un ∈ D(A) et donc

un(x) = un(x)− un(0) =
∫ x

0
u′n(t)dt (4.1)
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La suite (un) convergente dans HA est de Cauchy dans HA ; et :
‖un − um‖2

A = (A(un − um), un − um) = (−u′′n + u′′m, un − um) Par suite

∫ 1

0
−u′′kukdx = +

∫ 1

0
u′2k (x)dx∫ 1

0
−u′′ku`dx = [−u′ku`]10 +

∫ 1

0
u′ku

′
`dx =

∫ 1

0
u′ku

′
`dx

D’où

‖un − um‖2
A =

∫ 1

0
(u′2n (x) + u′2m(x))dx− 2

∫ 1

0
u′nu

′
mdx

=
∫ 1

0
(u′n(x)− u′m(x))2dx −→ 0.

C’est-à-dire que (u′n)n est de Cauchy dans H = L2(0, 1) .
D′où u′n −→ v dans L2(0, 1) , v ∈ L2(0, 1), par passage à la limite on obtient
u(x) =

∫ x
0 v(t)dt (avec v(x) ∈ L2(0, 1) et donc v(x) ∈ L1(0, 1)), le théorème de

Lebesgue montre u est absolument continue .u′(x) = v(x) p.p et v(x) ∈ L2(0, 1).
u(0) = 0. aux mêmes conclusions avec u(1) = 0.
En écrivant un(x) = −(un(1) + un(x)) = −

∫ 1
x u
′
n(t)dt .

Par conséquent si u ∈ HA, alors :
(a) u est absolument continue .
(b) u′ ∈ L2(0, 1) .
(c) u(0) = u(1) = 0.

2. Inversement si u vérifie ces trois conditions on peut montrer que u ∈ HA On a

f(x) ∼ a0

2 +
∞∑
n=1

ancos
nπx

`
sur [0, `]

où
an = 2

`

∫ `

0
f(x)cosnπx

`
dx n = 0, 1, ...

Alors
u′(x) ∼ a0

2 +
∞∑
n=1

ancosnπx ` = 1

où
a0 = 2

∫ 1

0
u′(x)dx = 2[u(1)− u(0)] = 0

Donc
u′(x) ∼

∞∑
n=1

ancosnπx et an = 2
∫ 1

0
u′(x)cosnπxdx

Si u′(x) = ∑∞
n=1 ancosnπx dans L2[0, 1]

u(x)− u(0) = u(x) =
∫ x

0 u
′(t)dt = ∑∞

n=1
an

nπ
sinnπx = ∑∞

n=1 bnsinnπx dans L2[0, 1]
avec bn = an

nπ
.On a donc par définition même
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uN(x) ≡ ∑N
n=1 bnsinnπx −→ u(x) quand N −→ +∞ dans L2[0, 1]

On a uN(x) ∈ D(A), uN(x) −→ u(x).
Pour montrer que u(x) ∈ HA il suffit de prouver que {uN(x)}N est de Cauchy dans
HA. On a : uN(x)− uK(x) ∈ D(A) et

‖uN − uK‖2
A =

∫ 1

0
(u′N − u′K)2dx

Si N > K

u′N(x)− u′K(x) =
N∑
n=1

ancosnπx−
K∑
n=1

ancosnπx =
N∑

n=K+1
ancosnπx

implique

‖yN − yK‖2
A =

∫ 1

0
(

N∑
n=K+1

ancosnπx)2dx

=
∫ 1

0
(

N∑
n=K+1

ancosnπx)(
N∑

p=K+1
apcospπx)dx

Pour n 6= p
∫ 1

0 cosnπx cospπxdx = 0
et ∫ 1

0
cos2nπxdx = 1

π

∫ π

0
cos2ntdt (πx = t)

= 1
2

car ∫ π

−π

(
cosnt√
π

)2

dt = 1.

Par conséquent ‖uN − uK‖2
A = 1

2
∑N
n=K+1 a

2
n −→ 0

4.1.3 Fonctionnelle d’énergie de l’opérateur A

J(u) = (Au, u)− 2(u, f)
= (−u′′, u)− 2(u, f)

=
∫ 1

0
−u′′(x)u(x)dx− 2

∫ 1

0
u(x)f(x)dx

=
∫ 1

0
u′2(x)dx− 2

∫ 1

0
u(x)f(x)dx

=
∫ 1

0
(u′(x))2 − 2u(x)f(x)dx
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Ainsi, l’équation d’Euler :Φu −
d

dx
(Φu′) = 0 (où Φ(u, u′) = (u′(x))2 − 2u(x)f(x))

Donc, l’équation d’Euler est écrite sur la forme

Φu −
d

dx
Φu′ = 0 ⇔ −2f(x)− d

dx
(2u′(x)) = 0

⇔ −2f(x)− 2u′′(x) = 0
⇔ u′′(x) + f(x) = 0.

4.2 Cas général de l’opérateur Ay = − d

dx
(p(x)dy

dx
) +

q(x)y

Considérons l’opérateur de Sturm-Liouville Ay = − d

dx
(p(x)dy

dx
) + q(x)y défini dans

L2[a, b]
On suppose que p ∈ C1[a, b], q ∈ C0[a, b] et que p(x) > p0 > 0, q(x) > 0 ∀x ∈ [a, b].

D(A) = {y ∈ C2[a, b] : y(a) = y(b) = 0}

Par conséquent p0 6 p(x) 6 p1, 0 6 q(x) 6 q1 , ∀x
On sait que D(A) est dense dans L2[a, b] ≡ H .

4.2.1 Propriétés de l’opérateur A
Les propriétés de l’opérateur A sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 4.3. A vérifie les propriétés suivantes :
1. A est symétrique .
2. A est défini positif .

Démonstration. 1. ∀y, z ∈ D(A)

(Ay, z) =
∫ b

a
− d

dx
(p(x)y′(x))z(x)dx+

∫ b

a
q(x)y(x)z(x)dx

= [p(x)y′(x)z(x)]ba +
∫ b

a
p(x)y′(x)z′(x)dx+

∫ b

a
q(x)y(x)z(x)dx

=
∫ b

a
[p(x)y′(x)z′(x) + q(x)y(x)z(x)]dx (car z(a) = z(b) = 0)

= (y, Az)

2. (Ay, y) =
∫ b
a (p(x)y′2 + q(x)y2)dx > 0. i.e.A est positif. De plus

(Ay, y) >
∫ b

a
p(x)y′2(x)dx > p0

∫ b

a
y′2(x)
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D’autre part ∫ x

a
y′(t)dt = y(x)− y(a) = y(x)

D’où

y2(x) 6
∫ x

a
y′2(t)dt.

∫ x

a
12dt

= (x− a)
∫ x

a
y′2(t)dt

6 (b− a)
∫ b

a
y′2(t)dt

Donc

‖y‖2 =
∫ b

a
y2(x)dx

6
∫ b

a
(b− a)

∫ b

a
y′2(t)dtdx

= (b− a)2
∫ b

a
y′2(t)dt

Donc

p0‖y‖2

(b− a)2 6 p0

∫ b

a
y′2(t)dt 6 (Ay, y)

i.e (Ay, y) > δ2
0‖y‖2 où δ0 =

√
p0

b− a
. A est alors défini positif .

4.2.2 L’espace énergétique HA associé à l’opérateur A
Proposition 4.4. L’espace énergétique HA associé à l’opérateur A est constitué de fonc-
tion y vérifiant les propriétés suivantes :

1. y est absolument continue sur [a, b].
2. y′ ∈ L2[a, b].
3. y(a) = y(b) = 0.

Démonstration. 1. Soit y ∈ HA ∃yn ∈ D(A) t.q yn −→ y dansH et ‖yn−ym‖A −→ 0
On vu que

(Au, u) =
∫ b

a
(p(x)u′2(x) + q(x)u2(x))dx ∀u ∈ D(A).

En particulier, pour u = yn − ym, ou obtient

‖yn − ym‖2
A =

∫ b

a
[p(x)(y′n − y′m)2 + q(x)(yn − ym)2]dx
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comme ‖yn − ym‖A −→ 0 alors chaque terme tend vers zéro. D’où∫ b
a p(x)(y′n − y′m)2dx −→ 0. Par suite, puisque p0 6 p(x) 6 p1,

∫ b
a (y′n − y′m)2dx qui

exprime que {y′n} est de Cauchy dans L2[a, b]. Il existe donc u ∈ L2[a, b] t.q y′n −→ u
dans L2[a, b] (et donc

∫ x
a y
′
n(t)dt −→

∫ x
a u(t)dt ). Comme yn(x) = yn(x) − yn(0) =∫ x

a y
′
n(t)dt .

Par passage à la limite on obtient donc

y(x) =
∫ x

a
u(t)dt avec u ∈ L2[a, b]

i.e y est absolument continue, y′(x) = u(x) p.p dans L2[a, b] .
y(a) = 0. On a aussi −yn(x) = yn(b) − yn(x) =

∫ b
x y
′
n(t)dt et, avec le même raison-

nement, y(b) = 0 ; y absolument continue et y′(x) ∈ L2[a, b] .
Par conséquent si y ∈ HA, alors y est absolument continue, y′(x) ∈ L2[a, b] et
y(a) = y(b) = 0 .

2. Inversement soit y absolument continue t.q y′ ∈ L2[a, b], et y(a) = y(b) = 0. Alors
montrons que y ∈ HA .
Notons d’abord que la formule
‖u‖2

A =
∫ b
a (p(x)u′2(x) + q(x)u2(x))dx prouvée ci-dessus pour u ∈ D(A) reste valable

pour u ∈ HA . La démonstration est analogue à celle de l’opérateur − d2

dx2 sur [0, 1]
. Comme y′ ∈ L2[a, b] décomposons la en série de Fourier cosinus :

y′(x) = a0

2 +
∞∑
n=1

ancosnπ
(
x− a
b− a

)

a0 = 1
b− a

∫ b
a y
′(x)dx =

[
y(x)
b− a

]b
x=a

= 0

Intégrons terme à terme

y(x) =
∞∑
n=1

an(b− a)
nπ

sinnπ
(
x− a
b− a

)

La somme partielle

yN(x) =
N∑
n=1

an(b− a)
nπ

sinnπ
(
x− a
b− a

)

On a donc par définition même
yN(x) ≡ ∑N

n=1
an(b−a)
nπ

sinnπ
(
x−a
b−a

)
−→ y(x) quand N −→ +∞ dans L2[a, b]

On a yN(x) ∈ D(A), yN(x) −→ y(x).
Pour montrer que y(x) ∈ HA il suffit de prouver que {yN(x)} est de Cauchy dans

43



HA. On a : yN(x)− yK(x) ∈ D(A) et

‖y‖2
A =

∫ b

a
p(x)y′2(x) + q(x)y2(x)dx

6
∫ b

a
p1y
′2(x) + q1y

2(x)dx

6
∫ b

a
p1y
′2(x) + q1(b− a)2y′2(x)dx (Nous avons vu ‖y‖2 6 (b− a)2

∫ b

a
y′2(x)dx )

= c
∫ b

a
y′2(x)dx

Donc
‖yN − yK‖2

A 6 c
∫ b

a
(y′N − y′K)2dx

Si N > K

y′N(x)−y′K(x) =
N∑
n=1

ancosnπ
(
x− a
b− a

)
−

K∑
n=1

ancosnπ
(
x− a
b− a

)
=

N∑
n=K+1

ancosnπ
(
x− a
b− a

)

implique

‖yN − yK‖2
A =

∫ b

a
(

N∑
n=K+1

ancosnπ
(
x− a
b− a

)
)2dx

=
∫ b

a
(

N∑
n=K+1

ancosnπ
(
x− a
b− a

)
)(

N∑
p=K+1

apcospπ
(
x− a
b− a

)
)dx

Pour n 6= p
∫ b
a cosnπ

(
x− a
b− a

)
cospπ

(
x− a
b− a

)
dx = 0

et ∫ b

a
cosnπ

(
x− a
b− a

)
dx = b− a

π

∫ π

0
cos2ntdt (π

(
x− a
b− a

)
= t)

= b− a
2

Par conséquent ‖yN − yK‖2
A = b−a

2
∑N
n=K+1 a

2
n −→ 0
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4.2.3 Fonctionnelle d’énergie de l’opérateur A

J(y) = (Ay, y)− 2(y, f)

=
∫ b

a
− d

dx
(p(x)dy

dx
) + q(x)ydx− 2(y, f)

=
∫ b

a
p(x)

(
dy

dx

)2

+ q(x)y2(x)dx− 2
∫ b

a
y(x)f(x)dx

=
∫ b

a
p(x)

(
dy

dx

)2

+ q(x)y2(x)− 2y(x)f(x)dx

Ainsi, l’équation d’Euler :Φy −
d

dx
(Φy′) = 0 (où Φ(y, y′) = p(x)

(
dy

dx

)2

+ q(x)y2(x) −

2y(x)f(x))
Donc, l’équation d’Euler est écrite sur la forme

− d

dx
(p(x)dy

dx
) + q(x)y(x)− f(x) = 0

Pour l’extension de Friedrichs Â de A, on a D(Â) ⊃ D(A) et D(Â) = R(G) ⊂ HA = H
Â

.
Pour l’opérateur de Sturm-Liouville A

Ay = − d

dx
(p(x)y′) + q(x)y(x) = f

avec les hypothèse précédentes, et f ∈ L2[a, b]

J(y) =
∫ b

a
(p(x)y′2(x) + q(x)y2(x)− 2y(x)f(x))dx

On peut alors montrer que y ∈ D(Â) (voir 9) si et seulement si y vérifie les propriétés
suivantes

1. y absolument continue .
2. y′ absolument continue .
3. y” ∈ L2[a, b].
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons d’abord étudié les propriétés essentielles des opérateurs
non bornés, et en particulier celles des opérateurs fermés. Nous avons, par la suite, étudié
et caractérisé l’espace énergétique d’un opérateur défini positif. Nous avons abordé le
problème de minimisation de la fonctionnelle d’énergie associée à cet opérateur. Comme
application nous avons considéré l’opérateur de Sturm-Liouville.
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