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Notations

Espace vectoriel.

Produit scalaire.

Norme hilberienne.

Ensemble de nombres complexes, réels.
Partie réelle d’'un nombre complexe.
Fonction de poids.

Ensemble ouvert.

Le plus grand indice.

Dérivées n-éme d’une fonction f.
Fonction delta Kronecker.

Fonction Gamma.

Famille génératrice.

Suite de fonctions.

Polynéme de Hermite.

Polynéme de Laguerre.

Polynéme de Laguerre généralisé.
Polynome de Jacobi.

Polynome de Legendre.

Polynéme de Tchebyshev du premiér espéce.
Polynéme de Tchebyshev du deuxiéme espece.

Espace des fonctions continues sur [a, b].
Combinaisons.
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Introduction

Les polynomes orthognaux est un vaste sujet qui a été develloppé durant le X 1.X
siecle par ’étude des fonctions continues par Stieltijes. Les suites des polynomes
orthogonaux apparaissent frequament en physique mathématique en particulier au
cours de la résolution d’équations aux deriveés partielles ( Laplace, schrodinger).
L’orthogonalité impose que les polynémes orthogonaux aient en commun un certain
nombre de propriétés, en particulier celles de vérifier une relation de recurrence, la
formule de Christoffel et de vérifier une équation différentielle linéaire du second
ordre.

L’objectif de ce travail est ’étude des propriétés fondamentales des polyndémes
orthogonaux ainsi que quelques polyndémes orthogonaux classiques. Ce mémoire est
répartie en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels nécessaires pour les autres chapitres.
Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des propriétés des polyndémes orthogo-
naux. En particulier, on étudie la relation de récurrence permettant de calculer un
polynoéme dans une suite a partir des deux précédants, la formule de Christoffel et
la formule de Rodrigue. Les polynomes de type hypérgeométrique sont aussi établie
dans ce chapitre. Dans le dernier chapitre, on étudie quelques polynémes orthogo-
naux classiques importants ( Hermite, Laguerre, Jacobi, Legendre, Tchebyshev).




Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions et propriétés importantes
pour la suite de notre travail.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. Soit F un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire une

application

EFExFE — C

(z,y) — (z,9);

vérifie les propriété suivantes :
i) Pour tout x dans E, (x,z) =0 si et seulement si x = 0.
ii) Pour tout x dans E, (x,z) > 0.

iii) Pour tout x,y,z € Eet \,u € C, (Av + py, z) = Nz, z) + uly, 2).

iv) Pour tout x,y dans E, (x,y) = (¥, ).

Remarque 1.1.1. Le produit scalaire définie une norme sur un espace E donnée

par
]| =/ {z, ).

Propriétés 1.1.1. Pour x,y,z € E et A € R, on a les propriétés suivantes :



1.1. ESPACE DE HILBERT
- -

1. (z,y+2) = (r,y) + (x, 2).
2. (z,\y) = X(w,y).

3. Inégalité de Cauchy Schwarz :

NI

1
[(z, y)| < (z,2)% - (y,y)
Remarque 1.1.2. Si E est un espace vectoriel réel, on remplace la condition iv)
par (z,y) = (y, ).

Définition 1.1.2. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe

muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme associé.

Exemple 1.1.

1) L’espace euclidien R™ muni du produit scalaire définie par :

<T,Yy> = T1Y1 +TolY2 + ... + Tpln
= Jél ,’Ijjy]
est un espace de Hilbert.
2) On définit le produit scalaire dans l'espace unitaire C" par :
<3,y > = T+ Tt F Tnln
= Ji:l ;Y;.
Alors C™ est un espace de Hilbert.

3) Le produit scalaire le plus simple de fonction est lintégrale du produit de ces

fonctions sur un intervalle borné [a, b]
b
(o9) = [ Fw)g(a)da.

La norme associé est || f|| = \/{f, f)-




1.2. QUELQUES RAPPELS SUR LES POLYNOMES

Définition 1.1.3. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. On dit que

deuz vecteur x et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul; (x,y) = 0.

- Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si les vecteurs de cette famille

sont deux a deux orthogonauz.

- Une famille de vecteurs est dite orthonormale si elle est orthogonale et tous

ces vecteurs sont de norme 1.

Remarque 1.1.3.

. D’une famille orthogonale {ey,es, ..., e,,...} on peut facilement passer a une
€
el

. Soient vy, va,...,v; des vecteurs orthogonaux entre eux, alors on a

. . /
famille orthonormale en normalisant les vecteurs e; =

Jvr 4+ v2 4+ ..o+ vl = lon | + ool + -+ okl

Pour la remarque voir ([9]).

Exemple 1.2. Dcms Uespace des fonctions continues C ([0, 27|, R) muni du produit

scalaire (f,g) /f t)dt, la famille {1,cosnx,sinnz} est orthogonale. La fa-

mille

1
CosS N, sinnx} est une famille orthonormale.

T e

1.2 Quelques rappels sur les polynémes

Soit p, un polyndme. Alors p, s’écrit sous la forme p,(x) = a,2" + ap,_12" ' +
..+ ag avec a, # 0. Les propriétés générales d'un polynéme sont les suivantes :

e Un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficient sont nuls.
e Deux polynome sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients.

o Sile polynome p(z) = arz”™ est non nul, le degré du polynoéme, noté deg(p)
est le plus grand indice n tel que a,, # 0.

- deg(p + q) < sup{deg(p),deg(q)}.
- deg(p x q) = deg(p) + deg(q).
- deg(Ap) = deg(p) pour A # 0.

4



1.3. QUELQUES RAPPELS SUR LES FONCTIONS REELS

e Le coefficient dominant d’un polynéme non nul est le coefficient dont I'indice
est égale au degré du polynome.

e Un polyndéme est unitaire ou normalisé si et seulement si son coefficient do-
minant est égale a un.

1.3 Quelques rappels sur les fonctions réels

Regle de Leibniz

Théoréme 1.3.1. Soient f et g deux fonctions numériques définies sur [a,b] et
ayant une dérivée d’ordre n sur |a,b]. Alors, la fonction produit f.g est aussin fois

dérivable sur [a,b] et on a la formule suivante dite formule de Leibniz :
n |
() = 5 k) o (R)

k=0

Formule de Taylor

Soit f une fonction définie sur I’ensemble ouvert 2 C R™ a valeur dans R. Pour
a = (ay,as,...,a,) € Q donnée et pour b = (by,bs,...,b,) € R™. La fonction £ de
R dans R : t — f(a +tb) est définie sur un voisinage de 0. On a f(a+b) — f(a) =
&(1) —£(0). On suppose que f admet des dérivées partielles continues jusqu’au rang
p. Alors, on a la formule de Taylor a ’ordre m suivante :

1
— N (b) + AllDI[;)"

fla+0b) = f(a)+ lNl(b) + lNQ(b) +...+ —

1! 2!
ou A — 0 avec ||b||,, et

Ni(b) = >

ajtas+...+ap

! ok f

ol tagl. . ay! 007 0y . Oxgr

(a)bor b8 ... b2,

Fonctions génératrices

Définition 1.3.1. Soit (u,),,-, une suite, on appelle fonction génératrice associé a
la suite (uy),~q, la fonction f définie par : f(t) = > upt™.
n=0

On appelle fonction génératrice exponentielle associé a la suite (un)@O , la fonction
o0 tn

f définie par : f(t) = Z Up—
n=0

n!’




1.3. QUELQUES RAPPELS SUR LES FONCTIONS REELS

Fonction Gamma

La fonction Gamma, noteé I', est définie par

+o00
['(z) = / e 7 ldt, R(z) > 0.

0

Pour des valeurs entieres positives, la fonction Gamma généralise la notion de fac-
toriel, on a
['(n+1) =nl'(n) =n! car I'(1)=1

La fonction Gamma possede plusieurs propriétés, on a

Llet+n) _ 0 — afa ot
o) = (), (a+1)...(a+ 1).
o I'(1/2) = /7.
o La formule de complément : I'(2)['(1 — z) = sinﬂﬂz'

La formule de duplication de la fonction Gamma

2210 ()0 (2 + ;) = F(;)F(Zz).

Pour plus de propriétés, consulter [12].

Fonction de poids

Définition 1.3.2. On appelle fonction continue de poids sur lintervalle [a,b], toute

fonction w(x) vérifiant les conditions suivantes :

. Pour tout x € [a,b], w(x) > 0.
b

. La convergence ; /w(x)dx < 00.

a

Remarque 1.3.1. La fonction de poids w(z) est une fonction continue et positive

b
dans [a,b] telle que a,, = /x”w(x)dx existe pourn =0,1,2,3,....

Définition 1.3.3. On dit que les deux fonctions f et g sont orthogonaux relativement
d la fonction de poids w(x) sur [a,b] si

b

(f,9) = / F(2)g(z)w(z)dz = 0.

a




1.4. ORTHOGONALISATION DE GRAM SCHMIDT

1.4 Orthogonalisation de Gram Schmidt

Le procédé de Gram Schmidt est un algorithme pour construire a partir d’une
famille libre finie une base orthonormale du sous espace qu’elle engendre. Soit {a;},
une famille libre, alors il existe un systeme de vecteur orthonormal {e;}, tel que les
étapes du algorithme de Gram Schmidt sont les suivantes :

e Premiere étape : le premier élément de la suite orthonormale e, est obtenu a

partir de e; = ——ajy.
a1l

e Deuxieme étape : toutes les étapes suivantes contient deux parties :

- Créons d’abord le vecteur orthogonal aux vecteurs précédent, puis on le

normalise.
, . . 1
- Créons vy comme vy = ay — (asg, €1)e; puis on le normalise, ey = Wvg.
U2
e Troisieme étape : créons vy comme vy = az — (as, e1)e; — {(as, €2)ey puis on le
1
normalise, e3 = ——3.
[[vs]]
e La n —iéme étape : supposons {ej, ..., e,_1} est un ensemble orthonormal tel
que
Vec<er,...,en1>=Vec<ay,...,a,_1 >. Le vecteur v,, est défini par :
n—1
Up = Qp — Z(any ek‘>6k7
k=1
. 1
et on le normalise e,, = ——v,,.
il . o o
Notons que v,, est un vecteur non nul, sinon a, appartient a la famille gé-
nératrice {aj,as...,a,_1} et cette derniere famille est libre. Notons encore
que v, est orthogonale a tous les vecteurs ey, e, ..., e, 1. Par conséquent,
on obtient une famille orthonormale {eq,...,e,} avec Vec < ey,...,e, > =
Vec<ay,...,a, > .

Remarque 1.4.1. On peut utiliser le procédé de Gram Schmidt sur une famille

infinie dénombrable de vecteurs.

Exemple 1.3. Considérons ’ensemble A = {1, x, 2%} et soita; =1, ay = x, az = .

Le procédé de Gram Schmidt est utilisé pour obtenir un ensemble {ey, es, e3} ortho-

normal par rapport au produit scalaire suivant :

1

(.9) = [ F@)g(a)d.

-1

En effet, on suit les étapes suivantes :




1.4. ORTHOGONALISATION DE GRAM SCHMIDT

e Premiere étape : le premier élément de la suite orthonormal e, est obtenu a
1

] = —=.
lanll V2

e Deuxieme étape : créons vy et ey

parti de e; =

vy = a2—<a27€1>€1
1
1.1 1
= r—(r,—F—=)—==2— = [ xdxr = x.
< \/§>\/§ 2_/1

. 1 x 3
et on le normalise, e5 = W'UQ == 533
V2

3
e Troisieme étape : construisons le vecteur vz, on a

U3 = a3 — <a3,€1>€1 - <@3,€2>€2
1 1
1 1 3 3
= z2— /xQ.—dx —_— - /x?[xdx I =x
) V2 V2 J 2 \ 2
12 3 1
= 22— ——x0=2a%—=.
23 2 3
Notons que

Par conséquent,

1 3v5 (IQ 1)'

Cq = —VUq = ————. —_ —
Pl 2v2 3

D’ou la famille {ey, €5, €3} est orthonormale.

Propriété du procédé de Gram Schmidt :

e Nous avons e, = a — Pi; ou pg est la projection orthogonal du vecteur a; sur
le sous espace engendré par ay, ..., a5 1.

e La norme |leg|| est une distance de a a 'espace engendré par aq, ..., a1 et

lerll = /{or; o).

Pour plusieurs d’autres propriétés voir ([9]).




Chapitre 2

Polynomes orthogonaux

Ce chapitre est consacré a l'etude des propriétés fondamentale des polynoémes
orthogonaux. En particulier, on étudie la formule de récurrence et la formule Dar-
boux christoffel.

Les polynomes de type hypergéométrique sont aussi étudies dans ce chapitre. Les
ouvages utilisés pour la réalisation de ce chapitre sont [13], [3], [7], [12], [14], [9].

2.1 Propriétés générales d’'un Polynéme orthogo-
nal

Définition 2.1.1. Une suite de polynomes orthogonauzx est une famille de polynomes
(fini ou infini) po(x),p1(x),pa(x),... avec p,(x) est de degré n tel que pour deux

polynomes quelconque de cette famille sont orthogonaux dans Cla,b]. Autrement dit,

b
(pi,pj) = /pi(x)pj(x)da: =0 pour i j.

Définition 2.1.2. Une famille de polynome est dite orthogonale par rapport da la

fonction de poids w(x) dans Cla,b] si

< Pt >= [ pul@)pn (@) (@)ds = B



2.1. PROPRIETES GENERALES D’UN POLYNOME ORTHOGONAL

0t hy, =< pp,ppn > €t Oy désigne la fonction delta Kronecker définie par
1 S1 m=n;
0 st m # n.

Théoréme 2.1.1. Etant donné une suite de polynéme orthogonal, chacun de ses

polynome est orthogonal a tout polynome de degré strictement inférieur.

Démonstration. Supposons que (p,), la suite de polyndéme orthogonal, soit p,, un
polynéme tel que p,, et p,, sont orthogonaux,

(Pry Pm) = 0 st m < n.

On a

(pn, z*) =0, pour k <n.

D’autre part, nous avons

gm(T) = Z ap” St m < n.
k=0
Lequel
b b m i
/ ()G (2)w(z)de = / () (Z agT ) w(x)dx
@ @ k=0
m b
- Ya / (@) ¥ w(x)d
k=0 @
= > ag(pn, 2¥) st m < n.
k=0
Donc

/ab () gm(x)w(z)dz = 0.
]

Remarque 2.1.1. Le produit scalaire {(xp,_1,p,) est encore le produit d’un poly-
nome de degré n, xp,_1, par p, ; si b, désigne le coéfficient de p, dans le développe-

ment de xp,_1, le produit scalaire considéré se réduit a :

<wpn*17pn> = bn<pn7pn> 7é 0.

10



2.2. DEVELOPPEMENT D’UN POLYNOME QUELCONQUE SUIVANT DES POLYNOMES
ORTHOGONAUX

2.2 Développement d’un polynéme quelconque sui-
vant des polyndémes orthogonaux

Proposition 2.2.1. Tout polynéme q,(x) de degré n est une combinaison linéaire

des polynomes orthogonauzx py(z) ; (k=0,1,2,...,n).

gul) = z anpe(a). (2.1)

Démonstration. Ceci est évident pour n = 0; pour n > 0, faisons une démonstration

par récurrence. Supposons que chaque polynome ¢, 1(x) a la représentation

Gn—1(7) = ”z:: Apen—1Pk (). (2.2)

Pour ¢, (z), choisissons la constante a, , de sorte que le coefficient affectant le terme
le plus haut degré du polynéme g,(x) — a,,p,(z) soit nul, c’est a dire ¢,(z) —
ApnPn () = @1 (). Utilisons (2.1), on obtient (2.2) pour ¢,(z) .

Les coefficient ay, dans (2.1) sont déterminés, par la propriété d’orthogonalité,

b

/pn(x)pm(a:)w(x)dx =0 si m#n, (2.3)
par la formule
|
Ay = dz/qn(:c)pk(x)w(x)d:c (2.4)

dans laquelle

est le carré de la norme. Montrons que la condition d’orthogonalité (2.3) est équi-

valente a
b
/pn(x)wmw(a:)dx =0 st m<n. (2.5)

Effet, en développant dans I'intégrale (2.3) le polynéme p,, () suivant les puissances
de x, pour m < n, on prouve (2.3) a partir de (2.5). De méme, en développant ™

suivant les polynémes orthogonaux pg(x), on prouve (2.5) si (2.3) est vrai. O

11



2.3. UNICITE D’UN SYSTEME DE POLYNOMES ORTHOGONAUX PAR RAPPORT A UN
POIDS DONNE

2.3 Unicité d’un systeme de polyndémes orthogo-

naux par rapport a un poids donné

La donnée d’un intervalle ]a, b] et une foction de poids w(x) suffit de définir des
polynoémes p,(z) vérifiant la relation d’orthogonalité (2.5). Supposons qu’il existe
deux polyndémes p,(x), p,(z) vérifiant (2.5). On a

mwzi%m@~

D’apres (2.4) et (2.5), nous avons a, = 0 pour k < n, d’ou la proportionnalité des
polynémes p,(z) et p,(z). Il existe une représentation explicite de p,(x) sous forme
d'un déterminant :

ag ;... Qn
a; Ay ... Qp4
pa(z) = Ay (2.6)
Apn_1 Qp .. G2, 1
1 N

b

ou A, est une constante de normalisation et a, = / z*w(z)dr. On peut vérifier que

le polynéme (2.6) satisfait la condition d’orthogonalité (2.5).

Remarque 2.3.1. Le coefficient de x™ dans (2.6) est distinct de zéro a chaque fois

que A, # 0, car il est proportionnel au déterminant de Gram pour les fonctions

Lx,...,x" . woir ([8]).

2.4 Relation de récurrence

Pour toute suite de polynéme orthogonaux, il existe une relation de récurrence
relativement a trois polyndmes consécutifs.

Théoréme 2.4.1. Trois polynomes orthogonauxr quelconques de degré successifs

Prn_1(), pu(x) et poii(x) sont liés par une formule de récurrence :

xpn(ac) = OpPn+1 (13) + Bnpn(x) + 7npn—1(x); (27)

et au, B, Yn sont des constantes.

12



2.4. RELATION DE RECURRENCE

Démonstration. On a le développement

n+1
xpy(x) = Z agnPr(). (2.8)
k=1
D’apres 1'équation (2.4), on a
1 b
Ay = d,%/a pr(x)zpy(x)w(z)de. (2.9)

Puisque la fonction zpg(z) est un polyndéme de degré k + 1, en vertu de la propriété
d’orthogonalité du polynéme p,(z) les coefficients ay, s’annulent pour (k+1)<n.

Ainsi le développement (2.8) peut s’écrire sous la forme

TPp = QpPni1 + 6npn + YnPn—1, (210)

et &y = Aniin, Bn = Gnps Yo = Gn_1n - Les coefficients «,,, B,, v, se laissent
. . 7 . /
exprimer en fonction du carré de la norme d? et des coefficients a,,, b, affectant les

puissances n — ieme et (n — 1)ieéme du polynéme p,(z) :
pn(x) = a,a™ + bzt + .. (a, #0).

Il réduit de (2.9) que dZay,, = d*any . Puisque o, 1 = appn_1 €t Yy = ap_1, o0

obtient, en posant, k = n — 1 que

d,
T = Qo1 (2.11)
n—1
D’autre part, en utilisant (2.10), on déduit les coefficient a,, = aya,, 4 et b, =
nbpy1 + 5na;1. Par conséquent,
a, by b a, , d
an: ,n ) ﬁn:#_ 7+17 771: nl_l 2” . (212)
Ap—1 an Apyq ap dn—l

. . . . ! 7’
Ainsi donc, connaissant les coefficient a,, et b, et le carré de la norme d2 des poly-
nomes orthogonaux quelconques p,(z), on peut définir par récurrence les polynémes

Pn_1 a partir des polyndémes p,, et p,_1.

13



2.5. FORMULE DE DARBOUX CHRISTOFFEL

Considérons une relation de récurrence du type (2.7)

2Up(2) = Anting1(2) + Bntin(2) + Yntin—1(2); (2.13)

et z est une valeur complexe. Une des solutions des cette relation est fournie par les
polynoémes p,(z) orthogonaux sur l'intervalle |a, b par rapport au poids w(z). Une
autre solution, pour z ¢ [a, b], est représentée par les fonctions

- [t

En effet, il suffit d’intégrer la relation de récurrence pour les polynémes p,(s) sur

w(s)

et d’appliquer 1’égalité
—z

/ab Mfis = /ab (1 + i z) Pn(s)w(s)ds

S —Z S

'intervalle |a, b] avec le poids

- /pn s)ds + 2 /pns_()d =z2q:(2)  (n2=1)

z

A la fonction g,(z) est étroitement liée la fonction

/pn s—zn (2) w(s)ds.

On voit que c’est un polynome de degré n—1, qu’on I’appelle polynéome de deuxieme
espece. Si z € [a, b], on a

ra(z) = /pn s—zn (2) w(s)ds

- [ e [

= 0(2) — - m(ale)

0

Si z ¢ [a,b] les fonctions p,(2), ¢,(z) vérifient la méme relation (2.13) on congoit
que les polynémes r,(z) vérifient cette relation eux aussi. Or, en vertu de la conti-
nuité, ils vérifient également pour z € [a, b].

2.5 Formule de Darboux Christoffel

De la relation de récurrence découle immédiatement une formule importante de
la théorie des polynémes orthogonaux dite la formule de Darboux Christoffel.

14



2.5. FORMULE DE DARBOUX CHRISTOFFEL

Théoréme 2.5.1. La formule de Darboux Christoffel est donnée par :

n

= d; d? a, 4 T —y
b
ou d2 :/ pr(z)w(z)dx.
Démonstration. D’apres la relation de récurrence, on a
Tpn(2) = AnPns+1(2) + Bapn(T) + Yapn-1(2);
et d’apres la formule (2.11), on a
d;
Tpr(7) = arpri1(z) + Bupr(T) + ag_1 dTpk_l(x)'
k—1
De méme,
;
ypr(y) = auprsa(y) + Bapr(y) + a1 25D (y).
k—1
Pour k£ = 0 ces relation restent vraies si on pose % =0 et p_1(z) = 0. Multiplions
21

la premicre par pi(y), la seconde par py(z), divisons chacune des relations par dj et
faisons la soustraction terme a terme. On obtient,
pr(z)pr(y)
(x —y) 2 = Ai(z,y) — Ar1(z, ),
k
avec

Al,y) = f; Prer (2)pr(y) — pi(x)ps 1 ()]

En déduire par la sommation de £k =0 a k = n,

n

(o —y) S POBY) _

2
k=0 dk

a
Cette derniére formule obtenue est équivalente a (2.14), car a,, = ——. O
QAp1

Dans le théoreme suivant, on étudie les propriétés des zéros d'un polynome or-
thogonal.

Théoréeme 2.5.2. Tout les zéros x; du polynome p,(x) sont simple et contenus a

Uintérieur de 'intervalle |a,b[ .

15



2.6. POLYNOMES DE TYPE HYPERGEOMETRIQUE
|

Démonstration. Supposons que le polynéme p,(x) change de signe sur ]a, b[ en pa-
sant par k points. On a évidement 0 < k < n. Pour que la propriété proposée ait

lieu, il faut que £ = n. Posons

1 st k=0;
qr(x) =

k
(x — ;) st 0<k<n.
=1

J

Dans ce cas, z; sont les points en lesquels le polynéme p,(z) change de signe. Le

produit p,(z)q(z) garde le signe pour a < z < b, on a donc

[ n@aastade £0.

On déduit que k = n, car pour k < n on a d’apres I’équation (2.3)

b
[ pal@)ar)e(e)dz = o.
On montre que les zéros des polynémes p,,(x) et p,.1(x) alternent .

Considérons un cas particulier de la formule de Darboux Christoffel (2.14) qui se

réalise quand on fait un passage a la limite y vers x :

n 2
pk($) 1 Qn, ’ /
= 7 |Pn XT)Pn\T) — Pn\T)Pn x)|. 2.15
> P = B e ()n(e) ~ B @p (o) (215)
Considérons x; pour j = 1,...,n + 1 les zéros du polynéme P,.(x). Le signe du

produit p,11(z)p,(z) dans les zéros z; du polynéme p,1(z) est indépendant de j.
Or le premier facteur p,.1(z) change de signe en passant, de z; a xj11; c'est la
méme chose pour le second facteur. Par conséquent, p,(x) s’annule au moins dans
un point de l'intervalle |x;, z;41[. Puisque il y 'a n intervalles dont chacun contient
au moins un des n zéros du polynoéme p,(z) et deux zéros successifs du polynéme

Pns1(x) en cadrent exactement un zéro du polynéme p,, (). O

2.6 Polynémes de type hypergéométrique

De nombreux problemes de mathématique appliquées et de physique conduisant
a des équations de la forme :

p(e)y" +q(x)y + Ay =0, (2.16)

16



2.6. POLYNOMES DE TYPE HYPERGEOMETRIQUE

ou p(x) et g(x) sont des polynoémes au plus de second et du premier degré respecti-
vement, et A\ est une constante.
Définition 2.6.1. On appelle I’équation (2.16) une équation de type hypergéomé-
trique et ses solution des fonctions de type hypergéométrique.

Pour toute solution de I’équation(2.16), la propriété fondamentale suivante est
satisfaite.
Théoréme 2.6.1. Toute les dérivées des fonctions de type hypergéométrique sont

aussi des fonctions de type hypergéométrique.

Démonstration. En effet, dérivons I’équation (2.16). On obtient une fonction vy (z) =

y'(x) qui vérifie I’équation
p(x)v; + qi(x)vy + vy =0 (2.17)

dans laquelle

q(z) = q(x) +p'(2),
= A+q(x).

Puisque ¢;(x) est un polynéme de degré non supérieur a 1 et yy est indépendant de
x, alors I’équation (2.17) est bien une équation du type hypergéométrique.

La réciproque est aussi vraie : chaque solution de 'équation (2.17) pour A # 0 est
dérivée d’une solution de I’équation (2.16). Soit vy (x) une solution de (2.17). Si elle
était dérivée d'une solution y(x) de I'équation (2.16), ces deux fonctions doivent

vérifier la relation suivante (voir(2.16)) :

y(z) = —i p(x)o; + g(z)on] -

Montrons que la fonction y(x) définie par cette formule satisfait 'équation (2.16) et
que sa dérivée est égale a v;. On a

/7

Ay = — {p(x)vf +q(2)vy +q (CC)UJ — vy

17



2.6. POLYNOMES DE TYPE HYPERGEOMETRIQUE
|

D'ott ' = vy (z). En portant v; = 4 dans I'expression initiale de y(z), on retrouve
I'équation (2.16) pour y(x).
D’une fagon analogue, on peut obtenir par récurrence, pour toute fonction v, (x) =

y™ (), une équation du type hypergéométrique
p(x)v, + gu(2)U), + fintn =0 (2.18)
dans laquelle

() = q(z) +np (z), (2.19)

"

|
fn = A+ ng +§n(n—1)p

Ici, chaque solution de (2.18) pour ux # 0 (k= 0,1,...,n — 1) peut étre représentée

sous la forme v, (z) = y™ (x) ol y(z) est une solution de 'équation (2.16). O

Dérives du polynéme de type hypergéométrique

La propriété de I’équation (2.16) considérée ci dessus permet de construire une
famille de solutions particulieres de ’équation(2.16) pour des valeurs déterminées
de A. En effet, lorsque u, = 0 I’équation (2.18) admet une solution particuliere
v, (1) =const. Puisque v, (z) = y™ (x), cela signifie que pour

1 "
A=\, =—ng —in(n—l)p ,
I’équation de type hypergéométrique admet une solution particuliere y(x) = y,(x)
qui est un polynéme de degré n. De telles solutions seront appelées polyndémes de
type hypergéométrique.
Les polyndémes y,(x) sont les solutions de I’équation (2.16). Afin d’expliciter le po-
lynéme y,(z), multiplions les équations (2.16) et (2.18) par des fonctions w(zx) et
wn(z) telles que
(pw) = qw, (2.20)

(pwn)l = (nWn. (2.21)

permettent d’écrire ces équation sous la forme

(pwy') + Awy = 0.

/AN

(pwnv,,) + pw,v, = 0. (2.22)

18



2.6. POLYNOMES DE TYPE HYPERGEOMETRIQUE

En faisant intervenir I’expression explicite de p,(z), on établit une relation entre les

fonctions wy,(x) et wo(z) = w(x). Utilisons les équations (2.19), (2.20) et (2.21), on
obtient ) /

W, ’ W ’

(pwn) :q+np:(pw)+np_

Wn

/

Alops (Pwn) _ ()
W

Wn,

+np . Ceci est équivalent &

Pw,+wp pw+wp

+np),
Wn
c’est a dire ) )
’ W, W ’ ’
P+ = p hp oy
n w
Divisons par p, on voit que
w w
_n —_ + n]l.
Wp W D

Intégrons les deux membres de cette derniere égalité, on obtient
Inw, =Inw+nlnp.

Utilisons les propriétés de logarithme, Inw, = Inw +In p", ou encore Inw, = Inwp”,
Donc

wp(x) = p™(x)w(z), (n=0,1,...). (2.23)

Cherchons maintenant 1’expression explicite des polynémes de type hypergéomé-
trique y,(x). Comme pw, = w, 1 et v,(2) = y™(x), 'équation (2.22) s’écrie sous
la forme

1 /

WnUp = —— (Wnt1Unt1) - (2.24)

D’ou, pour m < n, on déduit successivement

1 /
WmUm = _7(wm+lfum+1)
m

1 1 "
. . _ Am (n—m)
= [—— |- Wint2Um =...= — (wyvy, ,
( Mm) ( ”m-i—l) ( i +2) An ( )

N

ou
n—1
Ap= (=" s, Ao=1. (2.25)
k=0

Si y(z) est un polynéme de degré n, y = y,(x), il vient alors

vp(z) = y™(x) = const.

19



2.6. POLYNOMES DE TYPE HYPERGEOMETRIQUE

On exprime 3™ (z) par

(@) = [wn ()" (2.26)

avec

_ Ainngw(x). (2.27)

Cas particulier, pour m = 0 on obient une expression explicite des polynémes du
type hypergéométrique y,(x)

yn<x) =

Amn = Am(/\)|)\:)\n7 Bn

Bn
w(@)

[P (2)w(@)]™ (n=0,1,...). (2.28)

Ainsi les solutions polynomiales de 1’équation (2.16) sont définis de maniére unique
par (2.28) a une constante arbitraire prés. Ces solutions correspondent aux valeur
iy, = 0, c’est a dire

/ 1 "
A=\, =—nqg — in(n —1)p . (2.29)

Définition 2.6.2. L’équation (2.28) est appelée la formule de Rodrigue.

Remarque 2.6.1. Les dérivées y™ (x) = vUpn(x) sont des polyndomes de type hy-
pergéométrique, car elles sont des polynomes de degré (n —m) satisfont da I’équation

"

D) Uy (@) + 4(2) U (2) + Vi () = 0. (2.30)

La formule de Rodrigue pour y™ (z) s’écrie sous la forme

Apn B, d™

W) = e I ()w) (231)
o
Puisque
Hkn = /\n - /\k
k(k—1) ,
= )\n—l—kq’—i—i( 5 )p
/ n + k - ]- "
= —(n—/f)<q 5 >p>
On a
n' m—1 ’ n + If — ].) "
Appy = ———— _— . 2.32
<n—rn>k:0<q+ ;) (232
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Lorsqu’on considere la fonction de poids 1 suivante

1 [ a(@)
Y(xr) = ——exp / —=dt | .
D= 5@ P pla)
Alors la suite des polynoémes orthogonaux solutions de I’équation différentielle (2.16)

est donnée par la formule de Rodrigue (anciennement appelée formule de Ivory-
Jacobi)

c, d"

ou ¢, est une constante de normalisation qui sera déterminée par la condition sui-
vante

Bu(r) =

b
/pn(x)pn(x)w(a:)da: =1.

1 d
¢<x>%¢(x)

Démonstration. Posons p(z) = 1 (z)[p(x)]" et montrons que

est une solution de I’équation (2.16). Calculons d’abord

Y = (_p/ -l—l q) exp xﬂdt
P’ pp | p(z)

D’une part,

/ , (n+1) _ () ((a=p
<<p(n) B @t — oMy _ ¥ ¥ ( » )
0

En suite,

" ’ /

() - () ()

Ty - Up * (vp)?
N () i [(p” —q) 0 —a)

= 2 (n)
N (R (wp)? |7
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Donc
7" 7’ (n) o _ Ty
@ @ D ey 20 =4 gy [P —q) (n)
P +q +)\[ ]— = +— + |+ .
[w ] [w] 7 R T T
(2.33)
D’autre part,
pe = pwp")

= p('p" +nyp 'y
WP+ nyp"p
-~ (C];p> Yp" A+ np"p
= (q—p +mp)y
= (g+(n—1p)e.
Dérivons (n + 1) fois I’égalité précédente et utilisons la regle de Leibniz, on

obtient,

n(n —+ 1) "

=g+ (=1p | "+ (n+1) [¢ + (n+1)p"| .

n)

pe"™ P 4 (n 4+ p oY+

Apres avoir organisé ce qui précede, on conclut que

pe" P4 (n+1)p = (g + (n = Dp)] "+ [n(n;l)p” —(n+1)(g +(n=1)p)| "™

n ’ n 1" ’ n—n2 ” ’ n
—pw(“)+(2p—q)w(“)+<p —q+< 5 )p —nq><p”—0-

n

1 [
U(x) dxm

Comparons cela avec (2.33), on voit que la fonction ©(x) est une

solution de I'équation (2.16).

Réciproquement, on a le théoreme suivant.

Théoréme 2.6.2. Soit P,(x) une suite de polynémes orthogonauz définie a l'aide

d’une formule de Rodrigue. Alors P,(x) satisfait pour n > 0 l’équation (2.16).

22



2.6. POLYNOMES DE TYPE HYPERGEOMETRIQUE

Démonstration. D’une part, la régle de Leibniz nous donne ( posons D = %)

n+1

DHXDX™)] = 3 Ch  XPD D X)), or X0 = X
k=0

— X(k)D”""Q(wX") + (n + 1)X/D"+1(¢Xn) + (n—&—l)nXan(an)

2
car X*) =0 pour k > 3

On utilise maintenant le fait que D" (¢ X™) = K, P, pour déduire que

1 1
(n+ )nX

D" XD X™)] = K, [XDQWP”) +(n+1)X D(P,) + 5

wr|.
D’autre part,
pntl [XD(¢X”)] — pntl [Xn—HD@b + nX’an}
= D" [X"(XDy + nX'9)]
D™ [ X™(D(X) + (n— )X )],
mais D(X1¢) = K9P, (formule de Rodrigue pour n=1) donc
D" XD($X"] = D" XK P+ (n— 1) X))
Développons, en utilisant la formule de Leibniz, alors
D™ XD(WX™)] = D"THX")(KiPy+ (n—1)X') + (n+ 1)D"(X"))
(KP4 (n+1)X")
= K, [D@P) (KP4 (n—1)X) + (n+ 1) (P,)
(K\P) + (n—1)X")] .

On identifie ces deux valeurs de D" ™! [X D(¢)X")]

XD*($P,) + (n+ 1)X D(P,) + (n+21)nX~ (VP,)

= D(WP) (K P+ (n—1X) + (n4 1) (WP (K P, + (n —1)X").

Lequel

(n+1)n

"

XD*(WP,)  +D@P,) [(n+ X' = K\P - (n—1)X'] + l(zppn) X

—(WP,) ((n+ 1)K P, — (n+1)(n— 1)X")] =0,
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ou bien

<n2+n+2 "

XD*(YP,) + D($P,) 2X = KiPi| + (¥ Py) [— X —(n+ 1)K1P1’] =0

et D(YP,) =1 Py +¢P, , D*(YP,) =" P, +2¢'P, + P,
Donc

XyP) + P, [20/X — K\P)| + [Py (X0 + ¢ (X — Ky Py) + )

2 2 " /
_p, (<”+2”+X —p(n+ 1)K1P1>] 0.

On divise par ¢ (non nul sur [a,b] ) :

! 2
Xﬁ+&ﬂﬂ+%ﬂ-i&ﬂ—m;mf—m+mﬂﬂﬂ=0
On a
XP + KPP, + [—Z(n — X" — nKlP{} P, =0
Finalement,

2.7 Orthogonalité des polynémes du type hyper-
géométrique

Théoréme 2.7.1. Supposons que la fonction w(x) vérifie, aux extrémités d’un in-

tervalle |a, b| la condition

p(@)w(2) 2" | pmap = 0, (k=0,1,2,...). (2.34)
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Alors les polynomes du type hypergéométrique y,(x) correspondant auz différentes
valeur de A\, sont orthogonaux sur l'intervalle |a,b[ par rapport au poids w(z). Au-

trement dit,
b
/ (@) ym(@D)(@)dz =0 (A # M)

Démonstration. Considérons les équations différentielles pour les polynémes y,(x)

et ym () :

p(2)w(@)y,] + Anw(@)y = 0,

P(2)w(2) Y] + A ()Y = 0.

Multiplions la premiére par y,,(x) et la seconde par y,(z). En suite , retranchons la
deuxieme égalité de la premiere et intégrons le résultat entre a et b. Puisque

! /

Ym () [p(2)w (@)Y, (2)] = ynl(@)[p(2)w (@)Y, (2)]

= o p@)w@Wlym(@), ya(2)]],
ou W(u,v) = u/ Ul est le Wronskien. Alors on obtient
O = An) [ (@) (@) ()d = p(@)eo (@)W (), Yo (@) (2.35)

Puisque W[y, (2), y,(x)] est un polynoéme en z, le seconde membre de 1'égalité (2.35)

obtenue s’annule en vertu de la condition (2.34). Il vient que pour \,, # A,

/ym(x)yn(x)w(x)dx = 0. (2.36)

a

O
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Chapitre 3

Polynomes orthogonaux classiques

Ce chapitre est consacré a I’étude de quelques polynémes orthogonaux classiques
Hermite, Laguerre, Jacobi, Legendre et Tchebyshev. Les principaux ouvrages utilisés
pour la rédaction de ce chapitre sont [3], [4], [5], [9], [10], [12].

Définition 3.0.1. Les polynomes orthogonaux classiques sont tout polynome de type

hypergéométrique y,(x) pour lesquels la fonction w(x) vérifie la condition (2.54).

3.1 Polynémes de Hermite

Les polynomes de Hermite, notés H,(x), sont orthogonaux sur R par rapport au
produit scalaire

| f@ga)w(@)dr.

La fonction de poids est w(x) = e Ils peuvent étre définis au moyen de la formule
de Rodrigue.

(o) = T ), (3.)

w(z)dzn
ou D désigne 'opérateur de dérivation D = T alors
Hy(z) = (=1)"e"D" ("), n=0,1,... (3.2)
e Les polyndémes de Hermite s’écrivent
Sin =0, alors Hy(z) = (—1)%* D% " = (1)(1) = 1.
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= - - -

Sin=1,alors Hy(z) = (—1)e*’ D'e™*" = (—1)e*" (—2ze ") = 2.

Sin =2,
Hy(x) = (—1)2e””2D26_””2 = —2¢%° Dxe_“’"z}
= —2¢%° (—2:1726_:”2 + e‘xQ)
4% — 2
Sin =3,

Hy(x) = (~17%” D% = (=1)e”" [D*(~2ze*")]
= 2" DQ(xeﬁz)}
— 27 D(—2x26_”‘*’2 + e"”z)}

|
DO

Q)
S
=~

8
w

. CB|
8
(o]

8
®|
8

Sin =4, alors Hy(z) = (—1)%* D*e " = 162* — 4822 + 12.

Sin =5, alors Hs(z) = (—1)%e” D" = 322 — 160z + 120z.

F1GURE 3.1 — Polynomes de Hermite pour n=0,1,2,3,4.

e Les polynomes de Hermite sont donnés par la fonction génératrice exponen-
tielle

> t" 2
> Hy(z)— = g2t
o n!
En effet, considérons la fonction
f(t) — e*({l?*t)Q — 671262:)37&7152
Le développement en série de Taylor de la fonction f est donnée par

> fM(0)"
=>

f(t)

n=0
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Avec le changement de variable x — t = u, on obtient pour n =0,1,2...

d"” d"
(n) 0 — 2 —(z—t)? = (=1)" | — —u?
0 = [ =[]

Par conséquent, on a

= Z Hn(x)t
n=0
D’ou
p2at— 2 Z H

e Formule explicite des polyndémes de Hermite ; utilisons la regle de Leibniz

=2 ) (wt)®
e ZZO o
(_1)mxkt2m+k

2mmlkl

2mmlk!

n (_1>mxn—2m

- (2 2mml(n — 2m)!

n=>0 m=0

.

Finalement,

n —1)™(x n—2m
Hyfw) =n! mZ::O 2(mm)'(n( —) 2m)!

e Les dérivées n—ieme du polynéme de Hermite sont données par

H (r) = 2nH, ().

n

H,(x) = 2n(H,_\(2)) = 2n[2(n = 1) H,-»(2)]
= 2%n(n— 1)13,1,2(1*).
Ha(x) = 2*n(n— 1) [Hy-2(2)]
= 2’n(n —1)2(n — 2)H,_3(x)
= 2%n(n—1)2(n —2)H, _3(z).
)

Par suite, H(z) = 2"n(n — 1)(n —2) ... x 1 x Hy(z) = 2"nl.
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3.1. POLYNOMES DE HERMITE

e Les polyndémes de Hermite satisfont la relation orthogonalité suivante

oo

/ e H,y () H, (2)dz = 2" /TN

—00

Démonstration.

i) Si m # n, a partir ce qu’on a étudié dans le chapitre 2 on trouve que

7e_x2Hm(x)Hn(m)dm = 0.

—0o0

ii) Si m = n, utilisons la formule de Rodrigue (3.2)

[e.9]

/ e H,(2)H,(z)dz = 7Hn(a:) [Hn(:v)e’IQ] dx

—00

= / H,(x) [(—1)”6’:”26:”2D"e”32} dx

= ()" [ Hy(w) [De ] do

Faisons n fois une intégration par partie, alors

o o dn
(=) / H,(z)D"e " dx = /e’IQ—Hn(x)dx.
s s dz™
Puisque - H, (z) — 2"n! et
uisque — H,,(x) = 2"nl e
dHE g
/e“”%lxzﬁ,

alors

/ Hp(2)Hy(z)e ™ da = 2"/7nl.

e Les polyndémes de Hermite vérifient la relation de récurrence
H, =2xH, —2nH, n=12,...
HU (l’) =1
H(x) = 2.

(3.3)
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3.1. POLYNOMES DE HERMITE

(_1)n+1dn+1

Hpy1 = W(“’(@)

x

En effet, on a w(z) = e, sa dérivée est égale & w'(z) = —2zw(z).

3

On a D" = et utilisons la regle de Leibniz, on obtient
x

D*w(r) = D'w/(x) = D" [~2zw(x)]
= —2xD"w(x) — 2nD" 'w(x).

Ceci implique que
H,.1=2xH, —2nH, n=12 ...
e Les polynémes de Hermite sont solution de ’équation différentielle suivante

y =22y —2ny=0 n=0,1,2,... (3.4)

Démonstration. Utilisons 'opérateur différentielle D" = DD", on obtient
D™w(z) = D[D"w(w)] = (=1)"Dw(x) Hy(z)]
= (=1)"w'(2) Ha(2) + w(z) H, ()]
= (=) w(x)2zH,(v) + H (¥)] n=0,1,...
Ceci implique que

/

Hyi(x) =22H,(x) — H, () n=0,12,... (3.5)

n

En combinant (3.3) et (3.5), on voit

H, () =2nH, 1(z) n=12,... (3.6)

n

Dérivons 1'équation (3.5), alors

’ "

H, . \(v) = 2H,(z) + 22H,(z) — H,(z) n=0,1,2,... (3.7)

n

D’apreés 'équation (3.6), on a H,,, ,(z) = 2(n+1)H,(z). Remplacons dans I'équation

(3.7), on trouve
2(n + 1)H,(z) = 2H,(x) + 2zH, (x) — H, (z).

Ceci implique que H,(x) satisfait I’équation différentielle linéaire du second ordre

1

H

n

2¢tH —2nH,=0 n=012,...
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3.2. POLYNOMES DE LAGUERRE

3.2 Polynémes de Laguerre

Les polynomes de Laguerre, notés L,(x), sont orthogonaux sur I'intervalle [0, o]
par rapport a la fonction de poids w(x) = e *. Ils peuvent étre définis par la formule
de Rodrigue.

dr e’ d"

Lafw) = nlw(z)dz" (Wz)z®) = n! dzn

(e "a™). (3.8)
En effet, utilisons la formule de Leibniz

er dn er M TL' dn—k: dk

n! dx™ (e7%a") = ﬁkz:% kl(n —k)! dzn k" grh©
o =aa == (g —p s = L
dz? (g=p)t
alors
=k ol
dznh" TR
dk —x —x
Ceci implique que
e’ d" e’ & n! n! i
- =z - e -1 —
MG n!,g)k!(n—k)!m“ Jre
Sooal(=Dh
= ¥ = Ly(x)
,; (k1)?(n — k)!
e Les polyndémes de Laguerre s’écrivent
1
Sin =0, alors Ly(z) = aeg”DO [2%~*] = (1)(1) = 1.
1
Sin =1, alors L(x) = iea”D1 [ze "] = e*(—xe " +e ") = —x+ 1.
Sin=2,
1 27,2 — 1 2~ =
Ly(z) = EexD [x2e] EexD[ rie " + 2xe 7]
1 5 _
= iemD(—x e "+ 2xe ")
1
= Eei(ﬁe—x — dxe " + 2e77)
= —(2? -4z +2).
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3.2. POLYNOMES DE LAGUERRE

Sin =3,
1 37,3~ 1 27_3,— 2,—
Ls(z) :§6ID [z%e™"] = geID [—a2’e™" — 3z%e™]
1 3 ,— 2.~ -
= gewD[(x e " —6x’e " 4 6re ")

1
= éew(—ﬁe—x + 9227 — 18xe™" + 6)

1
- 6(_x3 + 92? — 18z + 6).
Sin =4, alors

1
La(x) = 5 (2" — 162° + 722% — 96z + 24) .

‘ {7~
2 /,L4(x) i

F1GURE 3.2 — Polynomes de Laguerre pour n=0,1,2,3,4.

e La fonction génératrice des polynomes de Laguerre est donnée par

—xt

eT—¢

—. (3.97

iLn(x)t" =

Démonstration. En utilisant le développement de Taylor, on a :

eTor 1 & (—1)%%’@( 1 )k‘

1—t:1—tk§) k! 1—t

Donc
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3.2. POLYNOMES DE LAGUERRE

1 \F! 1 (k+Dt  (k+D(k+2)t*  (k+1)(k+2)(k+3)t
(7o) = g ey i
S (k+7)!,

alors on aboutit a

kakth 20 (k + r)lt"

et (1)
1—t ,;) k! Z klr!

r=0

On pose n = k + r, ceci implique que r =n — k, et k =n —r.

f—t - i<i (2621():71—!:6/:)!)75”‘

n=0 \k=0

On voit d’apres la formule de Rodrigue de Laguerre, que

—at
el

T3 :nz:%Ln(x)t .

]

e Formule explicite des polynémes de Laguerre ; utilisons la régle de Leibniz on
a

D [efxl,n] — Z (Z) DkG_an_kxn
k=0

ol
k k!
Par conséquent, on a

Lo(z) = znj (Z) <_k1!)k:ck n=0,1,2,...

k=0

<n> — =1 -kt 1), k=12

e Les polyndmes de Laguerre satisfont la relation d’orthogonalité suivante

o0

/e_IQLm(w)Ln(x)dx = Om.n-
0
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3.2. POLYNOMES DE LAGUERRE

Démonstration. Soient L, (z), L,(z) deux polynémes de Laguerre. On dis-

tingue deux cas :

[e.o]

i) Pour m # n, on démontre que / ¢ Ly (2) Ly (2)dz = 0. D’aprés la fonction

0
génératrice du polynéme de Laguerre, on a

—xt

e eT—t
L, (x)t" = .
S nior -1,

De méme,
— IS

el-s

> Ly(z)s™ =
m=0 1
Faisons la multiplication membre a membre, on aboutit a
t s
- szr 1—s5
e

> 3 Lufe)ua)"s" s = TEED

n=0m=0

_S.

~%_ on obtient

t S
a1t
+1—t+1—5

Multiplions les deux membres par e

i i €™ Ly () Lo ()™ = ©

n=0m=0 (1 - t)(l - S)
t ]
Intégrons les deux membres de 0 & oo et posons r; = 1+ T3 + T— alors
— S
5 | [ L@ @i | —
r)dr|t's" = —m—— [ e x
n=0m=0 | (1—t)(1—8)0

S —t>1<1 =) [—r

1 (1—1t)(1—s)
(1—t)(1—-s) 1-—st

1
- =14+ st )2+ ...
1o + st + (st)* +

o0
= Z s"t".
n=0
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3.2. POLYNOMES DE LAGUERRE

D’ou
X%Zo{/_% )L () ]t”m—Zs”t”

Simplifions les coefficients de t"s™ des deux membres de cette derniére équa-

tion, on obtient a

/e%LA@LM@dx:O
0
ii) Pour m =n, on a
/e_x[Ln(x)]de =1
0
On combinons

e Les polyndmes de Laguerre satisfont la relation de récurrence

(n+1)Lpy1(z)=2n+1—2x)L,(x) —nL,_1(x) n=12...
Lo(fE) =1
Li(x)=1—x.

Démonstration. Dérivons la fonction génératrice (3.9) par rapport a ¢, on

obtient

nz:%Ln(x)t =13

—z(1—t) —at) eT t(l—zf)—i—el%iS

S nene = ()

—x +xt —at ot 1 n ei-t
= e1-t.
(1—1) (I—t)? (1—1)?
—xt —xt —xt —xt
eT-t rel-t 1 rtel-t 1 rteT-t 1

(1-@2_(1-&(1—m2+(1—w(1—a2_(1-0(1-&2




3.2. POLYNOMES DE LAGUERRE

D’apres I'équation (3.9), on voit que

1 oo

;Ln( yntnl = ) Ln(g:)tn—u_xty;)%(x)t

Multiplions les deux membres de cette derni¢re équation par (1 —¢)? = % —

2t + 1, alors
Z nL,(z)t"™ L_9 Z nL,(z)t" + Z nL,( t"“
n=0 n=0

=> L,(x) ZL o)t" =2 Ly(x)t
n=0

(e}

> nLy(z t”l—l—ZnL o)t =

n=0

(2 io:onlln(x)t" + i}Ln(:C)t" —x i}Ln( ) Z Lo (2)t™+.

En récrivant toute les séries en puissance de t" ce qui donne la relation pré-

cédente
S (n+1)Lypa(@)t" => 2n+1—x)Ly(2)t" = > nL,_q(z)t"
n=-—1 n=0 n=1

Puis égalisons les coefficients de t" des deux membres de I’équation ci-dessus,

on trouve
m+1)Lp(z) = 2n+1—2)L,(x) — nl,—1(x). (n>1)
Ceci implique que
(n+1)Lp(z) = 2n+1—x)L,(x) — nl,_1(x).

]

e Les polyndémes de Laguerre sont solutions de 1’équation différentielle suivante

ny +(1—2z)y +ny=0.
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3.3. POLYNOMES DE LAGUERRE GENERALISE

3.3 Polynémes de Laguerre généralisé

Les polynomes de Laguerre généralisé, notés L%(x), sont orthogonaux sur l'inter-
valle [0, co[ par rapport a la fonction de poids w(z) = x%e~*. Ils peuvent étre définis
par la formule de Rodrigue.

dn
Ly(x) = o [ w (@)

nlzew(x)dxz™

L _
= —x % D" [z" e,

n!

e Les polyndémes de Laguerre associés s’écrivent

1
Sin =0, alors L§(z) = T —2e? DO [0 7] = %" (17 %") = 1.

Sin =1, alors

L) = qameD ate]
= z7%"[(1+ a)z% " — z1Toe?]
= —r+1+a.
Sin =2, alors
I§(a) = a~oerD?[a?*ee]

21

1
= §x_o‘e“’D (2 + a)z!Tee™® — g2t

1
= ix’o‘ e [(2+ a)(1+ a)z%e™ — 2(2 + @)z e ™ 4 x?Tee 7|

- 2 et et erata).

2
Sin =3,
1 - 3 [3+a,—
L§(z) = T et D? [g3t¥e ]
1 - 2 24+ ,— 3+a, —
= gxo‘xD (3 + a)a?tee ™ — p?toe™]

1
_ éx—aemD [($3+ae—x _ 2(3 + &> 2+a —x (3 + Oé)(2 + a)x1+a€—m)]

= éx-aew [—2* + (34 a) (322 + (24 a)(=3z + 1)) 2%

- (15 [—2% 4+ (3 + a) (322 + (2 + a)(=3z + 1))].
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3.4. POLYNOMES DE JACOBI

LELLILIELL

n=0
n=l
n=l
n=2
n=2
n=2
n=3
n=3
n=3
n=3

F1GURE 3.3 — Polynomes de Laguerre généralise pour n=0,1,2,3,4.

e Les polynomes de Laguerre généralise sont solutions de I’équation différentielle
suivante :
ny +(a+1—-x)y +ny=0.

3.4 Polynémes de Jacobi
Les polynomes de Jacobi, notés P(*#)(z), sont orthogonaux sur l'intervalle |—1, 1]

pour la fonction de poids w(z) = (1—2)*(1+x)”; o, 8 > —1. Ils peuvent étre définis
au moyen de la formule de Rodrigue

ped() = —CU pr(u@ya—ar)  n=012,...

-~ 2nplw(x)
- (;iz)!n (L=2) (L +2) D" (1= 2)™ (1 + )] (3.10)
=

2
41 08 206 04 02 0 02 04 06 08 1

F1GURE 3.4 — Polynomes de jacobi pour n=1,2,3.
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3.4. POLYNOMES DE JACOBI

e La fonction génératrice des polynémes de Jacobi est donné par

208
1+ R—t)*(1+R+1t)5

Péa’ﬁ) (x)t" =

= B
ou R =+/1—2xt + t2.

e Formule explicite des polyndmes de Jacobi; utilisons la réglé de Leibniz

Peote) = S e (M) (U D)oot a-oaa

i~ n—=k

Démonstration. En effet,

=~

D"Rl—ay%aﬂ—%@”w} = ﬁé(”)0%1—ﬁo”mlw—ﬂ1+xyﬁﬁ

M = (n+a)(nt+a—1) ... (n+a—k+1)(1—2)" ™ *(n+p)(n+8—1) ... (B+k+1)(1+z) .

Ceci implique que

Pt = G St (M) ) (D a0

=0 n—=~k
O
e Les polynomes de Jacobi satisfont la relation orthogonalité,
1
20t I (n + a4+ DI(n+ B+ 1)
1—2)%1 4+ 2)° PP (2) PP (2)dx = n
_/1( A VP @) B ) Cn+a+pf+)In+a+p+1)

Pour a« > —1 et § > —1; m,n ={0,1,2,...}

Démonstration. Soient P(z) et P%#(x) deux polynomes de Jacobi.

Poura > —1, 8 < —let m,n € {0,1,2,...}. Utilisons la formule de Rodrigue
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3.4. POLYNOMES DE JACOBI

(3.10) et faisons une intégrale par partie.

Sim = n alors

[ =2+ 2) [Ped@)] do CL [ P @)D (1= 2y (14 2y da

_ /(1 —2)"o (1 + 2)"Hdy

1
F2n+a+5+1) /’ 4 +8
= 1 — )" (1 Py

Remplacons 1 — x par 2t, alors

1 1
/ (1—2)™ (1 +2)"Pde = / (2)" (2 — 26)"+P2dt
-1 0

1
- 22”+“+ﬂ*4A/t”+a(1-—t)”*ﬁdt
0

'n+a+1)I'(n+5+1)

22n+a+6+1
F'2n+a+5+2)

F'n+a+1)I'(n+5+1)

22n+o¢+ﬁ+1 ]
Cnt+a+p+D)I2n+a+5+1)

]
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3.5. POLYNOMES DE LEGENDRE

e Les polyndémes de Jacobi vérifient la relation de récurrence

2(n+1)(n+a+pB+1)2n+a+p) Pl =
2n+a+B+1)[(a?=B)+2n+a+B+2)(2n+a+ B)z] P*P
—2(n+a)(n+B)(2n+a+ +2) P2 n=12...

PP (z) =1

PP (x) = (1 + ;(a + 6)) T+ ;(a — ).
(3.11)

e Les polynémes de Jacobi sont solutions de I’équation différentielle suivante
(1L+2%)y" (2) + [B— a = Bla+ B +2aly (2) + n(n+a+ F+Dy(x) =0

et y(x) = P¥P(x) | n=01,2,....

3.5 Polynémes de Legendre

Les polynémes de Legendre, notés P,(x), sont orthogonaux sur l'intervalle | —1, 1]
par rapport a la fonction de poids w(z) = 1. Ce sont des cas particulier des poly-
nomes de Jacobi(a = = 0). Ils peuvent étre définis au moyen de la formule de

Rodrigue.

2nn! w

P,(x) =

(-

21!

D" ((1—a?)"). (3.12)

e Les polynémes de Legendre s’écrivent

P()(ZL‘) = 1,
P(x) =
3 1
PQ((E) = 5372 — 5,
5 3
Piy(z) = 5:753 -5t
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3.5. POLYNOMES DE LEGENDRE

,0‘5 L

FIGURE 3.5 — Polynémes de Legendre pour n=0,1,2,3,4.

e Fonction génératrice du polyndémes de Legendre est donnée par

ZP

1
\/1—2mt—|—t2

e Formule explicite des polyndémes de Legendre est

P =53 (1) (")l - e

e Les polyndémes de Legendre satisfont la relation d’orthogonalité

(3.13)

2

LI S , 0,1,2,....}.
M1 m,n € { }

/Pm(:v)Pn($)da: =

21
Démonstration. Utilisons la formule de Rodrigue (3.12) et intégrons par par-

tie, alors

/Pm(x)Pn(:c)d:c = /1 1 — )" }d:c

Q"n
21

-1
= Q"n'/D z)(1 — 2*)"dz.
Si m = n, alors

1 1

/D”Pn(a:)(l —2%)"dr = K,n! /(1 — z%)"dx,

-1 -1

'2. Enfin, faisons le changement de variable 1 —x = 2¢, pour
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3.5. POLYNOMES DE LEGENDRE

n=20,1,2,..., on obtient

(1—2)"(1+z)"dz

L

/1(1 —2Hdr =

— / (26)"(2 — 2t)"2dx

Ln+1)(n+1) 2> (nl)?

22n+1 —
I'(2n+2) (2n+ 1)1

Par conséquent, on a

h 2 (2! 22 (nl)?
_/I[P“(m)] W= i @t 1)
2

= =0,1,2,...
2n+17 n )y S

e Les polyndmes de Legendre satisfont la relation de récurrence
(n+ 1Py =x(2n+1)P, —nP, 1, n=12 ...

P()(J]) =1
Pl(l') =X.

Démonstration. Posons F(z,t) = (1 — 2zt +t2)~Y2  alors

0

r—t

202120t ) = e

-

Cela implique que

QF(x,t) = (z —t)F(x,t).

1—2xt +t2
( x—l—)at

Utilisons la fonction génératrice (3.13), alors
(1 — 2t +t?) ZnP = (z —t) ZP
Cette derniere équation peut s’ecrire sous la forme

ZnP t"l ZxZnP t”+ZnP t”“—xZP ZP
n=1

n=1 n=0
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3.6. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV

Ceci est équivalent a

S04 VP ()" — 2 302+ VP + 3 (0 + )Py =0

Par conséquent,
n+ 1Py =x22n+1)P, —nP,_1, n=12....

]

e Les polynomes de Legendre sont solutions de I’équation différentielle suivante :

(1 -2y —2zy +n(n+1)y=0.

3.6 Polynémes de Tchebyshev

1) Polyndémes de Tchebyshev du premier espéce T, (z) :
Les polynomes de Tchebyshev, notés T,,(x), sont orthogonaux sur U'intervalle
]—1, 1] par rapport la fonction de poids w(z) = 1/v/1 — 2. Ces polynomes
sont des cas particulier des polynémes de Jacobi on prend av = § = —1/2, ils
peuvent étre définis par la formule de Rodrigue.

To(z) = (_;)nn!\ﬂ —22D" (1= 2?)" 2] (3.14)

e Les polyndémes de Tchebyshev T,, s’écrivent

To(l') = 1,

Ti(x) = =,

Ty(x) = 222 —1,

Ty(x) = 423 — 3w,

Ty(z) = 8x*—8z*+1,

Ts(z) = 162° — 2023 + 5z,

Te(r) = 3225 — 4821 + 182% — 1.
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3.6. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV

FIGURE 3.6 — Polynomes de Tchebyshev T),(x) pour n=1 a6 .

e La fonction génératrice des polynomes de Tchebyshev est donnée par

1 —uat

To(a)t" = —— 2" <1
nz;; O =T e g

En effet, prenons la partie réelle de la fonction suivante
> 1

n _inf __
T;t © T e

Alors - .
;tncosne = 8% (1_15629> .

Posons = = cos @ , donc

B 1 —xt
1=t — 2

5_30 t"T,(x)

e Formule explicité des polynimes de Tchebyshev est

n M2 (=1)m(n—m—1)!
Tn(x)ZQZ( D 2

m=0

(n — 2m)!m! (2a)"5

e Les polynomes de Tchebyshev sont solutions de 1'équation différentielle
suivante

(1—2%)y —axy +n’y=0. (3.15)
e Les polyndmes de Tchebyshev satisfont la relation d’orthogonalité

[ T LoV T~ P = 2

G nef0,1,2,.. 1}
J o 1om m,n € { }

45



3.6. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV

Démonstration. Cela peut étre montrer en utilisant 1’équation différen-
tielle (3.15)

D (VI=22D[T, (x)]) = _%‘

Multiplions par T,,(z) et intégrons de -1 a 1 .

/Tm(x)D (\/ 1-— xQTT;(xD dx.

-1

Faisons une intégration par partie
1
_— T,(x)T,,
/ iz 1 =g [ @), (3.16)

D’autre par;

et
: F T (2)T,
/\/1 — 22T T, =m? / 2 gy, (3.17)
1

Faisons la soustraction (3.16) a (3.17)

2 o [ Tu(@)T()
[n —m]/lmdxzo.

e Sim #n;alors

de = /cos nf cos mido = 0.

[e=]

e Les polyndémes de Tchebyshev satisfont la relation de récurrence

Tos1(x) = 22T, (z) — Th—1(x) n=12...
To(z) =1
Ti(z) = x.
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3.6. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV

2) Polynémes de Tchebyshev du deuxiéme espéce U, (z) :
Les polynémes de Tchebyshev, notés U, (z), sont orthogonaux sur 'intervalle
]—1,1] par rapport la fonction de poids w(z) = /1 —22. Ces polynémes
sont des cas particulier des polynémes de Jacobi on prend ao = g = 1/2, ils
peuvent étre définis par la formule de Rodrigue.

1 n
Unlz) = 2nnlv/1 — :r;zD

e Les polynémes de Tchebyshev U,, s’écrivent

(1 —a?)rt12]. (3.18)

Uo(l’) = 1,

Ui (z) 2z,

Us(z) = 4a%—1,

Us(z) = 8z° — 4z,

Uy(z) = 16x* — 1222 + 1,
Us(z) = 322° — 3223 + 6.

FIGURE 3.7 — Polynémes de Tchebyshev U, (x) pour n=1 a 5.

e La fonction génératrice des polynémes de Tchebyshev est donné par

oo 1
Up(a)t’ = ———— Jt|<1
,;) @ = e N

e Les polyndmes de Tchebyshev sont solutions de ’équation différentielle sui-
vante

1"

(1 =22y’ (z) = 3zy (x) + n(n + 2)y(z) = 0. (3.19)

e Les polyndémes de Tchebyshev satisfont la relation d’orthogonalité

1
/Um<I>Un(JI)\/1 — 22dx = gém,n, m,n € {0,1,2,...}

-1
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3.6. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV

Démonstration. Cela peut étre montre en utilisant I’équation différentielle
(3.19)
D ((1=2*)*2D[U,(2)]) = —n(n + 2)V1 — 22U,(x).

Multiplions par U,,(z) et intégrons de -1 & 1 .

1

/ Un(2)D (1 2%)*°U, () da.

-1

Faisons une intégration par partie

/ (1— 222U U = n(n +2) / VI = 22U, (2)Up(2)VT — 22dz.  (3.20)

-1

D’autre par;

D ((1 = 2?2 D[Un()]) = —=m(m + 2)VT = 22Uy (z).

et

/(1 —2PRUL U = m(m + 2) / VI = 22U, (2)Up(2)VT — 22dz.  (3.21)

-1

Faisons la soustraction (3.20) a (3.21)
n(n+2) = mim +2)] [
e Sim # n; alors
/1 Mdm = ]sin(n +1)0sin(m + 1)8df = 0.
“1 0

V1—22

e Les polyndémes de Tchebyshev satisfont la relation de récurrence
Upi1(z) = 22U, (x) — Up—1 (), n=12...

Uo(.CE) =1
Uy(x) = 2z.
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3.6. POLYNOMES DE TCHEBYSHEV

Résumons les différents polynémes orthogonaux classiques étudiés dans ce cha-
pitre dans le schéma suivant.

Classical orthogonal

polynomials
Hermite polynomials wx)=e™
H- (". ] —_LYy <o
Laguerre polynomials W (1)=¢"
Ly(x) 0<x <m
Jacobi polynomials | wlx)={1-x)"(1x)’
P (x) ~lsx sl
1 - 1 :
a= w(x)=1 r.r-ﬂ'--i lr[r‘-ntl-g’] 3 a..ﬂ-..‘j *':":"'[l'-‘:]’
Legendre polynomials Chebyshev polynomials Chebyshev polynomials
P (x) first kinds 7, (x) second kinds v, (x)

FIGURE 3.8 — Polynémes orthogonaux classiques
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