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Notations
E Espace vectoriel.
⟨., .⟩ Produit scalaire.
∥∥E Norme hilberienne.
C,R Ensemble de nombres complexes, réels.
ℜ Partie réelle d’un nombre complexe.
ω(x) Fonction de poids.
Ω Ensemble ouvert.
deg(p) Le plus grand indice.
f (n) Dérivées n-éme d’une fonction f .
δm,n Fonction delta Kronecker.
Γ Fonction Gamma.
V ec < ., . > Famille génératrice.
(Un)n Suite de fonctions.
Hn Polynôme de Hermite.
Ln Polynôme de Laguerre.
Lα

n Polynôme de Laguerre généralisé.
P (α,β)

n Polynôme de Jacobi.
Pn Polynôme de Legendre.
Tn Polynôme de Tchebyshev du premiér espèce.
Un Polynôme de Tchebyshev du deuxiéme espèce.
C[a, b] Espace des fonctions continues sur [a, b].(

n
k

)
Combinaisons.
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Introduction
Les polynômes orthognaux est un vaste sujet qui a été develloppé durant le XIX

siècle par l’étude des fonctions continues par Stieltijes. Les suites des polynômes
orthogonaux apparaissent frequament en physique mathématique en particulier au
cours de la résolution d’équations aux deriveés partielles ( Laplace, schrödinger).
L’orthogonalité impose que les polynômes orthogonaux aient en commun un certain
nombre de propriétés, en particulier celles de vérifier une relation de recurrence, la
formule de Christoffel et de vérifier une équation différentielle linéaire du second
ordre.

L’objectif de ce travail est l’étude des propriétés fondamentales des polynômes
orthogonaux ainsi que quelques polynômes orthogonaux classiques. Ce mémoire est
répartie en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels nécessaires pour les autres chapitres.
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des propriétés des polynômes orthogo-
naux. En particulier, on étudie la relation de récurrence permettant de calculer un
polynôme dans une suite à partir des deux précédants, la formule de Christoffel et
la formule de Rodrigue. Les polynômes de type hypérgeométrique sont aussi établie
dans ce chapitre. Dans le dernier chapitre, on étudie quelques polynômes orthogo-
naux classiques importants ( Hermite, Laguerre, Jacobi, Legendre, Tchebyshev).

————————————————————————-
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions et propriétés importantes
pour la suite de notre travail.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire une

application
E × E −→ C

(x, y) −→ ⟨x, y⟩;

vérifie les propriété suivantes :

i) Pour tout x dans E, ⟨x, x⟩ = 0 si et seulement si x = 0.

ii) Pour tout x dans E, ⟨x, x⟩ ⩾ 0.

iii) Pour tout x, y, z ∈ E et λ, µ ∈ C , ⟨λx+ µy, z⟩ = λ⟨x, z⟩ + µ⟨y, z⟩.

iv) Pour tout x, y dans E, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

Remarque 1.1.1. Le produit scalaire définie une norme sur un espace E donnée

par

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.

Propriétés 1.1.1. Pour x, y, z ∈ E et λ ∈ R , on a les propriétés suivantes :

2



1.1. ESPACE DE HILBERT

1. ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩ + ⟨x, z⟩.

2. ⟨x, λy⟩ = λ̄⟨x, y⟩.

3. Inégalité de Cauchy Schwarz :

|⟨x, y⟩| ≤ ⟨x, x⟩
1
2 · ⟨y, y⟩

1
2

Remarque 1.1.2. Si E est un espace vectoriel réel, on remplace la condition iv)

par ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

Définition 1.1.2. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe

muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme associé.

Exemple 1.1.

1) L’espace euclidien Rn muni du produit scalaire définie par :

< x, y > = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn

=
n∑

j=1
xjyj.

est un espace de Hilbert.

2) On définit le produit scalaire dans l’espace unitaire Cn par :

< x, y > = x1ȳ1 + x2ȳ2 + . . .+ xnȳn

=
n∑

j=1
xj ȳj.

Alors Cn est un espace de Hilbert.

3) Le produit scalaire le plus simple de fonction est l’intégrale du produit de ces

fonctions sur un intervalle borné [a, b]

⟨f, g⟩ =
b∫

a

f(x)g(x)dx.

La norme associé est ∥f∥ =
√

⟨f, f⟩.

3



1.2. QUELQUES RAPPELS SUR LES POLYNÔMES

Définition 1.1.3. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. On dit que

deux vecteur x et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul ; ⟨x, y⟩ = 0.

- Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si les vecteurs de cette famille

sont deux à deux orthogonaux.

- Une famille de vecteurs est dite orthonormale si elle est orthogonale et tous

ces vecteurs sont de norme 1.

Remarque 1.1.3.

. D’une famille orthogonale {e1, e2, . . . , en, . . .} on peut facilement passer à une

famille orthonormale en normalisant les vecteurs e′
i = ei

∥ei∥
.

. Soient v1, v2, . . . , vk des vecteurs orthogonaux entre eux, alors on a

∥v1 + v2 + . . .+ vk∥2 = ∥v1∥2 + ∥v2∥2 + . . .+ ∥vk∥2.

Pour la remarque voir ([9]).

Exemple 1.2. Dans l’espace des fonctions continues C ([0, 2π],R) muni du produit

scalaire ⟨f, g⟩ =
2π∫
0

f(t)g(t)dt, la famille {1, cosnx, sinnx} est orthogonale. La fa-

mille

{ 1√
2π
,

1√
π

cosnx, 1√
π

sinnx} est une famille orthonormale.

1.2 Quelques rappels sur les polynômes
Soit pn un polynôme. Alors pn s’écrit sous la forme pn(x) = anx

n + an−1x
n−1 +

. . .+ a0 avec an ̸= 0. Les propriétés générales d’un polynôme sont les suivantes :
• Un polynôme est nul si et seulement si tous ses coefficient sont nuls.
• Deux polynôme sont égaux si et seulement s’ils ont les mêmes coefficients.
• Si le polynôme p(x) =

∑
akx

k est non nul, le degré du polynôme, noté deg(p)
est le plus grand indice n tel que an ̸= 0.
- deg(p+ q) ≤ sup{deg(p), deg(q)}.
- deg(p× q) = deg(p) + deg(q).
- deg(λp) = deg(p) pour λ ̸= 0.
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1.3. QUELQUES RAPPELS SUR LES FONCTIONS RÉELS

• Le coefficient dominant d’un polynôme non nul est le coefficient dont l’indice
est égale au degré du polynôme.

• Un polynôme est unitaire ou normalisé si et seulement si son coefficient do-
minant est égale à un.

1.3 Quelques rappels sur les fonctions réels

Règle de Leibniz

Théorème 1.3.1. Soient f et g deux fonctions numériques définies sur [a, b] et

ayant une dérivée d’ordre n sur [a, b]. Alors, la fonction produit f.g est aussi n fois

dérivable sur [a, b] et on a la formule suivante dite formule de Leibniz :

(f.g)(n) =
n∑

k=0

n!
k!(n− k)!f

(n−k)g(k).

Formule de Taylor
Soit f une fonction définie sur l’ensemble ouvert Ω ⊂ Rn à valeur dans R. Pour

a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Ω donnée et pour b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn. La fonction ξ de
R dans R : t −→ f(a+ tb) est définie sur un voisinage de 0. On a f(a+ b) − f(a) =
ξ(1) − ξ(0). On suppose que f admet des dérivées partielles continues jusqu’au rang
p. Alors, on a la formule de Taylor à l’ordre m suivante :

f(a+ b) = f(a) + 1
1!N1(b) + 1

2!N2(b) + . . .+ 1
m!Nm(b) + λ∥b∥m

n .

où λ −→ 0 avec ∥b∥n et

Nk(b) =
∑

α1+α2+...+αn=k

k!
α1! + α2! . . . αn!

∂kf

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

(a)bα1
1 bα2

2 . . . bαn
n .

Fonctions génératrices

Définition 1.3.1. Soit (un)n⩾0 une suite, on appelle fonction génératrice associé à

la suite (un)n⩾0, la fonction f définie par : f(t) =
∞∑

n=0
unt

n.

On appelle fonction génératrice exponentielle associé à la suite (un)n⩾0 , la fonction

f définie par : f(t) =
∞∑

n=0
un
tn

n! .

5



1.3. QUELQUES RAPPELS SUR LES FONCTIONS RÉELS

Fonction Gamma
La fonction Gamma, noteé Γ, est définie par

Γ(z) =
+∞∫
0

e−ttz−1dt, ℜ(z) > 0.

Pour des valeurs entières positives, la fonction Gamma généralise la notion de fac-
toriel, on a

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n! car Γ(1) = 1.

La fonction Gamma possède plusieurs propriétés, on a

• Γ(α + n)
Γ(α) = (α)n = α(α + 1) . . . (α + n− 1).

• Γ(1/2) =
√
π.

• La formule de complément : Γ(z)Γ(1 − z) = π

sin πz .

• La formule de duplication de la fonction Gamma

22z−1Γ(z)Γ(z + 1
2) = Γ(1

2)Γ(2z).

Pour plus de propriétés, consulter [12].

Fonction de poids

Définition 1.3.2. On appelle fonction continue de poids sur l’intervalle [a, b], toute

fonction ω(x) vérifiant les conditions suivantes :

. Pour tout x ∈ [a, b], ω(x) > 0.

. La convergence ;
b∫

a

ω(x)dx < ∞.

Remarque 1.3.1. La fonction de poids ω(x) est une fonction continue et positive

dans [a, b] telle que an =
b∫

a

xnω(x)dx existe pour n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Définition 1.3.3. On dit que les deux fonctions f et g sont orthogonaux relativement

à la fonction de poids ω(x) sur [a, b] si

⟨f, g⟩ =
b∫

a

f(x)g(x)ω(x)dx = 0.

6



1.4. ORTHOGONALISATION DE GRAM SCHMIDT

1.4 Orthogonalisation de Gram Schmidt
Le procédé de Gram Schmidt est un algorithme pour construire à partir d’une

famille libre finie une base orthonormale du sous espace qu’elle engendre. Soit {ai}i

une famille libre, alors il existe un système de vecteur orthonormal {ei}i tel que les
étapes du algorithme de Gram Schmidt sont les suivantes :

• Première étape : le premier élément de la suite orthonormale e1, est obtenu à
partir de e1 = 1

∥a1∥
a1.

• Deuxième étape : toutes les étapes suivantes contient deux parties :
- Créons d’abord le vecteur orthogonal aux vecteurs précédent, puis on le

normalise.
- Créons v2 comme v2 = a2 − ⟨a2, e1⟩e1 puis on le normalise, e2 = 1

∥v2∥
v2.

• Troisième étape : créons v3 comme v3 = a3 − ⟨a3, e1⟩e1 − ⟨a3, e2⟩e2 puis on le
normalise, e3 = 1

∥v3∥
v3.

• La n− ième étape : supposons {e1, . . . , en−1} est un ensemble orthonormal tel
que
V ec < e1, . . . , en−1 > = V ec < a1, . . . , an−1 >. Le vecteur vn est défini par :

vn = an −
n−1∑
k=1

⟨an, ek⟩ek,

et on le normalise en = 1
∥vn∥

vn.

Notons que vn est un vecteur non nul, sinon an appartient à la famille gé-
nératrice {a1, a2 . . . , an−1} et cette dernière famille est libre. Notons encore
que vn est orthogonale à tous les vecteurs e1, e2, . . . , en−1. Par conséquent,
on obtient une famille orthonormale {e1, . . . , en} avec V ec < e1, . . . , en > =
V ec < a1, . . . , an > .

Remarque 1.4.1. On peut utiliser le procédé de Gram Schmidt sur une famille

infinie dénombrable de vecteurs.

Exemple 1.3. Considérons l’ensemble A = {1, x, x2} et soit a1 =1, a2 = x, a3 = x2.

Le procédé de Gram Schmidt est utilisé pour obtenir un ensemble {e1, e2, e3} ortho-

normal par rapport au produit scalaire suivant :

⟨f, g⟩ =
1∫

−1

f(x)g(x)dx.

En effet, on suit les étapes suivantes :

7



1.4. ORTHOGONALISATION DE GRAM SCHMIDT

• Première étape : le premier élément de la suite orthonormal e1, est obtenu à
parti de e1 = 1

∥a1∥
a1 = 1√

2
.

• Deuxième étape : créons v2 et e2

v2 = a2 − ⟨a2, e1⟩e1

= x− ⟨x, 1√
2

⟩ 1√
2

= x− 1
2

1∫
−1

xdx = x.

et on le normalise, e2 = 1
∥v2∥

v2 = x√
2
3

=
√

3
2x.

• Troisième étape : construisons le vecteur v3, on a

v3 = a3 − ⟨a3, e1⟩e1 − ⟨a3, e2⟩e2

= x2 −

 1∫
−1

x2.
1√
2
dx

 . 1√
2

−

 1∫
−1

x2.

√
3
2xdx

 .
√

3
2x

= x2 − 1
2 .

2
3 − 3

2x.0 = x2 − 1
3 .

Notons que

∥v3∥2 =
1∫

−1

(
x2 − 1

3

)
dx = 8

45 ,

Par conséquent,

e3 = 1
∥v3∥

v3 = 3
√

5
2
√

2
.
(
x2 − 1

3

)
.

D’où la famille {e1, e2, e3} est orthonormale.

Propriété du procédé de Gram Schmidt :
• Nous avons en = ak − pk ; où pk est la projection orthogonal du vecteur ak sur

le sous espace engendré par a1, . . . , ak−1.
• La norme ∥ek∥ est une distance de ak à l’espace engendré par a1, . . . , ak−1 et

∥ek∥ =
√

⟨vk, vk⟩.
Pour plusieurs d’autres propriétés voir ([9]).
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Chapitre 2

Polynômes orthogonaux

Ce chapitre est consacré à l’etude des propriétés fondamentale des polynômes
orthogonaux. En particulier, on étudie la formule de récurrence et la formule Dar-
boux christoffel.
Les polynômes de type hypergéométrique sont aussi étudies dans ce chapitre. Les
ouvages utilisés pour la réalisation de ce chapitre sont [13], [3], [7], [12], [14], [9].

2.1 Propriétés générales d’un Polynôme orthogo-

nal

Définition 2.1.1. Une suite de polynômes orthogonaux est une famille de polynômes

(fini ou infini) p0(x), p1(x), p2(x), . . . avec pn(x) est de degré n tel que pour deux

polynômes quelconque de cette famille sont orthogonaux dans C[a, b]. Autrement dit,

⟨pi, pj⟩ =
b∫

a

pi(x)pj(x)dx = 0 pour i ̸= j.

Définition 2.1.2. Une famille de polynôme est dite orthogonale par rapport à la

fonction de poids ω(x) dans C[a, b] si

< pn, pm >=
∫
pn(x)pm(x)ω(x)dx = hnδm,n

9



2.1. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES D’UN POLYNÔME ORTHOGONAL

où hn =< pn, pn > et δm,n désigne la fonction delta Kronecker définie par
1 si m = n;

0 si m ̸= n.

Théorème 2.1.1. Étant donné une suite de polynôme orthogonal, chacun de ses

polynôme est orthogonal à tout polynôme de degré strictement inférieur.

Démonstration. Supposons que (pn)n la suite de polynôme orthogonal, soit pm un

polynôme tel que pn et pm sont orthogonaux,

⟨pn, pm⟩ = 0 si m < n.

On a

⟨pn, x
k⟩ = 0, pour k < n.

D’autre part, nous avons

qm(x) =
m∑

k=0
akx

k si m < n.

Lequel ∫ b

a
pn(x)qm(x)ω(x)dx =

∫ b

a
pn(x)

(
m∑

k=0
akx

k

)
ω(x)dx

=
m∑

k=0
ak

∫ b

a
pn(x)xkω(x)dx

=
m∑

k=0
ak⟨pn, x

k⟩ si m < n.

Donc ∫ b

a
pn(x)qm(x)ω(x)dx = 0.

Remarque 2.1.1. Le produit scalaire ⟨xpn−1, pn⟩ est encore le produit d’un poly-

nôme de degré n, xpn−1, par pn ; si bn désigne le coéfficient de pn dans le développe-

ment de xpn−1, le produit scalaire considéré se réduit à :

⟨xpn−1, pn⟩ = bn⟨pn, pn⟩ ≠ 0.

10



2.2. DÉVELOPPEMENT D’UN POLYNÔME QUELCONQUE SUIVANT DES POLYNÔMES
ORTHOGONAUX

2.2 Développement d’un polynôme quelconque sui-

vant des polynômes orthogonaux

Proposition 2.2.1. Tout polynôme qn(x) de degré n est une combinaison linéaire

des polynômes orthogonaux pk(x) ; (k=0,1,2,. . .,n).

qn(x) =
n∑

k=0
ak,npk(x). (2.1)

Démonstration. Ceci est évident pour n = 0 ; pour n > 0, faisons une démonstration

par récurrence. Supposons que chaque polynôme qn−1(x) à la représentation

qn−1(x) =
n−1∑
k=1

ak,n−1pk(x). (2.2)

Pour qn(x), choisissons la constante an,n de sorte que le coefficient affectant le terme

le plus haut degré du polynôme qn(x) − an,npn(x) soit nul, c’est à dire qn(x) −

an,npn(x) = qn−1(x). Utilisons (2.1), on obtient (2.2) pour qn(x) .

Les coefficient ak,n dans (2.1) sont déterminés, par la propriété d’orthogonalité,
b∫

a

pn(x)pm(x)ω(x)dx = 0 si m ̸= n, (2.3)

par la formule

ak,n = 1
d2

k

b∫
a

qn(x)pk(x)ω(x)dx (2.4)

dans laquelle

d2
k =

b∫
a

p2
k(x)ω(x)dx

est le carré de la norme. Montrons que la condition d’orthogonalité (2.3) est équi-

valente à
b∫

a

pn(x)xmω(x)dx = 0 si m < n. (2.5)

Effet, en développant dans l’intégrale (2.3) le polynôme pm(x) suivant les puissances

de x, pour m < n, on prouve (2.3) à partir de (2.5). De même, en développant xm

suivant les polynômes orthogonaux pk(x), on prouve (2.5) si (2.3) est vrai.
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2.3. UNICITÉ D’UN SYSTÈME DE POLYNÔMES ORTHOGONAUX PAR RAPPORT À UN
POIDS DONNÉ

2.3 Unicité d’un système de polynômes orthogo-

naux par rapport à un poids donné
La donnée d’un intervalle ]a, b[ et une foction de poids ω(x) suffit de définir des

polynômes pn(x) vérifiant la relation d’orthogonalité (2.5). Supposons qu’il existe
deux polynômes pn(x), p̃n(x) vérifiant (2.5). On a

p̃n(x) =
n∑

k=0
ak,npk(x).

D’après (2.4) et (2.5), nous avons ak,n = 0 pour k < n, d’où la proportionnalité des
polynômes pn(x) et p̃n(x). Il existe une représentation explicite de pn(x) sous forme
d’un déterminant :

pn(x) = An

a0 a1 . . . an

a1 a2 . . . an+1
... ... . . . ...

an−1 an . . . a2n−1
1 x . . . xn

(2.6)

où An est une constante de normalisation et ak =
b∫

a

xkω(x)dx. On peut vérifier que

le polynôme (2.6) satisfait la condition d’orthogonalité (2.5).

Remarque 2.3.1. Le coefficient de xn dans (2.6) est distinct de zéro à chaque fois

que An ̸= 0, car il est proportionnel au déterminant de Gram pour les fonctions

1,x,. . .,xn−1. voir ([8]).

2.4 Relation de récurrence
Pour toute suite de polynôme orthogonaux, il existe une relation de récurrence

relativement à trois polynômes consécutifs.

Théorème 2.4.1. Trois polynômes orthogonaux quelconques de degré successifs

pn−1(x), pn(x) et pn+1(x) sont liés par une formule de récurrence :

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x); (2.7)

et αn, βn, γn sont des constantes.
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2.4. RELATION DE RÉCURRENCE

Démonstration. On a le développement

xpn(x) =
n+1∑
k=1

ak,npk(x). (2.8)

D’après l’équation (2.4), on a

ak,n = 1
d2

k

∫ b

a
pk(x)xpn(x)ω(x)dx. (2.9)

Puisque la fonction xpk(x) est un polynôme de degré k+ 1, en vertu de la propriété

d’orthogonalité du polynôme pn(x) les coefficients ak,n s’annulent pour (k+1)<n.

Ainsi le développement (2.8) peut s’écrire sous la forme

xpn = αnpn+1 + βnpn + γnpn−1, (2.10)

et αn = an+1,n, βn = an,n, γn = an−1,n . Les coefficients αn, βn, γn se laissent

exprimer en fonction du carré de la norme d2
n et des coefficients a′

n, bn affectant les

puissances n− ième et (n− 1)ième du polynôme pn(x) :

pn(x) = a
′

nx
n + bnx

n−1 + . . . (a′

n ̸= 0).

Il réduit de (2.9) que d2
kak,n = d2

nan,k . Puisque αn−1 = an,n−1 et γn = an−1,n on

obtient, en posant, k = n− 1 que

γn = αn−1
d2

n

d2
n−1

. (2.11)

D’autre part, en utilisant (2.10), on déduit les coefficient a′
n = αna

′
n+1 et bn =

αnbn+1 + βna
′
n. Par conséquent,

αn = a
′
n

a
′
n−1

, βn = bn

a′
n

− bn+1

a
′
n+1

, γn = a
′
n−1
a′

n

d2
n

d2
n−1

. (2.12)

Ainsi donc, connaissant les coefficient a′
n et bn et le carré de la norme d2

n des poly-

nômes orthogonaux quelconques pn(x), on peut définir par récurrence les polynômes

pn−1 à partir des polynômes pn et pn−1.
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2.5. FORMULE DE DARBOUX CHRISTOFFEL

Considérons une relation de récurrence du type (2.7)

zun(z) = αnun+1(z) + βnun(z) + γnun−1(z); (2.13)

et z est une valeur complexe. Une des solutions des cette relation est fournie par les
polynômes pn(z) orthogonaux sur l’intervalle ]a, b[ par rapport au poids ω(x). Une
autre solution, pour z /∈ [a, b], est représentée par les fonctions

qn(z) =
∫ b

a

pn(s)ω(s)
s− z

ds.

En effet, il suffit d’intégrer la relation de récurrence pour les polynômes pn(s) sur

l’intervalle ]a, b[ avec le poids ω(s)
s− z

et d’appliquer l’égalité

∫ b

a

spn(s)ω(s)
s− z

ds =
∫ b

a

(
1 + z

s− z

)
pn(s)ω(s)ds

=
∫ b

a
pn(s)ω(s)ds+ z

∫ b

a

pn(s)ω(s)
s− z

ds = zqn(z) (n ⩾ 1)

A la fonction qn(z) est étroitement liée la fonction

rn(z) =
∫ b

a

pn(s) − pn(z)
s− z

ω(s)ds.

On voit que c’est un polynôme de degré n−1, qu’on l’appelle polynôme de deuxième
espèce. Si z ∈ [a, b], on a

rn(z) =
∫ b

a

pn(s) − pn(z)
s− z

ω(s)ds

=
∫ b

a

pn(s)ω(s)
s− z

ds− pn(z)
∫ b

a

ω(s)
s− z

ds

= qn(z) − 1
a

′
0
pn(z)q0(z).

Si z /∈ [a, b] les fonctions pn(z), qn(z) vérifient la même relation (2.13) on conçoit
que les polynômes rn(z) vérifient cette relation eux aussi. Or, en vertu de la conti-
nuité, ils vérifient également pour z ∈ [a, b].

2.5 Formule de Darboux Christoffel
De la relation de récurrence découle immédiatement une formule importante de

la théorie des polynômes orthogonaux dite la formule de Darboux Christoffel.
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2.5. FORMULE DE DARBOUX CHRISTOFFEL

Théorème 2.5.1. La formule de Darboux Christoffel est donnée par :

n∑
k=0

pk(x)pk(y)
d2

k

= 1
d2

n

an

an−1

pn+1(x)pn(y) − pn(x)pn+1(y)
x− y

. (2.14)

où d2
k =

∫ b

a
p2

k(x)ω(x)dx.

Démonstration. D’après la relation de récurrence, on a

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x);

et d’après la formule (2.11), on a

xpk(x) = αkpk+1(x) + βnpk(x) + αk−1
d2

k

d2
k−1

pk−1(x).

De même,

ypk(y) = αkpk+1(y) + βnpk(y) + αk−1
d2

k

d2
k−1

pk−1(y).

Pour k = 0 ces relation restent vraies si on pose α−1

d2
−1

= 0 et p−1(x) = 0. Multiplions

la première par pk(y), la seconde par pk(x), divisons chacune des relations par d2
k et

faisons la soustraction terme à terme. On obtient,

(x− y) pk(x)pk(y)
d2

k

= Ak(x, y) − Ak−1(x, y),

avec

Ak(x, y) = αk

d2
k

[pk+1(x)pk(y) − pk(x)pk−1(y)] .

En déduire par la sommation de k = 0 à k = n,

(x− y)
n∑

k=0

pk(x)pk(y)
d2

k

= An(x, y).

Cette dernière formule obtenue est équivalente à (2.14), car αn = an

an+1
.

Dans le théorème suivant, on étudie les propriétés des zéros d’un polynôme or-
thogonal.

Théorème 2.5.2. Tout les zéros xj du polynôme pn(x) sont simple et contenus à

l’intérieur de l’intervalle ]a, b[ .
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2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

Démonstration. Supposons que le polynôme pn(x) change de signe sur ]a, b[ en pa-

sant par k points. On a évidement 0 ⩽ k ⩽ n. Pour que la propriété proposée ait

lieu, il faut que k = n. Posons

qk(x) =


1 si k = 0;

k∏
j=1

(x− xj) si 0 < k ⩽ n.

Dans ce cas, xj sont les points en lesquels le polynôme pn(x) change de signe. Le

produit pn(x)qk(x) garde le signe pour a < x < b, on a donc∫ b

a
pn(x)qk(x)ω(x)dx ̸= 0.

On déduit que k = n, car pour k < n on a d’après l’équation (2.3)∫ b

a
pn(x)qk(x)ω(x)dx = 0.

On montre que les zéros des polynômes pn(x) et pn+1(x) alternent .

Considérons un cas particulier de la formule de Darboux Christoffel (2.14) qui se

réalise quand on fait un passage à la limite y vers x :
n∑

k=0

p2
k(x)
d2

k

= 1
d2

n

an

an−1
[ṕn+1(x)pn(x) − ṕn(x)pn+1(x)] . (2.15)

Considérons xj pour j = 1, . . . , n + 1 les zéros du polynôme Pn+1(x). Le signe du

produit ṕn+1(x)pn(x) dans les zéros xj du polynôme pn+1(x) est indépendant de j.

Or le premier facteur ṕn+1(x) change de signe en passant, de xj à xj+1 ; c’est la

même chôse pour le second facteur. Par conséquent, pn(x) s’annule au moins dans

un point de l’intervalle ]xj, xj+1[. Puisque il y ’a n intervalles dont chacun contient

au moins un des n zéros du polynôme pn(x) et deux zéros successifs du polynôme

pn+1(x) en cadrent exactement un zéro du polynôme pn(x).

2.6 Polynômes de type hypergéométrique
De nombreux problèmes de mathématique appliquées et de physique conduisant

à des équations de la forme :
p(x)y′′ + q(x)y′ + λy = 0, (2.16)
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2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

où p(x) et q(x) sont des polynômes au plus de second et du premier degré respecti-
vement, et λ est une constante.

Définition 2.6.1. On appelle l’équation (2.16) une équation de type hypergéomé-

trique et ses solution des fonctions de type hypergéométrique.

Pour toute solution de l’équation(2.16), la propriété fondamentale suivante est
satisfaite.

Théorème 2.6.1. Toute les dérivées des fonctions de type hypergéométrique sont

aussi des fonctions de type hypergéométrique.

Démonstration. En effet, dérivons l’équation (2.16). On obtient une fonction υ1(x) =

y
′(x) qui vérifie l’équation

p(x)υ′′

1 + q1(x)υ′

1 + µ1υ1 = 0 (2.17)

dans laquelle

q1(x) = q(x) + p
′(x),

µ1 = λ+ q
′(x).

Puisque q1(x) est un polynôme de degré non supérieur à 1 et µ1 est indépendant de

x, alors l’équation (2.17) est bien une équation du type hypergéométrique.

La réciproque est aussi vraie : chaque solution de l’équation (2.17) pour λ ̸= 0 est

dérivée d’une solution de l’équation (2.16). Soit υ1(x) une solution de (2.17). Si elle

était dérivée d’une solution y(x) de l’équation (2.16), ces deux fonctions doivent

vérifier la relation suivante (voir(2.16)) :

y(x) = − 1
λ

[
p(x)υ′

1 + q(x)υ1
]
.

Montrons que la fonction y(x) définie par cette formule satisfait l’équation (2.16) et

que sa dérivée est égale à υ1. On a

λy
′ = −

[
p(x)υ′′

1 + q1(x)υ′

1 + q
′(x)υ1

]
= λυ1.
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2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

D’où y
′ = υ1(x). En portant υ1 = y

′ dans l’expression initiale de y(x), on retrouve

l’équation (2.16) pour y(x).

D’une façon analogue, on peut obtenir par récurrence, pour toute fonction υn(x) =

y(n)(x), une équation du type hypergéométrique

p(x)υ′′

n + qn(x)υ′

n + µnυn = 0 (2.18)

dans laquelle

qn(x) = q(x) + np
′(x), (2.19)

µn = λ+ nq
′ + 1

2n(n− 1)p′′
.

Ici, chaque solution de (2.18) pour µk ̸= 0 (k = 0, 1, . . . , n− 1) peut être représentée

sous la forme υn(x) = y(n)(x) où y(x) est une solution de l’équation (2.16).

Dérives du polynôme de type hypergéométrique

La propriété de l’équation (2.16) considérée ci dessus permet de construire une
famille de solutions particulières de l’équation(2.16) pour des valeurs déterminées
de λ. En effet, lorsque µn = 0 l’équation (2.18) admet une solution particulière
υn(x) =const. Puisque υn(x) = y(n)(x), cela signifie que pour

λ = λn = −nq′ − 1
2n(n− 1)p′′

,

l’équation de type hypergéométrique admet une solution particulière y(x) = yn(x)
qui est un polynôme de degré n. De telles solutions seront appelées polynômes de
type hypergéométrique.
Les polynômes yn(x) sont les solutions de l’équation (2.16). Afin d’expliciter le po-
lynôme yn(x), multiplions les équations (2.16) et (2.18) par des fonctions ω(x) et
ωn(x) telles que

(pω)′ = qω, (2.20)

(pωn)′ = qnωn. (2.21)

permettent d’écrire ces équation sous la forme

(pωy′)′ + λωy = 0.

(pωnυ
′

n)′ + µωnυn = 0. (2.22)
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2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

En faisant intervenir l’expression explicite de pn(x), on établit une relation entre les
fonctions ωn(x) et ω0(x) = ω(x). Utilisons les équations (2.19), (2.20) et (2.21), on
obtient

(pωn)′

ωn

= q + np
′ = (pω)′

ω
+ np

′
.

Alors (pωn)′

ωn

= (pω)′

ω
+ np

′
. Ceci est équivalent à

p
′
ωn + ω

′
np

ωn

= p
′
ω + ω

′
p

ω
+ np

′
,

c’est à dire
p

′ + pω
′
n

ωn

= p
ω

′

ω
+ p

′ + np
′
.

Divisons par p, on voit que
ω

′
n

ωn

= ω
′

ω
+ n

p
′

p
.

Intégrons les deux membres de cette dernière égalité, on obtient

lnωn = lnω + n ln p.

Utilisons les propriétés de logarithme, lnωn = lnω+ ln pn, ou encore lnωn = lnωpn,
Donc

ωn(x) = pn(x)ω(x), (n = 0, 1, . . .). (2.23)

Cherchons maintenant l’expression explicite des polynômes de type hypergéomé-
trique yn(x). Comme pωn = ωn+1 et υn(x) = y(n)(x), l’équation (2.22) s’écrie sous
la forme

ωnυn = − 1
µn

(ωn+1υn+1)
′
. (2.24)

D’où, pour m < n, on déduit successivement

ωmυm = − 1
µm

(ωm+1υm+1)
′

=
(

− 1
µm

)(
− 1
µm+1

)
(ωm+2υm+2)

′′
= . . . = Am

An

(ωnυn)(n−m) ,

où

An = (−1)n
n−1∏
k=0

µk, A0 = 1. (2.25)

Si y(x) est un polynôme de degré n, y = yn(x), il vient alors

υn(x) = y(n)(x) = const.
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2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

On exprime y(m)
n (x) par

y(m)
n (x) = AmnBn

ωm(x) [ωn(x)](n−m) , (2.26)

avec

Amn = Am(λ)|λ=λn , Bn = 1
Ann

y(n)
n (x). (2.27)

Cas particulier, pour m = 0 on obient une expression explicite des polynômes du
type hypergéométrique yn(x)

yn(x) = Bn

ω(x) [pn(x)ω(x)](n) (n = 0, 1, . . .). (2.28)

Ainsi les solutions polynômiales de l’équation (2.16) sont définis de manière unique
par (2.28) à une constante arbitraire prés. Ces solutions correspondent aux valeur
µn = 0, c’est à dire

λ = λn = −nq′ − 1
2n(n− 1)p′′

. (2.29)

Définition 2.6.2. L’équation (2.28) est appelée la formule de Rodrigue.

Remarque 2.6.1. Les dérivées y(m)
n (x) = υmn(x) sont des polynômes de type hy-

pergéométrique, car elles sont des polynômes de degré (n−m) satisfont à l’équation

p(x)υ′′

mn(x) + q(x)υ′

mn(x) + µmυmn(x) = 0. (2.30)

La formule de Rodrigue pour y(m)
n (x) s’écrie sous la forme

y(m)
n (x) = AmnBn

pm(x)ω(x)
dn−m

dxn−m
[pn(x)ω(x)] , (2.31)

où

µkn = µk(λn).

Puisque
µkn = λn − λk

= λn + kq′ + k(k − 1)
2 p

′′

= −(n− k)
(
q

′ + n+ k − 1)
2 p

′′

)
.

On a

Amn = n!
(n−m)

m−1∏
k=0

(
q

′ + n+ k − 1)
2 p

′′
)
. (2.32)

20



2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

Lorsqu’on considère la fonction de poids ψ suivante

ψ(x) = 1
p(x) exp

 x∫
x0

q(x)
p(x)dt

 .
Alors la suite des polynômes orthogonaux solutions de l’équation différentielle (2.16)
est donnée par la formule de Rodrigue (anciennement appelée formule de Ivory-
Jacobi)

Pn(x) = cn

ψ(x)
dn

dxn
(ψ(x)[p(x)]n) ,

où cn est une constante de normalisation qui sera déterminée par la condition sui-
vante

b∫
a

pn(x)pn(x)ψ(x)dx = 1.

Démonstration. Posons φ(x) = ψ(x)[p(x)]n et montrons que 1
ψ(x)

dn

dxn
φ(x)

est une solution de l’équation (2.16). Calculons d’abord

ψ
′ =

(
− p

′

p2 + 1
p
.
q

p

)
exp

 x∫
x0

q(t)
p(x)dt



= q − p
′

p
ψ.

D’une part,

(
φ(n)

ψ

)′

= φ(n+1)ψ − φ(n)ψ
′

ψ2 =
φ(n+1) − φ(n)

(
q−p

′

p

)
ψ

= φ(n+1)

ψ
+ (p′ − q)φ′

ψp
.

En suite,(
φ(n)

ψ

)′′

=
(
φ(n+1)

ψ

)′

+
(

(p′ − q)φn

ψp

)′

= φ(n+2)

ψ
+ (p′ − q)φn+1

ψp
+ [(p′ − q)φn]′

ψp− (p′ − q)φnψp

(ψp)2

= φ(n+2)

ψ
+ 2(p′ − q)φn+1

ψp
+
[

(p′′ − q
′)

ψp
− [(p′ − q)q

(ψp)2

]
φ(n).
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2.6. POLYNÔMES DE TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE

Donc

p

[
φ(n)

ψ

]′′

+ q

[
φ(n)

ψ

]′

+ λ

[
φ(n)

ψ

]
= p

ψ
φ(n+2) + 2p′ − q

ψ
φ(n+1) +

[
(p′′ − q

′)
ψ

+ λ

ψ

]
φ(n).

(2.33)

D’autre part,
pφ

′ = p(ψpn)′

= p(ψ′
pn + nψpn−1p

′)

= ψ
′
pn+1 + nψpnp

′

=
(
q − p

′

p

)
ψpn+1 + nψpnp

′

= (q − p
′ + np

′)φ

= (q + (n− 1)p′)φ.

Dérivons (n + 1) fois l’égalité précédente et utilisons la règle de Leibniz, on

obtient,

pφ(n+2) + (n+ 1)p′
φ(n+1) + n(n+ 1)

2 p
′′
φ(n)

=
[
q + (n− 1)p′]

φ(n+1) + (n+ 1)
[
q

′ + (n+ 1)p′′]
φ(n).

Après avoir organisé ce qui précède, on conclut que

pφ(n+2)+
[
(n+ 1)p′ − (q + (n− 1)p′)

]
φ(n+1)+

[
n(n+ 1)

2 p
′′ − (n+ 1)(q′ + (n− 1)p′′)

]
φ(n)

= pφ(n+2) +
(
2p′ − q

)
φ(n+1) +

(
p

′′ − q
′ +

(
n− n2

2

)
p

′′ − nq
′
)
φ(n) = 0.

Comparons cela avec (2.33), on voit que la fonction 1
ψ(x)

dn

dxn
φ(x) est une

solution de l’équation (2.16).

Réciproquement, on a le théorème suivant.

Théorème 2.6.2. Soit Pn(x) une suite de polynômes orthogonaux définie à l’aide

d’une formule de Rodrigue. Alors Pn(x) satisfait pour n ⩾ 0 l’équation (2.16).

22
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Démonstration. D’une part, la règle de Leibniz nous donne ( posons D = d
dx

)

Dn+1 [XD(ψXn)] =
n+1∑
k=0

Ck
n+1X

(k)Dn+1 [D(ψXn)] , orX0 = X

= X(k)Dn+2(ψXn) + (n+ 1)X ′
Dn+1(ψXn) + (n+1)n

2 X
′′
Dn(ψXn)

car X(k) = 0 pour k ⩾ 3

On utilise maintenant le fait que Dn(ψXn) = KnψPn pour déduire que

Dn+1 [XD(ψXn)] = Kn

[
XD2(ψPn) + (n+ 1)X ′

D(ψPn) + (n+ 1)n
2 X

′′(ψPn)
]
.

D’autre part,

Dn+1 [XD(ψXn)] = Dn+1
[
Xn+1Dψ + nX

′
Xnψ

]
= Dn+1

[
Xn(XDψ + nX

′
ψ)
]

= Dn+1
[
Xn(D(Xψ) + (n− 1)ψX ′)

]
,

mais D(Xψ) = K1ψP1 (formule de Rodrigue pour n=1) donc

Dn+1 [XD(ψXn] = Dn+1
[
Xn(K1P1 + (n− 1)ψX ′)

]
Développons, en utilisant la formule de Leibniz, alors

Dn+1 [XD(ψXn)] = Dn+1(Xnψ)(K1P1 + (n− 1)X ′) + (n+ 1)Dn(Xnψ)

(K1P
′
1 + (n+ 1)X ′′)

= Kn

[
D(ψPn)(K1P1 + (n− 1)X ′) + (n+ 1)(ψPn)

(K1P
′
1 + (n− 1)X ′′)

]
.

On identifie ces deux valeurs de Dn+1 [XD(ψXn)]

XD2(ψPn) + (n+ 1)X ′
D(ψPn) + (n+ 1)n

2 X
′′(ψPn)

= D(ψPn)(K1P1 + (n− 1)X ′) + (n+ 1)(ψPn)(K1P
′

1 + (n− 1)X ′′).

Lequel

XD2(ψPn) +D(ψPn)
[
(n+ 1)X ′ −K1P1 − (n− 1)X ′

]
+
[
(ψPn)(n+ 1)n

2 X
′′

−(ψPn)
(
(n+ 1)K1P

′
1 − (n+ 1)(n− 1)X ′′

)]
= 0,

23
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ou bien

XD2(ψPn) +D(ψPn)
[
2X ′ −K1P1

]
+ (ψPn)

[
−(n2 + n+ 2

2 X
′′ − (n+ 1)K1P

′

1

]
= 0

et D(ψPn) = ψ
′
Pn + ψP

′
n , D2(ψPn) = ψ

′′
Pn + 2ψ′

P
′
n + ψP

′′
n .

Donc

XψP
′′
n + P

′
n

[
2ψ′

X −K1P1)
]

+
[
Pn

(
Xψ

′′ + ψ
′(2X ′ −K1P1) + ψ

)
−Pn

(
(n2 + n+ 2

2 X
′′ − ψ(n+ 1)K1P

′
1

)]
= 0.

On divise par ψ (non nul sur [a, b] ) :

XP
′′

n +K1P1P
′

n +
[
K1P

′

1 − ψ
′

ψ
K1P1 − (n2 + n)

2 X
′′ − (n+ 1)K1P

′

1

]
Pn = 0

On a

XP
′′

n +K1P1P
′

n +
[
−n

2 (n− 1)X ′′ − nK1P
′

1

]
Pn = 0

Finalement, 

p(x) = X(x)

q(x) = K1P1

λn = n

(
(n− 1)

2 X
′′ −K1P

′
1

)
.

2.7 Orthogonalité des polynômes du type hyper-

géométrique

Théorème 2.7.1. Supposons que la fonction ω(x) vérifie, aux extrémités d’un in-

tervalle ]a, b[ la condition

p(x)ω(x)xk|x=a,b = 0, (k = 0, 1, 2, . . .). (2.34)
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Alors les polynômes du type hypergéométrique yn(x) correspondant aux différentes

valeur de λn sont orthogonaux sur l’intervalle ]a, b[ par rapport au poids ω(x). Au-

trement dit,
b∫

a

yn(x)ym(x)ω(x)dx = 0 (λm ̸= λn).

Démonstration. Considérons les équations différentielles pour les polynômes yn(x)

et ym(x) :

[p(x)ω(x)y′

n]′ + λnω(x)yn = 0,

[p(x)ω(x)y′

m]′ + λmω(x)ym = 0.

Multiplions la première par ym(x) et la seconde par yn(x). En suite , retranchons la

deuxième égalité de la première et intégrons le résultat entre a et b. Puisque

ym(x)[p(x)ω(x)y′
n(x)]′ − yn(x)[p(x)ω(x)y′

m(x)]′

= d

dx
[p(x)ω(x)W [ym(x), yn(x)]] ,

où W (u, v) =
u v

u
′
v

′
est le Wronskien. Alors on obtient

(λm − λn)
b∫

a

ym(x)yn(x)ω(x)dx = p(x)ω(x)W [ym(x), yn(x)]ba. (2.35)

Puisque W [ym(x), yn(x)] est un polynôme en x, le seconde membre de l’égalité (2.35)

obtenue s’annule en vertu de la condition (2.34). Il vient que pour λm ̸= λn,

b∫
a

ym(x)yn(x)ω(x)dx = 0. (2.36)
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Chapitre 3

Polynômes orthogonaux classiques

Ce chapitre est consacré à l’étude de quelques polynômes orthogonaux classiques
Hermite, Laguerre, Jacobi, Legendre et Tchebyshev. Les principaux ouvrages utilisés
pour la rédaction de ce chapitre sont [3], [4], [5], [9], [10], [12].

Définition 3.0.1. Les polynômes orthogonaux classiques sont tout polynôme de type

hypergéométrique yn(x) pour lesquels la fonction ω(x) vérifie la condition (2.34).

3.1 Polynômes de Hermite
Les polynômes de Hermite, notés Hn(x), sont orthogonaux sur R par rapport au

produit scalaire ∫
R

f(x)g(x)ω(x)dx.

La fonction de poids est ω(x) = e−x2 . Ils peuvent être définis au moyen de la formule
de Rodrigue.

Hn(x) = (−1)ndn

ω(x)dxn
(ω(x)), (3.1)

où D désigne l’opérateur de dérivation D = d

dx
, alors

Hn(x) = (−1)nex2
Dn

(
e−x2)

, n = 0, 1, . . . (3.2)

• Les polynômes de Hermite s’écrivent

Si n = 0, alors H0(x) = (−1)0ex2
D0e−x2 = (1)(1) = 1.
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3.1. POLYNÔMES DE HERMITE

Si n = 1, alors H1(x) = (−1)ex2
D1e−x2 = (−1)ex2(−2xe−x2) = 2x.

Si n = 2,

H2(x) = (−1)2ex2
D2e−x2 = −2ex2

[
Dxe−x2

]
= −2ex2

(
−2x2e−x2 + e−x2

)
= 4x2 − 2.

Si n = 3,

H3(x) = (−1)3ex2
D3e−x2 = (−1)ex2

[
D2(−2xe−x2)

]
= 2ex2

[
D2(xe−x2)

]
= 2ex2

[
D(−2x2e−x2 + e−x2)

]
= 2ex2

[
4x3e−x2 − 6xe−x2

]
= 8x3 − 12x.

Si n = 4, alors H4(x) = (−1)4ex2
D4e−x2 = 16x4 − 48x2 + 12.

Si n = 5, alors H5(x) = (−1)5ex2
D5e−x2 = 32x5 − 160x3 + 120x.

Figure 3.1 – Polynômes de Hermite pour n=0,1,2,3,4.

• Les polynômes de Hermite sont donnés par la fonction génératrice exponen-
tielle ∞∑

n=0
Hn(x) t

n

n! = e2xt−t2
.

En effet, considérons la fonction

f(t) = e−(x−t)2 = e−x2
e2xt−t2

Le développement en série de Taylor de la fonction f est donnée par

f(t) =
∞∑

n=0

f (n)(0)tn
n! .
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3.1. POLYNÔMES DE HERMITE

Avec le changement de variable x− t = u, on obtient pour n = 0, 1, 2 . . .

f (n)(0) =
[
dn

dtn
e−(x−t)2

]
t=0

= (−1)n

[
dn

dun
e−u2

]
u=x

= (−1)n dn

dxn
(e−x2) = e−x2

Hn(x).

Par conséquent, on a

f(t) = e−x2
e2xt−t2

= ∑∞
n=0

f (n)(0)tn
n!

= e−x2
∞∑

n=0
Hn(x) t

n

n! .

D’où

e2xt−t2 =
∞∑

n=0
Hn(x) t

n

n! .

• Formule explicite des polynômes de Hermite ; utilisons la règle de Leibniz

e
−t2

2 ext =
∞∑

m=0

∞∑
k=0

(−t2)n(xt)k

2mm!k!

=
∞∑

m=0

∞∑
k=0

(−1)mxkt2m+k

2mm!k!

=
∞∑

n=0

∑
2j+k=n

(−1)mxktn

2mm!k!

=
∑
n⩾0

(
n∑

m=0

(−1)mxn−2m

2mm!(n− 2m)!)t
n.

Finalement,

Hn(x) = n!
n∑

m=0

(−1)m(x)n−2m

2mm!(n− 2m)! .

• Les dérivées n−ième du polynôme de Hermite sont données par

H
′
n(x) = 2nHn−1(x).

H
′′
n(x) = 2n(H ′

n−1(x)) = 2n [2(n− 1)Hn−2(x)]
= 22n(n− 1)Hn−2(x).

H3
n(x) = 22n(n− 1) d

dx
[Hn−2(x)]

= 22n(n− 1)2(n− 2)Hn−3(x)
= 23n(n− 1)2(n− 2)Hn−3(x).

Par suite, Hn
n(x) = 2nn(n− 1)(n− 2) . . .× 1 ×H0(x) = 2nn!.
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3.1. POLYNÔMES DE HERMITE

• Les polynômes de Hermite satisfont la relation orthogonalité suivante
∞∫

−∞

e−x2
Hm(x)Hn(x)dx = 2n

√
πn!δm,n.

Démonstration.

i) Si m ̸= n, a partir ce qu’on a étudié dans le chapitre 2 on trouve que
∞∫

−∞

e−x2
Hm(x)Hn(x)dx = 0.

ii) Si m = n, utilisons la formule de Rodrigue (3.2)
∞∫

−∞

e−x2
Hn(x)Hn(x)dx =

∞∫
−∞

Hn(x)
[
Hn(x)e−x2]

dx

=
∞∫

−∞

Hn(x)
[
(−1)ne−x2

ex2
Dne−x2]

dx

= (−1)n

∞∫
−∞

Hn(x)
[
Dne−x2]

dx

Faisons n fois une intégration par partie, alors

(−1)n

∞∫
−∞

Hn(x)Dne−x2
dx =

∞∫
−∞

e−x2 dn

dxn
Hn(x)dx.

Puisque dn

dxn
Hn(x) = 2nn! et

∞∫
−∞

e−x2
dx =

√
π,

alors
∞∫

−∞

Hm(x)Hn(x)e−x2
dx = 2n

√
πn!.

• Les polynômes de Hermite vérifient la relation de récurrence
Hn+1 = 2xHn − 2nHn−1 n = 1, 2, . . .
H0(x) = 1
H1(x) = 2x.

(3.3)
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3.1. POLYNÔMES DE HERMITE

Hn+1 = (−1)n+1dn+1

ω(x)dxn+1 (ω(x)).

En effet, on a ω(x) = e−x2 , sa dérivée est égale à ω′(x) = −2xω(x).
On a Dn = dn

dxn
, utilisons la règle de Leibniz, on obtient

Dn+1ω(x) = Dnω′(x) = Dn [−2xω(x)]
= −2xDnω(x) − 2nDn−1ω(x).

Ceci implique que

Hn+1 = 2xHn − 2nHn−1 n = 1, 2, . . .

• Les polynômes de Hermite sont solution de l’équation différentielle suivante

y
′′ − 2xy′ − 2ny = 0 n = 0, 1, 2, . . . (3.4)

Démonstration. Utilisons l’opérateur différentielle Dn+1 = DDn, on obtient

Dn+1ω(x) = D[Dnω(x)] = (−1)nD[ω(x)Hn(x)]

= (−1)n[ω′(x)Hn(x) + ω(x)H ′
n(x)]

= (−1)n+1ω(x)[2xHn(x) +H
′
n(x)] n = 0, 1, . . .

Ceci implique que

Hn+1(x) = 2xHn(x) −H
′

n(x) n = 0, 1, 2, . . . (3.5)

En combinant (3.3) et (3.5), on voit

H
′

n(x) = 2nHn−1(x) n = 1, 2, . . . (3.6)

Dérivons l’équation (3.5), alors

H
′

n+1(x) = 2Hn(x) + 2xH ′

n(x) −H
′′

n(x) n = 0, 1, 2, . . . (3.7)

D’après l’équation (3.6), on a H ′
n+1(x) = 2(n+1)Hn(x). Remplaçons dans l’équation

(3.7), on trouve

2(n+ 1)Hn(x) = 2Hn(x) + 2xH ′

n(x) −H
′′

n(x).

Ceci implique que Hn(x) satisfait l’équation différentielle linéaire du second ordre

H
′′

n − 2xH ′

n − 2nHn = 0 n = 0, 1, 2, . . .
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3.2. POLYNÔMES DE LAGUERRE

3.2 Polynômes de Laguerre
Les polynômes de Laguerre, notés Ln(x), sont orthogonaux sur l’intervalle [0,∞[

par rapport à la fonction de poids ω(x) = e−x. Ils peuvent être définis par la formule
de Rodrigue.

Ln(x) = dn

n!ω(x)dxn
(ω(x)xn) = ex

n!
dn

dxn
(e−xxn). (3.8)

En effet, utilisons la formule de Leibniz

ex

n!
dn

dxn
(e−xxn) = ex

n!

n∑
k=0

n!
k!(n− k)!

dn−k

dxn−k
xn dk

dxk
e−x,

dp

dxp
xq = q(q − 1)(q − 2) . . . (q − p+ 1)xq−p = q!

(q − p)!x
q−p,

alors
dn−k

dxn−k
xn = n!

k!x
k,

dk

dxk
e−x = (−1)ke−x.

Ceci implique que

ex

n!
dn

dxn
(e−xxn) = ex

n!

n∑
k=0

n!
k!(n− k)!

n!
k!x

k(−1)ke−x

=
n∑

k=0

n!(−1)k

(k!)2(n− k)!x
k = Ln(x).

• Les polynômes de Laguerre s’écrivent

Si n = 0, alors L0(x) = 1
0!e

xD0 [x0e−x] = (1)(1) = 1.

Si n = 1, alors L1(x) = 1
1!e

xD1 [xe−x] = ex(−xe−x + e−x) = −x+ 1.

Si n = 2,

L2(x) = 1
2!e

xD2 [x2e−x] = 1
2!e

xD [−x2e−x + 2xe−x]

= 1
2e

xD (−x2e−x + 2xe−x)

= 1
2e

x(x2e−x − 4xe−x + 2e−x)

= 1
2(x2 − 4x+ 2).
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3.2. POLYNÔMES DE LAGUERRE

Si n = 3,

L3(x) = 1
3!e

xD3 [x3e−x] = 1
3!e

xD2 [−x3e−x − 3x2e−x]

= 1
6e

xD [(x3e−x − 6x2e−x + 6xe−x)]

= 1
6e

x(−x3e−x + 9x2e−x − 18xe−x + 6)

= 1
6(−x3 + 9x2 − 18x+ 6).

Si n = 4, alors

L4(x) = 1
24
(
x4 − 16x3 + 72x2 − 96x+ 24

)
.

Figure 3.2 – Polynômes de Laguerre pour n=0,1,2,3,4.

• La fonction génératrice des polynômes de Laguerre est donnée par

∞∑
n=0

Ln(x)tn = e
−xt
1−t

1 − t
. 7(3.9)

Démonstration. En utilisant le développement de Taylor, on a :

e
−xt
1−t

1 − t
= 1

1 − t

∞∑
k=0

(−1)kxktk

k!

( 1
1 − t

)k

.

Donc
e

−xt
1−t

1 − t
=

∞∑
k=0

(−1)kxktk

k!

( 1
1 − t

)k+1
.
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3.2. POLYNÔMES DE LAGUERRE

( 1
1 − t

)k+1
= 1

0! + (k + 1)t
1! + (k + 1)(k + 2)t2

2! + (k + 1)(k + 2)(k + 3)t3
3! + . . .

=
∞∑

r=0

(k + r)!
k!r! tr,

alors on aboutit à

e
−xt
1−t

1 − t
=

∞∑
k=0

(−1)kxktk

k!

∞∑
r=0

(k + r)!tr
k!r! .

On pose n = k + r, ceci implique que r = n− k, et k = n− r.

e
−xt
1−t

1 − t
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(−1)kn!xk

(k!)2(n− k)!

)
tn.

On voit d’après la formule de Rodrigue de Laguerre, que

e
−xt
1−t

1 − t
=

∞∑
n=0

Ln(x)tn.

• Formule explicite des polynômes de Laguerre ; utilisons la règle de Leibniz on
a

Dn [e−xxn] =
n∑

k=0

(
n

k

)
Dke−xDn−kxn

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)ke−xn(n− 1) . . . (k + 1)xk

= e−x
n∑

k=0
(−1)k

(
n

k

)
Γ(n+ 1)
Γ(k + 1)x

k

où (
n

k

)
= 1
k!n (n− 1) . . . (n− k + 1) , k = 1, 2, . . . n.

Par conséquent, on a

Ln(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

k! xk n = 0, 1, 2, . . .

• Les polynômes de Laguerre satisfont la relation d’orthogonalité suivante
∞∫

0

e−x2
Lm(x)Ln(x)dx = δm,n.
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Démonstration. Soient Lm(x), Ln(x) deux polynômes de Laguerre. On dis-

tingue deux cas :

i) Pour m ̸= n, on démontre que
∞∫

0

e−x2
Lm(x)Ln(x)dx = 0. D’après la fonction

génératrice du polynôme de Laguerre, on a

∞∑
n=0

Ln(x)tn = e
−xt
1−t

1 − t
.

De même,
∞∑

m=0
Lm(x)sm = e

−xs
1−s

1 − s
.

Faisons la multiplication membre à membre, on aboutit à

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Ln(x)Lm(x)tnsmdx = e
−x

(
t

1 − t
+

s

1 − s

)

(1 − t)(1 − s) .

Multiplions les deux membres par e−x, on obtient

∞∑
n=0

∞∑
m=0

e−xLn(x)Lm(x)tnsmdx = e
−x

(
1+

t

1 − t
+

s

1 − s

)

(1 − t)(1 − s) .

Intégrons les deux membres de 0 à ∞ et posons r1 = 1 + t

1 − t
+ s

1 − s
, alors

∞∑
n=0

∞∑
m=0

 ∞∫
0

e−xLn(x)Lm(x)dx
 tnsm = 1

(1 − t)(1 − s)

∞∫
0

e−xr1dx

= 1
(1 − t)(1 − s)

[
e−xr1

−r1

]∞

0

= 1
(1 − t)(1 − s) .

(1 − t)(1 − s)
1 − st

= 1
1 − st

= 1 + st+ (st)2 + . . .

=
∞∑

n=0
sntn.
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D’où
∞∑

n=0

∞∑
m=0

 ∞∫
0

e−xLn(x)Lm(x)dx
 tnsm =

∞∑
n=0

sntn.

Simplifions les coefficients de tnsn des deux membres de cette dernière équa-

tion, on obtient à
∞∫

0

e−xLm(x)Ln(x)dx = 0.

ii) Pour m = n, on a
∞∫

0

e−x[Ln(x)]2dx = 1.

On combinons
∞∫

0

e−xLm(x)Ln(x)dx = δm,n.

• Les polynômes de Laguerre satisfont la relation de récurrence
(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1 − x)Ln(x) − nLn−1(x) n = 1, 2, . . .
L0(x) = 1
L1(x) = 1 − x.

Démonstration. Dérivons la fonction génératrice (3.9) par rapport à t, on

obtient
∞∑

n=0
Ln(x)tn = e

−xt
1−t

1 − t
.

∞∑
n=0

Ln(x)ntn−1 =
(

−x(1 − t) − xt

(1 − t)2

)
e

−xt
1−t (1 − t) + e

−xt
1−t

(1 − t)2

= −x+ xt− xt

(1 − t) e
−xt
1−t .

1
(1 − t)2 + e

−xt
1−t

(1 − t)2

= e
−xt
1−t

(1 − t)2 − xe
−xt
1−t

(1 − t)
1

(1 − t)2 + xte
−xt
1−t

(1 − t) .
1

(1 − t)2 − xte
−xt
1−t

(1 − t) .
1

(1 − t)2

= e
−xt
1−t

(1 − t)2 − xe
−xt
1−t

(1 − t)
1

(1 − t)2

= 1
(1 − t)

( 1
1 − t

e
−xt
1−t

)
−
( 1

1 − t
e

−xt
1−t

)
x

(1 − t)2 .
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3.2. POLYNÔMES DE LAGUERRE

D’après l’équation (3.9), on voit que

∞∑
n=0

Ln(x)ntn−1 = 1
1 − t

∞∑
n=0

Ln(x)tn − x

(1 − t)2

∞∑
n=0

Ln(x)tn.

Multiplions les deux membres de cette dernière équation par (1 − t)2 = t2 −

2t+ 1, alors
∞∑

n=0
nLn(x)tn−1 − 2

∞∑
n=0

nLn(x)tn +
∞∑

n=0
nLn(x)tn+1

=
∞∑

n=0
Ln(x)tn −

∞∑
n=0

Ln(x)tn−1 − x
∞∑

n=0
Ln(x)tn.

∞∑
n=0

nLn(x)tn−1 +
∞∑

n=0
nLn(x)tn+1 =

(
2

∞∑
n=0

nLn(x)tn +
∞∑

n=0
Ln(x)tn − x

∞∑
n=0

Ln(x)tn
)

−
∞∑

n=0
Ln(x)tn+1.

En récrivant toute les séries en puissance de tn ce qui donne la relation pré-

cédente

∞∑
n=−1

(n+ 1)Ln+1(x)tn =
∞∑

n=0
(2n+ 1 − x)Ln(x)tn −

∞∑
n=1

nLn−1(x)tn.

Puis égalisons les coefficients de tn des deux membres de l’équation ci-dessus,

on trouve

(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1 − x)Ln(x) − nLn−1(x). (n ⩾ 1)

Ceci implique que

(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1 − x)Ln(x) − nLn−1(x).

• Les polynômes de Laguerre sont solutions de l’équation différentielle suivante

ny
′′ + (1 − x)y′ + ny = 0.
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3.3 Polynômes de Laguerre généralisé
Les polynômes de Laguerre généralisé, notés Lα

n(x), sont orthogonaux sur l’inter-
valle [0,∞[ par rapport à la fonction de poids ω(x) = xαe−x. Ils peuvent être définis
par la formule de Rodrigue.

Lα
n(x) = dn

n!xαω(x)dxn
[xn+αω(x)]

= 1
n!x

−αexDn [xn+αe−x] .

• Les polynômes de Laguerre associés s’écrivent

Si n = 0, alors Lα
0 (x) = 1

0!x
−αexD0 [x0+αe−x] = x−αex (x−αex) = 1.

Si n = 1, alors

Lα
1 (x) = 1

1!x
−αexD1 [x1+αe−x]

= x−αex [(1 + α)xαe−x − x1+αe−x]

= −x+ 1 + α.

Si n = 2, alors

Lα
2 (x) = 1

2!x
−αexD2 [x2+αe−x]

= 1
2x

−αexD [(2 + α)x1+αe−x − x2+αe−x]

= 1
2x

−αex [(2 + α)(1 + α)xαe−x − 2(2 + α)x1+αe−x + x2+αe−x]

= 1
2 [x2 − 2(2 + α)x+ (2 + α)(1 + α)] .

Si n = 3,

Lα
3 (x) = 1

3!x
−αexD3 [x3+αe−x]

= 1
3!x

−αexD2 [(3 + α)x2+αe−x − x3+αe−x]

= 1
6x

−αexD [(x3+αe−x − 2(3 + α)x2+αe−x + (3 + α)(2 + α)x1+αe−x)]

= 1
6x

−αex [−x3 + (3 + α) (3x2 + (2 + α)(−3x+ 1))]xαe−x

= 1
6 [−x3 + (3 + α) (3x2 + (2 + α)(−3x+ 1))] .
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3.4. POLYNÔMES DE JACOBI

Figure 3.3 – Polynômes de Laguerre généralise pour n=0,1,2,3,4.

• Les polynômes de Laguerre généralise sont solutions de l’équation différentielle
suivante :

ny
′′ + (α + 1 − x)y′ + ny = 0.

3.4 Polynômes de Jacobi
Les polynômes de Jacobi, notés P (α,β)

n (x), sont orthogonaux sur l’intervalle ]−1, 1[
pour la fonction de poids ω(x) = (1−x)α(1+x)β ; α, β > −1. Ils peuvent être définis
au moyen de la formule de Rodrigue

P (α,β)
n (x) = (−1)n

2nn!ω(x)D
n
(
ω(x)(1 − x2)n

)
n = 0, 1, 2, . . .

= (−1)n

2nn! (1 − x)−α(1 + x)−βDn
[
(1 − x)n+α(1 + x)n+β

]
(3.10)

Figure 3.4 – Polynômes de jacobi pour n=1,2,3.
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3.4. POLYNÔMES DE JACOBI

• La fonction génératrice des polynômes de Jacobi est donné par
∞∑

n=0
P (α,β)

n (x)tn = 2α+β

R(1 +R − t)α(1 +R + t)β
.

où R =
√

1 − 2xt+ t2.

• Formule explicite des polynômes de Jacobi ; utilisons la réglé de Leibniz

Pα,β
n (x) = (−1)n

2n

n∑
k=0

(−1)k

(
n+ α

k

)(
n+ β

n− k

)
(1−x)n−k(1+x)k. n = 0, 1, 2, . . .

Démonstration. En effet,

Dn
[
(1 − x)n−α(1 + x)n+β

]
=

n∑
k=0

(
n

k

)
Dk(1 − x)n+αDn−k(1 + x)n+β

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kM

= n!
n∑

k=0
(−1)k

(
n+ α

k

)(
n+ β

n− k

)
(1 − x)n+α−k(1 + x)β+k

où

M = (n+α)(n+α−1) . . . (n+α−k+1)(1−x)n+α−k(n+β)(n+β−1) . . . (β+k+1)(1+x)β+k.

Ceci implique que

Pα,β
n (x) = (−1)n

2n

n∑
k=0

(−1)k

(
n+ α

k

)(
n+ β

n− k

)
(1−x)n−k(1+x)k, n = 0, 1, . . .

• Les polynômes de Jacobi satisfont la relation orthogonalité,

1∫
−1

(1 − x)α(1 + x)βPα,β
m (x)Pα,β

n (x)dx = 2α+β+1Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)
(2n+ α + β + 1)Γ(n+ α + β + 1)δm,n

Pour α > −1 et β > −1 ; m,n = {0, 1, 2, . . .}

Démonstration. Soient Pα,β
n (x) et Pα,β

m (x) deux polynômes de Jacobi.

Pour α > −1, β < −1 et m,n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Utilisons la formule de Rodrigue
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3.4. POLYNÔMES DE JACOBI

(3.10) et faisons une intégrale par partie.

Si m = n alors
1∫

−1

(1 − x)α(1 + x)β
[
P (α,β)

n (x)
]2
dx = (−1)n

2nn!

1∫
−1

P (α,β)
n (x)Dn

[
(1 − x)n+α(1 + x)n+β

]
dx

= 1
2nn!

1∫
−1

DnP (α,β)
n (x)(1 − x)n+α(1 + x)n+βdx

= (n+ α + β + 1)n

22nn!

1∫
−1

(1 − x)n+α(1 + x)n+βdx

= Γ(2n+ α + β + 1)
Γ(n+ α + β + 1)22nn!

1∫
−1

(1 − x)n+α(1 + x)n+βdx.

Remplaçons 1 − x par 2t, alors

1∫
−1

(1 − x)n+α(1 + x)n+βdx =
1∫

0

(2t)n+α(2 − 2t)n+β2dt

= 22n+α+β+1
1∫

0

tn+α(1 − t)n+βdt

= 22n+α+β+1 Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)
Γ(2n+ α + β + 2)

= 22n+α+β+1 Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)
(2n+ α + β + 1)Γ(2n+ α + β + 1) .
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3.5. POLYNÔMES DE LEGENDRE

• Les polynômes de Jacobi vérifient la relation de récurrence

2 (n+ 1) (n+ α + β + 1) (2n+ α + β)Pα,β
n+1 =

(2n+ α + β + 1) [(α2 − β2) + (2n+ α + β + 2) (2n+ α + β)x]Pα,β
n

−2(n+ α)(n+ β) (2n+ α + β + 2)Pα,β
n−1 n = 1, 2, . . .

Pα,β
0 (x) = 1

Pα,β
1 (x) =

(
1 + 1

2(α + β)
)
x+ 1

2(α− β).
(3.11)

• Les polynômes de Jacobi sont solutions de l’équation différentielle suivante

(1 + x2)y′′(x) + [β − α− β(α + β + 2)x]y′(x) + n(n+ α + β + 1)y(x) = 0

et y(x) = Pα,β
n (x) , n = 0, 1, 2, . . . .

3.5 Polynômes de Legendre
Les polynômes de Legendre, notés Pn(x), sont orthogonaux sur l’intervalle ]−1, 1[

par rapport à la fonction de poids ω(x) = 1. Ce sont des cas particulièr des poly-
nômes de Jacobi(α = β = 0). Ils peuvent être définis au moyen de la formule de
Rodrigue.

Pn(x) = (−1)n

2nn!
1
ω
Dn

(
ω(1 − x2)n

)

= (−1)n

2nn! D
n
(
(1 − x2)n

)
. (3.12)

• Les polynômes de Legendre s’écrivent

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

P2(x) = 3
2x

2 − 1
2 ,

P3(x) = 5
2x

3 − 3
2x.
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3.5. POLYNÔMES DE LEGENDRE

Figure 3.5 – Polynômes de Legendre pour n=0,1,2,3,4.

• Fonction génératrice du polynômes de Legendre est donnée par
∞∑

n=0
Pn(x)tn = 1√

1 − 2xt+ t2
. (3.13)

• Formule explicite des polynômes de Legendre est

Pn(x) = 1
2n

n∑
k=0

(
n

k

)(
n

n− k

)
(x− 1)n−k(x)k.

• Les polynômes de Legendre satisfont la relation d’orthogonalité

1∫
−1

Pm(x)Pn(x)dx = 2
2n+ 1δm,n, m, n ∈ {0, 1, 2, . . . .}.

Démonstration. Utilisons la formule de Rodrigue (3.12) et intégrons par par-

tie, alors

1∫
−1

Pm(x)Pn(x)dx = (−1)n

2nn!

1∫
−1

Pm(x)Dn
[
(1 − x2)n

]
dx

= 1
2nn!

1∫
−1

DnPm(x)(1 − x2)ndx.

Si m = n, alors
1∫

−1

DnPn(x)(1 − x2)ndx = Knn!
1∫

−1

(1 − x2)ndx,

avec Kn = (2n)!
2n(n!)2 . Enfin, faisons le changement de variable 1 −x = 2t, pour
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3.5. POLYNÔMES DE LEGENDRE

n = 0, 1, 2, . . ., on obtient
1∫

−1

(1 − x2)ndx =
1∫

−1

(1 − x)n(1 + x)ndx

=
1∫

0

(2t)n(2 − 2t)n2dx

= 22n+1 Γ(n+ 1)Γ(n+ 1)
Γ(2n+ 2) = 22n+1(n!)2

(2n+ 1)! .

Par conséquent, on a
1∫

−1

[Pn(x)]2 dx = (2n)!
22n(n!)2

22n+1(n!)2

(2n+ 1)!

= 2
2n+ 1 , n = 0, 1, 2, . . .

• Les polynômes de Legendre satisfont la relation de récurrence
(n+ 1)Pn+1 = x(2n+ 1)Pn − nPn−1, n = 1, 2, . . .
P0(x) = 1
P1(x) = x.

Démonstration. Posons F (x, t) = (1 − 2xt+ t2)−1/2, alors

∂

∂t
F (x, t) = −1

2 (−2x+ 2t)(1 − 2xt+ t2)−3/2 = x− t

(1 − 2xt+ t2)3/2 .

Cela implique que

(1 − 2xt+ t2) ∂
∂t
F (x, t) = (x− t)F (x, t).

Utilisons la fonction génératrice (3.13), alors

(1 − 2xt+ t2)
∞∑

n=1
nPn(x)tn−1 = (x− t)

∞∑
n=0

Pn(x)tn.

Cette dernière équation peut s’ecrire sous la forme

∞∑
n=1

nPn(x)tn−1 − 2x
∞∑

n=1
nPn(x)tn +

∞∑
n=1

nPn(x)tn+1 = x
∞∑

n=0
Pn(x)tn −

∞∑
n=0

Pn(x)tn+1;
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Ceci est équivalent à

∞∑
n=0

(n+ 1)Pn+1(x)tn − x
∞∑

n=0
(2n+ 1)Pn(x)tn +

∞∑
n=0

(n+ 1)Pn(x)tn+1 = 0.

Par conséquent,

(n+ 1)Pn+1 = x(2n+ 1)Pn − nPn−1, n = 1, 2, . . . .

• Les polynômes de Legendre sont solutions de l’équation différentielle suivante :

(1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0.

3.6 Polynômes de Tchebyshev
1) Polynômes de Tchebyshev du premier espèce Tn(x) :

Les polynômes de Tchebyshev, notés Tn(x), sont orthogonaux sur l’intervalle
]−1, 1[ par rapport la fonction de poids ω(x) = 1/

√
1 − x2. Ces polynômes

sont des cas particulièr des polynômes de Jacobi on prend α = β = −1/2, ils
peuvent être définis par la formule de Rodrigue.

Tn(x) = 1
(−2)nn!

√
1 − x2Dn

[
(1 − x2)n−1/2

]
. (3.14)

• Les polynômes de Tchebyshev Tn s’écrivent

T0(x) = 1,
T1(x) = x,
T2(x) = 2x2 − 1,
T3(x) = 4x3 − 3x,
T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1,
T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,
T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.
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Figure 3.6 – Polynômes de Tchebyshev Tn(x) pour n=1 à 6 .

• La fonction génératrice des polynômes de Tchebyshev est donnée par
∞∑

n=0
Tn(x)tn = 1 − xt

1 − 2xt+ t2
, |t| < 1.

En effet, prenons la partie réelle de la fonction suivante
∞∑

n=0
tneinθ = 1

1 − teiθ
.

Alors ∞∑
n=0

tn cosnθ = ℜ
( 1

1 − teiθ

)
.

Posons x = cos θ , donc
∞∑

n=0
tnTn(x) = 1 − xt

1 − xt− t2
.

• Formule explicité des polynîmes de Tchebyshev est

Tn(x) = n

2

n/2∑
m=0

(−1)m(n−m− 1)!
(n− 2m)!m! (2x)n−2m.

• Les polynômes de Tchebyshev sont solutions de l’équation différentielle
suivante

(1 − x2)y′′ − xy
′ + n2y = 0. (3.15)

• Les polynômes de Tchebyshev satisfont la relation d’orthogonalité

1∫
−1

Tm(x)Tn(x)
√

1 − x2dx = 2
2n+ 1δm,n m,n ∈ {0, 1, 2, . . .}.
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Démonstration. Cela peut être montrer en utilisant l’équation différen-

tielle (3.15)

D
(√

1 − x2D[Tn(x)]
)

= − n2Tn(x)√
1 − x2

.

Multiplions par Tm(x) et intégrons de -1 à 1 .

1∫
−1

Tm(x)D
(√

1 − x2T
′

n(x)
)
dx.

Faisons une intégration par partie

∫ √
1 − x2T

′

mT
′

n = n2
1∫

−1

Tn(x)Tm(x)√
1 − x2

dx. (3.16)

D’autre par ;

D
(√

1 − x2D[Tm(x)]
)

= −m2Tm(x)√
1 − x2

.

Où
1∫

−1

Tn(x)D
(√

1 − x2T
′

m(x)
)
dx,

et

∫ √
1 − x2T

′

nT
′

m = m2
1∫

−1

Tm(x)Tn√
1 − x2

dx. (3.17)

Faisons la soustraction (3.16) à (3.17)

[n2 −m2]
1∫

−1

Tn(x)Tm(x)√
1 − x2

dx = 0.

• Si m ̸= n ; alors
1∫

−1

Tn(x)Tm(x)√
1 − x2

dx =
π∫

0

cosnθ cosmθdθ = 0.

• Les polynômes de Tchebyshev satisfont la relation de récurrence
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x) n = 1, 2, . . .
T0(x) = 1
T1(x) = x.
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2) Polynômes de Tchebyshev du deuxième espèce Un(x) :
Les polynômes de Tchebyshev, notés Un(x), sont orthogonaux sur l’intervalle
]−1, 1[ par rapport la fonction de poids ω(x) =

√
1 − x2. Ces polynômes

sont des cas particulièr des polynômes de Jacobi on prend α = β = 1/2, ils
peuvent être définis par la formule de Rodrigue.

Un(x) = 1
2nn!

√
1 − x2

Dn
[
(1 − x2)n+1/2

]
. (3.18)

• Les polynômes de Tchebyshev Un s’écrivent

U0(x) = 1,
U1(x) = 2x,
U2(x) = 4x2 − 1,
U3(x) = 8x3 − 4x,
U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1,
U5(x) = 32x5 − 32x3 + 6x.

Figure 3.7 – Polynômes de Tchebyshev Un(x) pour n=1 à 5.

• La fonction génératrice des polynômes de Tchebyshev est donné par
∞∑

n=0
Un(x)tn = 1

1 − 2xt+ t2
, |t| < 1

• Les polynômes de Tchebyshev sont solutions de l’équation différentielle sui-
vante

(1 − x2)y′′(x) − 3xy′(x) + n(n+ 2)y(x) = 0. (3.19)

• Les polynômes de Tchebyshev satisfont la relation d’orthogonalité
1∫

−1

Um(x)Un(x)
√

1 − x2dx = π

2 δm,n, m, n ∈ {0, 1, 2, . . .}
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Démonstration. Cela peut être montre en utilisant l’équation différentielle

(3.19)

D
(
(1 − x2)3/2D[Un(x)]

)
= −n(n+ 2)

√
1 − x2Un(x).

Multiplions par Um(x) et intégrons de -1 à 1 .
1∫

−1

Um(x)D
(
(1 − x2)3/2U

′

n(x)
)
dx.

Faisons une intégration par partie
∫

(1 − x2)3/2U
′

mU
′

n = n(n+ 2)
1∫

−1

√
1 − x2Un(x)Um(x)

√
1 − x2dx. (3.20)

D’autre par ;

D
(
(1 − x2)3/2D[Um(x)]

)
= −m(m+ 2)

√
1 − x2Um(x).

Où
1∫

−1

Un(x)D
(
(1 − x2)3/2U

′

m(x)
)
dx.

et
∫

(1 − x2)3/2U
′

mU
′

n = m(m+ 2)
1∫

−1

√
1 − x2Un(x)Um(x)

√
1 − x2dx. (3.21)

Faisons la soustraction (3.20) à (3.21)

[n(n+ 2) −m(m+ 2)]
1∫

−1

Un(x)Um(x)√
1 − x2

dx = 0.

• Si m ̸= n ; alors
1∫

−1

Tn(x)Tm(x)√
1 − x2

dx =
π∫

0

sin(n+ 1)θ sin(m+ 1)θdθ = 0.

• Les polynômes de Tchebyshev satisfont la relation de récurrence
Un+1(x) = 2xUn(x) − Un−1(x), n = 1, 2, . . .
U0(x) = 1
U1(x) = 2x.
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3.6. POLYNÔMES DE TCHEBYSHEV

Résumons les différents polynômes orthogonaux classiques étudiés dans ce cha-
pitre dans le schéma suivant.

Figure 3.8 – Polynômes orthogonaux classiques
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