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Résumé

Dans ce mémoire, on considere un probléme aux limites semi li-
néaires avec un terme source et un terme dissipatif non linéaire. Sous
certaines conditions sur les données initiales, on se basant sur les ap-
proximations de Faedo-Galerkin, théoreme de compacité et celle de
I’ensemble stable ainsi que quelques techniques récentes d’analyse
mathématique, des résultats importants sur I'existence globale, le
comportement asymptotique des solutions ont été obtenus.



Abstract

In this memorandum, we consider a semi-linear hyperbolic problem
with source term and nonlinear dissipative term. Under some hypo-
thesis on the initial data, by basing on Faedo-Galerkin approxima-
tions, compactness and stable set methods, the important results on
the global existence, asymptotic behavior of solutions are given.
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INTRODUCTION GENERALE-RAPPEL DE CERTAINS
RESULTATS

Soit Q un ouvert borné de R”, de frontiere I' réguliére. Dans ce mémoire, on s’intéresse a
I'existence globale, régularité, comportement asymptotique et stabilité de la solution
d’un probleme hyperbolique semi linéaire avec une dissipation non linéaire et un terme

source :

d%u ~

or?
ott u, [uf?u et g désignent le vecteur du déplacement, le terme source, la fonction de
dissipation g : R — R est une fonction croissante et globalement de Lipschitz telle que
g(0)=0, a,b>0.
La fonction u cherchée doit vérifier en outre les conditions aux limites et les conditions
initiales suivantes :

Au+ag W) =bluf~?udans Qx (0,T), 1)

u=0surl, 2)
u’(x,0) = u1(x), u(x,0) = up(x) dans Q, 3)

avec ug(x), u1(x) sont des fonctions données.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres :

— Dans le premier chapitre ,il se compose du rappel et des outils mathAl'matiques
qu’on a utilisAl dans ce mAlI'moire

— Dans le second chapitre sous certaines hypotheses sur les données on se basant
sur les approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité, la méthode
de l'enssemble stable ainsi que et le théoréme monotonie, nous allons démontrer
1" existence global et 1'unicité d'une solution faible. Ensuite, sous certaines condi-
tions supplémentaires sur la fonction ¢ nous allons démontrér la régularité et la
dépendance continue de la solution par rapport aux données.

ii



— Dans le troisieme chapitre, on se basant sur les techniques introduites et développées
par [6], [10], [1], [9], [11], [3, 4] nous allons prouver la stabilité non linéaire des
solutions. Les techniques utilisées sont celles de Lypounov basées sur 1’application
des inégalités et des intégrales appliquées dans [10], [1], [6] et [8] et en affaiblissant
les conditions |g(x)| — co quand |x] — oo.

v



Notations

Si Q est un ouvert borné de R” on a

Ol

i(1=1,2)

= = =

Un, U¢
(@)
D(Q)

D'(Qy)

D’(0,T; X)

('/ ‘)X

Xp = X, (X — X)
Il-llx

II-lzr0,7:3)

L(X)

L’adhérence de Q)

La frontiere de Q) supposée souvent réguliére .

Une partition de la frontiere I'.

La normale extérieure unitaire a I

Les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v .
L’espace des fonctions réelles continiment différentiables sur Q
L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables .

et a support compact contenu dans Q. .

L’espace des distributions sur €.

L’espace des distributions des fonctions u : [0, T] — X

Le produit scalaire d"un espace de Hilbert X .

La convergence faible (forte) de la suite (x,) vers I'élément x .
Lanorme de X .

La norme de l'espace de Sobolev L7 (0, T; X) .

L’espace des applications linéaires et continues de X dans X .

WWW(Q)={v|velP(Q), Doell(Q),i=1,.,n}, 1<p< -+

[0l wrp) =
C(0,T.H)

fl’ f//

dif

Vf =gradf
L(X,Y)

ol @) + Lisi 1Dl @) -

L’espace des fonctions continues sur [0, T] dans H .

Les dérivées premiéres et secondes de f par rapport aux temps
La dérivée partielle de f par rapport a la i éme composante x; .
Le gradient de f .

L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y .

Principales normes et semi-normes utilisées

1

If] = [f |f(x)’2 dx]z Norme sur L*(Q)
O
|f |1 (i e ) Semi norme sur H'(Q)
i=1 !
”f” (|f2 + |f| ) Norme sur H'(Q)

o ( ol ds] Norme sur LF(0, T: X)

|| = (v.v)2 Norme sur R"”



CHAPITRE 1

RAPPELES SUR LES OUTILS MATHEMATIQUE

1.1 Topologie faible

1.1.1 Définition et proprités élementaire de la topologie faible o(E,E’)
Soit E un espace de Banach et soit f € E’. On désigne l'application :
pr:E —R
X e pp(x) = (f,%)

Lorsque f € E’ on obtient une famille (¢y) € E’.

Definition 1.1.1 (Topologie faible o(E, E’)) La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie
moins fine sur E rendant continue toutes les appplication (¢f) € E’

Proposition 1.1.2 La topologie faible o(E, E') est sépareé

Proposition 1.1.3 i (x, — x pour o(E,E’)) & ({f,xn) — (f,x) Vf€eE)

ii Six, — x fortement alors x,, — x faiblement dans o(E, E’)

iii Six, —  x fortement pour o(E, E),alors ||x,|| est bornée et ||x|| < liminf ||x,||

iv Si x, —  x fortement pour o(E,E’) et si f, — f fortement dans E’ alors {fy,x,) —

(f, x) puisque ||f, — flle — O

Démonstration. [i] Soit x,, une suit de E alors x, — x ssi ¢;(x,) — @i(x) pour touti € I

et d’apres alors :
xy — x pour o(E, E), (f,xn) — (f, %)

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 1



Hadjer. Hadj Aissa 1.1 Topologie faible

[ii]D’apres et puisque :
I<f 7 x0) = 1 200 < N1l = ]

alors x,, — x faiblement pour o(E, E’)

D’apres le théoréme banach-steinhaus, il suffit donc de vérifier que chaque f € E’ I'en-
semble ((f, x,)), est bornée , et la suite (f, x,) converge vers (f, x) (en particulier elle est
bornée , soit f € E’ ,ona:

I<f 2] < N fllllxall

et
I, 201 < Nl fI[ 1im inf [|x, |

etona:
llxl| = sup [{f, x)| < Liminf ||x,|

[iv] On a d’apresietiii:

[Kfns Xn) = K00 < Kfn = fr x|+ 1f, X0 = X0

fie = flln + Kfs 20 = )

<
<

Proposition 1.1.4 Lorsque E est de dimension finie , la topologie faible o(E, E’) et la topologie
usuelle coincicident . En particulier une suit (x, )converge faiblement si et seulement si elle converge
fortement.

Remarque 1.1.5 — Les ouverts( resp les fermés) de la topologie faible o(E, E’) soit aussi ouvert
(resp fermés) pour la topologie forte
— Lorsque E est de dimension infinie la topologie faible o(E, E’) est strictement moins fine
que la topologie forte (i.e) il exsite des ouvert (resp des fermés) pours la topologie forte qui ne
sont pas ouvert (resp fermés ) pour la topologie faibles par exemple :
I'ensemples = x € E: ||x|| = 1 n’est jamais fermes pour la topologie faible o(E, E”)

1.1.2 Ensembles convexes et opérateurs linéaires

Tout ensemble fermé pour la topologie faible o(E, E') est fermé pour la topologie forte
d’apres la remaque que la réciproque est fausse en dimension infinie toute fois on va
montrer que les ensembles convexes ces deux notions

Théoréme 1.1.6 Soit c C E convexe , alors c est faiblemnt fermé pour o(E, E') si et seulement il
est fortement fermé

Théoreme 1.1.7 Soient E et F deux espace de Banach , soit T un opérateur linéaire et continue de
E dans F , alors T est continue o(E, E’) dans F faible o(F, F’) et réciproquement .

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 2



Hadjer. Hadj Aissa 1.2 La topologie faible* o(E, E")

Démonstration.

1. Il suffit de verifier que pour tout f € F’, I'application x + (f, Tx) est continue de E
faible o(E, E’) dans R et une forme lineaire et continue sur E consequement elle est
aussi continue par la topologie faible o(E, E”)

2. supposant que T est lineaire et continue de E faible dans F faible . Alors G(t) est fermé
dans E X F pour la topologie o (E X F, E’ X F’) et fortiori G(t) est fermé dans E X F pour
la topologie forte

1.2 La topologie faible* o(E,E’)

Soit E un espace de Banach, soit E’ son dual (muni de la norme duale : [|f]| = sup [{f, x)|

7

Et soit E” son bidual,ie le duale de E’ muni de la norme :

1€l = sup K&, f

On a une injection canonique | : E — E” definie comme suite , et soit x € E fixé ,
I'application on obtient :
J:E—E cCcR
fr—(f,x)

constitué une forme linéaire continue sur E7 i.e un élément de E” noté [x. On a donc

Jx, erp ={f,x)pg ,Yx€E,VfeE.

Il est claire pour | est lineair et que | est une isométrie i.e ||Jx|[g» = ||x||[r pour tout x € E, En
effet,

lJxIl = sup {Jx, fH| = suplf, )| = [Ix]l.
lIfll<1 lIfl<1

On va définir maintenant une autre topologie sur E’ :
la topologie faible * que I’on note o(E’, E). Pour chaque x € E on considere 'application

px:E >R
fr—o(f)={f,x) Vx € E

On obtient une famille d’application (¢y)rer de E’ dans R.

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 3



Hadjer. Hadj Aissa 1.3 Eespace réflexifs

Definition 1.2.1 La topologie faible *

La topologie faible * désignée aussi par o(E’,E) est la topologie la moins fine sur E’ rendant
continues toutes les applications (Qx)xek-

Comme E C E”, il est claire pour la topologie o(E’, E) est moins fine que la topologie o(E’, E"”),
Autrement dit la topologie o(E’, E) posseéde moins d ouverts (resp. fermés) que la topologie (E’, E”").

Proposition 1.2.2 La topologie faible * o(E’, E) est séparée.

Théoréme 1.2.3 Soit (f,) une suite de E’. On a
i) fo = f pour o(E',E) & (fu,x) = (f,x) Vx € E.
ii) Si f, — f fortement, alors f, — f pour o(E’,E"”),
si fy — f pour o(E’,E"), alors f, — f pour o(E’, E).
iit) Si fu = f pour o(E’,E), alors || ful| est bornée et ||fI| < limInf||fall.
iv) Si fy = f pour o(E’,E), et si x,, — x fortement dans E, alors { f, x,) — {f, x).

Remarque 1.2 Si f, = f pour o(E’, E) (ou méme si f, — f pour o(E’,E") ) et si x, — x pour
o(E, E’) on ne peut pas conclure que {f, xn) — {f, x).

. Lorsque E est de dimension finie les trois topologie forte, o(E’,E") et o(E’,E) coAncident. ,
eneffet | est alors surjective de E sur E” puisque dimE = dimE’ = dim E” et par consequent
o(E',E) =0o(E’,E")

. On verra dans la suite que la boule unité fermé d’un espace normé de dimension infinie n’est jamais
compacte pour la topologie forte,On comprend alors I'importance fondamental de la topologie
o(E’,E)

Théoreme 1.2.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)
L’ensemble Bp: = {f € E’;||f|| < 1} est compact pour la topologie faible * o(E’, E).

1.3 Eespace réflexifs

Definition 1.3.1 Soit E un espace de Banach, et soit | l'injection canonique de E dans E”.

On dit que E est réflexif si J(E) = E”

(Lorsque E est reflexif on identifie implicitement E et E” i.e : E = E”).

Théoréme 1.3.2 ((Kakutani)) Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si :
Be = {x € E;|lxl| < 1},

est compacte pour la topologie o(E, E’).

Corollaire 1.3B Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E’ est réflexif.

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 4



Hadjer. Hadj Aissa 1.4 Espace séparables

. Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K C E un sous-ensemble convexe, fermé et borné. Alors K
est compacte pour la topologie o(E, E’).

Théoreme 1.3.4 Soient E et F deux espace de Banach reflexifs ,

soit A : D(A) C E — F un opérateur lineaire non-borné fermé avec D(A) = E Alors D(A") est
dense dans F’.

1.4 Espace séparables

Definition 1.4.1 On dit qu’'un espace métrique est séparable, s’il existe un sous-ensemble D C E
dénombrable et dense.

Proposition 1.4.2 Soit E un espace métrique séparable, et soit F un sous-ensemble de E. Alors F
est séparable.

Théoreme 1.4.3 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors E est séparable.

Corollaire 1.4.4 Soit E un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable) < (E’ réflexif et séparable).

Théoreme 1.4.5 Soit E un espace de Banach séparable. Alors Bg: est métrisable pour la topologie
o(E’,E).
Reciproquement, si Bg: est métrisable pour o(E’, E), alors E est séparable.

Théoreme 1.4.6 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors Bg est métrisable pour
la topologie o(E, E").
Et réciproquement.

Corollaire 1.4.7 Soit E un espace de Banach séparable, et soit (f,) une suite bornée dans E’. Alors
il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la topologie o(E’, E).

Théoreme 1.4.8 Soit E un espace de Banach réflexif, et soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il
existe une sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(E, E’).

Théoreme 1.4.9 (Eberlein-Smulian)
Soit E un espace de Banach tel que toute suite bornée (x,) possede une sous-suite extraite (x,)
convergente pour la topologie o(E, E").Alors E est réflexif.

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 5



Hadjer. Hadj Aissa 1.5 Espace LF(Q))

1.5 Espace L7(Q)

Soit Q) un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue de :
F ={f:Q— R, fintegrable}] — R,
frfl= | e
Q

Cette application est une semi- norme .
On va définie une relation d’équivalence sur ¥

VigeF [f-ge& VYxeQ f(x) =gk pp.

Definition 1.5.1 L’esemble Quation ¥ \ R muni de la norme

i = [ Vo
Q
S’appelle I'espace de Lebesque est sera noté par L

1.5.1 Définition et propriétés élémentaire des espaces L”

Definition 1.5.2 Soit p € Ravec1 < p < oo, on pose
[PQ) ={f:Q— TR, f estmesurable et |fIf € L}Y(Q)}

On note : :
Ifllr = [If(x)Pdx]?
On verifiera ulterieuremment que ||.||1» est une norme
Definition 1.5.3 On appelle espace de Lebesgue de puissance d’ordre oo I'espace, noté L™ (Q2), des
classes des fonctions mesurables au sens de Lebesgue, définies presque partout sur () a valeurs dans

R ou C vérifiant :
ess.sup |f(x)| < +oo

Definition 1.5.4 On pose :

L¥(Q)={f:Q— R, f est mesurable et il existe une constante ¢ telque : |[f(x)|<c p.p sur Q}

On note :
IfllLe = inflc: |f(x)I<c pp sur Q)

On verifiera ultérieurement que ||.||.~ est une norme.

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 6



Hadjer. Hadj Aissa 1.6 Espace de Sobolev H'(Q)

Proposition 1.5.5 L*(Q) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné par :
(1,0 = [ uopo,
Q

(Avec : fQ u(x)v(x)dx pour les fonctions réelles).

Notation 1.5.6 Soit 1 < p < oo, on désigne par pr 'exposant conjugué de p ie : % + % =1.

1.6 Espace de Sobolev H'(Q)

Definition 1.6.1 Soit ) = [a, b] un intervalle ouvert borne de IR,On considére I'espace de Sobolev
HY(Q) définie comme suite :

HY Q) :={uel*(Q): % e L?(Q),Vi=1,2,..,n},

bien etendu, la deérivation est a comprendre au sens des distribution. En autres termes, une fonction
u € L2(Q) est dans H'(Q) s'il existe une fonctions g dans L2(Q) telle que :

queC‘x’(Q):fu(p’z—fgqo
o o)

La fonction ¢ € L%(Q) est alors unique on la note u’ On munit H*(Q) de la topologie associe
au produit scalaire suivant :

(,)=H(Q)xH(Q) — R

(u,v)|—>fuv+fVqu
Q Q

La norme induite par ., .) est noté ||.|| g est verifie :
Yu € H'(Q), lull2, + IVull?, = lull )
Proposition 1.6.2 On a les résultats suivantes :

. HY(Q) est un espace de Hilbert separable
2. HY(Q) s'injecte de faAgon compacte dans CO(Q)

3. HY(Q) s'injecte de faAgon continue dans L*(Q)

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 7



Hadjer. Hadj Aissa 1.7 Complements divers

1.6.1 L'espace Wé’p (Q)

Definition 1.6.3 Soit 1 < p < oo, Wé’p (Q) désigne la fermeture de CL(Q) dans W'P(Q).
, _ w2

On note : Hy(Q) = Wy*(Q).

L’espace Wé’p (Q) muni de la norme induite par W' est un espace de Banach séparable, il est
réflexif si 1 < p < co. H}(Q2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H*((2).

1.6.2 L'espace dual de W(l)’p(Q)

Notation: On désigne par W=7 (Q) I'espace dual de Wé’p(Q), 1<p<ooetpar H(Q)
le dual de Hé(Q).
On identifier L%(Q) et son dual, mais on n’identifie pas Hé(Q) et son dual.

On a le schéma suivant
Hy(Q) c L(Q) c HY(Q),

avec injections continues et denses.
Si Q est borné on a

, 2
Wit c 12Q) c W(Q) S . _”2 <p<o,

avec injections continues et denses.

1.7 Complements divers

1.7.1 Formul de Green

Soit Q un ouvert régulier de class C!, Soit W une fonction de C!(Q) a support borné
dans le fermé Q alors, verifie la formulE de Green :

o= [ womds
Q 9Xi 9Q
Ou, n; la i éme composante de la vacteur exterieure unite© de Q.

Corollaire 1.7.1 (Formul d’integration par parities)
Soit Q un ouvert régulier de class C' et soit u et v deux fonctions de classe C*(Q) a support borneé
dans le ferme Q). Alors elle verifiant la formule d’intégration par partie :

fQ u(x)j—;(x)dx =— ‘[Q v(x)g—;ti(x)dx + ‘fa . u(x)o(x)n;(x)ds
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Corollaire 1.7.2 Soit Q un ouvert réqulier de classe C' et soit u une fonction de C*(Q) et v une
fonction de C1(Q). Tout deux a support borneé dans la fermé Q alors elle est vérifie la formule
d’integration par partie suivante :

L Au(x)o(x)dx = — L Vu(x)Vo(x) + L 5 g—z(x)v(x)ds.

N _(Ju . u _
o : Vu = (3xi)1<i<N est le vecteur gradient et = Vi1 .

1.7.2 Inégalité de Poincaré

Théoreme 1.7.3 I[négalité de Poincaré-Friedrichs Soit v € H(l)(Q) alors il existe une constante C
tel que :
lollz2 () < ClIVoll2q)

Démonstration. (Vv exsiste est carre sommable)
On peut écrire :

v(x) = L Vo(y)dy

2
2 _
v@»(ﬁww@)sgww

fQ v*(x)dx < L [ fa‘ (Vo(y)’dyx(x — a))dx < ”VZ’”iZ(Q) de
(0 ©)

o120y < 5 IVOIE g ollizy < ~ZIIVollizoy

V2

Alors, pour x € Q

Dans plus qu’a une dimension on a :
[0llL2icy) < ClIVollay Yo € Hy(Q)
]

Remarque 1.7.4 Pour une fonction v dont les dérivées n’existent qu’au sens de distribution on
observe que puique C®(Q) est dense dans H™ (ou Q = (a,b)? il existe une suit @y des fonction

@x € C*(Q) qui converge a v donc, on peut démentrer I'inegalite de Poincare@© pour un v € H'(Q)
en la demontrons pour @, et en prenant la limite lorsque k — oo

On peut utiluser I'inegalitéde Poincaré-Friedrichs pour démontere le lemme suivant :
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Lemme 1.7.5 L’expression :

o= ([ 52 o)

est une norme sur l'espace Hy(Q) qui est équivalent a la norme sur Hy(QY) dans le sens qu'il existe
des constants Cy et Cy tells que :

Cilulg < llullo < Colulg

1.7.3 lemme de Gronwall

Lemme 1.7.6 Soit ¢, 1 et y trois fonctions continue sur un segment [a, b] a valeur positive et
verifiant 'inégalité

t
Vtela,bl:y(t) <q@(t)+ flp(s)y(s) ds (1.1)

alors

t t
VYt ela,b]: y(t)s(p(t)+[fl,b(s)y(s)ds]exp[fl,b(/\)ym)d/\]

Démonstration. On suppose que : F(f) = fa t Y(s)y(s)ds en multipliant les deux membre de
l'inégalité [I.1|par 1/(t) on obtient :

F() — (0) < o)
Ce qui s'ecrit aussi :
¢ < g - [ | o)
Dou: at
v < 00+ Gexp [ vy

Corollaire 1.7.7 Soient y et y deux fonctions continues definies de [a, b] dans R* verifiant :

t
dc>0 / Vtelab], yit)<c+ f Y(s)y(s)ds;

alors :

t
Vtela,b], y(t)<c+exp (f gb(s)ds).
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Corollaire 1.7.8 Soit y : [a,b] —> R" une fonction de class C verifiant :
Ja>0 , 3FB=>0 , Vtelabl, |y @l<p+aly@)ll.

Alors :
B

viela bl , Iyl < ly@)]exp - +£ (expet- 1)

Pour application :
Soit x : [to, t1] — R" une fonction de classe C* telle que :

IO < allx@®ll +p -Vt elto, .
Alors :
(Il < llxCto)ll + (t1 = to)-
puisque :

t t
IIX(t)II=|IX(to)|I+ft IIX'(S)IIds<IIX(to)II+ﬁ(t1—to)+ftOtIIX(S)IIdS

1.8 Inégalité de Young et de Holder

— Soita, b et soit p,q € (1, +00) telque :

on dit que p et g sont conjugué au sens de Young alors :

ab < 1a” + 117”’
p q

Démonstration. On poura considrer la fonction ® : R* — R definie par :
1 1
O@) = -a’ + =b1 —ab
p q

est derivable par :
@@ =a""-b

1 . 1 .
cette dérivée s’annule lorsque a = b7 est négative pour a < b¥T et positive pour

1

a>brlona:
1

51

A1) =

1 1

b+ Ly i —
q

<

Ainsi O(a) > O ie :
ab < la’” + lbq
p q
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— Soit de noveau p, g € (1, +0) telque + =1let f € LP(u), g € L(u), En utilisant aute
montron que pour tout A > 0,

AP -1
tﬂmw<—fm%~—ifww
Q P Ja q Ja

Optimiser cette inegalite par rapport & A on obtient :

Ifglh < lIfllpllgllg

Cette inegalite reste vérifié pourp =1 etg = +oo
Démonstration. Soit f € LP(u), g € L(u) d’aprés I'inegalite de Young pour A > 0,
pour u presque tout x :

If3l(x) = Wu“) UV—%W
Ainsi :
AP A9
Lﬂkw<—fm%w—ifww
Q P Ja q Ja
on supposon :
AP A4
=5 [ a2 [ gha
P Jao q Ja

la fonction © est dérivable :

©'(4) = APIfIl, = A7 iglly
lgll} \ 7 ol N
I est négalive pour A < A; et positive pour

A = Aq. Ainsi le minimum de ® on a :

gl 7 1 (lglly7
n—(ijnw [iJuM

cette derivée s’annule pour A1 = (

I£1 I£1;
+ + 1 1+ +
IIgllq Al IIgII‘ AT
= IIfllpllgllq

On déduit I'inégalite de Holder

llfglh < Hf”p”g”q

Si f € LY(u),g € L™(u) Alors:
18I < lIglleo
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Pour presque tout x € Q et

fQ fsid < llglle fQ Fldu

If gl < lIglleoll fll1

ie:

Notation 1.8.1 Soient p et p’ dans [1, +oo[ (pas nécessairement conjugues)
Si f € LP(Q) N L' (Q) alors, f € L'(Q) pour tout r compris entre p et p’

Démonstration. Soient p,p” € [1, +oo[ on supposep < p’ etsoitp <r <p’ona:

FN = 1f@lfay + 1f @l <P +IfP

[rers [ [ <o

Théoreme 1.8.2 (Fischer-Riesz)
LP(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo Alors LF(Q) est complet.

On en déduit que :

Donc: feL'(Q)). m

Théoreme 1.8.3 Soit p telle que 1 < p < oo et soit (fu)nen une suit de Cauchy dans LP(Q)
convereant vers une fonction f € LP(Q).Alors il existe une sous-suite de (fy)neN qui converge
ponctiellement p.p vers f

Théoreme 1.8.4 (Théoreme de Riesz)
Soit T une forme linéaire et continue sur LP(QQ), Alors il existe une unique fonction g € LV (Q)
telle que :

1= [ sogeadr . vfer@)
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CHAPITRE 2

LEXISTENCE GLOBALE, UNICITE, REGULARITE ET LA
DEPENDANCE CONTINUE DE LA SOLUTION

Dans ce chapitre, on considere un probléme aux limites non linéaire avec un terme
source et un terme dissipatif générale. On démontre que ce probleme, sous certaines
hypothéses sur les données est équivalent au probléme variationnel qu'on déterminera
explicitement. Les approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de I'enessemble stable
ainsi que la méthode de compacité assurent que ce probleme posseéde au moins une
solution globale faible dans un intervalle [0, T]. L'unicité de la solution est obtenue en
impesant la condition sur le nombre p qui doit vérifié 2 < p < 222 A la fin de ce chapitre
on s’intéresse a la régularité et la dépendance continue de la solution par rapport aux

données.

2.1 Notations et formulation variationnelle

Soit ) un ouvert borné de R", a frontiere réguliere I', on désigne par u un vecteur
u:Q=0Qx]0,T[ > Retonpose L =TI x ]0,T[ ot T est un réel fini quelconque. Pour
simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions
u par rapport a x € Q et t € [0, T]. L'objet de ce chapitre est de chercher le dissplacement
u € R solution du probleme (2.1)-(2.3) suivant :

Problem 2.1.1 Trouver un champ des déplacements u : Q — R, tels que
2

O;—tg —Au+ag ') = bluf~?udans Q, (2.1)

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 14



Hadjer. Hadj Aissa 2.2 Formulation variationnelle \

u=0surX (2.2)

{ a) u(x, 0) = uo(x),

b) u’(x,0) = u1(x), dans Q). (2.3)

Ou g: R — R est une fonction croissante et globalement de Lipschitziene telle que
¢ (0) = 0. Les relations et sont les conditions aux limites homogeéne de Dirichlet
et les conditions initiales, respectivement.

Pour I'étude de ce probléme on aura besoin des hypotheses suivantes :

2.1.1 Hypotheses

Nous supposons aussi que les données initiales aient la régularité suivante :
up € VN LP(Q), (2.4)

u; € L2(Q). (2.5)

ou
V={veH'(Q),0=0surx} = Hy.

2.2 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe on démontre que sous les hypothéses précédentes le probleme
(2.1)-(2.3) est équivalent a un probleme variationnel, noté (P.V).

Lemme 2.2.1 Sous les hypotheses (2.4)-(2.5), le probleme (2.1)-(2.3) est, formellement, équivalent

au probléme variationnel suivant :

Trouver u € V N LP(Q) tel que
(PV):¢ W,v)+a(u,v)+a(gW),v)= b(|u|”_2 u, v), Yo e VNLF(Q)
M(X, O) = Llo(X), u’(x/ 0) = Ml(X), x€Q)
Oi
a(u,v) = f VuVudx.

Q

Démonstration.

1. Soit u une solution du probleme (2.1)-(2.3), en multipliant I’équation par v €
H'(Q) N LP(Q) il vient

W, v) = (Au,v)+a(gW'),v)=0b (|u|”_2 u, v),
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ou encore

w’,v) - fAuvdx +a(gW'),v)=0 (Iul”_2 u, v) , Vv e HY(Q) N LP(Q).
Q

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v € H(Q) N LF(Q)

W’,v)+ | VuVodx — | (Vu)nudL+a(gW’'),v) =0 (|u|”_2 u, v)
]

En posant v = 0 sur %, il en résulte le probleme variationnel suivant :
W', v)+a,0)+a(gW),v)="0b (lul’]_2 u, v) , Yoe VNIP(Q)
Finalement tenant compte des conditions (2.2), on conclut que u est une solution du

probleme (P.V).

2. Montrons I'implication inverse.
Soit 1 une solution variationnelle du probleme (P.V), on a

W, v)+awo)+a(gW),v)=0b (Iul"’_2 u, v) , Yoe VnNILP(Q).

En utilisant la formule de Green, on trouve

(u”,v)—fAu.vdx+f(Vu) nudx+a (g Ww'),v) = b(|u|’7_2 u, U), Yo e VNLP(Q). (2.6)
Q x

Pour v = ¢ € D (Q) il vient

w”,¢) - fAu.tpdx + f(Vu) npdx+a(gW’),¢) = b(lul’”_2 u, l,b), Yy e D(Q).
Q b
d’ou1 I’équation
u’' —Au+ag@')=> lulP~2u, p.p- dans Q.
[
Si on pose
%
il = (ot )% =| [ VaVuds
Q

Il est clair que ||u||; définie une semi norme sur V et de plusona:
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Lemme 2.2.2 |[ul|; est une semi norme équivalente a la norme ||ul| sur H(l)(Q).

Démonstration. Par contunuité nous avons

la(u, u)| < fVuVudx < Cf‘Wul2 dx < Cq |Jull?
Q Q

Grace a I'inégalité de Poincarré

a(u, u) > f \Vul* dx > C} [lull*
Q

Donc , ,
/5 1 5
Co2 llull < (au, u))? < C2 jull.

2.3 Existence et Unicité

Dans ce paragraphe et sous les hypotheses que nous avons cité précédemment, 1’exis-
tence global et 'unicité d"une solution faible seront obtenues on se basant sur les approxi-
mations de Faedo-Galerkin, méthode de compacité et I’ensemble stable. L'unicité de la
solution pour tout 2 < p < =2,

Nous commengons par démontrer 1’existence d"une solution faible du probleme (2.1)-
(2.3). Nous définissons les fonctions suivantes :

L’ensemble stable :

W = {u € Hy (Q) [ 1(u(®) = [Vu () = blully > 0} U {0} 2.7)
Et nous introduisons la fonctionnelle | définie par
T () = 2 v P = 2 25)
=5 e ,

Pour u approprié. Evidemment, nous avons

-2
@) = ST )+ = vu P,
p p

2.3.1 Existence

Dans cette section, nous établissons le résultat d’existence globale et d"unicité pour le

probleme 2.1).
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2.3.2 Existence Globale
Théoréme 2.3.1 Supposons que (uo, u1) € W X L2(Q) tel que :

2

¥ )
0<EO0) < ——|— 2.9
0<% e 22
ol p vérifié la condition
2n ,
2<psn_2(n23)(2$p<oozfn32). (2.10)

Donc pour tout T > 0, probleme possede au moins une solution u (t) satisfaisant :

ueL™0,T;VNLIQ)), (2.11)
u' € L0, T; L*(QQ)), (2.12)
gW)u’ e LY, T). (2.13)

ou C. est la meilleure constante de Poincaré, Sobolev ne dépend que de Q) et p, qui
satisfont pour tout2 < p < 2 (1> 3) 2 <p < cosin <2).

lu @)ll, < CellVu @)l Yu € Hy(Q). (2.14)

Avant de donner la démonstration explicite de ce théoréme nous commengons par
justifier que le probleme variationnel (P.V) a un sens.

Lemme 2.3.2 Sous les hypotheses (2.4)-[2.5), le probleme (P.V) a un sens.

Démonstration. Notons que si u : + — u(f) est une fonction de L2 (0, T; V N LP(Q)) et
si v est un élément de V N LP(Q), la fonction ¢t — (u(t),v), appartient a L? (0, T). Tout
d’abord puisque u est une fonction de L™ (0, T; V N LP(Q)) et pour u’ € L™(0, T; L*(QY),
les fonctions t +— (u(t),v), t — a(u(t),v) appartiennent a L2(0,T) et t — (g’ ()),v)
appartient a L' (0, T). Aussi la fonction t (lu OF 2 u () ,v) appartient a L' (0, T) pour
tout v € V N LP(Q), car en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

[l 2u@o@lds < [ 2u] gl Ol <
Q

IA

Cllu (Dl 0 Ol < C.

I en résulte que le probléme variationnel (P.V) a un sens dans D’ (J0, T]). m

Lemme 2.3.3 Sous les hypotheses (2.4), (2.5), les conditions ont un sens.

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 18



Hadjer. Hadj Aissa 2.3 Existence et Unicité

Démonstration. Tenant compte de (2.11) et 2.12) on a:

ueL™(0,T;LA(Q)) et (;—Z‘ € L~ (0, T; LA(QY)).

En particulier, apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, u est
continue de [0, T] — L*(Q), donc ( ,@) a un sens.
Reste a vérifier que ((2.3), b) a un sens, pour cela on revient a I'équation (2.1) qui donne

82
2 =Au+bluf?u-ag).

En utilisant (2.11)) on déduit
Auel® (o, T; H—l(Q)).

D’autre part en utilisant (2.11) il vient

f (a2 " e = f jul =DV dx = f ™17 dx = f b’ dx = llull ) < C

et par conséquent

P2 uel® (0 T; LV (Q)) =1.

L
p/

‘GIH

De ona
g e L™ (0, T;LX(Y)).

Dong, il en résulte que
u” € L2(0, T; L) + L= (0, T, H1(Q) + L7 (QY)).

D’ou, en particulier
w” e L2(0, T;H(Q) + L ().

Cecijoint a ,en part1cuher, est continue de [0, T] — H~}(Q) + L¥'(Q), de sorte que
(2.3);b) aun sens. =
Démonstration du[Théoréeme 2.3.11
a) Etape 1 : Solution approchée.
On introduit une suite (w,) de fonctions ayant les propriétés suivantes :
*Vjw; € LZ(Q),Hé (Q) N LP(Q);
+ La famille {wy, wy, ..., wy,} est linéairement indépendante ;
+ L'espace V,, = span {w1, wy, ..., wy} engendré par la famille {w;, w», ..., w;,} est dense dans
L3(Q) N H} (Q) N LP(QY), pour tout m € N.
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Soit u;; = uy(t) une solution approchée du probléme (2.1) sous la forme :

m
w(®) = ) Kin(w;.
=1
ou Kj;; sont déterminés par le systeme non linéaire suivant :

(up(t), w;) — (Aum,wj) +a (g (u,’ﬂ),wj) =b (|um|”_2 um,wj), t>0,j=1,2,..,m,

avec les conditions

m

m
um(0) = uom = Z Qi Wj, Uy (0) = Uy = Z[D’imwj,
i=1 i=1

Qui satisfait
Ugm — Up dans H(l) (Q) N LP(Q), uy, — g dans L2(Q).

Remplacant wj dans (2.15) par u;,(t), obtient
d / /
B (0 + (g 1, (), 6, (9) = 0

Donc par les hypothéses sur g :

t
B )+ [ (500, 0,15, 0)ds < E,(0), 150,
0

1,, 2 1 b
En(®) = 3 @ + 5 Vil = lun (Ol

En(h) =3 |m<t| + I( (t))+—pb||um<t>||p

et aussi ,
NY
Ens(8) 2 5 [, (0O + ] (e (1), £>0;

1 1 b
B (0) = 3 b + 5 [Vitonf = ol

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Puisque ug € W, la combination (2.16) avec le thoéoreme d’injection de Sobolev, donne
I (uom) = I(up) > 0 et E;; (0) — E(0) o1 E (0) est indiqué dans (2.9), quand n — oo, Alors

nous pouvons supposer pour tout m que :

E,(0)<(1+¢)EQ),t>0,e>0
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et pour tout m que
E,(t)<(1+&e)EQ)<CEQ©),t>0,¢>0 (2.22)

ot C est une constante positive indépendante de m et t.
b) Etape 2 : Estimation a priorie.
Lemme 2.3.4 Soit up, € W pour tout m. Par conséquent, pour tout m,
u, () e W, t>0. (2.23)
Démonstration. Comme I (0) > 0, Par la continuité, soit 0 < T,,, < T un temps maximal

qui satisfait
I(up (1) 20 Vt€[0,Tw),

Evidemment, nous avons
1 p—2 2 P2 2
Epn () 2 ] (i () = =1 (un, (1)) + —— [Vt (DI° 2 —— [Vunl|*.
p 2p 2p

Donc nous obtenons

Vi, OF < —2=E, () < L~ E (0) (2.24)
Par et ona
bl (DI, < BCY [V, ()2 [V, (1)
p=2
o[ 2p ? 2 2
< bC EE O)| Vit BF < Vi (P (2.25)

de (2.25) et (2.7) impliques que I(u, (t)) > 0 pour tout t € [0,Ty). En répétant cette
procédure et en utilisant le fait que :

2

. p-2( 1\
Jim Eyy (1) < En (0) < E(0) < % (bc’:) .

Ou conclure que T}, est étendue a T. La preuve de Lemme est complete. m

Il découle de (2.18), (2.20), (2.22) et (2.23) que

t
S0 +a [ e,u o L2 v 0P <c 0, @2
0
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Les termes non 11nea1res dans (2.26) sont uniformément bornés sur [0, T). La solution u,, (f)
du probleme (2.1)) existe sur [0, T) pour chaque m. D’autre part
u,, demeure dans un borné de L™ (O, T; H(l] QnNrL? (Q)) ,
u,, demeure dans un borné de L™ (0, T; LZ(Q)) ,
g (u, () .u;, () demeure dans un borné de L! (0, T;L! (Q)) ,
Vu,, demeure dans un borné de L™ (O, T;L? (Q)) ,

donc on déduit qu’on peut extraire une sous suite de (u, (t)), encore notée (u, (t)), tel que
pour tout T > 0,

U — u faible étoile L= (0, T; H)(Q) N L/(QY)),

uy, — u’ faible étoile L™ (0, T; L*(Q2)), (2.27)

et pour tout t > 0,

iy () — u (t) faible étoile Hy(Q) N LF(QY),
ul, () —> 1’ () faible étoile L2(QQ), (2.28)

quand n — oo.
c)Etape 1 : Passage a la limite.

Puisque Hj(Q) N LP(QQ) C L*(QY), il résulte en particulier de que les suites (), (u],)
sont bornées dans L(0, T; Hy(2) N LP(QY)) C L? (O, T; Lz(Q)) = L2(Q), L*(Q), respective-
ment, en particulier (i,,) demeure dans un borné de H!(Q).

En utilisant le fait que l'injection de H'(Q) dans L?(Q) est compact, voir [7,12], on déduit

ue :
1 uy () — u(t) dans L*(Q) fort et p-p-sur Q; (2.29)

Integrons (2.15) sur (0, ) trouvons

t t

(u,'ﬂ(t),wj)+f(Vum,Vw] ds+af < (u;, (1), w] (2.30)

0 0
t

= (U1, w;j) + b‘f(lumlp_2 U, w]') ds, t>0,j=1,2,...m
0

Puisque
t

f Vi, Vw] ds

0

t
< f Vi Vi ds < C, > 0; (2.31)
0
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t

< f |g (up, (O)||wi|ds < C, t>0; (2.32)

0

fg(u 1), w] ds
0

t

‘[(Iumll"_2 Uy, wj) ds

0

prenant m — co dans (2.30) et en faisant 1'usage de (2.28), (2.29), 2.31)-(2.33), (2.15) et

théoreme de la convergence dominé de Lebesgue il vient

t
< f ||um||§‘1||wj||pdss f luwll) ! [Veo)|ds < C, £>0;  (2.33)
0 0

t t t

(u’(t),wj)+f(Vu,ij)ds+af(g(u’ (t))',wj)ds = (ul,wj)+bf(|u|”_2 u,wj)ds, t>0,j=1,2,..,m

0 0 0
(2.34)
Par I’argument de densité, différencier 1} on obtient, pour tout v € Hé(Q) N LP(Q)).
82
(81}2 —Au+ag @ (£) —bluf?u, v) =0,t>0. (2.35)

De (2.28)

(um(t), wj) — (u(t),w;) faible étoile L*[0,T) quand m — o0, t >0, j=1,2,..,m
Par la continuité, nous obtenons

(um(0), w;) = (u(0),w;) faible étoile L [0, T) quand m — oo, j=1,2,...,m (2.36)
Prenant t — 0% dans il décole

(u'(0), w;) — (u1,w)) faible étoile L™ [0, T) quand m — oo, j=1,2,...,m. (2.37)
par conséquent (2.36), (2.37) et (2.16) donne
u(0) = ug dans Hy(Q2) N LP(Q), u’(0) = u; dans L*(Q). (2.38)

D’ouil résulte queu € L*([0, T); Hé (Q)NLF(€2)) est une solution faible globale du probleme
2. =
2.3.3 Unicité

Théoreme 2.3.5 Sous les hypotheses du [Théoreme 2.3.11 Alors pour tout p satisfait

zs;as%, (n>2) (p<+oosin<?2) (2.39)

la solution u obtenue dans le[Théoreme 2.3.1|est unique.
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Démonstration. Soient 1, v deux solutions du probléme (2.1.1), au sense du[[héoreme 2.3.1}
En posant W = u — v, alors W doit vérifier le systéme suivant :

V' — AV +a(g (1) —-g@ 1)) =b (Iulp_2 u— o2 v) (2.40)

dans L2 (0, T;L2 (Q)), T > 0, avec les conditions au bord W = 0 sur I et les conditions

initiales. Comme W’ € [2 (0, T; Hj; (Q)), en multiplions les deux membres de (2.67) par
W’ (¢) on obtient
1d 1d

, 2 v
ca O+ 55

VW +a(g@ () -g@ (t),u —0) = bf (|u|’”_2 u— o2 v) W’ dx
o)

(2.41)
En utilisant les inégalités de Holder et de Young, le premier terme dans le coté droit de
(2.41), on peut 'estimé comme suite :

‘f ([ulfP~2u = [oP~2 v)¥’ dx
Q

<(p-1 f sup ([uf’2, [0l ) W || dx
Q

<

) I¥ Ollsey ¥ 0
p—2 ’
< (I8 0+ Il ) I¥ By 19 €,
oul+ % +1=1De 1i onan(p—2) < g, par conséquant
f (lufP~2u - [ofP 2 v) ¥’ dx
Q
Cette estimation combinée avec (2.11) donne

'f (P2 u — o =% )W dx
Q

oyt ”'Z’Vg_2

< C(IlullP=2 + 1ol 2) VW ()] 19" ()],

< CIVW W (1),

Ainsi, de (2.41) en utilisant le fait que (g (1’ (t)) — g (@’ ()),u’ — v’) > 0 nous arrivons a
t
WOR + 3 VeF <C [ vwon Ol
0
Combinant 1'inégalité ci-dessus on obtient W (t) = W (0) = 0 in H(l](Q) NLP(Q). m

2.4 Régularité de la solution

Dans ce paragraphe et sous certaines hypotheses supplémentaires sur les données
initiales et la fonction ¢ on démontre la régularité de la solution obtenue au théoréme
précédent.
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Théoreme 2.4.1 On se place dans les conditions du|Théoreme 2.3.1} avec en outre

ug € Hy(Q) N HX(Q), (2.42)
u €V, (2.43)
g(uy) € L (Q). (2.44)
Alors pour tout T > 0 et pour tout p satisfait
p< % (n>2) (p<+ooifn<2) (2.45)

il existe une solution u et une seule du systeme (2.15)-(2.16) ayant la régularité suivante :

ue L™ (0, T; Hy(Q) N H*(QY), (2.46)
w € L (0, T; Hy(Q), (2.47)
u” e L~ (0, T;LX(Q)). (2.48)

Démonstration. Considérez la suite de fonctions (w;,) telles que :

+Vj,w; € H(l)(Q) N H2(Q);

*+ La famille {wy, wy, ..., wy,} est linéairement indépendante ;

+ L'espace V,, = span[wy, wo, ..., wy,] engendré par la famille {wy, w», ..., wy,} est dense dans
Hé(Q) N H(Q).

On suppose que les conditions initiales vérifient :

uom — 1o dans Hy(Q) N HA(Q), (2.49)
Uy, — U7 dans H(l)(Q), (2.50)
g(u1) — g(u1) dans L? (Q). (2.51)

Alors, pour tout j: 1 < j<mde il découle
(172(0), w0;) = (At + lutom " ttom — g (1), 5). (2.52)
En utilisant (2.49), on obtient
Atig| + a|g (u1m)| < C.

De l'inégalité de Holder nous concluons que

_ -1 1 _ 1
f 110l ttom| dx < lltoml} ) (00I1Q)7 < [[ttgmll”™ (00 Q)7 < C.
Q

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 25



Hadjer. Hadj Aissa 2.4 Régularité de la solution

Alors,
|tiomlP 2 ugm demeure dans un borné de LV (Q). (2.53)

Multipliant I’équation 1} par K;.;Z(O) et sommant sur j = 1 a m, il vient

(37(0), 13(0)) = (Assons + ltom P ttom = arg (t111) , 175(0)) .

Alors, )
720" < (1Al + [lttom P2 o] + a [ (urm)]) |t (0)]

Et par conséquent on a
|y (0)] < Ca. (2.54)

D’autre part, par dérivation par rapport a t, de (2.15) il découle
(s (1), 705) + a (1 (8), w0)) + (7 (i () upr (1), 05) = (p = 1) (el (), 05) . (2.55)

En multipliant 1} par K})’ﬂ(t) et en sommant en j = 1 de m, il vient

%% [uin O +a (1), 1) = = (87 (1) s (8) 77 (1) (2.56)
+(p = 1) (Il 1 (5), (1))

En utilisant les propriétés de la fonction g et d’apres (2.12) on a

(87 () 58, 15 ()] < I8 @] 1 Oy < C L OF (2.57)
Puisque 1 + % = 1, donc par I'inégalité de Holder on conclut que
(7 = 1) (1 OF 2 03,0, 165, )| < C [l OF 2] 50 Ol e O -
Comme (p — 2)n < q, d’apres etde en conluons
e OF 2]y < Cllan (P2 < C.
Par conséquent
(p = 1) (1 OF 215, 8, 105 8))| < [l O sz 0] (2.58)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, I'équation (2.56) en valeurs absolue

devient
d

%E (|u;,;(t)|2 +C ||u,'n(t)||2) < %Cz gy | + %C:—; (TG (2.59)
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Par intégration sur [0, ] de (2.59) il résulte

t
o + a0 < b @F + Cauanl? + €2+ o) [ (i, O + o) ). 260
0

Donc en particulier, moyennant (2.50), (2.54), de (2.60) il vient

t
) + ||, )||* < Ca [1 + f (|u;1;(s)|2 + ||u,'ﬂ(s)||2)ds]. (2.61)
0

En utilisant le Lemme de Gronwall pour conclure que
|u;,’z(t)| + ||u;n(t)|| < C (indépendant de m) (2.62)

Par conséquent,

u;,(t) demeure dans un borné de L™ (O, T; Hcl)(Q)) , (2.63)

u;;(t) demeure dans un borné de L™ (O, T; LZ(Q)) . '
D’oui, on déduit qu’on peut extraire une sous suite (uy) de (uy,) telle que

w,(t) — u'(t) dans L™ (0, T; H}(QY)) faible étoile. 264

u}/(t) — u”(t) dans L= (0, T; L2(Q)) faible étoile. '

Ce qui nous permet de supposer que la sous suite extraite (uu) vérifie, outre que (2.28),
(2.64)

u
g(u;,) — g @) dans L*(0, T; LX(Q)) faible étoile.

Soit j fixé, et u > j, alors d’apres (2.28), (2.64) et (2.65), on déduit que

uw, — u’ dans L2 fort,
{ ©Q (2.65)

a (1 (), wj) —> a(u(t), w;) dans L=(0,T) faible étoile,
(|uy|’”‘2 i, w,») —s (JuP u,w;) dans L(0, T) faible étole,
(w/(H),wj) — (u”(t), ;) dans L™(0,T) faible étoile,

(g (1), wj) — (g ), w;) dans L™(0, T) faible étoile,

Alors, en passant a la limite lorsque p — o0, on conclut, pour tout w; que

(" (1), ;) + au(t), w;) + a(g @' (1), w)) = (uP > u,wj).
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Par densité de V,, dans H(l)(Q) N H*(Q), en déduit que pour tout v € Hé(Q) NH*(Q)ona
W"(),0) +a (u(t), 0) + a (g (), 0) = (U > u,0),
d’ou u satisfait (2.1)), (2.47) et (2.48).

De l'autre c6té, moyennant (2.11)), (2.12), (2.65), (??) et (2.48) on a
g, uf?uel™(0,T;LX(Q)).

D’ou de (2.1)) il résulte
h=Au=u"—[ufu+ag)el® (0, T; LZ(Q)). (2.66)

Comme Au, voire [7], est un isomorphisme de Hé(Q) sur H1(Q). Soit G son inverse. Alors,
comme u € L™ (0, T; Hé(Q)) ona
u(t) = Gh(t). (2.67)

Comme Q est supposé régulier. Donc, en se référanta [7] et [13]ona G € £ (H 1(Q); HZ(Q)),
ce qui implique (2.46). m

2.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Dans ce paragraphe, on analyse la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.
Pour cela, on définit I'espace de Banach suivant :

W(Q ={p/p eL*(O,T; V), ¢’ € L™ (0, T;L2 ()},
muni de la norme
”(P“W(Q) = ||(P||L°°(O,T;V) + ||(P,||L°°(O,T;L2(Q)) :
On considere 1'application 7 définie par :
{ n:L2(Q)x VX L2(Q) - W(Q)
{f, uo,m1} — u,

ol u est une solution du probleme (2.1.1). Relativement a cette notation, on a le
[réme 2.5 ] suivant :

(2.68)

Théoréme 2.5.1 Sous les hypotheses des [Théoreme 2.3.1| et Théoreme 2.3.5, Alors, 'application
Tt définie par est continue, autrement dit pour tout u,v € W(Q), on a

2 2 2 2
' =o'+ llu = ol* < C(u,0) [luy = 01 + g = w0l ],

ol Tt ({Iul"’_2 u, Uo, ul}) =uetmn ({Ivl”_2 0,00, vl}) = 0.
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Démonstration. soit rt([ulP~2u, uy, u1) = u et n(jvfP~2v,v9,v1) = v
et on supposons que :

(loF 20,00, 01) = {lul’ ", up,u1} dans LA(Q) x H)(Q) x LA(Q) - W(Q).

Alors v demeure dans un borné de W(Q). On peut alors choisir v dans un borné de W(Q).

Ona:
W= Au=buf?u- ag’),
o= A v = b0 — ag(v’).

SoitW=u—-vona:

W= AW + a((g(') - g(0)) = blluP2u — o %) (2.69)

on multiplie les deux membre par W’ et lorsque les intégrales ci-aprés ont un sens, on
obtient apre utilisations de la formule de Green et les conditions initiales du probleme (P),

(W7 (1), W' (1) = MAW(H), W' (1) + a((gw) — §@'), W'(H) = b(|ul?u — o 0, W'(H) (2.70)

ona:
(W7 (0, W) = 5 (W0, W' (0) = 3 T OF.
et
—AMAY(H),W'(t) = %%(A‘I’(t), AY(t)) = %%IV‘IJ(t)IZ.
et

b f P21 — [oP 20 (Bdx] < CIVW(H]IW (1)
Q

avec: ((g') — g@"), ¥'(t)) >0
donc:
1d
2dt
Par intégration sur (0, t) on obtient

WO + 3 SRR < VU1 o)

t
(W (O + VW) < [uo — vol + llur = o1l + Cf VPO (s)lds
0

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
=o' + llu = 0|2 < C(u,v) (juo — vol + luy — 01]?)

d’ou c(u,v) est fonction de u et v, bornée sur les bornées W(Q). Donc la fonction 7t est
continue. m
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CHAPITRE 3

STABILITE DE LA SOLUTION

Ce chapitre est consacré a 1'étude du comportement de la solution u trouvée dans
le premier chapitre pour le systeme (2.1)-(2.3) sur d’autres conditions sur la fonction g.
Les techniques utilisées sont celles trouvées dans [10], [9], [1]. Aussi, le comportement
asymptotique des solutions fortes est montré sans prendre en considération la condition
|g(x)] = oo quand |x| — oo, cette condition est utiliser par plisieures authours.

3.1 Stabilité de la solution

Pour démontrer la stabilité de la solution locale u du probléme (2.1)—(2.3) donnée par
le[Théoréme 2.3.1} on définit la fonction d’énergie comme suit :

R PN S e S p v
E® = 3 W OF + 31Vl - SO, teR 6

Et pour obtenir la stabilité du systeme (2.1)—(2.3), on va supposer, en outre, qu'il existe
des constantes C;,i = 1, ..., 4 telles que

Cill <|g@| < Calxlr, p= 1, si ) <1, (3.2)
Cslx] < |g ()|, si x| > 1, (3.3)
lg ()| < Calxl’, si x| >1, n>3. (3.4)
, n+2
r<—— (3.5)
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Lemme 3.1.1 L’énergie E : R™ — R* est décroissante et absolument continue et on a

E'(t) = -« futg (u)dx <0, Vt e R". (3.6)
Q
Démonstration. Pour tout 0 < S < T < oo, d’apres (2.1)), (2.2) et (3.1) on a

T
0= ffut (utt —Au-bluf?u+ ag (ut)) dxdt =

T
:ff sty — wpAu — blulP~ Zuut+autg(ut))dxdt

S
:fE’(t)dt+ffutg(ut)dxdt E(T) - E(S)+affutg(ut)dxdt

E(T)—E(S):—affutg(ut)dxdt, 0<S<T< oo (3.7)

donc

Comme la fonction g est croissante et ¢(0) = 0 alors xg(x) > 0, Vx € R”, donc E est
décroissante.

D’autre part, de @ on conclut que E est localement absolument continue alors @
est satisfaite. m

Théoréme 3.1.2 Supposons que les hypotheses (3.2)—(3.4) sont vérifiées. Alors pour toute solution
forte du probleme @2.1)-(2.3), il existe une constante C > 0 dépend uniquement de E(0) et une
constante @ > 0 telles que :

E(t) < Cti, VteRY, sip> 1, (3.8)

et
E(t) <E(0)e™, Vte R*sip =1, 3.9)

ol la constante @ est indépendante de E(0).

Théoréme 3.1.3 Supposons que, les hypotheses (3.2) et (3.4) sont vérifiées avec,

p=lsin=1,
p>1lsin=2, (3.10)
p=5sin>3,

Alors pour toute solution forte du systeme @2.1)-(2.3), il existe des constantes positives C et @
telles que les estimations (3.8) et (3.9) ont liew.

Meémoire de Master : Etude théorique d'un equation hyperbolique non linéaire page 31



Hadjer. Hadj Aissa \ 3.1 Stabilité de la solution \

Démonstration du [Théoreme 3.1.2l Pour mieux présenter la démonstration de ce
reme 3.1.2) nous allons commencer par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 3.1.4 Pour tout 0 < S < T < o0, on a les estimations suivantes :

T
2 +
(p; )fEPT](t)dt < —|E2 t)futudx +P_f E ( t)E’(t)futudxdt{-&ll)
S Q

f E'T (1) f 2 (u)? - ug (uy)) dxdt.

S

Démonstration. Utilisons le fait que

futtudx f tudx—f(ut)zdx,
Q

bllu®|F < bC? (%E (0))T IVu ) < V()P <E() Vt>0.

et que

pour déduire

T .
0= fET (t) fu (utt —Au—-bluf?u+ ag (ut)) dxdt =

T
l ES (¢ f utudx] —% f ES ()E () f iuigdxdt+ (3.12)
Q

S
T

+ fE}%l ®) f((—u.Au —blulf) + aug (u;) — (ut)2) dxdt.
S Q
Donc de la définition (3.1) on tire que

-2)b
[ cnu= vy =266 - C22 o - [ ntax

Q Q

> 2E () — @E(t) - f (us)? dx (3.13)

p+2) f( 0 dx.
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En substituant (3.13) dans (3.12) il vient

T
pl p—-1 S W E
0>|E2 (t) upudx _T T (HE (t) | uudxdt+
S Q

T
+Ef pT f( )E(t) (ut)z+aug(ut)—(ut)2)dxdt.

Par conséquent, on a

=

T T
p-1 -1 p-3
0>|EZ (}) utudx] ——— | EZ () E' (t) | uupdxdt+
£ fume] 15 [0
222 [e% oa- [ea |
+ ET (tdt— | ET (1) | (20 - aug (u)) dxdt,
P S Q

S

d’otu B.11). m
Lemme 3.1.5 1 existe une constante positive C telle que pour tout 0 < S < T < o0, 0n a

T
2)
(p+ f”Tt)dt<CE (S) +
S

pT(t)f 2 (uy)? —aug(ut))dxdt (3.14)

m%ﬂ

Démonstration. La condition (2.2) impliquent que

f—uAudecfuzdx (3.15)

Q Q

Utilisant les inégalités de Young et (3.15)) par la définition de I"énergie (3.1) on a

p-1
E7™ (b) f uupdx

Q

<CEZ (1) | (P + (u)?)dx <
/

<CE'T () | (-udu+ w)?)dx < CE'T () [E O +b | de
/ /

<CE= (WE(t) = CET (1).
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Comme E est décroissante on conclut que

T
p-1 p+1 p+l p+l
E7 (t)fuutdx < C(ET (T) +EZ (5)) <CEF (5).
S
D’autre part on a
T T
p- 1 p=3 , p3 ’
> EZ (HE' (t) | uudxdt| <C | EZ (£)(=E" (t))E(t)dt =
S Q S

p+l p+l p+l
- CE> (5) - CE™> (T) < CE™* (5),
En remplagant les deux dernieres estimations dans (3.11) on trouve (3.14). m

Lemme 3.1.6 Soient 0 < S < T < oo, pour tout € > 0 on a 'estimation suivante

p-

f E ( t)f(ut dxdt<ef E™ (f)dt + C(e)E(s) + CE (S). (3.16)

Démonstration. Soit t € R" fixé, on a

f(ut) dx = f(ut ) dx + f(ut) dx.

ut|<1 [u>1

Utilisant I'inégalité de Holder on trouve

p+1
f(ut ) dx <C flutlp”dx f(ut

ul<1 [12¢]>1

En utilisant les inégalités (3.2), (3.3) et I'identité (3.6) on trouve

2
p+1

f(ut ) dx <C flutlplutldx + fututdxs
ut|<1 |ut|>1
p+1
<C f|utg(ut)|dx +Cf|utg(ut)|dxs
Utlsl |Mt|>1

< C(=E' ()71 = CE' (¥),
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d’ou

m%ﬂ

De l'inégalité de Young on obtient

T
p

P=1 (55 (s

T
CIE% (t) (=F (£)71 dt<Cy
S S

T T T
2 L’il p+1
+CpTlf(_E/(t))p+1 ) dt=€fET (t)dt—C(e)fE'(t)dtS
S S S

T
<e | B (0)dt +C()E(S).
/

Alors

T
f”T fut) dxdt<ef "5 (t)dt + C(e)E(S) + CE'T (S).
Q

Dot (3.16). =

Lemme 3.1.7 S0it 0 < S < T < oo, on a pour tout € >0

T

f ET (1) f aug (up) dxdt

S Q

T

SEIE¥ (t)dt + C(¢) E(S).

S

Démonstration. En utilisant 'inégalité de Young on trouve pour tout ¢’ > 0

faug(ut)dx <¢é fuzdx+C(€’) fgz(ut)dx.

| <1 Jug|<1 [ug]<1

T T
ET () | u)Pdxdt<C | E= () (-E' ()7 dt—C | BT O F (t)dt.
Jermisc] /

(3.17)
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Aussi, de (3.2), (3.15) on conclure

faug(ut)dx sg’f—uAudx+C(e’) fgz(ut)dxs

hui|<1 lugl<1 lurl<1
2
p+1

<2E(t) + C(&) f |g (ut)|erl dx =

u|<1

=2¢'E(t) + C (&) f|g(ut)|p|g(ut)|dx <

u|<1
2
p+1
<2E(t) + C(e) f |g (ut)| |1s| dx =
w<1
2
p+1
= 2¢'E () + C () f wg () dx| = 2¢'E(®) + C(¢) (<E (1)1 .
<1
Donc
f aug () dx| < 2¢’E (8) + C(¢7) (=E (£)) 77 . (3.18)
| <1
Dela condition (3.5), il en résulte que
el
p’+1
f P’ *'dx| < C|Vul < CE()?.
ut|>1
Par la méme maniere de (3.18) en utilisant (3.4) on trouve
7 v
p'+1 p'+1
Za 3
f g o] 7" dx| = f g ()] [g ()] dx| <
ug|>1 ug|>1
< f g (w)|dx| < C(-F’ (£)77 .
ur|>1
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D’oty, il découle

/

p
p'+1

1
7
, p'+1
faug(ut)dx < flulp”dx f|g(ut)| "odx <

l/l[|>1 ut|>1 ut|>1

< CE(D)? (-F’ (t))f—il .

Alors, de (3.18)) et (3.19) on trouve

T

f E'T (t) Qf aug () dxdt

S

T

<2¢' f E () E (1) dt+

S

T T
+C() [ BT OF @) de+C | ET (OE®! (-F ()77 dt,
/ /

ou encore sous la forme

T

f E'T () Qf ug () dxdt

S

T

<2¢' f E () dt+

S

T T
+C() [ BT (O(-F )P de+C | 2 (t) (<F ()77 a.
/ /

Comme p% + Z% = 1, alors en utilisant I'inégalité de Young on obtient

T T T
ce) | EZ 0 F@)Fdi<c) | EF ®di+c(e) | (<F @)t
/ / /

’

De méme comme p'+r1 + p,pﬂ =1, alorsona
T T T
P 7 p(p'+1)
CfVE2 ) (=E" (t))r+1dt < CfE(t) 2 dt+Cf(—E’ (1)) dt.
S S S

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Utilisons (3.20) et (3.21) pour arriver a

T

!E%(t)faug(ut)dxdt
T

+C(e)f( E'( t))dt+CfE(t Sf( —E’ (t))dt <

T

T
<3 f E (t)dt - C (&) fE’ t)dt+Cf
S S

En utilisant le fait que E est décroissante et p (p” + 1) > p + 1 on déduit que

T T
p+l
f f Ez (Hdt.
S S

Finalement, moyennant (3.23) de (3.22) on obtient

T

T

f E'T () f aug (ug) dxdt

S Q

T

sSfE¥ () dt + C(e)E(s),

S

ce qui acheve la démonstration de (3.17). m

Lemme 3.1.8 On a l'estimation

T
IE¥ (t)dtgc(1+5’%l(0))E(s), 0<S<T< oo,
S

, . .. _1
Démonstration. Choisissons ¢ = 3 alors de (3.16) et (3 il découle

T

T
P2 f’% f2u$dxd %fE’%l(t)dHCE(s)wE’%l(s),
S

S

T T
f ‘%(t)faug(ut)dxdts %IEQ (t)dt + CE(s).
S Q S

et

T
sze'fE‘%l(t)dHC(e')fE@ (t) di+
S

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Donc par sommation (3.25) et il vient
5 I T
+ - + +
pT f EZ (1) f (202 — aug () dxdt < f E (t)dt + CE(s) + CE™ (5).  (327)
S o 5

Utilisant (3.27), de on trouve que

T
p el P+l
Esz (t)dt <CE7 (s)+ CE(s).
S

Par conséquent,
T
fE’%l () dt < c(1 +ET (s))E(s) < C(l +ET (O))E(s), 0<S<T< oo,
S

Les lemmes et impliquent que la fonction E : R* — RR* est décroissantes et
vérifie l'inégalité :

o0

fE’%l (s)ds < CE(), Vt € R™.
t
]
Par conséquent les estimations et (3.9) sont suffisantes avec § = %, pour appliquer
la proposition suivante :

Proposition 3.1.9 Soit E : R* — R* est une fonction décroissante. S'il existe p > 0 et T > O tels
que

(o]

f EF*(s)ds < TEF(O)E (1), Vi € R,

t

alors .
EO<EO[(=L)" viertsigso0
= T+pT) stp>0,
et )
E(t) <E(0)e" T, Vte R*si = 0.
Voire [10].
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Ce qui achéve la démonstration du théoréme [[héoreme 3.1.2l m

Démonstration du [Théoréme 3.1.3| Soit (o, u1) € V N H2(Q) X V tel que g (uy) € L?(Q),
alors la solution du systeme (2.1)-(2.3) vérifie les régularités [2.47) et (2.48) obtenues au
Théoreme 241

Pour ¢ = 1, de (3.17) on tire

T T
f EZ (1) f (—aug (uy)) dxdt < f E'S () dt + CE(S). (3.28)
S S
En utilisant (3.28), de 1’estimation ( on conclut que

(p +2)

T
f E () dt < CE'Z (S) + CE(S) + 3 f EZ () f 12dxdt (3.29)
S S Q
Comme dans la démonstration du Lemme[3.1.6lon a

2 (1) 2dxdt < e | ET (t)dt + C(e) E(S), Ve > 0. (3.30)
f K f

D’autre part, on distinguera deux cas :
Premier cas, n = 1. En utilisant (3.3) (2.46), (2.48) et (3.6) et l'injection de Sobolev
V c H' (Q) c L* (QQ) on obtient

e < C [l g ()] < Clllyoqoy (-E' ) < ~CE' 0.
|u’|>1 |u’|>1

D’ou il résulte

T T
f ET (¢ f 12dxdt < —C f E% () E (dt < CE'Z (S). (3.31)
[w|>1 S
Deuxiéme cas, n > 2.On a
2p 2
f lu?dx < C f Iutlr’Tl1 urg (up) | dx <
u’|>1 |u’|>1
2
p+1 p+l
<C f |ut|P T dx f u g (1) dx < (3.32)
u'[>1 u'|>1

2

2 = L
<Clul™,  (E ®) < Cllullfy ) (< ()7
LP-1(Q)
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alors on conclut de (3.32) que
2
f jusf? dx < C(=E’ ()77,
lu’|>1
comme Zﬂ +5 +1 = 1, alors par l'inégalité de Young et (3.22) on trouve

X

lu’|>1

D’ou, il vient

T T
IE? (*) f 12dxdt < efE’%l (t)dt + C(e)E(S).
S lu’|>1 S
Les inégalités (3.31) et (3.33) impliquent pour tout n € IN* que
T
fE”T 0) f 1wldxdt < ef E'F (t)dt + C(e) E(S) + CE'F (5).
S w|>1
Choisissons € = %, de (3.30) et 1) il résulte
T T
fE’”%l ® f 12dxdt < %f}g% (B)dt +C () E(S)
S <1 S

et

sz (t)f 12dxdt < %IE%(t)dt+C(e)E(S)+CE’%1(S).

u’|>1

Donc l’inégahte (3:29) devient

T T
f % (tydt < CET (5)+CE(S)+3fE¥ (t)fufdxdt:
S S Q
T
- CET (S)+CE(S)+3f ”T(t) fufdx+ fufdx dt <
S w|>1 lu’|<1

Q)II\J

T
fE 2 (t)dt+CE(S)+CE (S)
S

T T T T
E7 () | wdwdt<C | ET () (~E'@®)Tdt<e | ET (dt-C(e) | E' (Dt

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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ou encore
T

f E¥ (hdt < CE@)(1+E% (), (3.37)
S
d’ot1 (3.24). Ainsi que les estimations (3.8) et (3.9) se déduisent en appliquant la proposition

avecﬁ = %. u
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CONCLUSION

Ans ce mémoire, nous avons considéré un probléme hyperbolique semi linéaire avec
D une dissipation non linéaire et un terme source avec des conditions aux limites et les
conditions initiales. En se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin, la méthode
de compacité, la méthode de I’ensemble stable ainsi que le théoréme de monotonie, nous
avons analysé les questions de 'existence globale et 1'unicité d une solution faible pour ce
probleme ainsi que la régularité et la dépendance continue de la solution par rapport aux
données. A la fin, nous utilisons les techniques de Liapounov basées sur 1’application des
inégalités et des intégrales connus pour montrées la stabilité non linéaire de la solution
obtenu.
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