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Introduction g¢ngrale

Ce mémoire est dédié a I'étude tant théorique que numérique des
problemes aux limites pour les équations aux dérivées partielles linéaires et
elliptiques. Théme qui a de nombreuses applications dans la science de
I'ingénieur. En effet de nombreux phénomeénes de ces sciences (mécaniques,
physiques, chimiques, biologiques ou méme économiques) sont modélisés par
des équations aux dérivees partielles linéaire ou non linéaire. La compréhension
des propriétés des solutions des ces  équations permet un maeilleur
dével oppement de ces sciences. De plus, dans de nombreux domaines industriels
et appliques (Aéronautique, pétrolier, nucléaire, automobile, etc.), il est
nécessaire de résoudre des systemes d'équations aux dérivées partielles assez
complexes, la simulation numérique remplacant trés souvent la simulation

expérimental e plus colteuse.

Dans ce travail, nous considérons un probleme aux limites eliptique
gouverné par les équations de Laplace avec les conditions aux limites de
Dirichlet. Notre but dans ce mémoire est de résoudre le probléme considéré en
utilisant la méthode des différences finis en se basant sur une bonne
connaissance de la théorie des distributions, nous avons préféré rappeler
guelgues notions principales. Ce mémoire se décompose en trois chapitres, dans
le premier, nous alons présenter un rappel concernant quelques notions
indispensables sur la théorie élémentaires des distributions, qu'est un outil
commode pour la définition des espaces fonctionnels utilisés, notamment les
espaces de Sobolev et leurs propriétés les plus importantes. Dans le second
chapitre, sous certaine condition, on démontre que le probléme considéré est

équivalent a un probléme variationndl. En utilisant le théoreme de Lax-Milgram,



ainsi que I'inégalité de Korn on démontre I’ existence et I’ unicité d une solution

variationnelle.

Dans le dernier chapitre, moyennant la méthode des différences finis nous
démontrons que la résolution numérique de ce probléme considéré se ramene a
la résolution d'un systéme linéaireAx = b, et comme la matrice A est
symétrique définies positives, nous avons préférer d utiliser la méthode de
Cholesky.
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Chapitre 1:Rappel sur la théorie élémentaire des distributions et les espaces des Sobolev

1.Notation :

Soit Q € O(R™) un ouvert deR" . On désignera par C2(Q2) I'ensemble des

fonctions continues a support compact dans () .
C2(Q) = {f:Q — R\f continue et supp (f) € Q}.

Rappelons que le support supp (f) d une fonction fcontinue sur Q est défini

par :

supp(f) = {x € Q\f(x) # 0}.

Si lafonction f est mesurable sur Q ; le support est défini par :

x & supp(f) © Iw € 0,(Q) tq f\w = 0 pp.

Soit 1< p < oo. On dit gu'une fonction f: & — R appartient a L} (Q) s

loc

f1, € LP (Q) pour tout compact K c Q.

2.Rappels d'intégration :

Théoreme (2.1) :
L’ espace C2 () est dense dans I’ espace L1(Q) , cest-a-dire:
vVie L1(Q),Ve>0,f. e Q) tqllf — fillp < e

Théoreme (2.2) :

Soit 1< p < o et soit p* I'exposant conjugué dep , C'est-a-dire tel que

L~ ey =1 =)
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Etant donné ¢ € (LP) une forme linéaire continue sur L (1), il existe une et

une seule fonction g € LP (Q) telle que:
vfe r@ o) = fg. sura

Deplus, onal| ¢ ey || = llgll -
Théoréeme (2.3):

Pour 1< p < oo I'espace LP(Q) est séparable.

Proposition (2.1) : soit fe L} (Q).S [fu=0 pour toute fonction

loc

€ C2(Q),dorsf = 0 presgue partout dans ().
Corollaire (2.1) :

L’ espace C2(Q) est densedans |’ espace LP (Q) pour 1< p < .

3.Convolution et régularisation :

Théoréme (3.1) :

Soient fe L'(R") et ge LP(R") avec 1< p < o .Alors, pour presque
tout x € R®™ , Lafonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R™, s on

pose
(f*g) = jy — f(x —y)g(y) dy sur R™.

Alors (f x g) € LP(RMet I(f * Plle < llfllpllglley -
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Proposition (3.1) :

Soient f € L'(R") et g € LP(R™) avec 1< p < o . Alors:

supp(f * g) < supp(f) + supp(g).

NOTATION :

> Onnote C*(Q), 0< k < oo Iespace vectoriel des fonctions dont
les dérives partielles d’ ordre inférieur ou égal a k existent et sont
continue dans Q.

> On note C¥ () 0< k < oo le sous espace vectoriel des fonctions de
C*(0), a support compact dans  (une fonction de C¥(Q) s annule donc
au voisinage de 02 dans ().

»  L’espaceC;° (), que nous noterons également D(Q), S appelle
|” espace des fonctions test sur Q .

» On al'inclusion C°(Q) c C°(R™) et I'égalité

C’(Q) ={u €/ (R") supp(f) € Q}.

> fe€ L,.(Q) s pourtout compact c Q , f € L'(K).
> D(Q) désigne I'espace des fonctions de classe C* a support

compact dans Q.

Proposition (3.2) : il existe unefonction p € D(R") tell que:
p=0,
Jp(x) dx = 1 sur R",

supp(p) = B(0,1).
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NOTATION : pour tout € > 0, nous noterons p, lafonction

pe(x) =€e"p (E) :

Avec
pe = 0,
fps(x) dx = 1 sur R",
supp(ps) = B(0, ).
Remarque:

Pour toute fonctionu € L}, (R") , posons:

xX—y

w0 =urp@ = [ () ay

= j u(x —ey)p(y)dy sur R"

Théoréme (3.2) : (théoréme derégularisation et d’approximation)

(i) Soit u une fonction intégrable, nulle en dehors du compact K € Q

Alorslafonction u, € D(Q) désque

e <6 =dist(K,R"\Q). Si, deplus, u est supposée continue alors u, tend

vers u uniformément quand ¢ tend vers 0.
(uy = u quand € — 0).

(ii) Soitu unefonctionde LP(Q) ,1<p < o, dors (u, — u ) danslP.
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NOTATION :
Soit @« € N™ un multi-entier, avec a = (a4, ay, ..., ;).

v Onnotex® lemondmex; " ...x," dedegré |a| = a; + -+ a,.

v. On note 9% ou ai—a I’ opérateur de dérivation (d'ordre |al)

09
ax?l LN} axTn-
, , , . . 0
v Onnote g; | opérateur de dérivation P
J

v D(Q) est ledual topologique de D(Q).

4. Dérivée faible :

Lemme: soit O € O(R™) un ouvert de R"et (f,g) € LL.(9) .S pour

toute fonction ¢ € D(Q)on a:

[ rew@ax = [ g@o@ axsura= 5 = gw.

Définition (4.1) :

Sait O € O(R™) un ouvert de R™ et i € [1,n] .On dit que f € L1, (Q)
est dérivable dans la direction i au sens faible sil existe d;f € L},.(Q) tel
que: Vo € D(Q):

ff(x)g—fi(x)dx = —f 9, f(X)p(x)dx sur Q.




Chapitre 1:Rappel sur la théorie élémentaire des distributions et les espaces des Sobolev

Remarque: s 0;f existe, il est unique.

Définition (4.2) : s Q € O(R™) un ouvert de R", alors on note:
i) Pour K c Q compact, Dg (Q) = {p € D(Q)\supp(p) c K}.
i) Poura € N" et @ € D(Q),P,(¢) = |10%¢]l.

Définition (4.3) :

i) on dit que T € D(Q) (Test une distribution) , s T:D(Q) — R est
linGaire et vérifier . VK c Qcompact,aCy >0etmg €N tel que
Vo € Dk (Q)
(T.@) < CysupPy (@) aj<my-

i) Sii € [1,n].Alorson définit ladérivéedeT € D(Q)

dansladirection i comme étant ladistribution d;T vérifient :

__q 2
(0.Tp) = ~(T, 5= ().

Remarque: s T € D(Q) d’ordre m aors ;T € D(Q) et d ordrem + 1.
Définition (4.4):

Si (T,) € D(Q) e T € D(Q) aorsT, Srs Vo € D(Q)
(T,0) — (T,p)

D D
Remarque: OnaadorsT, - T = 0,T,, = 0;T.
Définition (4.5) :

S f € L},.(Q) aorson définit ladistribution d ordre 0
Tr (@) = [ f()p(x)dx .

10
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On appelle alors dérivée faible, au sens de distribution, de f dansladirection

i ladistribution 0;T; quel’on note d; f .
Remarque: Si f est dérivable au sensfaible dansladirection i
aors ale = Taif

Proposition: S f€ L. (Q) aors f est lipchitziennes Vi€ [1,n] ,
0;f € L”(Q).

5. Espace de sobolev :

NOTATION :
Pour k € N et 1< p < o , introduisons I'espace
C®*P(Q) = {u € C*(Q)\0%u € LP (Q)pour tout |B| < k}

1
Et munissons-le de la norme: [lull,, = e llorull?,) /p. Quandp = 2

cette norme provient d'un produit scalaire.

Définition (5.1):

Pour tout k € N et pour tout 1<p <o , on définit I'espace de Sobolev

H*P(Q) comme étant le complété de I'espace C ¥ (€) pour lanorme||. || ep-

Pour tout k € N et pour tout 1<p < oo , on définit I'espace de Sobolev

WP (Q) comme:

wkr(Q) = {u € L (Q)|Va, |a| <k,
dv, e LP(Q) tq v, = 0°u au sens faible}

11



Chapitre 1:Rappel sur la théorie élémentaire des distributions et les espaces des Sobolev
On aains deux manieres naturelles de définir les espaces de Sobolev .

Il setrouve que les deux définitions ci-dessus équivalentes.

Théoréme (5.2):
vQ € O(R"),Vk € N,V p € [1,+o[ ona H*P(Q) = WkP(Q).

Il facile de voir que W*P(Q) , muni de la norme .1l . t de Banach

Séparable et que H*P(Q) c WkP(Q) .La réciproque se démontre par

régularisation.

6. Les espaces HX :

Définition (6.1) :
Etant donné k € N,p = 2, nous désignerons par H*(Q) I'espace de Sobolev.

H*(Q) = {u € L?(Q)|Va, |a| <k,
Jv, € L’(Q) tq v, = 0%u au sens faible}

On introduit sur H* le produit scalaire : (u, v}, = Xjq1<(0%u, 0%v),

(w, ) = Ju@)v)dx + Xiga< | 0%ulx)o*v(x)dx (sur Q.) .Et la norme

associé: |lull, = +/(u,v), . (.), désignele produit scalaire usuel sur L?.

Théoréme (6.2) :

Soit 0 € O(R™),Vk € N I'espace H*(Q)) muni de produit scalaire est un
espace de Hilbert séparable.

12
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Proposition (6.3) :

Vk € N,Va € N* Tel que|la| <k, l'operateur de dérivation 9% est une

opération linéaire continue de H* (1) deH*~11(q).
Définition (6.4) :

Pour k € N on note H¥ () I'adhérence de D(Q) dansH* (Q).

Théoreme (6.5):
vk € N, l'espace D(R™) est dense dans H*(R") .Autrement dit:

H¥(R™) = H§ (R").

Cas particulier :
7. Espace H1(Q):

Définition (7.1): Soit Q € O(R"™)

du

HL(Q) = {u cr@rqvieln) o

€ L? (Q)}
Théoréme (7.2) :
H'(Q) est un espace vectoriel, muni d'un produit scalaire :

(f,9) = ff(x)g(x)dx+2?:1f%%dx SurQ. Cest un espace de

Hilbert .Sanormenote ||. || 1.

13
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Remarque:

) Onvoitquellfllz < Iflgetlld;fllz < 110 f 1.
i) vQ e OoR™) Ona:D(Q) c H(Q) c L2(Q).

8. L'espace H}(Q) :

Théoréme (8.1):
e  D(R") est densedans H! (R™) pour lanorme H! :
VvV f € H'(R"),3¢, € D(R™) telleque: lim, ||f — ¢, |l 1 gny = O.

. S Q< RY,D(Q) nestpasdensedans H1( Q).

Définition (8.2) :
On définit H} () comme lafermeturede D( Q) dansH( Q) .

(Pour lanorme H( ©)). Autrement dit :

Hy(Q) = {f € H'(Q),3¢, € D(Dtq ¢, — [ dans H' (Q)}

Remarque:

) H(R™) = H'(R™).

i) Q= R", H}(Q) c H(Q) avec inclusion strict.

iii) D(Q) est densedans H}(Q) pour lanorme H!(Q).
iv) H(Q)estlefermé deH!(Q).

14
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Théoreme (8.3) :

H} (Q) Est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H®.

Théoréme (8.4): " Inégalité de Poincar é-Friedrichs™

Soit O € O(R™) , borné connexe a bord lipchitzien,k € N* , et H(Q) un

sous- espace fermé de H* (1) telle que:
Hg (@) NP1 (Q) = {0}
Alors il existe une constante C >0 telle que : Vu €V, |lull,q <

1/2
C(Dlulma-Ou:  |ulpa = Tjaj<am f oD ux)I?dx) ", est une norme

sur H3 (Q) , équivalent alanormel] . ||; .

9. Théoremedetrace:

Soit ) € O(R™) etm € N U {0}, nous introduisons les notations suivantes :

Cm (@) = {f: 0 — R[3Q; € O(RY),0 € Qy,3f; € C™ () } o
- tq fild=f
f:0— R|3Q, € O(R"), 0 c O, 3f; € CF(Qy) }

Cgl@z{ tq il =f

15
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10. Théorémedetrace pour R" et applications:
Nous traitons le cas ou :

{Q =R} :={x = (,x) = (xq, ..., x,) € R"|x,, > 0}
= 0900= R"1! x{0}

On peut bien sur parler de la trace d'une fonction v de Cj*(R%) sur R*~1 x
{0} : on définit y,(v) par y,(v)(%) = v(%,0), Pour tout x € R*~ 1. (%)

Il est clair que I'on ay,(v)(x) € CF*(R*1) .On ale lemme suivant.

Lemme : pour toute v € C*(R?) ,ona
lyollopn-1 < Ivlly g

Corollaire : I'application y, définie par (*)sétant en une application linéaire
continuede Hj(R?%) dans L*(R™™1) tel que:

vv € H'(RY), llvoWllgre-1 < llvllygn
Nous utiliserons également la notation u|0R” alaplace de y,(u)
Théoreme (10.1) :

Soit y, I'application trace de  H} (R?) dans L?(R™~1) .Pour tout u et v dans

H'(R™), on ales égalités (formule de Green)

[pnv@au)dx = = uux)vixde, 1<j<n-1.
Jrnv()0u(x)dx = = [ ()9, v()dx — [ gu-17o (W) (D)yo (W) (D) d.

16
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Théoréme (10.2) :
Soit y, I'application tracede Hg(R%) dans L>(R™*™!) . Onal égalité:

Hy(R}) = {u € H' (R}) |y (w) = 0}.

Lemme: "inégalité de Korn"

Il existe une constante C dépendant seulement de 12 tel que:

2
o J (D) dx = C”’U”ZH&(Q)g , pour tout v € H3 (Q)3

17
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Chapitre2 : Existence et unicité d’une solution variationnelle

1. Proposition du probléme

Soit Q un ouvert borné de R® ,n > 2, a bord Lipchitzien étant f € L*>(Q) , on

veut trouver la solution u de probléme :

(—Au=fdansQ ..(1)
(P): {you =0 surl -.(2)

N d2%u
ou: Au=>Y". —
=1 6xi2

2. Formulation variationnelle :

Proposition (2.1) : Pour f € L?>(Q), le probléme (P) est équivalent au probléme

variationnelle (PV) suivant :

trouve v €V tell que

(PV):{a(u,v) =F) ..(3)

Ou: HI(Q)=V

du dv
a(u,v) = nga—a— X.

F() = [of @v(x)dx.
Démonstration:
N(P) = (PV) :

Supposons pour le moment qu'une solution u de (P) existe et qu'elle est
suffisamment réguliére, disons u € H2(Q), alors en multipliant I'équation

(1) par une "fonction —test"; v € H(Q), on obtient :

—Au.v=f.v

19



Chapitre2 : Existence et unicité d’une solution variationnelle

- En intégrant sur Q on obtient :

Jo = Muv(x)dx = [ f()v(x)dx .

En intégrant par parties dans le premier membre de cette identité, on
obtient :

= 92y
Jo— Muv(x)dx = fgzﬁv(x)dx
i=1

d%u d%u
=—J, <6_x12+ oo ax%>v(x)dx

g 0%u d%u q
- T2\ ox? 0x2 x

2y 2
[fgz — v(xX)dx + -+ [ g uv(x)dx]

nga 2v(x)dxlg

Sionposev =0 surl,alors:

Zf —v(x)dx — ngg—ug—; X.

Ju 617

Alors : —f Au.v(x)dx = Q9% 9x

Comme il n'y a aucune raison que les termes de bord soient nuls, nous
prenons v € Hi(Q), cette derniére identité implique alors (puisque une

telle fonction v satisfait v(x) = 0.

ou 0
z fQ au av dx = fo(x)v(x)dx .. (4).

20



Chapitre2 : Existence et unicité d’une solution variationnelle

Comme les conditions de bord (2) impliquent que u € H}(Q) , on voit que

le bon choix et de le prendre :

du dv
““"”)‘Zfaa—a X

=

F(x) = [of()v(x)dx .
D’ou le probléme variationnel suivant :

trouve v €V tell que

CPV):{ a(u,v) = F(v)
i) (PV) = (P):

Reste a vérifier Il'implication inverse, c'est-a-dire, toute solution du

probleme (PV) est une solution de probleme(P).
En effet :

On a ainsi montré que si u € H2(Q) est solution de (P) alors elle est
solution de (4), ou de maniere équivalente solution de (3) avec le choix

fait ci-dessus .

Grace au lemme de Lax_Milgram, nous allons maintenant montrer que le

probléme (4) & une solution unique u € H(Q), vérifiée — en I'hypothése :

La bilinéarité de a et la linéarité de F se découlent de la linéarité de

I'intégrale.

On Supposons que u € H%(Q), soit une solution de (1), (2). Alors par la

formule de Green, on aura pour tout u € H'(Q) :

n

ou dv ou
Z Q 9x; x; dx — oo EYonG = [ f®v(x)dx

i=1
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Comme le terme de bord n'a aucune raison de s'annuler donc induit une
dissymétrie entre la régularité de u et vdans le premier membre de cette
identité et comme de plus u satisfait (2) qui a un sens pour tout élément de
H'(Q) on prend les fonctions test v € H3(Q) dans ce cas l'identité ci-

dessus implique alors que :

Z fgg“ g" dx = [ fGOv(x)dx Vv e HY(Q) ..(5).

La coercivit¢ de la forme a sur H§(Q) suit de l'inégalité de Poincaré-
Friedrich puisque :

a(u,v) = IuI%,Q.

Comme D(Q) est inclus dans H}(Q) , la solution u € H}(Q) du probléme

ci-dessus veérifie.
—Au = f. dans D(Q).

Ainsi cette solution est aussi solution de (1), (2) mais dans un sens plus
faible car (1) n'est satisfaite qu'au sens de distributionnel, en effet de

I'identité ci-dessus on ne peut conclure que u € H2(Q)  (le fait que
2
Au? € L2(Q) n'est pas équivalent a% € L2(Q) ,pour tout i,j = {1,2 ..., n}
1%
Remarque:

Comme on vient de le signaler, on peut se poser la question si la solution u du
probléme (1), (2) a la régularit¢ H2(Q) (ce qui garantira I'équivalence entre

(1), (2) et la formulation variationnelle).
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3- Quelques résultats préliminaires

3.1. Problemevariationnel:

Définition (3.1) : " Forme bilinéaire— continue " :

Soit IV un espace de Hilbert réel le produit scalaire (.,.),,, et de norme || . || .
Soit la forme suivante : a iVIX Vi+= R.

(ufv)— aluv)]

> On dite que cette forme est une forme bilinéaire si seulementsi :
- Linéaire sur i
- Linéaire sur v.
» On dit que cette forme est continue si seulement si:
3 [M = 0 tel que:
|a(ujv)] < Mllully.llvlly - vYu/v € VD

Notons par v Tle dual topologique de v

Définition (3.2) : " Coercivite"

On dit que la forme bilinéaire a est ¢ elliptique ou coercive sur [V si seulement

Sl :
3o >0 Telleque:a(u,v) =allull} YueV. ..(5)

Nous pouvons alors démontrer le résultat suivant connu sous le nom de lemme

de Lax_Muilgram.
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3.2 Théoremede Lax_Milgram:

Si la forme bilinéaire a est V- elliptique (coercive), alors le probleme (3) a

une solution unique u € V, de plus, on a I'estimée :

1
lully < 1IFlly ..(6)

Preuve:
Fixons u € V et considérons l'application

Au:V — R

v a(u,v)
Ceux-ci définit une forme linéaire continue sur Vi.e. Au €V .
En effet :

|[Au(@)| = la(w,v)| < M |[ullyllvil, vveV.
Ce qui prouve de plus que :
lAully < Mllully ...(7)

Pour p paramétre réel positif, introduisons

O,:V -V

u—u—pT(Au—f)

L'application T de V dans V étant définie au théoréme (représentation de
Riesz).
L'existence d'un point fixe pour @, est clairement équivalente a I'existence
d'une solution a notre probleme (3) .

Il nous reste donc a montrer que, pour p suffisamment petit, ®, est une
contraction puisque alors @, aura un unique point fixe pour cela on calcule
|, (w = ®,@)||,, par la définition de ®, et la bilinéarité du produit
scalaire, on a:

||CI>p (u—2o, (v)||12/ =(w-vu—v)y—2p(u—vT(Au - Av))V
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+p?(T(Au — Av), (Au — Av)),
= |lu —vll§ + p2IIT(Au — Av|l;
—Zp(u — v, T(Au — Av))V

= |lu —vll% + p?llAu — AvllF —2p(Au — Av)(u — v)

Cette derniere identité s'obtenant grace au propriété de [I'application T,

finalement vu la déefinition de A on arrive a :
2
@, (w = @, W), = llu = vlIf + p*lAu — Avll§ —2p(Au — Av)(u —v).

Par (7), (5), on arrive a l'estimer :

2

@, (u — @, )|, < A = 2pa + p*M*)|lu - vIIF
Ainsi @, sera contractante si (1 —2pa +p*M?) <1 ce qui équivautt a
0<p<24/ .
Par : (3) appliqueavec u=von a: a(u,u) = F(u)
Ainsi par la coercivité de a et la continuité de F, l'identité ci-dessus implique :
allully < alu,u) = F(u) < (IFllyllully

allully < IFllyllully
Ce que prouve l'estimée.

3-3 Existence et unicité:

Ju dv
a(u,v) —nga—g x
L

F) = [ of)v(x)dx
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Chapitre2 : Existence et unicité d’une solution variationnelle

Grace au lemme de Lax_Milgram, nous allons maintenant montrer que le

probléme (P) a une solution unique u € H (Q) , vérifions - on les hypothéses.

Démonstration:

La bilinéarité de a et la linéarité de F découlent de la linéarité de l'intégrale.

> Labilinéaritédea etlalinéaritédeF :
. LalinéaritédeF:
- on veut montrer que F(av) = aF (v).

En effet :

F(ax) = [,f)v(ax)dx = [,f (x).a.v(x)dx
= afgf(x)v(x)dx = aF (v)

Alors F(av) = aF (v).
- on veut montrer que F(u + v) = F(u) + F(v).
En effet:
Flu+v) = [,f)(u@) +v(x))dx = [f )v(x) + fF()v(x)dx
=F(u)+F()
Alors: F(u+v) = F(u) + F(v).

° Labilinéaritédelaformule a :
En effet:

Jdu dv

a(u,v) —nga—a X

i=

1. on veut montrer que : a(au,v) = aa(u,v)

aleu, v) = Zf d(au) av

Q Jx; ax
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Chapitre2 : Existence et unicité d’une solution variationnelle

Zf ou ov B zn:f auavd
Q%5 g = 472 9x; 0x, x

Alors : a(au,v) = a a(u, v).

2. On veut montrer que : a(u, av) = a a(u, v)

A, av) = zf ou a(av)

Xi

zf Ju ov _zf ou ov
Qa dx =« anaxx

Alors : a(u, av) = aa(u, v).

3. On veut montrer que : a(uy + uy, v) = aluy,v) + aluy, v)

S Ay +uy) @
u u v
a(u1+uz,v)=ZfQ —

axi axi

d(uq) a(uz)
zf <6x >6xl-dx

ouy av ou, 617
Z fQ 0x; 6 Z fQ 0x; E)xl

i=ul

= a(uq,v) + a(u,,v)

Alors : a(u; + uy, v) = aluy, v) + aluy, v).

4. On veut montrer que : a(u, v; + v,) = a(u, v;) + a(u,v,)

n
ou 0(vy + vy)
a(u,v; +vy) = z fQ x 16x 2 dx
i=1 ' '
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zf auavl Zf auavz
Q9x; ; 0X; Q gy, ax

=a(u,v;) + alu,vy)

Alors : a(u,v; + v5) = a(u,v) + a(u,vy)

> Lacontinuitédea et F :

o La continuitéde F :

Par l'inégalité de Cauchy Schwartz, on verifie que F est continue c'est-a-dire
AM > 0,[FW)| < MIIfll 21Vl g o

En effet :
IFW)| = | of v(x)dx | < [l f (v (x)dx]
< IF GOz llv G2
D'aprés l'inégalité de Poincaré-Friedrichs
Alors : IF)I < lIf 2Vl gpoy

Comme la norme L?est toujours plus petite que la norme H3(Q) , on
conclut la continuité de F, on procéde de maniére analogue pour la forme

a.
° Lacontinuitédea:
En effet:

On Vérifie que aM > 0, |la(u, v)| < M||ul| Hi(Q) vl Hi@)
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| | = Ju ov Zf |6u6v |
awv)l = L an 0x; dx dx; 0x; dx
ou v
< a_xl 2 a_xl 2 < [Jull HL(Q) |[v]| HE(Q)

Alors :

la(u, V)| < llull gz VI g o
D’ou la continuité de la forme a .
» Lacoercivitédelaformea:

La forme a est coerive si seulement si :
2
3 a > 0,tell que a(u,u) = aIIuIIH&(m.

En effet :

n
ou ou
aww =) foz-a x‘zf —dx‘
i=1 : i

Dapres I*inégalité de Korn on déduit :

n

9%u .
> gz dx = allully
i=1

9%u
axiz

Alors :

2
>
, = a”u”H(}(Q)

2
a(u,u) = a“u”H&(g)
D’ou la coercivité de la forme a.

Donc le probléme (P) a une solution unique
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Chapitre 3 : Résolution numérique par la méthode de différence finis

Méthode de difféerence finis :

Nous avons vu qu'un probléme aux dérives partielles nécessite la donnée :

» D'un domaine Q.
% D'une éguation des dérives partielles (E.D.P).
+» Des conditions aux limites.

+» Desconditions initiales.

Pour obtenir une approximation numérique de la solution de ce probléme, nous

devons approcher chacun de ses éléments.

1.discrétisation du domaine :

soit Q un domaine borné de R? , defrontiéreT.

I Fig.a

v
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Posons : [ a,b] = P;(Q) et [c,d] = P,(Q). Ou P; et P, sont les opérateurs de
projection respectivement sur la 1%¢ et sur la 2°™ composante. Considérons
alorsun pavé [4,B] x [C,D] tell que: [a,b] c [A,B] & [c,d] c [C,D].

Soient deux entiers N, et N,, nous obtenons deux parameétre de discretisation.

nous définirons ainsi un réseau des points de R?.

Ry = (My € R?|M;; = (A+ih,C +jk),i =1..Ny,j=1..N,}.

A
T i
D |.___.
/
— |
«— / Fig.2
j (1)
™
————
C  leeo__
A B X

En général, on essaie que le réseau sadapte au domaine Q plus précisement, s le
domaine Q est unpavé [4,B] x [C,D] .

Notons par :

= T}, : L'ensemble des points d'intersection de la frontiere I'et des droits

du maillage.
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Qp = QN Ry, - L'ensemble des points M;; € Ry, qui appartiennent:

Qpie = Qg U Ty

Q°p - L'ensemble des points M;;tell que : les 4 points de Ry, qui

I'entourent appartiennent Q;,, .

A
P N ——( *Qpy
/‘r Qhk
/ X: Fhk
7 N ® o: Qohk
~ | |
Fig.3

v

2. Approximation des dérivées par des différences

finis :

Soit u(x, y) une fonction de deux variables indépendantes que nous supposerons
suffissmment différentiable, si nous écrivons son développement de Taylor en
un point (x + h,y + k), nous avons :

Ju Jdu
u(x+hy+k)=ulxy) + ha(x,y) + k@(x,y)

+h262u( )+hk azu( )+k262u( )
219x2 Y T o gxay Y T 21y Y
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o <h6+ka)n_1( ) +R
(n—1D'\ ox oy wny n
Avec R, = O[(IAl + [kD)"]. Ry = == (h 2+ k-2)" ulx + £h,y + nk);
Ve, = T )\ ax dy ulx +&hy + nk);

§€[0,1],n €]0,1[
- Au point M;; = (i,j) de Ry, nous noterons:

ul',j = U(A + lh,C‘l‘]k) :
U, =g—1;(A+ih,c + jk) .

0%u ; :
Uy :E)x_z(A + ih, C + jk) .

Nous avons donc
h? h3 h*
Ui—1j = U j — h Uy + guxx - ?uxxx + Zuxxxx +Rs ... (1)
h? h3 h* ,
ui+1'j = ui’j +h u, + Euxx + guxxx + Zuxxxx + R5 (2)

Par adition et soustraction nous obtenons:

u, = % +0(h) ..(3)
u, = ]le +0(h) ..(4)

Uit1,j — Ui—1,)

- +0(h2) ...(5)

U, =

Nous avons approché u, par des différences finis d'ordre 1 progressive (3),

régressive (4), symétrique (5).
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Remarque:

e On appelle des différences finis d'ordre 1 progressive notée V,, f

lafonction définie par :

Vof () = = (FGe+ B) = £().
h

e On appelle des différences finis d'ordre 1 régressive notée V,f

lafonction définie par

Vof GO =~ (F0) = fx + ).
h

Nous obtenons :

e = =L 1 0(h?) ..(6)

- on définirade méme des approximations de u,, et u,,, enoutre, on a

62

L (A+ihC+ k)
Uxy dxdy L, J

_ Yiy1j41 — ui—l,j+14';l'kui+1,j—1 + U111 +(h? + k)

_ WMoy = 2t Ui
Uyy = 12

+ 0(h?)
Nous obtenus donc :

Au = Uy +u,y,

o Wimgy — 22Ut Uy Uiy~ 2U 5 U 5 g
— = + 2 + 0(h* + k*)

Si nousprenonsh = k :
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LUyt Uy Uy T U — AU
= Y

Y4 0(h?)

Nous pouvons également utilise une approximation sur 9 points (h =k) .

Au = uy, +u,,

_ ui_l’j+1 + 4-ul-+1,j + 4ui’j_1 + 4-ul-,j+1 — 20ul-,j

Au %

Upprj+1 T AU ) U1 FUigg 1
02

+ 0(h%).

3. Exemple discrétisations de 1'équation de Laplace en

dimension 2 :

Considérons le probléme suivant sur Q = |0, L[ x ]0, L] :

{ Au(x,y) = f(x,y) ;(x,y) €Q
ulx,y) =gy ;(xy)€eT

Avec T lafrontierede Q. Soit un entier N, on obtient le réseaul.

R, = {Ml-j € R*|M;; = (ih,jh),i,j =1..N,h =

N

Pour ne pas avoir des matrices trop grandes, nous prendronsN = 4 .

1

A
Y
11 12 13 14
10
1 2 3
25 15
4 5 6
7 8 9
23 17
22 >
21 20 19 18

Fig.4
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— Nous numérotons les points comme indiqué sur lafigure.

— Nous noterons f; lavaleur de f au point numérotéi;i=1..9.

Et g; lavaleur de g au point numérotéi ;i = 10 ... 25.

Par exemple :
fi=f(3h); f, =f(2h,3h); f3 = f(3h,3h).
fa=f(h2h); fs =f(Q2h2h); fo = f(2h,3h).
fr=fh); fs=f(Q2hh), fo=[f(Bhh).

Et pour lesg; ona:
910 = 9(0,4h) ; g11 = g(h,4h); g12 = g(2h, 4h).
913 = g(3h,4h) ; g14 = g(4h,4h); g15 = g(4h,3h).
916 = g(4h,2h) 5 g17 = g(4h, h); 918 = g(4h,0).
919 = g(Bh,0); g20 = g(2h,0); g21 = g(h, 0).

g22 = 9(0,0); g23 = 9g(0,h); g24 = g(0,2h); g5 = g(0,3h).

Les valeurs de usur la frontiere étant fixées, il nous reste a trouver des
approximations de la solution u aux points numéroté i;i=1..9; nous
noterons v; I'approximation aux point i ; (v; = f;).Nous avons |'approximation

suivante :
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Aulx,y) = f(x,y)
_u(x—hy)+ux+hy)+ulxy—h)+ulxy+h)—4u(xy)
= 7

- Nous obtenons donc, on écrivons cette égquation aux pointsi = 1...9.
Pour i =1, posonsque: x =h; y = 3h.
e Au(h,3h) = h%f(h,3h)

w(h — h,3h) + u(h + h, 3k) + u(h, 3h — k) + u(h, 3k + h) — 4u(h, 3h)
= h2f(h, 3h)

o Au(h 3h) = h2f(h,3h)
w(0,3h) + u(2h, 3k) + u(h, 2h) + u(h, 4h) — 4u(h, 3k) = h2f(h, 3h)

Au(h,3R) = g(0,3h) + f(2h,3h) + f(h, 2R) + g(h, 4h) — 4f (h, 3R)
= hzfl

Donc :

Au(h, 3h) = (Jrs +v, +v, + 9gi1 — 4'171 = hzfl (1)
Pouri = 2, posons que: x = 2h; y = 3h.
Au(2h,3h) = h%f(2h, 3h)

u(2h — h,3h) + u(2h + h,3h) + u(2h,3h — h) + u(2h,3h + h)
— 4u(2h,3h) = h?f(2h,3h)

Donc :
Au(Zh, 3h) = v +v3+vs+ 912 — 4‘172 = hzfz (2)
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Pour i = 3, posons que : x =3h; y = 3h.
On obtient :
Au(3h,3h) = v, + gis + Vg + g13 — 43 = % f5 ...(3)
On fait le méme calcul pouri = 4,5,6,7,8,9.
Alorson obtient le systeme suivant :

(gas + vz +v4 + g1 — 4vy = R2f; .. (1)
v, + V3 + U5+ gip —4v, = h2f; . (2)
Vy + 915 + Vg + g13 —4v3 = h2f3 ..(3)
G24 + Vs + v, + v —4dvy = hEfy L (4)

(){vs+vs+vg+v, —4vs =h*fs ...(5)
Vs + g1 + Vo + V3 — 4vg = h%fy ... (6)

G23 + Vg + g1 +vs —4v; = K2 f; .. (7)
V7 4+ Vg + goo + Vs —4vg = h*fy ...(8)

\Vg + 917 + g19 + Vs — 4v9 = h’fy ...(9)

(V2 + vy — 4y = h*fi — gos — g11 - (1)
v +v3+vs —4v, = h2fi — g1 ...(2)
vy + Vs — 4v3 = h*f3 — g15 — g13 - (3)
Ve +v; + vy — 4, = hPfy — goy ... (4)
() vy +vg +vg+v, —4vs = h%fs ...(5)
Ve + Vg + V3 — 4V = h%fy — g1 ... (6)
Vg + go1 + 14 — 4v; = WP f; — go3..(7)
V; + Vg + Vs —4vg = h%fy — g0 ... (8)
\vg + V6 — 4vg = h*fy — g17 — g19 - (9)

Si nous considérons le vecteur V' de composantes v; ;
i = 1...9, nous pouvons écrire le systéme (S) sous laforme suivante :
AV =B

OuA € mgo(R) e V,B € (R?), lamatrice A et le vecteur B sécrivent :
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W2 f — grr —
—410100000 fi = gu gzs\

2f£ _
1-41010000 thz Y12
01—4001000 hfaz—gw—gls
100 —-410100 h*fa — 924
A=|0101-41010 |;B= h2 £
opnsa00t | i
_ o Lo Ot
0000101—41 f = 921~ 923
h*fg — 920

00000101—4 /
h2f9 — 917 — Y919

Application :

Considérons le probléme suivant sur Q = ]0,1[ x ]0,1] :

{ Au(x,y) =1 ;(x,y) €Q
u(x;)’)=0 ;(x'y)er

Avec T lefrontiere de Q. Soit un entier N, on obtient le réseau.
) L 1
mh = {Ml] ER |Ml] = (lh,]h),l,] =1 N,h :N}
Pour ne pas avoir des matrices trop grandes, nous prendronsN = 4 .

— Nous numérotons les points comme indiqué sur lafigure.
— Nous noterons f;la valeur de fau point numérotéi;i =1..9.

— Et pour les g;sont nul pour tout i ; i = 10 ... 25.

Par exemple :
fi=f(3h); fo =f(2h3h); f3 = f(3h,3h).
fa=fh2h); fs =f(2h,2h); fo = f(2h,3h).
fr=fh); fs=fChh); fo=fBhh).

A lafin on obtient le systéme suivant :
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—410100000 1
1-41010000 ﬁﬁ
01—-4001000 1
100 —-410100 1
A=]0101-41010 |;B=—]|1
00101—-4001 1
000100—410 1
0000101—41 YU
00000101 —4 1

Pour résoudre ce systeme on utilise la méthode de CHOLESKY .

4.Méthode de CHOLESKY :
Définition :
Une matrice A est dite définie positive s :
VxER™x 0 = (Ax,x) > 0.

4.1Théoreme:

Une matrice A est symétrique définie positive (on notera S.D.P) s

seulement s il existe une matrice L triangulaire inférieure inversible

Telle que:

A=L.L

Ou L désigne la matrice transposée de L.
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4.2 Algorithme de Cholesky :

- supposons donc que A est S.D.P pour résoudre le systéme

- le théoréme (4.1) permet d écrire (*) sous la forme L.L'x = B, avec L

triangulaire inférieure inversible.

On est donc ramené arésoudre les systémes :

{Ly=B
L'x=y

Le probléme consiste donc explicitement & la matrice L = (1;;) triangulaire

inférieuretelle que :
A=LLt OUA=(aij)

Cequi équivaut a:

J
a; = Zlikljk j=i
k=1

D’ou particulier :
)
a1 = Iy
ail:lillll i=2..m

Ce qui permet de déterminer la 1%° colonne de L :

li1 = v A11

a1
lil = l_ l = 2 LM
11

Nous allons montrer qu’ on peut construire ainsi L , colonne par colonne.
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Supposons connaitre les k — 1 premieres colonnes de L et essayons de

construire le k '®™ colonnes Nous avons :

k-1

_ 2

lkk = |k — z L
j=1

Cequi permet decalcul [, i=k+1..m.

Liw = i likl J i=k+1..m.

4.3. Organigramme de la méthode de Cholesky :
Appel : CALL SYCHO (A, B, X, M, IER, DET, Y)
L es arguments supplémentaires sont les suivants :
DET : designe la valeur du déterminant de A.

Y : ¢ untableau de travail a une dimension qui reste a la résolution du

premier systeme triangulaire.
Remarque:

1 : désigne Factorisation de A sous laforme LL:.

SYCH (A, B, X, M, IER, DET, Y)
DIMENSION A (M, |M), B(M), X(M), Y(M)
IRE=0! DET=1
Call MACSlY (A, M, IRE)
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Y

PIV=A (K, K)
|

Matrice A non

symétrique
I

Cette boucle ne doit

pas étre effectuée si
PIV=PIV- K=1
A(k IN?Z
|
PIV>0 Matrice A non
| définie positive
T
DET=DET*PIV
|
A (K, K)=VPIV
la
Cette bL)ucIe ne doit
pas étre effectuée si

s=A (I, K)

S=S*A(l, J)*A(K,

A(l, K)=S/PIV

K=M

Cette poucle ne doit
pas étre effectuée si

K=1

Résol.du system
TriangLy = B

Résol.du system
Triang Lfx = y

CALLSYTRI (A, B, v, M, IER)

CALL MATRA (A. M)

CALLSYTRS (A, Y, X, M, IER)

|

IFR=2

RETURN <

IER=1
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Résume

Dans ce mémoire, nous considérons un probleme aux limites

elliptique.

Notre but est apres avoir démontrer |'existence et |'unicité
d'une solution variationnelle via le théoreme de
Lax_Miligram, nous appliquons la méthode des différences

finis pour calculer une valeur approchée de cette solution.
Mots —Clés :

Différence finis, Espace de Sobolev, Inégalité de Korn,

Lax_Miligram, Probleme variationnel.
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