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Résumé :

Dans ce mémoire on expose quelques basique propriétés et principales connais-

sances de l'espace de Hilbert. On débuté par quelques rappeles sur les espaces

et les sous espaces vectoriels. Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacrée

à l'étude des propriétés fondamontales générales sur les espaces vectoriels normées

complets (de Banach). Le troiséime chapitre est le bute de ce mémoire, il est parlé

sur les prouduits scalaires et l'orthogonalité d'un espace convexe et on a sur tout

dé�né la projéction orthogonale et le théoréme fondamentale de parallélograme d'un

espace de Hilbert.

mots clès : L'espace vectoriel, Le produit scalaire, La norme, L'espace complet.
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Abstract :

In this mémorial we expose some basic properties and the main knowledge of

Hilbert space. We started with some reminders of vector spaces and subspaces.

The second chapter of this memorial is devoled to the study of the general funda-

mental properties of the complete normed vector spaces (Banach space). The third

chapter is the purpose of this memorial ,it is spoken on the sscalar products and

the orthogonality of a convexe space and we have above all de�ned the orthogonal

projection and the fundamental theorem of parallelogram for Hilbert space .

Key Words : Vector spaces, Scalars products, Normed vector spaces, Complete

vector spaces.
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Notations

0E Élément neutre .

K Le corps des nombres réels R et les nombres complexes C .

(E,+, ·) L'espace vectoriel muni de deux loi interne et externe .

F Sous espace vectoriel.

N où bien ∥ . ∥ La norme sur l'espace vectoriel E .

(E, d) La distance sur l'espace E.

⟨., .⟩ Produit scalaire.

H Espace de Hilbert .

x ⊥ y Lorthogonalité.

E/F Les compléments F SUR E.

Px La projéction orthogonale de Hsur F .
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Introduction.

L'espace classique ne s'accommode pas bien de l'in�ni. Les espaces de Hilbert ont

été inventés par David Hilbert (1862-1943) pour résoudre des problémes de cet ordre.

Ce sont d'ailleurs les espaces de dimension in�nie les plus simples. Applications aux

transformées de Fourier, aux équations di�érentielles et, plus particuliérement, à la

mécanique quantique.

Les espaces de Hilbert font partie de l'analyse fonctionnelle en mathématiques. Le

concept d'espace de Hilbert étend les méthodes de l'algébre linéaire en généralisant

les notions d'espace classique à des espaces de dimension quelconque (�nie ou in�nie).

En bref : un espace de Hilbert est un espace muni d'une distance particuliére

dé�nie par un produit scalaire qui satisfait la complétude : les suites de nombres

y sont toutes convergentes. Il permet de mesurer des longueurs et des angles et de

dé�nir une orthogonalité.
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Chapitre 1

Rappel sur les espaces véctoriels

1.1 Espace véctoriel

La notion d'espace vectoriel réel ou complexe a été vue en premiére année. Nous

faisons dans ce chapitre un bref rappel des notions essentielles et indispensables pour

la suite de ce mémoire. Nous noterons par R le corps des nombres réels et par C celui

des nombres complexes. Lorsque nous ne voudrons pas distinguer ces deux ensembles,

nous utiliserons le symbole K, ainsi K désignera l'un des deux corps R ou C.

Dé�nitions :

Dé�nition 1.1.1. [?] On dit que E est un espace vectoriel sur K, ou un K-espace

vectoriel, s'il posséde les propriétés suivantes :

1 L'ensemble E est non vide, i.e.E ̸= ∅.
2. Il est muni d'une premiér opération interne, appelée addition,

•Addition :


(+) : E × E −→ E.

(ϑ, υ) 7−→ ϑ+ υ.
(1.1)
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1.1. Espace véctoriel

Cette opération possédant les propriétés suivantes :

a) Associativité :

∀υ, ϑ, ω ∈ E, (υ + ϑ) + ω = υ + (ϑ+ ω). (1.2)

b) Commutativité :

∀ϑ, υ ∈ E, ϑ+ υ = υ + ϑ. (1.3)

c) Élément neutre :

∃0E ∈ E,∀ϑ ∈ E, ϑ+ 0E = 0E + ϑ = ϑ. (1.4)

d) Opposé :

∀ϑ ∈ E,∃ϑ′ ∈ E, ϑ+ ϑ′ = ϑ′ + ϑ = 0E. (1.5)

( cette élément ϑ′
est noté −ϑ ).

Ces propriétés font de (E,+) un groupe commutatif.

3. Il est muni d'une deuxiéme opération externe, appelée la multiplication ex-

terne.

•Multiplication externe :

 (·) : R× E −→ E

(λ, ϑ) 7−→ λϑ
(1.6)

e) Associativitè :

∀λ, µ ∈ K,∀ϑ ∈ E, λ(µϑ) = (λµ)ϑ. (1.7)

f) Èlèment neutre :

∀ϑ ∈ E. 1ϑ = ϑ (1.8)
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1.1. Espace véctoriel

j) Distributivitè 1 :

∀λ, µ ∈ K,∀ϑ ∈ E, (λ+ µ)ϑ = λϑ+ µϑ. (1.9)

h) Distributivitè 2 :

∀λ ∈ K,∀ϑ, υ ∈ E, λ(ϑ+ υ) = λϑ+ λω. (1.10)

Les èlèments de E sont appelès des vecteurs et ceux de K sont appelès des

scalaires. On peut écrire les vecteurs de E avec les surmonter d'une �éche.

Exemples

Exemple 1.1.1. Soient (E, T,m) un espace mesurè et 1 ≤ p < +∞. Alors :

1. lpR(E, T,m) est un espace vectoriel sur R.

2. Lp
R(E, T,m) est un espace vectoriel sur R.

Dèmonstration :

1. • Soit α ∈ R, f ∈ lp. On a αf ∈ M( car M est un espace vectoriel ) et∫
|αf |pdm = |α|p

∫
|f |pdm < +∞.

Donc, αf ∈ lp.

• Soit f, g ∈ lp. On veut montrer que f + g ∈ lp. On sait que f + g ∈ M( car

M est un espace vectoriel ) et on remarque que, pour tout x ∈ E,

|f(x) + g(x)|p ≤ 2p|f(x)|p + 2p|g(x)|p,

5



1.1. Espace véctoriel

et donc
b∫

a

|f + g|pdm ≤ 2p|f |pdm+ 2p|g|pdm < +∞,

ce qui montre que f + g ∈ lp.

2. La structure vectorielle de Lp s'obtient comme pour p = 1. Soit F,G ∈ Lp

et α, β ∈ R.On choisit f ∈ F et g ∈ G et on dè�nit αF + βG comme

ètant la classe d'èquivalence de αf + βg.Comme d'habitude, cette dè�nition

est cohèrente car la classe d'èquivalence de αf + βg ne dèpend pas des choix

de f et g dans F et G.

Exemple 1.1.2. 1. Le corps K lui même muni de son addition et de sa multi-

plication est un K-espace vectoriel.

2. C est un espace vectoriel sur R.

3. R est un espace vectoriel sur Q le corps des nombres rationnels.

Exemples 1.1.3.

Exemple 1 :( Le R-espace vectoriel R2) Posons K = R et E = R2. Un èlèment ϑ ∈ E

est donc un couple (x, y) avec x èlèment de R et y èlèment de R. Ceci s'ècrit :

R2 = {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R}.

♦ Dè�nition de la loi interne. Si (x, y) et (x′, y′) sont deux èlèments de R2, alors :

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′).

6



1.1. Espace véctoriel

♦ Dè�nition de la loi externe. Si λ est un rèel et (x, y) est un èlèment de R2,

alors :

λ · (x, y) = (λx, λy).

L'èlèment neutre de la loi interne est le vecteur nul (0, 0). Le symètrique de

(x, y) est (−x,−y), que l'on note aussi −(x, y).

L'exemple suivant gènèralise le prècèdent. C'est aussi le bon moment pour lire

ou relire la dè�nition de � L'espace vectoriel Rn �.

Exemple 2 ( Le R-espace vectoriel Rn) : Soit n un entier supèrieur ou ègal à 1.

Posons K = R et E = Rn.

♦ Dè�nition de la loi interne. Si ϑ = (x1, ..., xn) et υ = (y1, ..., yn) sont deux

èlèments de Rn, alors :

Commutativitè :

ϑ+ υ = (x1, ..., xn) + (y1, ..., yn).

= (x1 + y1, ..., xn + yn),

= (y1 + x1, ..., yn + xn,

= (y1, ..., yn) + (x1, ..., xn),

= υ + ϑ.

7



1.1. Espace véctoriel

Associativitè :

(ϑ+ υ) + ω = [(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn)] + (z1, ..., zn),

= (x1 + y1, ..., xn + yn) + (z1, ..., zn),

= (x1 + y1 + z1, ..., xn + yn + zn),

= (x1, ..., xn) + [(y1 + z1, ..., yn + zn)],

= (x1, ..., xn) + [(y1, ..., yn) + (z1 + zn)],

= ϑ+ (υ + ω).

Èlèment neutre :

ϑ+ 0E = (x1, ..., xn) + (0, ..., 0),

= (x1 + 0, ..., xn + 0),

= (x1, ..., xn).

= ϑ

Opposè :

ϑ+ (−ϑ) = (x1, ..., xn) + (−x1, ...,−xn),

= (x1 − x1, ..., xn − xn),

= (0, ..., 0),

= 0E.

♦ Dé�nition de la loi externe. Si λ et µ sont des rèels et (x1, ..., xn) est un èlèment

de Rn, alors :

8



1.1. Espace véctoriel

Associativitè :

(λµ)ϑ = [(λµ)x1, ..., (λµ)xn],

= [λ(µx1), ..., λ(µxn)],

= λ(µx1, ..., µxn),

= λ(µϑ).

Èlèment neutre :

1ϑ = 1(x1, ..., xn),

= (1x1, ..., 1xn).

= (x1, ..., xn) = ϑ.

Distributivitè 1 :

(λ+ µ)ϑ = (λ+ µ)(x1, ..., xn),

= [(λ+ µ)x1, ..., (λ+ µ)xn],

= (λx1 + µx1, ..., λxn + µxn),

= (λx1, ..., λxn) + (µx1, ...,+µxn),

= (λϑ) + (µϑ).

Distributivitè 2 :

λ(ϑ+ µ) = λ[(x1 + y1, ..., xn + yn)],

= [λ(x1 + y1), ..., λ(xn + yn)];

= (λx1 + λy1, ..., λxn + λyn),

= (λx1, ..., λxn) + (λy1, ..., λyn),

= λ(x1, ..., xn) + λ(y1, ..., yn),

= λϑ+ λµ.

9



1.1. Espace véctoriel

donc Rn est un espace vectoriel sur R.

♦ L'ensemble des nombres complèxe C et aussi est un espace vectoriel.

Exemples 3 : Tout plan passant par l'origine dans R3 est un espace vectoriel (par

rapport aux opèrations habituelles sur les vecteurs).

Soient K = R et E = P un plan passant par l'origine. Le plan admet une èquation

de la forme :

ax+ by + cz = 0,

où a, b et c sont des rèels non tous nuls

Un élément ϑ ∈ E est donc un triplet (notè ici comme un vecteur colonne)


x

y

z


tel que ax+ by + cz = 0.

Soient


x

y

z

 , et


x′

y′

z′

 , deux èlèments de P . Autrement dit,

ax+ by + cz = 0,

et ax′ + by′ + cz′ = 0.

Alors


x+ x′

y + y′

z + z′

 , est aussi dans P car on a bien :

a(x+ x′) + b(y + y′) + c(z + z′) = 0.

10



1.1. Espace véctoriel

Les autres propriètès sont aussi faciles à vèri�er : par exemple l'èlèment neutre est
0

0

0

 , et si


x

y

z

 , appartient à P , alors ax + by + cz = 0, que l'on peut rèècrire

a(−x) + b(−y) + c(−z) = 0 et ainsi −


x

y

z

 , appartient à P.

Attention ! Un plan ne contenant pas l'origine nèst pas un espace vectoriel, car jus-

tement il ne contient pas le vecteur nul


0

0

0.

 .

Propriètès :

Propriétés 1.1.1. (Unicitè de l'èlèment neutre et de l'opposè ).

Soit (E,+, ·) un K-espace vectoriel.

▲ S'il existe un èlèment neutre 0E vèri�ant la propriètè ?? ci-dessus, alors il

est unique.

▲ Soit ϑ un èlèment de E. S'il existe un èlèment symètrique ϑ′ de E vèri�ant la

propriètè ??, alors il est unique.

Démonstration :

▲ Soient 0E et 0′E deux èlèments vèri�ant la dè�nition de l'èlèment neutre. On

a alors, pour tout èlèment ϑ de E :

ϑ+ 0E = 0E + ϑ = ϑ

11



1.1. Espace véctoriel

et

ϑ+ 0′E = 0′E + ϑ = ϑ.

� Alors, la première propriété utilisée avec ϑ = 0′E donne :

0′E + 0E = 0E + 0′E = 0′E

� La deuxième proprièté utilisèe avec ϑ+ 0E donne :

0E + 0′E = 0′E + 0E = 0E

� En comparant ces deux rèsultats, il vient 0E = 0′E.

Supposons qu'il existe deux symètriques de ϑ notès ϑ′ et ϑ′′. On a :

ϑ+ ϑ′ = ϑ′ + ϑ = 0E

et

ϑ+ ϑ′′ = ϑ′′ + ϑ = 0E.

Calculons ϑ′ + (ϑ+ ϑ′′) de deux façons di�èrentes, en utilisant l'associativitè de la

loi (+) et les relations prècèdentes.

� ϑ′ + (ϑ+ ϑ′′) = ϑ′ + 0E = ϑ′

� ϑ′ + (ϑ+ ϑ′′) = (ϑ′ + ϑ) + ϑ′′ = 0E + ϑ′′ = ϑ′′

� On en déduit ϑ′ = ϑ′′.

12



1.1. Espace véctoriel

La propriètè suivante nous autorisera à noter 0E l'èlèment neutre pour l'addition

( nous l'appellerons � vecteur nul � ) et −ϑ l'opposè de ϑ.

Propriétés 1.1.2. ( propiètès immèdiates )

Soit (E,+, ·) un espace vectoriel.

1. Le produit par le réel 0 d'un vecteur ϑ quelconque est l'èlèment neutre pour

l'addition :

∀ϑ ∈ E, 0ϑ = 0E.

2. ∀λ ∈ K, λ · 0E = 0E.

3. Le produit par le rèel −1 d'un vecteur ϑ quelconque est son opposè pour l'addi-

tion :

∀ϑ ∈ E, ϑ+ (−1)ϑ = 0E.

4. ∀ϑ ∈ E, (−1) · ϑ = −ϑ

5. ∀ϑ ∈ E,∀λ ∈ K, λ · ϑ = 0E ⇐⇒ λ = 0 ou ϑ = 0E.

6. ∀λ1, ..., λn ∈ K,∀ϑ ∈ E,

n∑
i=1

λi · ϑ = (
n∑

i=1

λi) · ϑ

en particulier : ∀n ∈ N,∀ϑ ∈ E, ϑ+ ...+ ϑ = nϑ ( n fois )

7. ∀ϑ1, ..., ϑn ∈ E,∀λ ∈ K,

n∑
i=1

λ · ϑi = λ ·
n∑

i=1

ϑi.

Démonstration :

13



1.1. Espace véctoriel

1. Notons ( provisoirement ) ϑ′ l'opposè de ϑ pour l`addition : ϑ + ϑ′ = 0E. En

utilisant les propriètde ??.

0ϑ = 0ϑ+ 0E d'apré ??

= 0ϑ+ (ϑ+ ϑ′) d'apré ??

= 0ϑ+ (1ϑ+ ϑ′) d'apré ??

= (0ϑ+ 1ϑ) + ϑ′ d'apré ??

= (0 + 1)ϑ+ ϑ′ d'apré ??

= 1ϑ+ ϑ′ = ϑ+ ϑ′ = 0E d'apré ??.

� Soit, de plus, λ ∈ K avec λ ̸= 0 . On a ϑ = 1 · ϑ = λ · ( 1λ · ϑ) =

λ · (0E + 1
λ · ϑ) = λ · 0E + λ · ( 1λ · ϑ) = λ · 0E + 1 · ϑ = λ · 0E + ϑ.On en

dèduit donc que λ · 0E est un èlèment neutre pour l'addition vectorielle et,

comme prècèdemment, cela donne λ · 0E = 0E.

� il su�t d'ècrire

ϑ+ (−1)ϑ = 1ϑ+ (−1)ϑ = (1 + (−1))ϑ = 0ϑ = 0E.

� Montrer (−1) ·ϑ = −ϑ signi�e exactement que (−1) ·ϑ est le symètrique de

ϑ, c'est-à-dire vèri�e ϑ+ (−1) · ϑ = 0E.

En e�et :

ϑ+ (−1) · ϑ = 1 · ϑ+ (−1) · ϑ = (1 + (−1)) · ϑ = 0 · ϑ = 0E.

� On sait dèjà que si λ = 0 ou ϑ = 0E, alors les propriètès prècèdentes

impliquent λ · ϑ = 0E.

14



1.1. Espace véctoriel

Pour la rèciproque, soient λ ∈ K un scalaire et ϑ ∈ E un vecteur tels que

λ · ϑ = 0E.

Supposons λ di�èrent de 0 . On doit alors montrer que ϑ = 0E.

▲ Comme λ ̸= 0, alors λ est inversible pour le produit dans le corps K.

▲ Soit λ−1 son inverse.

▲ En multipliant par λ−1 les deux membres de l'ègalitè λ · ϑ = 0E, il vient :

λ−1 · (λ · ϑ) = λ−1 · 0E.

▲ D'où en utilisant les propriètès de la multiplication par un scalaire

(λ−1 × λ) · ϑ = 0E et donc 1 · ϑ = 0E.

▲ D'où ϑ = 0E.

Exemples

Exemple 1.1.3. ( L'espace vectoriel des fonctions de R dans R ).

L'ensemble des fonctions f : R −→ R est notè F (R,R). Nous le munissons d'une

structure de R-espace vectoriel de la manière suivante :

♦ Loi interne. Soient f et g deux èlèments de F (R,R). La fonction f +g est dè�nie

par :

∀x ∈ R (f + g)(x) = f(x) + g(x)

15



1.1. Espace véctoriel

( où le signe + dèsigne la loi interne de F (R,R) dans le membre de gauche et

l'addition dans R dans le membre de droite ).

♦ Loi externe. Si λ est un nombre réel et f une fonction de F (R,R), la fonction

λ · f est dé�nie par l'image de tout réel x comme suit :

∀x ∈ R, (λ · f)(x) = λ · f(x).

Nous désignons par · la loi externe de F (R,R) et par × la multiplication dans R.

Avec l'habitude on oubliera les signes de multiplication :

(λf)(x) = λf(x).

♦ Élément neutre. L'élément neutre pour l'addition est la fonction nulle, dé�nie par :

∀x ∈ R f(x) = 0.

On peut noter cette fonction 0F (R,R).

♦ Symétrique. Le symétrique de l'élément f de F (R,R) est l'application g de R

dans R dé�nie par :

∀x ∈ R g(x) = −f(x).

Le symétrique de f est noté −f .

On a aussi :

♦ F (R,Rn) s'identi�e à l'ensemble des fonctions allant de R dans Rn, et est un

Rn-espace vectoriel.
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1.1. Espace véctoriel

♦ F (R,C) s'identi�e à l'ensemble des fonctions allant de R dans C, et est un

C-espace vectoriel.

Exemple 1.1.4. ( Le R-espace vectoriel des suites réelles )

On note S l'ensemble des suites réelles (un)n ∈ N. Cet ensemble peut être vu

comme l'ensemble des applications de N dans R ; autrement dit S = F (N,R).

♦ Loi interne. Soient u = (un)n ∈ N et v = (vn)n ∈ N deux suites appartenant

à S . La suite u + v est la suite w = (wn)n ∈ N dont le terme général est

dé�ni par

∀n ∈ N wn = un + vn,

( où un + vn désigne la somme de un et de vn dans R ).

♦ Loi externe. Si λ est un nombre réel et u = (un)n ∈ N un élément de S , λ ·u
est la suite v = (vn)n ∈ N dé�nie par

∀n ∈ N vn = λ · un,

où · désigne la multiplication dans R.

♦ Élément neutre. L'élément neutre de la loi interne est la suite dont tous les

termes sont nuls.

♦ Symétrique. Le symétrique de la suite u = (un)n ∈ N est la suite u′ = (u′n)n ∈
N dé�nie par :

∀n ∈ N u′n = −un.
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1.2. Sous-espace vectoriel

Elle est notée −u.

Exemple 1.1.5. ( Les matrices )

L'ensemble Mn,p(R) des matrices à n lignes et p colonnes à coe�cients dans R

est muni d'une structure de R-espace vectoriel. La loi interne est l'addition de

deux matrices. La loi externe est la multiplication d'une matrice par un scalaire.

L'élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coe�cients sont

nuls). Le symétrique de la matrice A = (ai,j) est la matrice (−ai,j). De même,

l'ensemble Mn,p(K) des matrices à coe�cients dans K est un K-espace vectoriel.

Autres exemples :L'espace vectoriel R[X] des polynômes P (X) = anX
n + .... +

a2X
2 + a1X + a0. L'addition est l'addition de deux polynômes P (X) + Q(X),

la multiplication par un scalaire λ ∈ R est λ · P (X). L'élément neutre est le

polynôme nul.

L'opposé de P (X) est −P (X).

1.2 Sous-espace vectoriel

Dé�nitions

Dé�nition 1.2.1. [?] Soient (E,+, ·) un K - espace vectoriel et F ⊂ E.

On dit que F est un sous - espace vectoriel de E (muni des lois + et ·), si et
seulement si les propositions suivantes sont véri�ées :

F ̸= ∅ (F non vide)

∀ϑ, ω ∈ F, ϑ+ ω ∈ F

∀λ ∈ K, ∀ϑ ∈ F, λ · ϑ ∈ F
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1.2. Sous-espace vectoriel

On utilise très souvent l'abréviation s.e.v pour parler de sous-espace vectoriel.

Premiers exemples :

1. E et l'ensemble {0E} réduit au zéro de E sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. L'ensemble des nombres réels est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel

des nombres complexes.

Exemple 1.2.1. (Exemples immédiats)

1. L'ensemble F = {(x, y) ∈ R2 | x + y = 0} est un sous-espace vectoriel de R2.

En e�et :

(a) (0, 0) ∈ F ,

(b) si ϑ = (x1, y1) et υ = (x2, y2) appartiennent à F , alors x1 + y1 = 0 et

x2+ y2 = 0 donc (x1+x2)+ (y1+ y2) = 0 et ainsi ϑ+υ = (x1+x2, y1+ y2)

appartient à F ,

(c) si ϑ = (x, y) ∈ F et λ ∈ R, alors x + y = 0 donc λx + λy = 0, d'où

λϑ ∈ F .

2. L'ensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vectoriel de

l'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

Preuve : la fonction nulle est continue ; la somme de deux fonctions continues
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1.2. Sous-espace vectoriel

est continue ; une constante fois une fonction continue est une fonction conti-

nue.

3. L'ensemble des suites rélles convergentes est un sous-espace vectoriel de l'espace

vectoriel des suites réelles.

Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels.

Exemple 1.2.2. 1. L'ensemble F1 = {(x, y) ∈ R2 | x + y = 2} n'est pas un

sous-espace vectoriel de R2. En e�et le vecteur nul (0, 0) n'appartient pas à F1.

2. L'ensemble F2 = {(x, y) ∈ R2 | x = 0 et y = 0} n'est pas un sous-espace

vectoriel de R2. En e�et les vecteurs ϑ = (1, 0) et υ = (0, 1) appartiennent à

F2, mais pas le vecteur ϑ+ υ = (1, 1).

3. L'ensemble F3 = {(x, y) ∈ R2 | x > 0 et y > 0} n'est pas un sous-espace

vectoriel de R2. En e�et le vecteur ϑ = (1, 1) appartient à F3 mais, pour

λ = −1, le vecteur -ϑ = (−1,−1) n'appartient pas à F3.

Propriétés et exemples

Proposition 1.2.1. L'intersection de sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel

E est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve :

Montrons par exemple que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels d'un espace

vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Soit F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels de E.
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1.2. Sous-espace vectoriel

Tout d'abord 0E ∈ F1, car F1 est un sous-espace vectoriel de E.

De même,0E ∈ F2.

Ainsi, 0E ∩ F1 ∩ F2 et F1 ∩ F2 est donc non vide.

Soit ϑ, υ ∈ F1 ∩ F2 et λ ∈ K.

En particulier, ϑ et υ sont deux éléments de F1. Comme F1 est un sous-espace

vectoriel de E : ϑ + υ ∈ F1 et ϑ ∈ F1. De même, on montre que ϑ + υ ∈ F2 et

λϑ ∈ F2. Ainsi, ϑ + υ ∈ F1 ∩ F2 et λϑ ∈ F1 ∩ F2. Cela montre que F1 ∩ F2 est un

sous-espace vectoriel de E.

Exemple 1.2.3. Soit D le sous-ensemble de R3 dé�ni par :

D = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ 3y + z = 0 et x− y + 2z = 0}

Est-ce que D est sous-espace vectoriel de R3 ?

L'ensemble D est l'intersection de F et G, les sous-ensembles de R3 dé�nis par :

F = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ 3y + z = 0}
G = {(x, y, z) ∈ R3 | x− y + 2z = 0}

Ce sont deux plans passant par l'origine, donc des sous-espaces vectoriels de R3.

Ainsi D = F ∩G est un sous-espace vectoriel de R3, c'est une droite vectorielle.

Remarque : La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n'est pas en général

un sous-espace vectoriel de E. Prenons par exemple E = R2.

Considérons les sous-espaces vectoriels :

F = {(x, y) | x = 0 et G = {(x, y) | y = 0}.
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1.2. Sous-espace vectoriel

Alors F ∪G n'est pas un sous-espace vectoriel de R2.

Par exemple, (0, 1)+(1, 0) = (1, 1) est la somme d'un élément de F et d'un élément

de G, mais n'est pas dans F ∪G.

Théorème 1.2.1. (Caractérisation d'un sous-espace par la notion de combinaison

linéaire)

Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

λϑ+ µυ ∈ F pour tous ϑ, υ ∈ F et tous λ, µ ∈ K.

Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F

appartient à F .

Démonstration :

� Supposons que F soit un sous-espace vectoriel. Et soient ϑ, υ ∈ F, λ, µ ∈ K. Alors

par la dé�nition de sous-espace vectoriel : λϑ ∈ F et µυ ∈ F et ainsi λϑ+µυ ∈ F .

� Réciproquement, supposons que pour chaque ϑ, υ ∈ F, λ, µ ∈ K on a λϑ+µυ ∈ F .

� Comme F n'est pas vide, soient ϑ, υ ∈ F . Posons λ = µ = 0. Alors

λϑ+ µυ = 0E ∈ F .

� Si ϑ, υ ∈ F , alors en posant λ = µ = 1 on obtient ϑ+ υ ∈ F .

� Si ϑ ∈ F et λ ∈ K (et pour n'importe quel υ, en posant µ = 0), alors λϑ ∈ F .

Dé�nition 1.2.2. On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé E est fermée

si son complémentaire dans E est ouvert.
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1.2. Sous-espace vectoriel

Proposition 1.2.2. Dans un espace vectoriel normé(E; ∥∥E), tout sous espace vec-
toriel F de dimension �nie est férmé.

Démonstration :

Soit (xn)n∈N une suite de vecteurs de F qui converge dans (E; ∥ . ∥) vers a ∈ E.

Alors elle est bornée dans(F ; ∥ . ∥). On peut donc en extraire une sous-suite

(xφ(n))n∈N qui converge dans (F ; ∥ . ∥) vers b ∈ F . L'unicité de la limite de

(xφ(n))n∈N implique a = b ∈ F .
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Chapitre 2

Espaces vectoriels normés et complets.

Dans ce chapitre de ce mémoire on va rappeler quelques dé�nitions et propriétés

concernant les espaces normés et les espaces complets (espace de Banach).

2.1 Espaces vectoriels normés.

K désigne R ou C et E est un espace vectoriel sur K de dimension quelconque.

Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1.1. Une norme sur E est une application de E dans R+ , qui véri�e

les 3 propriés :

1. ∀x ∈ E; ∥ x ∥≥ 0 et (∥ x ∥= 0 ⇔ x = 0E). (séparation)

2. ∀x ∈ E;∀λ ∈ K; ∥ λx ∥=| λ |∥ x ∥. (Homogénéité)

3. ∀(x; y) ∈ E2; ∥ x+ y ∥⩽∥ x ∥ + ∥ y ∥. (Inégalité triangulaire)

Lorsque E est muni d'une norme ∥∥, on dit que (E; ∥∥) est un espace vectoriel

normé .
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Proposition 2.1.1.

1. ∥ 0E ∥= 0 et ∀x ∈ E; ∥ −x ∥=∥ x ∥

2. ∀(x; y) ∈ E2; ∥ x− y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ e t |∥ x ∥ − ∥ y ∥|≤∥ x− y ∥.

3. ∀n ∈ N ∗;∀(x1;x2; ....xn) ∈ En; ∥
n∑

K=1

xK ∥≤
n∑

K=1

∥ xK ∥ les nombre usuelles .

Exemple 2.1.1. 1. R ou C munis de la valeur absolue ou du module.

2. On dé�nit sur Kn les trois normes usuelles :

∀X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn,

• ∥ X ∥1=
n∑

k=1

| xk |,

• ∥ X ∥2=

√√√√ n∑
k=1

| xk |2

• ∥ X ∥∞= max
1≤k≤n

| xk |

3. ∀f ∈ C0([a, b],K),sont les éléments des fonctions continue de [a.b] −→ K c-à-

d :

Soit d une valeur intermédiaire entre f(a) et f(b) ( f(a) ≤ d ≤ f(b) ou f(b) ≤
d ≤ f(a)).

Alors il existe c ∈ [a, b] tel que d = f(c).

Soient a, b ∈ R, tels que a < b. Soit f : [a, b] −→ R, continue.

Soit d entre f(a) et f(b).

� Si f(a) ≤ f(b), alors f(a) ≤ d ≤ f(b).

Donc f(a)− d ≤ 0 ≤ f(b)− d. On note alors

g : [a, b] −→ R

x 7→ f(x)− d
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Alors g est continue sur [a, b], et g(a) ≤ 0 ≤ g(b).

donc les applications dé�nies par :∀f ∈ C0([a, b]),K

• ∥ f ∥1=
b∫
a

| f(t) | dt

• ∥ f ∥2=

√
b∫
a

| f(t) |2 dt

• ∥ f ∥∞= sup
t∈[a,b]

| f(t) |,

sont des normes sur C0([a, b],K).

Les normes ∥∥2 dans les deux cas sont dites attachées au produit scalaire

correspondant dans le cas d'espaces vectoriels réels.

4. On munit l'espace des matrices Mn;p(K) des normes classiques suivantes :

∀A = (aij)i∈[[1;n]]
j∈[[1;p]]

∈ Mn;p(K) ;

• ∥ A ∥1=
∑
1<i<n
1<j<p

| aij |

• ∥ A ∥2=
√√√√ ∑

1<i<n
1<j<p

| aij |2

• ∥ A ∥∞= max
1<i<n
1<j<p

| aij |

5. Normes issues d'un produit scalaire :

Supposons que E soit un espace vectoriel réel et notons < ; > un produit scalaire

sur E.

Alors ∀x ∈ E; ∥ x ∥=
√
< x | x > est une norme sur E, appelée norme eu-

clidienne.

Les normes ∥∥2 dans Rn et dans C([a; b];R) en sont des exemples.

Démonstration :
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2.1. Espaces vectoriels normés.

1. Commençons par les normes dans Kn.

• Montrons que ∥∥1 est une norme :

� Prenons X ∈ Kn. Alors ∥ X ∥1=
n∑

k=1

| xk |> 0. De plus :

∥ X ∥1= 0 =⇒ ∀k ∈ [[1;n]]; | xk |= 0 =⇒ X = 0Kn car on a une somme de

termes positifs.

� ∀X ∈ Kn,∀λ ∈ K, ∥ λX ∥1=
n∑

K=1

| λxK |=
n∑

K=1

| λ || xK |=| λ |
n∑

K=1

| xk |=|

λ |∥ X ∥1
� posons ∀X ∈ Kn et Y ∈ Kn. Alors

X + Y =


x1 + y1

...

xn + yn

 .

donc

∥ X + Y ∥1=
n∑

K=1

| xk + yk |

or

∀k ∈ [[1;n]]; | xk + yk |≤| xk | + | yk |,

d'aprés l'inégalité triangulaire dans K

Donc en sommant ces inégalités, on obtient :

∥ X + Y ∥1≤∥ X ∥1 + ∥ Y ∥1
• montrons que ∥∥2 est une norme :

� Pour x dans Kn, comme précédemment, ∥∥2 est correctement dé�ni et ap-

partient à R+.
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2.1. Espaces vectoriels normés.

� Il est également clair que :∀x ∈ Kn,∀λ ∈ K, ∥ λx ∥2=| λ |∥ x ∥2.
� De même :∀x ∈ Kn, si :∥ x ∥2, alors :

∀1 ≤ k ≤ n, 0 ≤| xk |2≤ ∥ x ∥22 = 0, d'où :| xk |= 0, et : x = 0.

� En�n, pour l'inégalité triangulaire, on utilise l'inégalité de Cauchy-

Schwarz obtenue pour le produit scalaire canonique dé�ni dans Rn

par :∀(x, y) ∈ (Rn)2, (x | y) =
n∑

k=1

xk · yk , et donc :

| (x | y) |≤∥ x ∥2 · ∥ y ∥2 .
On peut alors en déduire que :

∀(x, y) ∈ (Rn)2, ∥ x+ y ∥22 = ∥ x ∥22 + ∥ y ∥22 + 2 · (x | y) ≤
∥ x ∥22 + ∥ y ∥22 + 2· ∥ x ∥2 · ∥ y ∥2= (∥ x ∥2 + ∥ y ∥2),
et l'inégalité triangulaire (pour la norme) en découle. On considére ensuite

x et y dans Cn, et :

∥ x+ y ∥2=
√

| x1 + y1 |2 +....+ | xn + yn |2.
Or :∀1 ≤ k ≤ n, | xk + yk |2≤ (| xk | + | yk |)2,
et en sommant :∀1 ≤ k ≤ n, ∥ x + y ∥2≤∥ x′ + y′ ∥2 ,où on a

posé :x′ = (| x1 |, ..., | xn |) , et : y′ = (| y1 |, ..., | yn |).
Donc :∥ x + y ∥2≤∥ x′ + y′ ∥2≤∥ x′ ∥2 + ∥ y′ ∥2. Et comme :

∥ x′ ∥2=
√
| x′1 |2, ...., | x′n |2 =

√
| x1 |2, ...., | xn |2 =∥ x ∥2, de même

pour y′, on conclut que :

∥ x+ y ∥2≤∥ x′ ∥ + ∥ y′ ∥2≤∥ x ∥2 + ∥ y ∥2.

• Montrons que ∥∥∞ est une norme :

� Prenons X ∈ Kn. Alors ∥ X ∥∞= max{| xk | /k ∈ [[1;n]]} > 0. De plus :

∥ X ∥∞= 0 =⇒ ∀k ∈ [[1;n]]; | xk |≤ 0 =⇒ ∀k ∈ [[1;n]];

| xk |= 0 car on a des termes positifs.
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Donc ∥ Xk ∥∞= 0 =⇒ X = 0Kn

� Prenons X ∈ Kn et λ ∈ K.

∥ λX ∥∞= max{| λxk | /k ∈ [[1;n]]}
= max{| λ || x | /k ∈ [[1;n]]}
=| λ | max{| xk | /k ∈ [[1;n]]}
car | λ | est indépendant de k et positif.

Donc ∥ λX ∥∞=| λ |∥ X ∥∞

� Prenons X ∈ Kn et Y ∈ Kn.

∥ X + Y ∥∞= max{| xk + yk | /k ∈ [[1;n]]}
Or,∀k ∈ [[1;n]]; | xk + yk |≤| xk | + | yk |≤∥ X ∥∞ + ∥ Y ∥∞.
∥ X ∥∞ + ∥ Y ∥∞ est indépendant de k donc majore l'ensemble {| xk + yk |
/k ∈ [[1;n]]} et est donc supérieur ou égal au maximum de cet ensemble.

Donc ∥ X + Y ∥∞≤∥ X ∥∞ + ∥ Y ∥∞

2. Justi�cation de l'existence de ∥ f ∥∞ :

f est continue sur le segment [a; b] donc est bornée et atteint ses bornes.

L'ensemble {| f(t) | /t ∈ [a; b]} est donc non vide et majoré donc il admet une

borne supérieure ∥ f ∥∞, qui est même un maximum. Rappelons que ∥ f ∥∞
est le plus petit des majorant de {| f(t) | /t ∈ [a; b]}.

(a) Montrons que ∥∥1 est une norme :

• Prenons f ∈ C([a; b];K). Alors ∥ f ∥1=
b∫
a

| f(t) | dt ≥ 0. De plus :

∥ f ∥1= 0 =⇒ ∀t ∈ [a; b]; | f(t) |= 0 car on a une fonction positive et

continue sur [a; b]. Donc ∥ f ∥1= 0 =⇒ f = 0̃ sur [a; b]
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2.1. Espaces vectoriels normés.

•∀f ∈ C([a; b];K);∀λ ∈ K; ∥ λf ∥1=
b∫
a

| λf(t) | dt =
b∫
a

| λ || f(t) | dt =|

λ |
b∫
a

| f(t) | dt =| λ |∥ f ∥1

• Prenons (f ; g) ∈ C2([a; b];K). Alors ∥ f + g ∥1=
b∫
a

| f(t) + g(t) | dt.

Or ∀t ∈ [a; b]; | f(t) + g(t) |≤| f(t) | + | g(t) |.
Donc en intégrant ces inégalités entre a et b(a < b), on obtient :∥ f+g ∥1≤∥
f ∥1 + ∥ g ∥1

(b) Montrons que ∥∥2est une norme :

• Pour f dans E, comme précédemment,∥ f ∥2 est correctement dé�ni et

appartient à R+.

• Avec les mêmes arguments que pour ∥∥1, si pour f dans E, on a :∥ f ∥2= 0

, alors f est nulle.

• La linéarité de l'intégrale sur [a, b] donne encore : ∀f ∈ E,∀λ ∈ K, ∥
λ · f ∥2=| λ | · ∥ f ∥2.
• En�n, pour l'inégalité triangulaire, on utilise là encore l'inégalité

de Cauchy-Schwarz obtenue pour le produit scalaire canonique dans

C0([a, b],R) dé�ni par :∀(f, g) ∈ C0([a, b],R), (f | g) =
b∫
a

f(t) · g(t)dt.

En e�et : ∀(f, g) ∈ C0([a, b],R)2,

∥ f + g ∥22 = ∥ f ∥22 + ∥ g ∥22 + 2 · (f | g) ≤ ∥ f ∥22 + ∥ g ∥22 + 2· ∥ f ∥2
· ∥ g ∥2= (∥ f ∥ + ∥ g ∥)2 ,
d'où l'inégalité triangulaire dans C0([a, b],R) pour∥∥2.
Et dans C0([a, b],C), on écrit comme précédemment pour ∥∥2 dans Cn :

∀(f, g) ∈ C0([a, b],C)2,

∥ f + g ∥22 =
b∫
a

| f + g |2≤
b∫
a

(| f | + | g |)2 = ∥ (| f || g |∥22) ≤ (∥| f |∥2

+ ∥| g |∥2)2 = (∥ f ∥2)+ ∥ g ∥2)2, en utilisant l'inégalité triangulaire dans
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C0([a, b],R) qu'on vient d'établir et le fait que :

∥| f |∥22 =
b∫
a

| f |2= ∥ f ∥22, avec la même égalité pour g.

Donc ∥∥2 est encore une norme dans C0([a, b],C).

(c) Montrons que ∥∥∞ est une norme :

• Prenons ∈ C([a; b];K). Alors ∥ f ∥∞= sup{| f(t) | /t ∈ [a; b]} ≥ car

8∀t ∈ [a; b]; | f(t) |≥ 0. De plus :

∥ f ∥∞= 0 =⇒ ∀t ∈ [a; b]; | f(t) |≤ 0 =⇒ ∀t ∈ [a; b]; | f(t) |= 0 car on a

des réels positifs.

Donc ∥ f ∥∞= 0 =⇒ f = 0̃ sur [a; b]

• Prenons f ∈ C([a; b];K) λ ∈ K.

∥ λf ∥∞= sup{| λ || f(t) | /t ∈ [a; b]}
=| λ | sup{| f(t) | /t ∈ [a; b]} car | λ | est indépendant de t et positif.

Donc ∥ λf ∥∞=| λ |∥ f ∥∞
•Prenons (f, g) ∈ C2([a; b];K). Alors ∥ f + g ∥∞= sup{| f(t) + g(t) | /t ∈
[a; b]}
Or, ∀t ∈ n[a; b]; | f(t) + g(t) |≤| f(t) | + | g(t) |≤∥ f ∥∞ + ∥ g ∥∞
∥ f ∥∞ + ∥ g ∥∞ est indépendant de t donc est un majorant de l'ensemble

A = {| f(t) + g(t) | /t ∈ [a; b]}.
Mais supA est le plus petit des majorants de A donc supA ≤∥ f ∥∞ + ∥
g ∥∞ c'est-à-dire : ∥ f + g ∥∞≤∥ f ∥∞ + ∥ g ∥∞.

Dé�nition 2.1.2. Dans un espace vectoriel normé, un vecteur x est unitaire si

∥ x ∥= 1.

Pour tout x ̸= 0E , il existe au moins deux vecteurs unitaires colinéaires à x :

± 1
∥x∥x
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Dé�nition 2.1.3. Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé

E, la restriction à F de la norme de E est une norme sur F , appelée norme induite.

Théorème 2.1.1. Si E =

p∏
k=1

Ek est un produit d'espaces vectoriels Ek normés par

la norme ∥∥k , l'application ∥∥ dé�nie sur E par ∥ x ∥= max
1≤k≤p

∥ xk ∥k si (x1, ..., xp)

est une norme sur E appelée norme produit.

Démonstration :

C'est évidemment une application de E dans R+ .

• ∥ x ∥= 0 si et seulement si ∀k ∈ [1, p] ∥ xk ∥k= 0 , donc si ∀k ∈ [1, p], xk = 0Ek

,donc si x = 0E.

• Soit λ ̸= 0 ∥ λx ∥= max
1≤k≤p

∥ λxk ∥k= max
1≤k≤p

| λ |∥ xk ∥k.
Or ∀k ∈ [1, p] ∥ xk ∥k≤∥ x ∥.
Donc : ∀x ∈ E ∥ λx ∥≤| λ |∥ x ∥ .

Donc :∀x ∈ E ∥ 1
λλx ∥≤ 1

|λ| ∥ λx ∥ . Donc : ∀x ∈ E | λ |∥ x ∥≤∥ λx ∥.
Donc si λ ̸= 0 , on a ∀x ∈ E ∥ λx ∥=| λ |∥ x ∥.
Pour λ = 0 , l'égalité est évidente. Donc :∀x ∈ E,∀λ ∈ K ∥ λx ∥=| λ |∥ x ∥.
• ∥ x+ y ∥= max

1≤k≤p
∥ xk ∥k.Or ∀k ∈ [1, p] ∥ xk + yk ∥k≤∥ xk ∥k + ∥ yk ∥k.

Donc ∀k ∈ [1, p] ∥ xk + yk ∥k≤∥ x ∥ + ∥ y ∥. Donc∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

Dé�nition 2.1.4. Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes ∥∥1 et ∥∥2 sur E

sont dites équivalentes ssi ∃a, b > 0 telle que :

∀x ∈ E, a ∥ x ∥1≤∥ x ∥2≤ b ∥ x ∥1.

On véri�e facilement que c'est une relation d'équivalence.

Exemple :
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Sur Kn , notons ∥ x ∥1= max
1≤k≤p

| xk | et ∥ x ∥2=

√√√√ n∑
k=1

| xk |2.

Le maximum des | xk | est atteint, doncmax
1≤k≤p

| xk |=| xj | et ∀k ∈ [1, n] | xk |≤| xj |.

donc :| xj |2≤
n∑

k=1

| xk |2≤ n | xj |2.

Donc : ∀x ∈ E ∥ x ∥1≤∥ x ∥2≤
√
n ∥ x ∥2.

Donc les deux normes sont équivalentes.

Proposition 2.1.2. La relation dé�nie précédemment entre les normes sur un es-

pace vectoriel est une relation d'équivalence.

Proposition 2.1.3. Sur Rn les trois normes ∥ ∥1, ∥ ∥2 et ∥ ∥∞ sont équivalentes.

Démonstration :

On va démontrer que ∀x ∈ E,

∥ x ∥∞≤∥ x ∥2≤∥ x ∥1≤ n ∥ x ∥∞.

1. ∥ x ∥∞= max(| x1 |, ...., | xn |)
=| xj ∥ (où j est tel que | xj |=∥ x ∥∞)

≤
√
(x1)2 + ....+ (xn)2 =∥ x ∥2.

2. ∥ x ∥22 = (x1)
2 + ....+ (xn)

2

≤| x1 |2 ++ | xn |2 +2
∑

1≤i<j≤n

| xi || xj |

= (| x1 | +....+ | xn |)2 = ∥ x ∥12

Donc : ∥ x ∥2≤∥ x ∥1
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3. ∥ x ∥1=| x1 | +....+ | xn |
≤ nmax(| x1 |, ....., | xn |)
= n ∥ x ∥∞.

Corollaire 2.1.1. Dans un espace vectoriel normé de dimension �nie, les compacts

sont les fermés bornés.

pour la démonstration : Les compacts de (Rn; ∥ . ∥∞) sont les fermés bornés. En

dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes et deux normes équivalentes ont

les même ensembles compacts.

Distance et boules

Dé�nition 2.1.5. (distance associée à une norme)

Soit (E,+, ·) un K-espace vectoriel.

On dit que d est une distance sur E si et seulement si :

• c'est une application de E × E dans R+,

•∀(x, y) ∈ E2, (d(x, y) = 0) =⇒ (x = y),

•∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = d(y, x),

•∀(x, y, z) ∈ E3, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (inégalité triangulaire).

Si N est une norme sur E, l'application dé�nie par :

∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) =∥ x− y ∥ , est une distance sur E, appelée distance associée

(ou liée) à la norme ∥∥.
Démonstration :

Les di�érents points se démontrent sans di�culté :

•d est bien une application de E × E dans R+,

• pour : (x, y) ∈ E2, (d(x, y) = 0) ⇒ (∥ x− y ∥= 0) ⇒ (x− y = 0) ⇒ (x = y),

• pour :(x, y) ∈ E2, d(y, x) =∥ y − x ∥=∥ −(x− y) ∥=| −1 | · ∥ x− y ∥=∥ x− y ∥,
• pour :(x, y, z) ∈ E3, d(x, z) =∥ x− z ∥
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=∥ (x− y) + (y − z) ∥≤∥ x− y ∥ + ∥ y − z ∥
= d(x, y) + d(y, z).

2.2 Espaces complets.

Suites de Cauchy

Dé�nition 2.2.1. Une suite (xn)n≥0 d'éléments d'un espace normé (E; ∥ . ∥) est
dit une suite de Cauchy si :

∀ϵ > 0;∃N ∈ N;∀m,n > N :∥ xn − xm ∥< ϵ

Proposition 2.2.1. 1. Toute suite convergente est de Cauchy, et toute suite de

Cauchy est bornée.(Réciproques fausses en général).

2. Une suite de Cauchy (xn)n≥0 qui posséde une valeur d'adhérence, converge.

Démonstration :

• Soit (xn)n≥0 une suite qui converge vers x dans un espace métrique (X; d). Pour

tout ϵ > 0 , il existe n0 ∈ N tel que

∀n ≥ n0; d(xn;x) <
ϵ

2
:

Alors par inégalité triangulaire

∀n;m ≥ n0; d(xn;xm) ≤ d(xn;x) + d(x;xm) < ϵ;
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ce qui montre que la suite (xn)n≥0 est une suite de Cauchy.

• bornée : Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy. Choisissons ϵ = 1. Il existe n0 ∈ N tel

que

∀m ≥ n0;∀n ≥ n0; d(xn;xm) < 1 :

et soit ϵ′ = supn<n0
d(xn, xn0

) et r = max(1, ϵ′).

Alors : ∀n ∈ N, xn ∈ B(xn0
, r) ⇒ (xn) est bornée.

• Pour tout ϵ > 0, il existe n0 ∈ N tel que

∀n;m ≥ n0; d(xn;xm) <
ϵ

2
:

Soit x une valeur d'adhérence de la suite (xn)n≥0. Il existe une sous-suite (xφ(n))n≥0

qui converge vers x. Donc, il existe n1 ∈ N tel que

∀n ≥ n1; d(xφ(n);x) <
ϵ

2
:

Alors,

∀n ≥ max(n0;n1); d(xn;x) ≤ d(xn;xφ(n)) + d(xφ(n);x) < ϵ;

ce qui montre que la suite converge

Exemple 2.2.1. • Etude de la série harmonique : On pose, pour tout

n ≥ 1,Sn =
n∑

k=1

1

k
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et on montre que la suite (Sn) n'est pas de Cauchy c'est à dire que :

∃ϵ > 0,∀N ∈ N,∃(p, n) ∈ N2 p ≥ N, n ≥ Net|Sp − Sn| ≥ ϵ,

Pour

p ≥ n,Sp − Sn =

p∑
k=n+1

1

k

, donc si p = 2n, en obtenu des inégalités

1

k
≥ 1

2n
(k = n+ 1, ...., 2n)

on obtient

S2n − Sn ≥ 1

2
.

Donc pour ϵ =
1

2
et pour tout N entier positif il existe des entiers n et 2n

supérieurs à N tels que S2n − Sn ≥ 1

2
. La suite (Sn), dite série

∑
n≥1

1

k
, ou série

harmonique en raison de son rôle en acoustique, n'est pas de Cauchy, elle est donc

divergente. On remarque, ici encore, que la di�érence entre deux termes consécutifs

Sn+1 − Sn =
1

n+ 1
tend, elle, vers 0, alors que la suite n'est pas de Cauchy.

Soit (un) la suite dé�nie par :

 u0 = 1 et

un+1 = un +
1

2nun
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On remarque que l'on est là devant une relation qui lie un+1, un et n.

On peut alors exprimer up − un pour p > n, suivant une méthode assez fréquem-

ment utilisée, sous la forme suivante :

up − un =

p−1∑
k=n

(uk+1 − un) =

p−1∑
k=n

1

2kuk

Or, tous les un étant de façon évidente positifs, on a uk+1 − uk ≥ 0 ; la suite

(un) est donc croissante et, pour tout entier n ≥ 1, un ≥ 1.

D'où, pour p ≥ n : 0 ≤ up − un ≤
p−1∑
k=n

1

2k
=

1

2n

(
1− 1

2p−n

1− 1
2

)

Les inégalités, pour p ≥ n, 0 ≤ up − un ≤ 2−(n−1) , entraînent que (un) est une

suite de Cauchy, elle est donc convergente.

Espaces complets

Dé�nition 2.2.2. Un espace vectoriel normé (E; ∥ . ∥) est dit complet si toutes

ses suites de Cauchy sont convergentes dans E pour sa norme.

Dé�nition 2.2.3. Tout espace normé (E; ∥ . ∥) de dimension �nie est complet.

Preuve :

Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy. Cette suite est bornée, elle est donc incluse dans

un compact (prendre par exemple une boule fermée de rayon assez grand).

On peut donc extraire de la suite (xn)n≥0 une sous-suite qui converge. En particulier,

la suite (xn)n≥0 admet une valeur d'adhérence, donc elle converge.
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Exemple 2.2.2. Le Cespace vectoriel ℓ2 des suites de complexes (an) telles que
∞∑
n=0

| an |2 converge est complet pour la norme

∥ (an) ∥2=

√√√√ ∞∑
n=0

| an |2.

Preuve.

Notons tout d'abord que ℓ2 est bien un Cespace vectoriel : si (an) et (bn) sont dans

ℓ2, l'inégalité | an + bn |2≤ (| an | + | bn |)2 ≤ 2(| an|2+ | bn |2) montre que la

somme(an + bn) est dans ℓ2

• De même directement pour λ(an) si λ ∈ C. Ensuite, ∥ ∥2 est bien une norme par

passage à la limite dans l'inégalité de Minkowski. Passons à la complétude.

Soit p −→ (ap) une suite de Cauchy de l2, où, pour tout p ∈ N, ap = (apn)n. La

condition de Cauchy se traduit par

∀ϵ > 0,∃pϵ ∈ N,∀(p, q) ∈ N2; (p ≥ pϵ et q ≥ pϵ

=⇒

√√√√ ∞∑
n=0

| aqn − apn |2 ≤ ϵ.

Comme | aqn − apn |≤∥ ap − aq ∥2, on constate que, pour chaque n �xé, la suite

p 7−→ (apn) est de Cauchy, donc converge, mettons vers an. On retrouve alors les

deux problémes usuels :

1. Montrer que la suite (an) est dans ℓ2.

2. Montrer que la suite p 7−→ (apn)p converge e�ectivement dans ℓ2 vers (an). Pour

1), on écrit que, pour tout N �xé dans N,

∀(p, q) ∈ N2; (p ≥ p1

39



2.2. Espaces complets.

et q ≥ p1) =⇒

√√√√ N∑
n=0

| aqn − apn |2 ≤ 1.On bloque p ≥ p1 et l'on passe de fàcon licite

à la limite quand q −→ +∞ dans la somme �nie (ce ne serait pas possible si la

somme était in�nie !) pour obtenir

∀p ∈ N, (p ≥ p1) =⇒

√√√√ N∑
n=0

| an − apn |2≤ 1,

d'où, pour p = p1 (en usant des propriétés de la norme euclidienne dans Rn).√√√√ N∑
n=0

| an |2 ≤ 1 +

√√√√ N∑
n=0

| ap1n |2 ≤ 1+ ∥ ap1 ∥2

Les sommes partielles de la série à termes positifs
N∑
n=0

| an |2 sont donc bornées donc

la série converge.

2) reprend en grande partie les idées ci-dessus. Bloquant ϵ > 0 puis pϵ et N , on

obtient

∀(p, q) ∈ N2; (p ≥ pϵ

et q ≥ pϵ) =⇒

√√√√ N∑
n=0

| aqn − apn |2 ≤ ϵ,d'où, par passage à la limite licite

∀p ∈ N, (p ≥ pϵ) =⇒

√√√√ N∑
n=0

| an − apn |2≤ ϵ

puis en faisant tendre N vers +∞

∀p ∈ N, (p ≥ pϵ) =⇒

√√√√ ∞∑
n=0

| an − apn |2≤ ϵ.
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Un K-espace vectoriel normé de dimension �nie, muni de la distance associée à

la norme, est un espace métrique complet.

Preuve :

Soit (xn)n≥0 une suite de Cauchy. Cette suite est bornée, elle est donc incluse dans

un compact (prendre par exemple une boule fermée de rayon assez grand).

On peut donc extraire de la suite (xn)n≥0 une sous-suite qui converge. En particulier,

la suite (xn)n≥0 admet une valeur d'adhérence, donc elle converge.

Espace normé complet(de Banach).

Dé�nition 2.2.4. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Exemple 2.2.3.

1. Une reformulation du théoréme précédent consiste à dire que tous les K-espaces

vectoriels normés de dimension �nie sont des espaces de Banach.

2. L'étape suivante consiste à exhiber des espaces de Banach qui sont des K-

espaces vectoriels de dimension in�nie.

Exemple 1 :L'espace (ℓ∞(N;K), ∥ . ∥∞) est un espace de Banach.

Preuve :

Soit (xm)m≥0 une suite de Cauchy d'éléments de (ℓ∞(N;K), ∥ . ∥∞). On note

xm = (xmn )n∈N

oú (xmn )n∈N ∈ K. Par dé�nition, pour tout ϵ > 0, il existe m0 ≥ 0 tel que, pour tous

m,m′ ≥ m0
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sup
n≥0

| xmn − xm′
n |< ϵ

Donc, pour chaque n ≥ 0, la suite (xmn )m≥0 est une suite de Cauchy dans (K; | . |),
qui est un espace métrique complet. Cette suite converge vers une limite que l'on

note zn ∈ K.

On note z = (zn)n≥0. Véri�ons que z ∈ ℓ∞(N;K) et que

lim
m→+∞

xm = z.

On sait que

sup
n≥0

| xmn − xmn
′ |< ϵ,

pour m,m′ ≥ m0.

Donc

| xmn − zn |≤ ϵ,

pour tout m ≥ m0.

Finalement, la suite z est bornée (prendre par exemple ϵ = 1) et la suite (xm)m≥0

converge vers z pour la norme ∥ . ∥∞.

Exemple 2.2.4. Supposons que (F ; ∥∥F ) est un espace de Banach. Alors, l'espace

L (E;F ) muni de la norme ∥∥L (E;F ) est également un espace de Banach.

Preuve. Soit (Lm)m≥0 est une suite de Cauchy de (L (E;F ); ∥∥L (E;F )). Par dé�

nition, pour tout ϵ > 0, il existe n0 ≥ 0 tel que, pour tous m;n ≥ n0,

∥ Ln(x) − Lm(x) ∥F< ϵ ∥ x ∥ E :
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Ainsi, pour tout x ∈ E, la suite (Ln(x))n≥0 est une suite de Cauchy dans (F ; ∥∥F ), qui
est un espace de Banach, donc elle converge vers une limite que l'on note L(x) ∈ F .

On véri

e que L est linéaire L(λx + µy) = λ lim
n→∞

Lnλ(L(x) + µy) = λ lim
n→∞

Ln(x) +

µ lim
n→∞

Ln(y) = λL(x) + µL(y) :

On sait que pour tout ϵ > 0, il existe n0 ∈ N tel que

∥ Ln(x)− Lm(x) ∥F< ϵ ∥ x ∥E:

pour m;n ≥ n0.

Donc, pour tout ϵ > 0, il existe n0 ∈ N tel que

∥ Ln(x)− L(x) ∥F< ϵ ∥ x ∥E:

pour tout n ≥ n0.

En particulier,

∥ L(x) ∥F≤ (ϵ+ ∥ Ln0
∥L (E;F )) ∥ x ∥E:

ce qui montre que L est continue et

∥ Ln − L ∥L(E;F )< ϵ;

pour tout n ≥ n0.

Finalement, la suite (Ln)n≥0 converge vers L dans (L (E;F ); ∥∥L (E;F )).
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Chapitre 3

Espaces de Hilbert.

3.1 produit scalaire.

Dé�nitions et Exemples

Dé�nition 3.1.1. [?] Soit E un espace vectoriel sur le corps K(RouC), un produit

scalaire sur E est une application, notée ⟨., .⟩ de E ×E à valeurs dans K, telle que

pour tout x, y, z ∈ E et α ∈ K, on ait :

1. ⟨x, x⟩ ⩾ 0 et, si ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0 ;

2. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ; ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ et ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ ;

3. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ et ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩

Dans la deuxième point ⟨y, x⟩ et α sont les conjugués dans C de ⟨y, x⟩ et α, lorsque
K = R, ces barres du conjugaison sont inutiles.

Exemple 3.1.1.� Sur Rn, l'application

(x, y) 7−→
∞∑
i=1

xiyi,

est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique de Rn.
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� Sur l'ensemble l2R(N) des suites réelles x = (xn)n≥0 de carrés sommables

(
∑
n

| xn |2< +∞), l'application

(x, y) 7−→
∞∑
n=0

xnyn,

est un produit scalaire.

� Sur MN(R), on peut dé�nir le produit scalaire ⟨A;B⟩ = Trace(ABt).

� Pour tout ouvert non vide Ω ⊂ RN , on peut dé�nir sur L2(Ω,R) le produit

scalaire

⟨f ; g⟩L2 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

.

Dé�nition 3.1.2. On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé

dé�nit un produit scalaire.

Notons qu'un espace préhilbertien est un espace normé :

∥ x ∥=
√

⟨x, x⟩.

Exemple 3.1.2.

Exemple 1 : L'espace préhilbertien le plus simple est l'espace Cn des vecteurs

x = (x1, ..., xn) à coordonnées xi ∈ C muni de sa structure usuelle d'espace vectoriel

sur C et avec le produit scalaire.
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∀x, y ∈ Cn, ⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi, où x = (x1, ..., xn) et y = (y1, ..., yn). La norme de x

est alors le nombre positif.

∥ x ∥=

√√√√ n∑
i=1

| xi |2. Il est facile de véri�er que les propriétés (1) à (3) de la

dé�nition ??. sont bien satisfaites.

Exemple 2 : Soient a < b des réels. L'espace C([a, b]) des fonctions f : [a, b] −→ C

continues muni des deux opérations usuelles somme : f + g et multiplication par

un scalaire : λf , avec f + g : t 7−→ f(t) + g(t) et λf : t 7−→ λf(t), est un espace

vectoriel sur C. On munit C([a, b]) d'un produit scalaire en posant

3)

⟨f, g⟩ =
b∫

a

f(t)g(t)dt,

pour tous f, g ∈ C([a, b]) ; la norme de la fonction f étant alors donnée par :

4)

∥ f ∥=

√√√√√ b∫
a

| f(t) |2 dt.
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3.1. produit scalaire.

Exemple 3 : Soit ℓ2(N,C) = {x = {ζk}k∈N : ζk ∈ C,
∞∑
k=1

|ζk|2 < ∞}.

D'aprés l'inégalité |ζkηk| ≤ |ζk|2 + |ηk|2,

∞∑
k=1

|ζkηk| ≤
∞∑
k=1

|ζk|2 ≤
∞∑
k=1

|ηk|2,

pour tout x = ζk, y = ηk ∈ ℓ2(N), on en déduit que la série
∞∑
k=1

ζkηk converge

absolument. Ceci nous permet de dé�nir

⟨x, y⟩ =
∞∑
k=1

ζkηk

il est facile de voir que ⟨x, y⟩ est un produit scalaire, qu'on appelera le produit

scalaire stetard de ℓ2(N,C). Ainsi ℓ2(N) est un espace préhilbertien .

La norme induite par ce produit scalaire est ∥ x ∥2=

√√√√ ∞∑
k=1

|ζk|2

Exemple 4 : L'espace de Lebesgue L2([a, b]) des classes d'équivalencesde fonctions

mesurables x : [a, b] −→ C, pour la relation d'équivalence dé�nie d'égalit�presque

partout, et telle que
b∫
a

|x(t)|2dt < ∞, est un espace préhilbertien, muni du produit

scalaire

(x, y) 7−→ ⟨x, y⟩ =
b∫

a

x(t)y(t)dt.

D'aprés l'inégalité |x(t)y(t)| ≤ |x(t)|2 + |y(t)|2.

b∫
a

|x(t)y(t)|dt ≤
b∫

a

|x(t)|2dt+
b∫

a

|y(t)|2dt < ∞,

47



3.1. produit scalaire.

pour tout x, y ∈ L2([a, b]), on peut alors dé�nir

⟨x, y⟩ =
b∫

a

x(t)y(t)dt,

il est alors facile de véri�er que ⟨x, y⟩ est un produit scalaire, qu'on appelera produit

scalaire stetard de L2([a, b]). Ainsi L2([a, b]) est un espace préhilbertien . Ce produit

scalaire induit la norme ∥ x ∥2=

√
b∫
a

|x(t)|2

Théorème 3.1.1. ( Inégalité de Cauchy-Schwarz )

Soit (E; ⟨, ⟩) un espace préhilbertien. Pour tout x ∈ E, on note ∥ x ∥= ⟨x, x⟩. On a

alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz

| ⟨x, y⟩ |≤∥ x ∥∥ y ∥; ∀x; y ∈ E :

Ainsi, l'application x ∈ E →∥ x ∥ est une norme sur E canoniquement associée au

produit scalaire donnée qui confére ainsi à E une structure d'espace vectoriel normé.

Démonstration :

1) On va véri�er l'inégalité dans le cas où K = R.Soit ∀λ ∈ R,∀x, y ∈ E ;

0 ≤ ⟨x+ λy, x+ λy⟩
0 ≤ ⟨x, x⟩+ λ⟨x, y⟩+ λ⟨y, x⟩+ λ2⟨y, y⟩
0 ≤ λ2⟨y, y⟩+ 2λ⟨x, y⟩+ ⟨x, x⟩ ∀λ ∈ R

0 ≤ aλ2 + 2bλ+ c
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3.1. produit scalaire.

∆′ = b2 − ac ≤ 0

on a : a = ⟨y, y⟩ > 0

⟨x, y⟩2 − ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ ≤ 0

⟨x, y⟩2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩

| ⟨x, y⟩ | ≤
√

⟨x, x⟩
√
⟨y, y⟩.

2) Cas où H es réel K = R. Si x ̸= 0, y ̸= 0

| ⟨x,y⟩√
⟨x,x⟩

√
⟨y,y⟩

| ≤ 1

−1 ≤ ⟨x,y⟩√
⟨x,x⟩

√
⟨y,y⟩

≤ 1

⟨x,y⟩√
⟨x,x⟩

√
⟨y,y⟩

= cos (θ), 0 ≤ θ ≤ π

=⇒ ⟨x, y⟩ =
√
⟨x, x⟩

√
⟨x, x⟩ cos (θ).

Proposition 3.1.1. [?] Un espace préhilbertien H est un espace vectoriel normé

avec la norme ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ induite par le produit scalaire.

preuve : La seulle axiome non évident a obtenir est l'inégalité triangulaire, on a :

(∥x+ y∥)2 = (∥x∥)2 + (∥y∥)2 + 2 | ⟨x, y⟩ |

de l'inégalité de Schwarz, on déduit que

2|⟨x, y⟩| ≤ 2∥x∥∥y∥

49



3.1. produit scalaire.

d'où

(∥x+ y∥)2 ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2 ⇒∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥∥ .

Théorème 3.1.2. [?] Soit H un espace préhilbertien muni du produit scalaire ⟨, ⟩.
alors pour tout x, y ∈ H on a :

(a) ( l'identité du parallélogramme )

∥ x+ y ∥2 + ∥ x− y ∥2= 2(∥ x ∥2 + ∥ y ∥2);

(b) ( l'identité de polarisation )

Si H est réel alors

⟨x, y⟩ = 1

4
(∥ x+ y ∥2 − ∥ x− y ∥2);

(c) ( l'identité de polarisation )

Si H est complexe alors

⟨x, y⟩ = 1

4

3∑
k=0

ik ∥ x+ iky ∥2 .

Démonstration : Comme

∥ x+ y ∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩
= ⟨x, x⟩+ ⟨y, y⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩
=∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩
=∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +⟨x, y⟩+ ⟨x, y⟩
=∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +2Re(⟨x, y⟩)

(3.1)

50



3.1. produit scalaire.

et

∥ x− y ∥2 =∥ x+ (−y) ∥2

=∥ x ∥2 + ∥ −y ∥ +2Re(⟨x,−y⟩)
=∥ x ∥2 + ∥ y ∥ −2Re(⟨x, y⟩)

(3.2)

d'où l'identité (a) par :

??+ ?? =⇒∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +2Re(⟨x, y⟩)+ ∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 −2Re(⟨x, y⟩)

= 2(∥ x ∥2 + ∥ y ∥2)

D'autre part,

(??− ??) =⇒∥ x+ y ∥2 − ∥ x− y ∥2= 2(⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩), (3.3)

Alors si E est réel, on a (b). Si E est complexe, en remplçant y dans ?? par iy, on

aura :

∥ x+ iy ∥2 − ∥ x− iy ∥2= 2(⟨x, iy⟩+ ⟨iy, xi⟩) (3.4)

�nalement, ?? et ?? entraîne

⟨x, y⟩ = 1
2(⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩)

= 1
2(⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ i⟨x, iy⟩+ i⟨iy, x⟩)

= 1
4(∥ x+ y ∥2 − ∥ x− y ∥2 +i ∥ x+ iy ∥2 −i ∥ x− iy ∥2)

(3.5)
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3.1. produit scalaire.

Dé�nition 3.1.3. [?] Lorsqu'un espace préhilbertien H muni de la norme induite

par le produit scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 3.1.3. 1. l'espace euclidien Ck = {x = (x1, x2, ...., xk);xi ∈ C ,

i = 1, ..., k}
muni du produit scalaire :

⟨x, y⟩ =
k∑

i=1

xiyi

est un espace de Hilbert.

2. L'espace de suites ℓ2(N) = {x = {ζk}k∈N : ζk ∈ C,
∞∑
k=1

|ζk|2 < ∞} est un espace

de Hilbert.

Soit xn = (xnk)k∈N une suite de Cauchy dans ℓ2(N).

Soit ϵ > 0, il existe alors un entier N(ϵ) > 0 tel que pour m, p ≥ N(ϵ) on ait

∥ xmk − xpk ∥2≤ ϵ; i.e

+∞∑
k=0

| xmk − xpk |
2≤ ϵ2 (3.6)

Ainsi, pour tout k ∈ N et tout m, p ≥ N(ϵ) | xmk − xpk |≤ ϵ ce qui veut dire que

pour tout k ∈ N, la suite (xmk )m∈N est une suite de Cauchy, par la completude

de C, elle converge vers un point xk ∈ C.

On pose x = (xk)k∈N. D'apres ??, pour tout M ∈ N et m, p ≥ N(ϵ) on a

M∑
k=0

| xmk − xpk |
2≤

∞∑
k=0

| xmk − xpk |
2≤ ϵ2.
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3.2. Orthogonalité

En passant à la limite lorsque m −→ +∞, on obtient

M∑
k=0

|xk − xpk|
2 =

M∑
k=0

lim
m→+∞

|xmk x
p
k|

2 = lim
m→+∞

M∑
k=0

|xmk − xpk|
2 ≤ ϵ2,

et �nalement en faisant tendre M vers +∞ on obtient : pour tout p ≥ N(ϵ)

+∞∑
k=0

|xk − xpk|
2 ≤ ϵ,

i.e. ∥ x− xp ∥2≤ ϵ d'où x− xp ∈ ℓ2(N)

Comme ϵ > 0 est arbitraire, on aura lim
n→+∞

xn = x.

En conclusion, on a  x = xN(ϵ) + (x− xN(ϵ)) ∈ ℓ2(N)

lim
n→+∞

xn = x

3.2 Orthogonalité

Dé�nitions [?]

Dé�nition 3.2.1. soit H un espace de Hilbert ; et soient x et y deux vecteurs

de H, on dit que x et orthogonalà y si ⟨x, y⟩ = 0, et on note x ⊥ y.

Dé�nition 3.2.2. Une famille F = ϑ1, , ϑn d'un espace vectoriel X sur le corps

R est dite libre, et ses vecteurs sont dits linéairement indépendants, lorsque pour

tout λ1, ..., λn ∈ R, tels queλ1ϑ1 + + λnϑn = 0, nous avons λ1 = = λn = 0.

Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

Dé�nition 3.2.3. Une famille (xi)i∈I est dite orthogonale si les vecteurs qui

la composent sont deux à deux orthogonaux. Une famille orthogonale constituée

de vecteurs non-nuls est une famille libre.
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3.3. Projection orthogonale

Si (x1, , xp) est une famille orthogonale, on a la relation de Pythagore

∥
p∑

k=1

xk ∥2=
n∑

k=1

∥ xk ∥2 .

Dé�nition 3.2.4. Soit M un sous - espace vectoriel de X. On appelle ortho-

gonale de M l'ensemble M⊥ = {v ∈ X tel que ⟨u, v⟩ = 0 pour tout u ∈ M}

Remarque 3.2.1. Soit M un sous-espace vectoriel de X. Alors,

i) M⊥ =
⋃
u∈M

u⊥ est un sous-espace fermé de X.

ii) M ∩M⊥ = {0}.

3.3 Projection orthogonale

Rappelons la notion de convexité.

Dé�nition 3.3.1. Soit E un espace vecoriel réel. Une partie C ⊂ E est dite

convexe si pour tout x; y ∈ C et tout 0 ≤ t ≤ 1, (1− t)x+ ty ∈ C i.e. le segment

joignant x à y dé�ni par

[x; y] := {(1− t)x+ ty; 0 ≤ t ≤ 1}

est conteu dans C.

L'ensemble C est dit strictement convexe si pour tout x; y ∈ C et

t ∈]0; 1[, (1− t)x+ ty ∈ int(C)
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3.3. Projection orthogonale

Théorème 3.3.1. si F est un sous espace convexe de l'espace d'Hilbert H

alors, ∀a ∈ H existe une projéction unique b ∈ H.

Théorème 3.3.2. si F est un sous espace férmé de l'espace d'Hilbert H, alors

∀a ∈ H existe une projéction unique b ∈ F , et (a− b) ∈ F⊥, (ie);∀x ∈ F, ⟨a−
b, x⟩ = 0

F⊥ = {x ∈ E, ⟨x, y⟩ = 0,∀y ∈ F}

prevue on prends r = inf
y∈F

∥ a− y ∥= d(a, F )

alors on peut construire une suite (xn)n ∈ H tel que

∀n ∈ N∗, r ≤∥ a− xn ∥< r +
1

n

par passage à limite, on trouve lim
n−→+∞

∥ a− xn ∥= r.

la suite (xn)n est de cauchy, car

1

2
∥ xp − xq ∥2 +2 ∥ a− xpq ∥2=∥ a− xp ∥2 + ∥ a− xq ∥2

” l'négalité de l'intermédaire ”

xpq est le milieu de ∥ xp − xq ∥
⇒ xpq =

1
2(xp + xq) ⇒∥ a− xpq ∥2≥ r2

⇒ lim
p,q−→+∞

1

2
∥ xp − xq ∥2= lim

p,q−→+∞
∥ a− xp ∥2 + ∥ a− xq ∥2 −2 ∥ a− xpq ∥2=

0 ⇒ (xn) converge car F est complet ( un férmé dans complet ).

Exemple 3.3.1. ( Le R-espace vectoriel des suites réelles )

On note S l'ensemble des suites réelles (un)n ∈ N. Cet ensemble peut être vu

comme l'ensemble des applications de N dans R ; autrement dit S = F (N,R).

� Loi interne. Soient u = (un)n ∈ N et v = (vn)n ∈ N deux suites appartenant à
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3.3. Projection orthogonale

S . La suite u+v est la suite w = (wn)n ∈ N dont le terme général est dé�ni par

∀n ∈ N wn = un + vn

( où un + vn désigne la somme de un et de vn dans R ).

� Loi externe. Si λ est un nombre réel et u = (un)n ∈ N un élément de S ,

λ · u est la suite v = (vn)n ∈ N dé�nie par

∀n ∈ N vn = λ · un

où · désigne la multiplication dans R.

� Élément neutre. L'élément neutre de la loi interne est la suite dont tous les

termes sont nuls.

� Symétrique. Le symétrique de la suite u = (un)n ∈ N est la suite

u′ = (u′n)n ∈ N dé�nie par :

∀n ∈ N u′n = −un.

Elle est notée −u.

Exemple 3.3.2. ( Les matrices )

L'ensemble Mn,p(R) des matrices à n lignes et p colonnes à coe�cients dans R

est muni d'une structure de R-espace vectoriel. La loi interne est l'addition de

deux matrices. La loi externe est la multiplication d'une matrice par un scalaire.

L'élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coe�cients

sont nuls). Le symétrique de la matrice A = (ai,j) est la matrice (−ai,j). De

même, l'ensemble Mn,p(K) des matrices à coe�cients dans K est un K-espace
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3.3. Projection orthogonale

vectoriel.

Autres exemples :

(a) L'espace vectoriel R[X] des polynômes P (X) = anX
n+....+a2X

2+a1X+a0.

L'addition est l'addition de deux polynômes P (X)+Q(X), la multiplication

par un scalaire λ ∈ R est λ · P (X). L'élément neutre est le polynôme nul.

L'opposé de P (X) est −P (X).

Le résultat qui permet de manipuler l'application de projection orthogonale est

le suivant :

Proposition 3.3.1. L'application PF qui à un point de H fait correspondre

sa projection orthogonale sur un sous espace fermé F , possèdes les propriétés

suivant :

(a) pF (αx+ βy) = αpF (x) + βpF (y).

(b) pF + p(F )⊥ = idH .

(c) (∥x∥)2 = (∥pF (x)∥)2 + (∥(id− pF )(x)∥)2.

(d) pF (xn) −→ pF (x), si∥xn − x∥ −→ 0.

(e) x ∈ F ⇔ pF (x) = x.

(f) x ∈ F⊥ ⇔ pF (x) = 0.

(g) pF (pF )(x) = pF (x).
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3.3. Projection orthogonale

(h) F1 ⊆ F2 ⇔ pF1
(pF2

)(x) = pF1
(x).

Théorème 3.3.3. H = F ⊕ F⊥ et la décomposition de x ∈ H dans cette

somme directe est :

x = p(x) + (id− p)(x)

Démonstration. pour tout x ∈ H, x = p(x) + (x − p(x)) appartient à H =

F + F⊥ et F ∩ F⊥ = {0}, la somme est donc directe, H = F ⊕ F⊥ .Ceci veut

dire que p est la projection sur F parallélement à F⊥. On appelle donc cette

application la projection orthogonale de H sur F .

Corollaire 3.3.1. Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors, F est dense

dans Hsi et seulement si F⊥ = {0}.
Autrement dit, pour véri�er qu'un sous-espace F est dense de H, il su�t de

véri�er que ∀a ∈ H, ⟨x, a⟩ = 0.

Démonstration. Si F est dense, alors F = H et F⊥ = F
⊥
= {0}. Inversement,

si F n'est pas dense, il existe u ∈ H ′, u ̸= 0 telle que u(x) = 0 pour tout x ∈ F .

Il existe x ∈ H ′, x ̸= 0 tel que u = Λa. Alors ⟨x, a⟩ = 0 pour tout x ∈ F et

a ̸= 0, donc F⊥ = {0}

Bases orthonormales

Dé�nition 3.3.2. Soit H un espace de Hilbert ; (ei)i∈I une famille de vecteurs

est dite :

(a) orthogonale si ⟨ei, ej⟩ = 0, i ̸= j

(b) orthonormale si de plus |ei| = 1 , ∀i ∈ I

Exemple 3.3.3. Soit L2[−π,+π] l'espace des fonctions de carré intégrable sur

l'intervalle [−π,+π], la famille (ep(t))p∈Z = (eipt)p∈Z est orthonormale.
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3.3. Projection orthogonale

Dé�nition 3.3.3. Un espace de Hilbert H est s�parable s'il possède une suite

de points qui est dense dans H.

Théorème 3.3.4. Soit H un espace de Hilbert séparable, il possède une base et

même une in�nité de bases orthonormales. Toute ses bases possèdent le même

nombre d'élément appelé la dimension de l'espace de Hilbert H.

Dé�nition 3.3.4. Soit (en)n≥0 une famille dénombrable d'un espace de Hilbert

H. On dit que la famille (en)n≥0 est une base hilbertienne si :

i) pour tous n ̸= m on a ⟨en; em⟩ = 0, et ∥ en ∥= 1 pour tout n ∈ N ;

ii) l'espace vectoriel V ect{en : n ∈ N} des combinaisons linéaires �

nies des vecteurs en, pour n ∈ N , est dense dans H.

Attention : une base hilbertienne n'est pas une base algébrique car pour une

base algébrique, tout élément de l'espace est combinaison linéaire

�nie d'éléments de la base.

Théorème 3.3.5. Soit (en)n≥0 une base hilbertienne d'un espace de Hilbert H.

Tout x ∈ H s'écrit de maniére unique comme la somme d'une série convergente

dans H

x =
∑
n≥0

xnen

où

xn := ⟨x, en⟩ ∈ C.

Théorème 3.3.6. De plus, on a l'égalité de Parseval

∥ x ∥2=
∑
n≥0

| Xn |2=
∑
n≥0

| ⟨X, en⟩ |2 .

Réciproquement, si
∑

n≥0 | Xn |< +∞, alors
∑

n⩾0Xnen converge dans H.
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Lemme 3.3.1. Soit (en)n⩾0 une famille orthonormale de vecteurs de H et x ∈
H. Alors

∑+∞
n=0⟨x, en⟩en, est la projection orthogonale de x sur F , l'adhérence du

sous-espace vectoriel F engendré par les vecteurs en. Le théoréme de Pythagore

nous permet décrire

∥ x ∥2=∥ x− P (x)F ∥2 + ∥ P (x)F ∥2=∥ x− P (x)F ∥2 +
∑
n⩾0

| ⟨x, en⟩ |2 .

On en déduit l'inégalité de Bessel :∑
n⩾0

| ⟨x, en⟩ |2⩽∥ x ∥2 .
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Conclusion.

Soit H un espace de Hilbert séparable, il possède une base et même une in�nité

de bases orthonormales. Toute ses bases possèdent le même nombre d'élément

appelé la dimension de l'espace de Hilbert H. En conclu un espace de hilbert

est un espace normé complet non néssairement de dimension �nie, dont la

nore dérive d'un prodouit scalaire comme la norme euclidienne ∥ . ∥2de R⋉, ce

qui lui confére une géométrie euclidienne qui permet de généraliser simplement

certaines propriétés de la dimension �nie.

L'archétype des espaces de Hilbert (non de dimension �nie) est l'espace

des suites dénombrables (ie. indexée par Non,par une bijéction convenable par

Z .
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