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Résumé :

Dans ce mémoire on expose quelques basique propriétés et principales connais-
sances de ’espace de Hilbert. On débuté par quelques rappeles sur les espaces
et les sous espaces vectoriels. Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacrée
a I’étude des propriétés fondamontales générales sur les espaces vectoriels normées
complets (de Banach). Le troiséime chapitre est le bute de ce mémoire, il est parlé
sur les prouduits scalaires et 'orthogonalité d’un espace convexe et on a sur tout
définé la projéction orthogonale et le théoréme fondamentale de parallélograme d’un
espace de Hilbert.

mots clés : L’espace vectoriel, Le produit scalaire, La norme, L’espace complet.
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Abstract :

In this mémorial we expose some basic properties and the main knowledge of
Hilbert space. We started with some reminders of vector spaces and subspaces.
The second chapter of this memorial is devoled to the study of the general funda-
mental properties of the complete normed vector spaces (Banach space). The third
chapter is the purpose of this memorial ,it is spoken on the sscalar products and
the orthogonality of a convexe space and we have above all defined the orthogonal
projection and the fundamental theorem of parallelogram for Hilbert space .

Key Words : Vector spaces, Scalars products, Normed vector spaces, Complete

vector spaces.
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Elément neutre .
Le corps des nombres réels R et les nombres complexes C .
L’espace vectoriel muni de deux loi interne et externe .
Sous espace vectoriel.

La norme sur ’espace vectoriel E .

La distance sur ’espace F.
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Espace de Hilbert .

Lorthogonalité.

Les compléments F SUR E.
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Introduction.

L’espace classique ne s’accommode pas bien de 'infini. Les espaces de Hilbert ont
été inventés par David Hilbert (1862-1943) pour résoudre des problémes de cet ordre.
Ce sont d’ailleurs les espaces de dimension infinie les plus simples. Applications aux
transformées de Fourier, aux équations différentielles et, plus particuliérement, a la

mécanique quantique.

Les espaces de Hilbert font partie de ’analyse fonctionnelle en mathématiques. Le
concept d’espace de Hilbert étend les méthodes de ’algébre linéaire en généralisant

les notions d’espace classique a des espaces de dimension quelconque (finie ou infinie).

En bref : un espace de Hilbert est un espace muni d'une distance particuliére
définie par un produit scalaire qui satisfait la complétude : les suites de nombres
y sont toutes convergentes. Il permet de mesurer des longueurs et des angles et de

définir une orthogonalité.



Chapitre 1

Rappel sur les espaces véctoriels

1.1 Espace véctoriel

La notion d’espace vectoriel réel ou complexe a été vue en premiére année. Nous
faisons dans ce chapitre un bref rappel des notions essentielles et indispensables pour
la suite de ce mémoire. Nous noterons par R le corps des nombres réels et par C celui
des nombres complexes. Lorsque nous ne voudrons pas distinguer ces deux ensembles,

nous utiliserons le symbole K, ainsi K désignera I’'un des deux corps R ou C.

Définitions :

Définition 1.1.1. [?] On dit que E est un espace vectoriel sur K, ou un K-espace
vectoriel, sl posséde les propriétés suivantes :

1 L’ensemble E est non vide, i.e.E # ().

2. Il est muni d’une premiér opération interne, appelée addition,

(

(+): ExE— E.

e Addition : < (1.1)
(9,v) — 0 + v.




1.1. Espace véctoriel

Cette opération possédant les propriétés suivantes :

a) Associativité :
Vo, w e E, (v+9)+w=v+ (V¥ +w). (1.2)

b) Commutativité :

Vi,v e E, V+uv=v+9. (1.3)
¢) Elément neutre :
Ve EVIeE, V+0p=0g+9="1. (1.4)
d) Opposé :
Vo e E,3 e B, 949 =9 +9=0pg. (1.5)

( cette élément ¥ est noté —9 ).

Ces propriétés font de (E,+) un groupe commutatif.
Il est muni d’une deuxiéme opération externe, appelée la multiplication ex-

terne.

o ():RxE— E
e Multiplication externe : (1.6)
(A, 0) — NI

e) Associativite :
VaipeK Ve B, ANud)=(Awd. (1.7)

f) Elément neutre :

V9 eE. 19=1 (1.8)



1.1. Espace véctoriel

j) Distributivite 1 :
VA peKVYeE, (A+ up)d =+ ud. (1.9)
h) Distributivite 2 :

VAe K\Vd,ve E, ANJI+v)=\+ . (1.10)

Les élements de E sont appelés des vecteurs et ceur de K sont appelés des

scalaires. On peut écrire les vecteurs de E avec les surmonter d’une fléche.
Exemples

Exemple 1.1.1. Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < +o00. Alors :

1. I (E,T,m) est un espace vectoriel sur R.

2. Ly (E,T,m) est un espace vectoriel sur R.

Démonstration :

1. e Soita € R, f €. On a af € M( car M est un espace vectoriel ) et

/|af|pdm _ |o4p/ fPdm < +oo.

Done, aof € 1P.
e Soit f,g € IP. On veut montrer que f+ g € IP. On sait que f+g € M( car

M est un espace vectoriel ) et on remarque que, pour tout x € F,

[f(@) + g(2)[" < 2°[f ()" + 2]g(2) ],



1.1. Espace véctoriel

et donc

b
/‘f + g[Pdm < 2P| f|Pdm + 2P|g|Pdm < 400,

ce qui montre que f + g € IP.

2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € LP
et a, 8 € R.On choisit f € F et g € G et on definit aoF + G comme
etant la classe d’équivalence de af + Bg.Comme d’habitude, cette definition

est coherente car la classe d’equivalence de af 4+ Bg ne depend pas des choix

de f et g dans F et G.

Exemple 1.1.2. 1. Le corps K lui méme muni de son addition et de sa multi-

plication est un K-espace vectoriel.
2. C est un espace vectoriel sur R.

3. R est un espace vectoriel sur Q le corps des nombres rationnels.

Exemples 1.1.3.

Exemple 1 :( Le R-espace vectoriel R?) Posons K = R et E = R2. Un ¢lément 9 € E

est donc un couple (z,y) avec z élément de R et y ¢lément de R. Ceci s’écrit :
R* = {(z,9) | = € R,y € R}.
¢ Definition de la loi interne. Si (z, %) et (2/,%') sont deux éléments de R?, alors :

(z.y)+ (@ y) =@+ y+9).



1.1. Espace véctoriel

¢ Définition de la loi externe. Si A est un reel et (z,y) est un élément de R

alors :

L’¢lément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0). Le symétrique de
(z,y) est (—x, —y), que 'on note aussi —(x,y).
L’exemple suivant généralise le précédent. C’est aussi le bon moment pour lire

ou relire la définition de « L’espace vectoriel R" ».

Exemple 2 ( Le R-espace vectoriel R") : Soit n un entier supérieur ou egal a 1.

Posons K =R et E = R".

¢ Définition de la loi interne. Si ¥ = (21, ...,x,) et v = (y1,...,Yn) sont deux
éléments de R"”, alors :

Commutativite :

V+v = (21,0, n) + (Y1, s Yn)-
= (14 Y1, o0y Tn + Yn),
= (Y1 + 21, Yn + T,
= (Y1, -, Yn) + (21, ..., ),



1.1. Espace véctoriel

Associativite :

W4+v)+w =[x, 0 xn) + (Y1, Un)] + (21, s 20),
= (x14+ Y1, o0y T + Yn) + (21, s 20),
=(r1+y1+ 21, T+ Yn + 2n),
= (T1, .y Tp) + [(Y1 + 215 ooy Yn + 20)],
= (@1, 0o, Tn) + [(Y15 -, Yn) + (21 + 20)],

=9+ (v+w)
Elément neutre :
?9+0E = (xl, 7xn)+(07 70)7
= (21 +0,...,z, +0),
- (xlw 7xn)
=9

Opposé :

4 Définition de la loi externe. Si A et o sont des réels et (21, ..., ;) est un élément

de R", alors :
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Associativite :
(A)0 = [(Ap)x1, ..oy (Ap) ],
- P\(,le)7 ey )\(/m:n)],
= AMpx1, ..., pn),
= A(ud)

Elément neutre :

Distributivité 2 :

AO+ 1) = A1+ Y1, oo T + Y,

(M@ +w1), - A@n + yn)];
Azt 4+ Ay1, ooy ATy 4+ Ay,

= (Az1, s M) + (AYLs o, M),
= A1,y Tn) + AYL, o5 Yn)s

= M+ M.



1.1. Espace véctoriel

donc R" est un espace vectoriel sur R.

¢ L’ensemble des nombres compléxe C et aussi est un espace vectoriel.

Exemples 3 :  Tout plan passant par I'origine dans R? est un espace vectoriel (par
rapport aux opérations habituelles sur les vecteurs).
Soient K = R et E = & un plan passant par 'origine. Le plan admet une équation

de la forme :

axr + by 4+ cz = 0,

ol a, b et ¢ sont des réels non tous nuls

X

Un élément ¥ € E est donc un triplet (noté ici comme un vecteur colonne) | y
2

tel que ax + by + cz = 0.

T '

Soient | y | ,et | o/ | , deux ¢éléments de &7 . Autrement dit,

z Z

ar + by + cz = 0,
et axr’ +by +cz' =0.

x+

Alors | y 44 | , est aussi dans & car on a bien :

z+ 2

alx+2)+by+y)+c(z+2)=0.

10



1.1. Espace véctoriel

Les autres propriétés sont aussi faciles a veérifier : par exemple I'élément neutre est
0 X
0],etsi|y]|,appartient & &2, alors ax + by + cz = 0, que 'on peut réecrire
0 z
X

a(—x) +b(—y) + ¢(—z) =0 et ainsi — | y | , appartient a 2.

z
Attention! Un plan ne contenant pas 'origine nést pas un espace vectoriel, car jus-
0
tement il ne contient pas le vecteur nul | (
0.

Propriétés :

Propriétés 1.1.1. (Unicité de l’¢lément neutre et de l'oppose ).
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.
A Sl existe un element neutre Op wveérifiant la propriete 7?7 ci-dessus, alors il

est unique.

A Soit ¥ un element de E. S’il existe un élement symetrique ¥ de E verifiant la

propriete 77, alors il est unique.

Démonstration :
A Soient Og et 0 deux éléments verifiant la définition de I’élément neutre. On

a alors, pour tout élément ¥ de E :

Y9+0p =0+ =10

11



1.1. Espace véctoriel

et
P+ 05 =05+ 09 =1

— Alors, la premiére propriété utilisée avec ¥ = 0% donne :

Ojg;-l-OE:OE-I-O%;:O}E

— La deuxiéme proprieté utilisée avec ¥ + O donne :

OE—i—O;E:O;E—l—OE:OE

— En comparant ces deuz résultats, il vient Op = 0.

Supposons qu’il existe deuxr symeétriques de ¥ notes ¥ et 9”. On a :
I+ =9 +19=0g

et
I+ =9"+9 =0g.

Calculons V' + (9 +9") de deux fagons differentes, en utilisant [’associativite de la

loi (+) et les relations précédentes.

—V+ W+ =040 =1

7/19/4‘(19‘1_19”):(19/+Q9)+19//:0E+/l9”:79”

— On en déduit 9 =19".

12



1.1. Espace véctoriel

La propriété suivante nous autorisera a noter Og l’élément neutre pour ’addition

( nous I'appellerons « vecteur nul » ) et —¢ 'opposeé de 9.

Propriétés 1.1.2. ( propictés immeédiates )

Soit (E,+,-) un espace vectoriel.

1. Le produit par le réel 0 d’un vecteur v quelconque est l’élément neutre pour
laddition :
Ve E, 09=0g.
2. V)\EK, A0 =0g.

3. Le produit par le réel —1 d’un vecteur ¥ quelconque est son oppose pour [’addi-
tion :
Ve FE, 9+ (—=1)9=0g.
4. Y9eE, (-1)-9=-9
. VﬁGE,VAGK, ANV =0g<= AX=0ouv=0g.
6. VAL, A EKVIEE, > N9 =(> \)-¥
i=1 =1

en particulier : ¥Yn € N,Vi € E, 9 + ... L=y ( n fois)

7. ¥V, ...,0, € E,VA € K, i)\-ﬁi :)"iﬁi'

i=1 =1

Démonstration :

13



1.1. Espace véctoriel

1. Notons ( provisoirement ) 9" loppose de 9 pour l‘addition : 9 + ' = Og. En

utilisant les proprietde 77.

09 = 09 4 0g d’apré 77
=00 + (¥ + ) d’apré 77
= 09+ (19 + ') d’apré 77
= (00 4+ 19) + ¢ d’apré 77
=0+ 1)+ d’apré 77

=10+ =0+¢% =0 dapré 7?.

— Soit, deplus,)\EKavec)\#0.0naé‘zl-ﬁ:)\-(%-é‘):

A(Op+1-9)=X-0p+A-(3-9)=XA-0p+1-9=X-0p+9.0nen
déduit donc que X\ - O est un element neutre pour [’addition vectorielle et,

comme precedemment, cela donne A -0 = Op.

— 4l suffit d’écrire
v+ (=)0 =10+ (-1)9=(1+(=1))9 =00 =0p.

— Montrer (—1) -9 = —9 signifie exactement que (—1) -1 est le symeétrique de
v, c’est-a-dire verifie ¥ + (—1) - ¥ = 0p.
En effet :

v+ (-1)-d=1-9+(-1)-9=>1+(-1))-9=0-9=0g.

— On sait deéja que si X = 0 ou ¥ = Op, alors les propriétés precedentes

impliquent A -9 = Op.

14



1.1. Espace véctoriel

Pour la reciproque, soient A € K un scalaire et ¥ € E un vecteur tels que
A =0g.
Supposons X\ different de O . On doit alors montrer que 9 = Og.

A Comme X\ # 0, alors X est inversible pour le produit dans le corps K.

A Soit X1 son inverse.

A En multipliant par \=' les deux membres de ’égalite X -0 = Og, il vient :

AL (A 0) = AL 0.

A D'ou en wutilisant les proprietes de la multiplication par wun scalaire

(At x A) -9 =05 et donc1-19 = 0.

A Dou ¥ =0g.

Exemples

Exemple 1.1.3. ( L’espace vectoriel des fonctions de R dans R ).
L’ensemble des fonctions f: R — R est note #(R,R). Nous le munissons d’une

structure de R-espace vectoriel de la maniére suivante :

& Loi interne. Soient f et g deux éléements de F (R, R). La fonction f+ g est définie

par :

VeeR (f+g)(z)=f(z)+g()

15



1.1. Espace véctoriel

( ou le signe + designe la loi interne de F (R,R) dans le membre de gauche et

Uaddition dans R dans le membre de droite ).

¢ Loi externe. Si A est un nombre réel et f une fonction de F(R,R), la fonction

A - f est définie par ['image de tout réel x comme suit :

Ve eR, (- f)(@) =\ f(x).

Nous désignons par - la loi externe de F (R, R) et par x la multiplication dans R.

Avec ’habitude on oubliera les signes de multiplication :

(AN)(@) = Af ().

& Llément neutre. Lélément neutre pour Uaddition est la fonction nulle, définie par :

VeeR f(x)=0.

On peut noter cette fonction 0.z R R)-

& Symétrique. Le symétrique de 'élément f de F(R,R) est Uapplication g de R
dans R définie par :

Ve e R g(x) = —f(x).

Le symétrique de [ est noté —f .
On a aussi :
¢ 7 (R, R") s’identifie a l’ensemble des fonctions allant de R dans R", et est un

R"™-espace vectoriel.

16



1.1. Espace véctoriel

¢ 7 (R,C) s’identifie a 'ensemble des fonctions allant de R dans C, et est un

C-espace vectoriel.

Exemple 1.1.4. ( Le R-espace vectoriel des suites réelles )
On note . lensemble des suites réelles (uy), € N. Cet ensemble peut étre vu

comme 'ensemble des applications de N dans R ; autrement dit ¥ = % (N,R).

¢ Loi interne. Soient u = (u,), € N et v = (v,,),, € N deux suites appartenant
a . . La suite u+ v est la suite w = (wy,), € N dont le terme général est
défini par
YneN w, =u, + v,,

( 0% uy + v, désigne la somme de u, et de v, dans R ).

& Loi externe. Si A est un nombre réel et u = (u,), € N un élément de & , A-u

est la suite v = (vy,), € N définie par
VneN v, =\ u,,

ot - désigne la multiplication dans R.

& Elément neutre. L’élément neutre de la loi interne est la suite dont tous les

termes sont nuls.
& Symétrique. Le symétrique de la suite uw = (uy), € N est la suite v’ = (u}),, €

n
N définie par :
Vn eN u, = —u,.

17



1.2. Sous-espace vectoriel

Elle est notée —u.

Exemple 1.1.5. ( Les matrices )

L’ensemble M, ,(R) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R
est muni d’'une structure de R-espace vectoriel. La loi interne est 'addition de
deux matrices. La loi externe est la multiplication d’une matrice par un scalaire.
L’élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coefficients sont
nuls). Le symétrique de la matrice A = (a; ;) est la matrice (—a; ;). De méme,
l'ensemble M, ,(K) des matrices a coefficients dans K est un K-espace vectoriel.
Autres exemples :L’espace vectoriel R[X]| des polynomes P(X) = a, X" + ... +
asX? + a1 X + ag. L’addition est U'addition de deuz polynomes P(X) + Q(X),
la multiplication par un scalaire X\ € R est X\ - P(X). L’élément neutre est le

polynéome nul.

L’opposé de P(X) est —P(X).

1.2 Sous-espace vectoriel

Définitions

Définition 1.2.1. [?] Soient (E,+,-) un K - espace vectoriel et F C E.
On dit que F est un sous - espace vectoriel de E (muni des lois + et -), si et

seulement si les propositions suivantes sont vérifiées :

F#0 (F non vide)
Vd,weF, J+weF
VAe K,Y9eF, \N-9J€eF

18



1.2. Sous-espace vectoriel

On utilise tres souvent ['abréviation s.e.v pour parler de sous-espace vectoriel.

Premiers exemples :

1. E et l’ensemble {0g} réduit au zéro de E sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. L’ensemble des nombres réels est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel

des nombres complezes.

Exemple 1.2.1. (Exemples immédiats)

1. L'ensemble F = {(x,y) € R?> | x +y = 0} est un sous-espace vectoriel de R
En effet :

(a) (0,0) € F,

(b) si ¥ = (x1,11) et v = (x9,ya) appartiennent & F, alors x1 + 1y = 0 et
To+ys = 0 donc (x14+x2) + (y1 +y2) =0 et ainsi V+v = (1 +x2, Y1 +12)
appartient a F,

(c) si ¥ = (x,y) € F et X\ € R, alors x4+ y = 0 donc Az + Ay = 0, d’ou
e F.

2. L’ensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace wvectoriel de
I’espace vectoriel des fonctions de R dans R.

Preuve : la fonction nulle est continue ; la somme de deux fonctions continues

19



1.2. Sous-espace vectoriel

est continue; une constante fois une fonction continue est une fonction conti-

nue.

3. L’ensemble des suites rélles convergentes est un sous-espace vectoriel de [’espace
vectoriel des suites réelles.

Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels.

Exemple 1.2.2. 1. L'ensemble Fi = {(z,y) € R* | x +y = 2} nlest pas un

sous-espace vectoriel de R?. En effet le vecteur nul (0,0) n’appartient pas a F}.

2. L’ensemble Fy = {(x,y) € R*> | # = 0 et y = 0} n'est pas un sous-espace
vectoriel de R%. En effet les vecteurs ¥ = (1,0) et v = (0,1) appartiennent a
Fy, mais pas le vecteur ¥ +v = (1, 1).

3. L’ensemble F3 = {(x,y) € R* | & > 0 et y > 0} n'est pas un sous-espace
vectoriel de R%. En effet le vecteur ¥ = (1,1) appartient ¢ Fy mais, pour

A = —1, le vecteur - = (—1, —1) n’appartient pas o F5.

Propriétés et exemples

Proposition 1.2.1. Lntersection de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E est un sous-espace vectoriel de E .

Preuve :

Montrons par exemple que lintersection de deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Soit Fy et Iy deux sous-espaces vectoriels de E.

20



1.2. Sous-espace vectoriel

Tout d’abord O € Fy, car Iy est un sous-espace vectoriel de E.

De méme, O € F5.

Ainsi, O N1 N Fy et Fy N Ey est done non vide.

Soit 9, v € F1NFy et A € K.

En particulier, 9 et v sont deuxr éléments de Fy. Comme Fy est un sous-espace
vectoriel de E : v +v € Iy et ¥ € Fy. De méme, on montre que ¥ +v € Fy et
A € Fy. Ainsi, 9 +v € FiNFy et MY € Fy N Fy. Cela montre que Fy N Fy est un

sous-espace vectoriel de E.

Exemple 1.2.3. Soit 2 le sous-ensemble de R® défini par :

2 ={(z,y,2) ER¥ o +3y+z2=0etz—y+22z=0}

Est-ce que 9 est sous-espace vectoriel de R3 ?

L’ensemble 9 est Uintersection de F' et G, les sous-ensembles de R? définis par :

F={(r,5,2) €B® |2+ 3y +2 = 0}
G={(z,y,2) eR?| 2z —y+ 22 =0}

Ce sont deuz plans passant par Uorigine, donc des sous-espaces vectoriels de R3.
Ainsi 9 = F NG est un sous-espace vectoriel de R3, ¢’est une droite vectorielle.
Remarque : La réunion de deux sous-espaces vectoriels de & n’est pas en général
un sous-espace vectoriel de E. Prenons par ezemple E = R2.

Considérons les sous-espaces vectoriels :

F={(zy)[z=0eG={(zy)|y=0}
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1.2. Sous-espace vectoriel

Alors F UG n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.
Par exzemple, (0,1)+(1,0) = (1, 1) est la somme d’un élément de F' et d’un élément
de G, mais n’est pas dans FFUG.

Théoréme 1.2.1. (Caractérisation d’un sous-espace par la notion de combinaison

linéaire)

Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

A+ pv € F pour tous v, v € F et tous \, u € K.

Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F
appartient a F.

Démonstration :

e Supposons que F' soit un sous-espace vectoriel. Et sotent 9,v € F, X\, u € K. Alors
par la définition de sous-espace vectoriel : M) € F' et pv € F' et ainsi N\ + pv € F.
o Réciproquement, supposons que pour chaque ¥,v € F, A\, u € K on a M+ puv € F.

— Comme F n’est pas wide, sotent v,v € F. Posons A\ = pu = 0. Alors
M+ pv =0 € F.

— Siv,v € F, alors en posant A= p =1 on obtient ¥ +v € F.

— Si9 € F et A€ K (et pour n'importe quel v, en posant p = 0), alors A € F.

Définition 1.2.2. On dit qu’une partie F' d’un espace vectoriel normé E est fermée

st son complémentaire dans E est ouvert.
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1.2. Sous-espace vectoriel

Proposition 1.2.2. Dans un espace vectoriel normé(E;||||g), tout sous espace vec-

toriel F' de dimension finie est férmé.

Démonstration :

Soit (xp)nen une suite de vecteurs de F' qui converge dans (E;|| . ||) vers a € E.
Alors elle est bornée dans(E;| . ||). On peut donc en extraire une sous-suite
(Tp(m))nen qui converge dans (F;| . ||) vers b € F. L'unicité de la limite de

(Tp(m) Jnen 1mplique a = b € F.
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Chapitre 2

Espaces vectoriels normés et complets.

Dans ce chapitre de ce mémoire on va rappeler quelques définitions et propriétés

concernant les espaces normés et les espaces complets (espace de Banach).

2.1 Espaces vectoriels normés.

K désigne R ou C et E est un espace vectoriel sur K de dimension quelconque.

Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Une norme sur E est une application de E dans R* , qui vérifie
les 3 propriés :

1.Vxe Ej||z||>0et (| z]|=0< 2=0g). (séparation)

2.Vrx € ENAeEK; || Az ||=| M|z ||. (Homogénéité)

3. V(x;y) € E% |z +y |||z ||+ |y |l. (Inégalité triangulaire)

Lorsque E est muni d’une norme |||, on dit que (E;||||) est un espace vectoriel

normeé .
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Proposition 2.1.1.
1 0p |=0etVo € E; || —z [[=[ = |
e V@y) e Xz —yl<lzll+lylletllzl—lyll<lz-yl.

3.¥n € N*¥(x1;x9; ....x,) € E™; || ZxK |< Z | xx || les nombre usuelles .
K=1 K=1
Exemple 2.1.1. 1. R ou C munis de la valeur absolue ou du module.

2. On définit sur K" les trois normes usuelles :

VX = (l’l,xz,...,l’n) € Kn,

n
o | X h=> ||
k=1

n
LTk
k=1

o | X [lo= max |

o || X [lo=

3. Vf € C%la,b],K),sont les éléments des fonctions continue de [a.b) — K c-a-
d :
Soit d une valeur intermédiaire entre f(a) et f(b) ( f(a) < d < f(b) ou f(b) <
d < f(a)).
Alors il existe ¢ € [a,b] tel que d = f(c).
Soient a,b € R, tels que a < b. Soit f : [a,b] — R, continue.
Soit d entre f(a) et f(b).
. St fla) < f(b), alors f(a) < d < f(b).
Donc f(a) —d <0< f(b) —d. On note alors

g:la,b] — R
x> f(r)—d
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2.1. Espaces vectoriels normés

Alors g est continue sur [a,b], et g(a) <0 < g(b).
donc les applications définies par Nf € C°([a,b]), K

o 7= f 1 £ |t

b
o[l fll2= \/f | f(@t) 2 dt
o || f llo= sup | f(£) |,

tela,b]
sont des normes sur C°([a, b], K).

Les normes ||||2 dans les deux cas sont dites attachées au produit scalaire

correspondant dans le cas d’espaces vectoriels réels.

. On munit l'espace des matrices M,.,(K) des normes classiques suivantes :

VA = (aij)iefin)) € Mnyp(K) ;
JEl[L;p]]
o Alli=) layl

1<i<n
1<j<p

o Ala=| > layP

1<i<n
1<g<p

o || Alloc= max | a |
1<j<p

. Normes issues d’un produit scalaire :
Supposons que E soit un espace vectoriel réel et notons < ; > un produit scalaire
sur .
Alors Yz € E;|| z ||= /< | > est une norme sur E, appelée norme eu-
clidienne.
Les normes ||||2 dans R™ et dans C([a;b];R) en sont des exemples.

Démonstration :
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2.1. Espaces vectoriels normés.

1. Commencons par les normes dans K".

o Montrons que ||||1 est une norme :

— Prenons X € K". Alors || X |1= Z | 21 |> 0. De plus :
k=1
| X |1=0=Vk e [[L;n]];| zx |= 0= X = Ogn car on a une somme de

termes positifs.

— VX €K' VAEK | AX 1= ) [ Aeg =Y | Mag = A D | =]
K=1 K=1 K=1

MIX
— posons VX € K" et Y € K". Alors

r1+ 0
X+Y =
Tn + Yn
donc
n
IX+Y (= [+ |
K=1
or

VE e [[Lin]l; | ok +yr |<| xr | + | vk |,

d’aprés 'inégalité triangulaire dans K
Donc en sommant ces inégalités, on obtient :
[ X+Y (<[ X+ Y [l

e montrons que ||||2 est une norme :

— Pour x dans K", comme précédemment o est correctement défini et ap-
J J

partient a RY.
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2.1. Espaces vectoriels normés.

— 1l est également clair que Nv € K", VA € K, || Az |2=| A ||| = [|2-

— De méme Nx € K", si :|| x |2, alors :
V1<k<n0<|apP<|z|>=0, doi | x |=0, et : 2 =0.

— Enfin, pour [négalité triangulaire, on utilise [inégalité de Cauchy-

Schwarz obtenue pour le produit scalaire canonique défini dans R"

par W(w,y) € (R, (x| y) = Y wn- g, et done

k=1
@ ly) i<z lla- [yl

On peut alors en déduire que :

V(zy) € ®V eyl = e’ + 1yl +2 @ | v)
I lle”+ 0y ll* +2 ey =tz llz+ 1y ll2),

et l'inégalité triangulaire (pour la norme) en découle. On considére ensuite
x ety dans C", et :

24y llo= vTor 9 Pt T2+ ya
Or ¥1 <k <n, |z +ye P< (| zn |+ ue ])?,

et en sommant N1 < k < n,|| x+vy o< &+ |2 ;00 on a

posé :x' = (|xy |, zn ) s et :y = || Yn |)-
Donc | w4y <l o+ ¢ <l o b + | o I Bt comme -
| 2 o= \/| /R R [ RS \/| 1 2|z |2 =z |2, de méme

pour vy, on conclut que :

Iz 4y o[ =" [ + I 4" [l2<[l = ll2 + [ & ]l
e Montrons que |||« est une norme :
— Prenons X € K". Alors || X ||co= max{| zy | /k € [[1;n]]} > 0. De plus :

| X ||oo=0=VEk € [[L;n]];| zx |< 0= Vk € [[1;n]];

| 1 |= 0 car on a des termes positifs.
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Donc || X [|oo= 0= X = Ogn»
Prenons X € K" et X € K.

| AX o= max{| Az, | /k € [[1;n]]}

= max{| A [z [ /k € [[1;n]]}

=[ A [ max{| 2 | /k € [[1;n]]}

car | A | est indépendant de k et positif.
Done [| AX [loo=] M || X [l

Prenons X € K" et Y € K".

| XY o= max{] i+ e | /h € (1]}

Or¥k € [[Lalls [ zr +yr [< 2 |+ [ ye [<STX oo + 1Y oo

| X |loo + || Y |0 est indépendant de k donc majore l’ensemble {| xi + yu |

/k € [[1;n]]} et est donc supérieur ou égal au mazimum de cet ensemble.

Done || X +V [loo<|| X [loo + [| Y [

. Justification de l’existence de || f || -

[ est continue sur le segment [a;b] donc est bornée et atteint ses bornes.
L’ensemble {| f(t) | /t € [a;b]} est donc non vide et majoré donc il admet une
borne supérieure || f ||l~, qui est méme un mazimum. Rappelons que || f |«

est le plus petit des majorant de {| f(t) | /t € [a;b]}.

(a) Montrons que ||||1 est une norme :
b
e Prenons f € C([a;b];K). Alors || f |1= [ | f(t) | dt > 0. De plus :

| f =0 =Vt € [a;b];| f(t) |= 0 car on a une fonction positive et
continue sur [a;b]. Donc || f |1=0 = f =0 sur [a; ]
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2.1. Espaces vectoriels normés.

b b
ovf € C([a; b, K); VA € Ki[| Af = [ | Af(t) [ dt = [ [ A]] f(2) | dE =]

b

A JIF@ [de=I X F Dl

a

o Prenons (f;g) € C*([a;b];K). Alors || f+ g |1= jl | f(t) +g(t) | dt.
Or vt € la; bl; | f(£) +9(t) [<[ F@) [+ | g(2) |

Donc en intégrant ces inégalités entre a et b(a < b), on obtient :|| f+g |1<]||
Flot gl

(b) Montrons que ||||2est une norme :
e Pour f dans E, comme précédemment,|| f ||o est correctement défini et
appartient a R*.
o Avec les mémes arguments que pour ||||1, st pour f dans E, on a :|| f |2=0
, alors f est nulle.
e La linéarité de l'intégrale sur [a,b] donne encore : Vf € E VA € K, ||
M-S lla=l AT f lle
e FEnfin, pour [inégalité triangulaire, on wutilise la encore [inégalité
de Cauchy-Schwarz obtenue pour le produit scalaire canonique dans
C%([a,b],R) défini par ¥(f, g) € C°([a, b, R), (f | 9) ff
En effet :V(f,g) € C°(|a,b],R)?,
Lf+gle’ =1 Fl+ gl +2-(F 1) <N f I+ gl +2- 11 f s
Ngl=U I+ 1gl)?
d’ot linégalité triangulaire dans C°([a,b], R) pour]|||o-
Et dans C°([a,b],C), on écrit comme précédemment pour ||||2 dans C" :

v(f,9) € CO([aébLC){

b
Lf+glle’ =1 F+aP<SUFI+TgD> =1 fglll®) <l £
+ g N)? =l fll2)+ 1| gll2)% en utilisant Iinégalité triangulaire dans
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2.1. Espaces vectoriels normés.

C%a, b], R) qu’on vient d’établir et le fait que :
b

Il f \H22 =[|f1*=f HQQ, avec la méme égalité pour g.
a

Donc ||||2 est encore une norme dans C°([a, b], C).

(¢c) Montrons que ||| est une norme :
e Prenons € C([a;b];K). Alors || [ ||eo= sup{| f(t) | /t € [a;b]} > car
8Vt € [a;0];| f(t) |= 0. De plus :
| f lloo=0=Vt € [a;0];] f(t) |< 0= Vi€ [a;b];] f(t) |[=0 car on a
des réels positifs.
Done || f |loo=0= f =0 sur [a;b]
e Prenons f € C([a;b];K) A € K.
IFAS [loo= sup{| A [| F(2) | /T € [a; 0]}
=| A |sup{| f(t) | /t € [a;b]} car | \| est indépendant de t et positif.
Donc | Af loo=| Al £ I
o Prenons (f,9) € C*(a; b K). Alors | £+ lle=sup{] £(8) +g(t) | /t €
[a; b]}
Or, vt € nla; O] | f(t) +g(8) [<[ F@) [+ [9) [ f lloo + 1 9 Ml
| fllo + |l 9 |loc est indépendant de t donc est un majorant de l’ensemble
A={l () +9(t) | /t € [a;0]}.
Mais supA est le plus petit des magjorants de A donc sup A <|| f ||oc + ||

9 llo c’est-a-dire || f+ g loo<|l f lloc + 1| g lloc-

Définition 2.1.2. Dans un espace vectoriel normé, un vecteur x est unitaire si

|z [|=1.

Pour tout x # Og , il existe au moins deur vecteurs unitaires colinéaires a x :

+ Lo
(]l
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Définition 2.1.3. 5@ F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé

E, la restriction a F' de la norme de E est une norme sur F', appelée norme induite.

Théoréme 2.1.1. 51 E = H Ey. est un produit d’espaces vectoriels Ey. normés par

k=1
la norme ||||x , Uapplication |||| définie sur E par || x ||= max | =k ||k st (z1,..., zp)

est une norme sur E appelée norme produit.

Démonstration :
C’est évidemment une application de E dans RT .
o ||z ||=0 si et seulement si Yk € [1,p] || zx ||[z= 0 , donc si Vk € [1,p],xr = Op,
,donc st x = 0p.
o Soit \# 0| Az ||= max | Az ||e= max | M| 2k |5
Orvk € [1g] | e <] 7 I
Donc :VYx € E || Az [|[<| M| = || -
Donc Nz € E || 32z ||[< 5 o 1Az || Done - Ve e E| M|z |[<[| Az ||.
Donc si A# 0, onaVr e E || Az ||=| M| = |-
Pour A =0, I’égalité est évidente. Donc N¥x € EXNA € K || Ax ||=| A ]| z |-
o [l +y = max || 2 |lx.Or vk € [Lp] | 26+ ye el 2k [x + 1 g -
DORCVkEEU-M|\$k+@mHk<H1ﬂ|+ﬂlyH Donell x +y [[<[[z |+ 1yl -

Définition 2.1.4. Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes ||||1 et ||||o sur E

sont dites équivalentes ssi da,b > 0 telle que :
Ve e Eallx|i<|zll2< bl 2 |

On vérifie facilement que c’est une relation d’équivalence.

Exemple :
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2.1. Espaces vectoriels normés.

Sur K", notons || x ||1= max |z | et || x ||2=
1<k<p

Le mazimum des | xy | est atteint, donclrg?ic | zp |[=| z; | et Vk € [1,n] | zi [<] x5 |.
<p

n
donc ;| z; |*< Z |2 < n |2 |2
k=1
Donc :Vzx € E ||z |1<|| z |2 Vn || = |2

Donc les deux normes sont équivalentes.

Proposition 2.1.2. La relation définie précédemment entre les normes sur un es-

pace vectoriel est une relation d’équivalence.

Proposition 2.1.3. Sur R"™ les trois normes || ||1,|| ||2 €t || || sont équivalentes.
Démonstration :

On va démontrer que Vx € F,

I flo<[[ 2 [lo<]l 2 1< 7 || @ [|oo-

1. ||  ||oo= max(| &1 |, ooy | Tn |)
=| z; || (o j est tel que | z; |=|  [|o)

< V@ Tt @l =]z

2. |z |22 = (@) + ...+ (z)?
<lw PAt o P42 ) oo

1<i<j<n

2
=(lz1 |+t lzn )? =z

Donc : || x ||2<|| = |1
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2.1. Espaces vectoriels normés.

3z 1= 21 | oot | 2 |

<nmax(| x1 |, ..o, | Tn |)

Corollaire 2.1.1. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts
sont les fermés bornés.

pour la démonstration : Les compacts de (R";|| . ||oo) sont les fermés bornés. En
dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et deux normes équivalentes ont

les méme ensembles compacts.

Distance et boules

Définition 2.1.5. (distance associée & une norme)

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.

On dit que d est une distance sur E si et seulement si :

e c’est une application de E x E dans RT,

oV(z,y) € B, (d(z,y) = 0) = (z =),

oV(v,y) € E* d(z,y) = d(y, ),

oV(z,y,2) € B3 d(x,2) < d(x,y) +d(y, 2), (inégalité triangulaire).

S1 N est une norme sur E, 'application définie par :

V(z,y) € E?,d(z,y) =|| x —y || , est une distance sur E, appelée distance associée
(ou liée) a la norme |||

Démonstration :

Les différents points se démontrent sans difficulté :

od est bien une application de E x E dans RT,

o pour : (2,y) € B2, (d(,y) = 0) = (| 2 — y |- 0) = (x —y = 0) = (x = ),

o pour :(z,y) € E* d(y,z) =[|y - [[=]| =@z —y) |=[ -1 |- 2=y =z -y .
o pour (x,y,2) € B3, d(z,2) =|| v — 2 |
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2.2. Espaces complets.

=l@-y)+y—2)<lz-yl+y—=]
=d(x,y) +d(y, z).

2.2 Espaces complets.

Suites de Cauchy

Définition 2.2.1. Une suite (x,),>0 d’éléments d’un espace normé (E;|| . ||) est

dit une suite de Cauchy si :

Ve > 0;IN e N;Vm,n > N :|| z,, — xp, [|[< €

Proposition 2.2.1. 1. Toute suite convergente est de Cauchy, et toute suite de

Cauchy est bornée. (Réciproques fausses en général).

2. Une suite de Cauchy (x,)n>0 qui posséde une valeur d’adhérence, converge.

Démonstration :
o Soit (z,)n>0 une suite qui converge vers x dans un espace métrique (X;d). Pour

tout € > 0 , il existe ng € N tel que

Vn > ng;d(z,; ) <

M|

Alors par inégalité triangulaire

Vn,m > ng; d(xg; o) < d(ag;x) + d(x; ) < €
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2.2. Espaces complets.

ce qui montre que la suite (z,),>0 est une suite de Cauchy.
e bornée : Soit (x,)n>0 une suite de Cauchy. Choisissons € = 1. Il existe ng € N tel
que

Vm > ng;VYn > ng; d(z,; x,) < 1:

et soit € = sup, ., d(Tn, p,) et = max(1,¢€).
Alors - Vn € N, z,, € B(,,7) = (2,) est bornée.

e Pour tout € > 0, 1l existe ng € N tel que

Vn;m > ng; d(xn; o) <

DO |

Soit x une valeur d’adhérence de la suite (z,),>0. 1l existe une sous-suite (Top(m))n>0

qui converge vers x. Donc, il existe ny € N tel que
€
Vn > nyd(z,0; 1) < 3"
Alors,
Vn > max(ng;n1); d(zn; x) < d(@n; Tpm)) + d(Tpm); ) < €

ce qui montre que la suite converge

Exemple 2.2.1. e FEtude de la série harmonique : On pose, pour tout

n > 1,Sn:zn:%
k=1
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2.2. Espaces complets.

et on montre que la suite (S,) n’est pas de Cauchy c’est a dire que :
Je > 0,VN € N,3(p,n) €N* p> N,n > Net|S, — S,| > e,

Pour
"1
p>n,S5,—S, = z
k=n+1

, donc s1 p = 2n, en obtenu des inégalités

> (k=n+1,....,2n)

1
2n

I =

on obtient

ébn'—'5%§2

N | —

Donc pour € = 5 et pour tout N entier positif il existe des entiers n et 2n

1 1
supérieurs a N tels que Sy, — S, > 3 - La suite (S,,), dite série ZE’ ou Série

n>1
harmonique en raison de son réle en acoustique, n’est pas de Cauchy, elle est donc

divergente. On remarque, ici encore, que la différence entre deux termes consécutifs

5%+1__éizzz

T tend, elle, vers 0, alors que la suite n’est pas de Cauchy.
n

. . . up =1 et
Soit (uy) la suite définie par : X
Un+1 = Un + Fig-
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2.2. Espaces complets.

On remarque que ['on est la devant une relation qui lie w,yq1, u, et n.

On peut alors exprimer u, — u, pour p > n, suivant une méthode assez fréquem-

ment utilisée, sous la forme suivante :

p—1 -1

Up — Up = Z(uk—H - un) =

k=n

3

1

2kuk
n

=~
|

Or, tous les u, étant de facon éuvidente positifs, on a ugy1 — up > 0; la suite

(uy,) est donc croissante et, pour tout entier n > 1,u, > 1.

L T Y [
Dﬁoa,pourpZn:Ogup—unSZ?:?n<1—2pl—n>
k=n )

Les inégalités, pour p > n,0 < u, —u, < 9~ (n=1) , entrainent que (u,) est une

suite de Cauchy, elle est donc convergente.

Espaces complets

Définition 2.2.2. Un espace vectoriel normé (E; || . ||) est dit complet si toutes

ses suites de Cauchy sont convergentes dans E pour sa norme.

Définition 2.2.3. Tout espace normé (E; || . ||) de dimension finie est complet.
Preuve :

Soit (z,)n>0 une suite de Cauchy. Cette suite est bornée, elle est donc incluse dans
un compact (prendre par exemple une boule fermée de rayon assez grand).

On peut donc extraire de la suite (x,,),>0 une sous-suite qui converge. En particulier,

la suite (xy,)n>0 admet une valeur d’adhérence, donc elle converge.
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2.2. Espaces complets.

Exemple 2.2.2. Le Cespace vectoriel (2 des suites de complexes (a,) telles que
oo

g | a, |* converge est complet pour la norme
n=0

Preuve.

Notons tout d’abord que £ est bien un Cespace vectoriel : si (a,) et (b,) sont dans
0%, Uinégalité | a, + b, °< (| an | + | bn )* < 2(] anl®+ | bn |2) montre que la
somme(a, + by,) est dans (>

e De méme directement pour N ay,) si A € C. Ensuite, || ||* est bien une norme par
passage a la limite dans ["inégalité de Minkowski. Passons a la complétude.

Soit p — (a) une suite de Cauchy de [, on, pour tout p € N, a? = (a®),. La

condition de Cauchy se traduit par

Ve > 0,3p. € N,Y(p,q) € N% (p > pe et g > pe

0
— Z|a%—aﬁ\2§e.
n=0

Comme | al — a? |<|| a? — a? ||a, on constate que, pour chaque n fizé, la suite
p — (a?) est de Cauchy, donc converge, mettons vers an. On retrouve alors les
deux problémes usuels :

1. Montrer que la suite (a,) est dans (*.

2. Montrer que la suite p — (a?), converge effectivement dans (> vers (ay). Pour

1), on écrit que, pour tout N fizé dans N,

V(p,q) € N* (p > py

39



2.2. Espaces complets.

N
et q > p) = Z | al —ab |2 < 1.0n blogue p > py et l'on passe de facon licite
n=0

a la limite quand ¢ — +o00 dans la somme finie (ce ne serait pas possible si la

somme était infinie!) pour obtenir

N
VpEN,(p=p1) = | D> lan—dl ’< 1,
n=0

d’ow, pour p = p1 (en usant des propriétés de la norme euclidienne dans R").

N N
D lan P<14 > ab P <1+l a” |,
n=0 n=0

N
Les sommes partielles de la série a termes positifs E | @, |* sont donc bornées donc

n=0
la série converge.

2) reprend en grande partie les idées ci-dessus. Bloquant € > 0 puis p. et N, on

obtient
V(p,q) € N% (p > pe
N
et ¢ > p.) = Z | a? — aP |* < e,d’on, par passage a la limite licite
n=0

| a, — a? |2§e

NE

VpeN,(p>p) =

i
jen)

puis en faisant tendre N vers +00

| a, —a® |?’< e.

WE

VpeN,(p>p) =

i
o
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2.2. Espaces complets.

Un K-espace vectoriel normé de dimension finie, muni de la distance associée a
la norme, est un espace métriqgue complet.

Preuve :

Soit (z,)n>0 une suite de Cauchy. Cette suite est bornée, elle est donc incluse dans
un compact (prendre par exemple une boule fermée de rayon assez grand).
On peut donc extraire de la suite (xy,),>0 une sous-suite qui converge. En particulier,

la suite (x,)n>0 admet une valeur d’adhérence, donc elle converge.

Espace normé complet(de Banach).
Définition 2.2.4. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Exemple 2.2.3.

1. Une reformulation du théoréme précédent consiste a dire que tous les K-espaces

vectoriels normés de dimension finie sont des espaces de Banach.

2. L’é¢tape suivante consiste a exhiber des espaces de Banach qui sont des K-

espaces vectoriels de dimension infinie.

Ezxemple 1 :L’espace ({>*°(N;K), || . ||«) est un espace de Banach.

Preuve :

Soit (") m>0 une suite de Cauchy d’éléments de ({*°(N;K), || . ||o). On note
" = (wzl)neN

ot (") nen € K. Par définition, pour tout € > 0, il existe my > 0 tel que, pour tous

m,m’ > mg
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2.2. Espaces complets.

sup | 2" — 2™ |< e
n>0

Donc, pour chaque n > 0, la suite (x") >0 est une suite de Cauchy dans (K;| . |),

qui est un espace métriqgue complet. Cette suite converge vers une limite que l'on

note z, € K.
On note z = (zy)n>0. Vérifions que z € (*°(N;K) et que

lim 2™ = 2.
m—-+oo

On sait que

/
sup |z —x)" |< €,
n>0

pour m, m’ > my.
Donc
m

o

pour tout m > my.

Finalement, la suite z est bornée (prendre par exemple € = 1) et la suite (y)m>0

converge vers z pour la norme || . ||o-

Exemple 2.2.4. Supposons que (F';||||r) est un espace de Banach. Alors, l’espace
ZL(E; F) muni de la norme ||| ¢(g.r) est également un espace de Banach.
Preuve. Soit (Ly,)m>o est une suite de Cauchy de (£ (E; F); ||| 2z:r)). Par défi

nition, pour tout € > 0, il existe ng > 0 tel que, pour tous m;n > ny,

H Ln(a:) - Lm(x) HF< € H T ” E :
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2.2. Espaces complets.

Ainsi, pour tout v € B, la suite (Ly ) )n>0 est une suite de Cauchy dans (F'; ||||r), qui
est un espace de Banach, donc elle converge vers une limite que l’on note L(z) € F.
On véri
e que L est linéaire L(Ax + py) = X lim L,A(L(z) + py) = X lim L,(z) +
n—o0 n—o0
p lim Ly(y) = AL(z) + pL(y) -
On sait que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

| Ln(2) = Lin(z) [[p< € || 2 ||

POUT ;L 2> Ny.

Donc, pour tout € > 0, il exviste ng € N tel que

| Lo(z) = L(z) [p<e | 2 ||z

pour tout n > ny.

En particulier,

I L(x) [[p< (et || Lng [l2(:m) || @ || 22

ce qui montre que L est continue et
| Ln — L [|Ler< €&

pour tout n > ny.

Finalement, la suite (Ly,),>0 converge vers L dans (L (E; F); |||« (E; F)).
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Chapitre 3

Espaces de Hilbert.

3.1 produit scalaire.

Définitions et Exemples

Définition 3.1.1. [?] Soit E un espace vectoriel sur le corps K(RouC), un produit
scalaire sur E est une application, notée (.,.) de E X E o valeurs dans K, telle que

pour tout r,y,z € et a € K, on ait :

1. (z,x) =2 0et, si (x,2) =0 2=0;

2 {z,y) = (0.2 ; (oz, ) = ale,y) ef (z,0p) = Az,y) ;
5. (x+y,2z) =(x,2) + (Y, 2) et (z,y+ 2) =(z,y) + (z,2)
Dans la deuziéme point (y,x) et @ sont les conjugués dans C de (y, ) et «, lorsque

K =R, ces barres du conjugaison sont inutiles.

Exemple 3.1.1. — Sur R", l"application

0
(.T, y) — Z LilYi,

1=1

est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique de R™.
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3.1. produit scalaire.

— Sur Uensemble 13(N) des suites réelles x = ()0 de carrés sommables

(Z | zp, |2< +00), lapplication

n
00

(2,9) ¥ > Tnihn:
n=0

est un produit scalaire.
— Sur M)y, on peut définir le produit scalaire (A; B) = T'race(AB").
— Pour tout ouvert non vide Q@ C RN, on peut définir sur L*(Q,R) le produit

scalaire

(f19)0 = / f(2)g(x)da

Q

Définition 3.1.2. On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé

définit un produit scalaire.

Notons qu’un espace préhilbertien est un espace normé :
|2 [|= v/ (z, 2).
Exemple 3.1.2.

Exemple 1 : L’espace préhilbertien le plus simple est l'espace C" des wvecteurs

xr = (T1,...,T,) @ coordonnées x; € C muni de sa structure usuelle d’espace vectoriel

sur C et avec le produit scalaire.
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3.1. produit scalaire.

n
Vo, y € C", (z,y) = inﬁ, ot v = (T1,...,x,) ety = (Y1, ..., Yn)- La norme de x
i=1

est alors le nombre positif.

n

Z | x; |2 11 est facile de vérifier que les proprictés (1) a (3) de la
i=1

définition 77, sont bien satisfaites.

Exemple 2 : Soient a < b des réels. L’espace C([a,b]) des fonctions f : [a,b] — C
continues muni des deux opérations usuelles somme : f + g et multiplication par
un scalaire : A\f, avec f+ g :t—— f(t)+ g(t) et A\f : t — Af(t), est un espace
vectoriel sur C. On munit C([a,b]) d’un produit scalaire en posant

3)

b
(f.g) = / onorn

pour tous f,g € C([a,b]); la norme de la fonction f étant alors donnée par :

4)

b

171= | [ 15

a
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3.1. produit scalaire.

Exemple 3 :  Soit (2(N,C) = {2 = {}ren : G € C, Y |Gf* < o0}
k=1
D’aprés Uinégalité |Gme| < \Ck|2 + ]WP,

o0 o0 o0
S 1GmR <> 16 <>
k=1 k=1

k=1

(0]
pour tout ¥ = (., y = np € 2(N), on en déduit que la série Z@m converge

k=1
absolument. Ceci nous permet de définir

<$,y>:: }E:Ckﬁz
k=1

il est facile de wvoir que (x,y) est un produit scalaire, qu’on appelera le produit

scalaire stetard de (*(N,C). Ainsi (*(N) est un espace préhilbertien .

(0.9]
La norme induite par ce produit scalaire est || x ||a= Z 1|2
k=1

Exemple 4 : L’espace de Lebesgue L?([a,b]) des classes d’équivalencesde fonctions

mesurables x : [a,b] — C, pour la relation d’équivalence définie d’égalitpresque

b
partout, et telle que [ |x(t)|*dt < oo, est un espace préhilbertien, muni du produit
a

scalaire
b
(@) > fooy) = [ 2yt

D’aprés Uinégalité |x(t)y(t)| < |z(t)]* + |y(¢)]

b

b b
/\x(t)ﬁ\dtg /|x(t)\2dt+/|y(t)|2dt < 00,

a
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3.1. produit scalaire.

pour tout x,y € L*([a,b]), on peut alors définir

il est alors facile de vérifier que (x,y) est un produit scalaire, qu’on appelera produit

scalaire stetard de L*([a,b]). Ainsi L*([a,b]) est un espace préhilbertien . Ce produit

b
scalaire induit la norme || © ||a= ([ [ |z(t)|?

Théoréme 3.1.1. ( Inégalité de Cauchy-Schwarz )
Soit (E;(,)) un espace préhilbertien. Pour tout x € E, on note | x ||= (x,z). On a

alors linégalité de Cauchy-Schwarz
|z, y) [ [l yll; Vasy e B

Ainsi, Uapplication x € E —|| x || est une norme sur E canoniquement associée au

produit scalaire donnée qui confére ainsi a E une structure d’espace vectoriel normeé.

Démonstration :

1) On va vérifier l'inégalité dans le cas ot K = R.Soit VA € R,Vz,y € E;

IA

(x + Ay, x + \y)

(@, 2) + Mz, y) + My, 2) + Ny, y)
My, y) + 2XMx,y) + (z,2) VAER
al? + 2bX\ + ¢

IA

o o o ©
IA

IN
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3.1. produit scalaire.

A =0 —ac<0

ona:a=(y,y >0

2) Cas ot H es réel K =R. Six # 0,y #0

|v7?¢??‘§ L

1 < —lew <1
- \/<w,x>\/<y7y> -

(z,y)
V(@20 / (YY)

o (z,9)

cos(0),0<0 <
V{z, x)\/(z, x) cos (0).

Proposition 3.1.1. [?] Un espace préhilbertien H est un espace vectoriel normé

avec la norme ||z|| = \/{x, z) induite par le produit scalaire.

preuve : La seulle axiome non évident a obtenir est [inégalité triangulaire, on a :

(lz+y1)* = (l=)* + (lw)* + 2| (2, 9) |

de linégalité de Schwarz, on déduit que

2z, y) < 2|zl lyl
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3.1. produit scalaire.

d o1
Nz +yll)> <zl +lyl)> =l z+y <z I+ 1yl

Théoréme 3.1.2. [?7] Soit H un espace préhilbertien muni du produit scalaire (,).

alors pour tout x,y € H on a :

(a) ( Uidentité du parallélogramme )

le+y P+ e—ylP=2(l= "+ 1y ")

(b) ( lidentité de polarisation )

Si1 H est réel alors

1
(wy) =3z +y P = e =y )

(¢) ( Uidentité de polarisation )

S1 H est compleze alors

3
1 . .
= F ity
k=0

Démonstration :  Comme

lz+yl? =(z+y,z+y)
= (z,2) + (y,9) + (2,9)
=l @ [P+ 1y >+, 9) + (y,x
=[x * 4+ Ty I+, y) + (2, )
=@ P+ y I* +2Re({z,y))

(y, )
(y, ) (3.1)

+
+
+
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3.1. produit scalaire.

et

le—yll* =lz+(-y) |
=[ @ [I* + Il =y || +2Re((z, —y)) (3:2)
=l = >+l y [| —2Re((x,y))

d’ou l'identité (a) par :

= 2 P+ |y P +2Re({z, )+ [ 2 [P+ |y 7 —2Re({z,y))
=2(l= [I*+ 1y 1)

D’autre part,

2?7 =l +y I’ =z —y[’=2((z,y) + (y,2)), (3:3)

Alors si E est réel, on a (b). St E est complexe, en rempl¢ant y dans 77 par iy, on

aura :

I +iy |I° = | =y "= 2(¢x, iy) + (iy, zi)) (3-4)

finalement, 77 et 7?7 entraine

= %((a:,y) + (y, x) + i{x,iy) + i{iy, z)) (3.5)
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3.1. produit scalaire.

Définition 3.1.3. [?/ Lorsqu’un espace préhilbertien H muni de la norme induite

par le produit scalaire est complet, on dit que H est un espace de Hilbert.

Exemple 3.1.3. 1. l'espace euclidien C* = {x = (v1,29,....,21);2; € C ,
i=1,..k}

muni du produit scalaire :

k
=1

est un espace de Hilbert.

2. L’espace de suites (*(N) = {x = {(i}ren : ¢ € C, Z 1Cr]? < 0o} est un espace

k=1
de Hilbert.

Soit 2" = (2 )gen une suite de Cauchy dans (*(N).
Soit € > 0, il existe alors un entier N(e) > 0 tel que pour m,p > N(€) on ait

| 2 — o o< esie

—+00

S |af —al P<é (3.6)
k=0

Ainsi, pour tout k € N et tout m,p > N(€) | 2} — 2}, |< € ce qui veut dire que
pour tout k € N, la suite (x]")men est une suite de Cauchy, par la completude
de C, elle converge vers un point xj € C.

On pose © = (xk)pen. D’apres 77, pour tout M € N et m,p > N(€) on a

M 00
dolap—ah P ay —af P< e
k=0 k=0
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3.2. Orthogonalité

En passant a la limite lorsque m — 400, on obtient

M M M
Dolun—afP =37 lm el = w3 - aff <
k=0 k=0 k=0

et finalement en faisant tendre M wvers +00 on obtient : pour tout p > N (e)

+00
Z |'CC/€ - x2|2 S €,
k=0

ie. || x—aP|[a< e dou x — 2P € (*(N)

Comme € > 0 est arbitraire, on aura lim z" = x.
n—-+00

En conclusion, on a

v =1"(e) + (z — 2V (e)) € FA(N)

lim 2" ==
n—-4oo

3.2 Orthogonalité

Définitions [?]

Définition 3.2.1. soit H un espace de Hilbert; et soient x et y deur vecteurs

de H, on dit que x et orthogonala y si (x,y) =0, et on note x L y.

Définition 3.2.2. Une famille F' = 91, ,19,, d’un espace vectoriel X sur le corps

R est dite libre, et ses vecteurs sont dits linéairement indépendants, lorsque pour

tout \i,..., A\, € R, tels que\i¥; + + A\, 00, = 0, nous avons \y = = A\, = 0.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Définition 3.2.3. Une famille (x;);er est dite orthogonale si les vecteurs qui

la composent sont deuzr a deux orthogonauz. Une famille orthogonale constitucée

de vecteurs non-nuls est une famalle libre.
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3.3. Projection orthogonale

St (x1,,xp) est une famille orthogonale, on a la relation de Pythagore

n

p
I anlP=) N l®.
k=1

k=1

Définition 3.2.4. Soit M un sous - espace vectoriel de X. On appelle ortho-
gonale de M l'ensemble M+ = {v € X tel que (u,v) =0 pour tout u € M}

Remarque 3.2.1. Soit M un sous-espace vectoriel de X . Alors,

i) M+ = U ut est un sous-espace fermé de X.
ueM
i) M N M+ ={0}.

3.3 Projection orthogonale

Rappelons la notion de convexité.

Définition 3.3.1. Soit E un espace vecoriel réel. Une partie C C E est dite
conveze si pour tout x;y € C et tout 0 <t < 1,(1—t)x+ty € C i.e. le segment

jorgnant x a y défini par
w3yl ={(1 -tz +ty;0 <t <1}

est conteu dans C.
L’ensemble C' est dit strictement conveze si pour tout x;y € C et

t €]0; 1, (1 — t)z + ty € int(C)
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3.3. Projection orthogonale

Théoréme 3.3.1. si F' est un sous espace convexe de ['espace d’Hilbert H

alors, Ya € H existe une projéction unique b € H.

Théoréme 3.3.2. si I’ est un sous espace férmé de ’espace d’Hilbert H, alors
Va € H existe une projéction unique b € F, et (a —b) € F'4, (ie);Va € F, {a —
bz) =0

Ft={zeE (x,y)=0,Vy e F}

prevue on prends r = inlg | a—vy|=d(a,F)
ye

alors on peut construire une suite (x,), € H tel que
. 1
Vne N r<|la—x,|<r+—
n

par passage a limite, on trouve lim || a — x, |[|= .
n—-+0o00

la suite (), est de cauchy, car

Sy =g [P 421 a =z =l a =, |2 + | a =, I

7 I'négalité de lintermédaire ”

Tpq est le milieu de || x, — x4 ||

= @pg = 5(p +24) = @ — 3y P> 17

S odm e P i e [P a2 o P
0 = (x,) converge car F est complet ( un férmé dans complet ).

Exemple 3.3.1. ( Le R-espace vectoriel des suites réelles )
On note ./ lensemble des suites réelles (u,), € N. Cet ensemble peut étre vu
comme ['ensemble des applications de N dans R ; autrement dit ¥ = F (N, R).

e Loi interne. Soient u = (uy,), € N et v = (v,), € N deuz suites appartenant a
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3.3. Projection orthogonale

< . La suite u+v est la suite w = (wy), € N dont le terme général est défini par

YneN w, =u,+ v,

( 0% uy, + v, désigne la somme de u, et de v, dans R ).
o Loi externe. Si A est un nombre réel et u = (uy,), € N un élément de .77,

A-u est la suite v = (vy,), € N définie par

YneN v,=Xu,

ot - désigne la multiplication dans R.

e Elément neutre. Lélément neutre de la loi interne est la suite dont tous les
termes sont nuls.

o Symétrique. Le symétrique de la suite v = (up), € N est la suite

u = (u),), € N définie par :

VneN ), = —u,.

Elle est notée —u.

Exemple 3.3.2. ( Les matrices )

L’ensemble M, ,(R) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R
est muni d’une structure de R-espace vectoriel. La lov interne est [’addition de
deuxr matrices. La loi externe est la multiplication d’une matrice par un scalaire.
L’élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coefficients
sont nuls). Le symétrique de la matrice A = (a;;) est la matrice (—a; ;). De

méme, l’ensemble M, ,(K) des matrices a coefficients dans K est un K-espace
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3.3. Projection orthogonale

vectoriel.

Autres exemples :

(a) L’espace vectoriel R[X] des polynomes P(X) = a, X"+....+as X *+a1 X +ag.
L’addition est 'addition de deux polynomes P(X)+ Q(X), la multiplication
par un scalaire X\ € R est A - P(X). L’élément neutre est le polynéme nul.

L’opposé de P(X) est —P(X).

Le résultat qui permet de manipuler ['application de projection orthogonale est

le suivant :

Proposition 3.3.1. L’application Pr qui a un point de H fait correspondre
sa projection orthogonale sur un sous espace fermé F', possédes les propriétés

suivant :

(a) pr(ax + By) = apr(x) + Bpr(y)-

(b) pr + ppyr = idy.

(¢) (Izl)? = (lpr@@))* + (I(id — pr)()])*.

(d) pr(xn) — pr(2), sillz, — 2| — 0.

(e) v € F<pp(r)=u.

(f) x € F+ & pp(x) = 0.

(9) pr(pr)(z) = pr(z).

57



3.3. Projection orthogonale

(h) F1 C Fy < pr,(pR,)(z) = pr(2).

Théoréme 3.3.3. H = F & F* et la décomposition de x € H dans cette

somme directe est :

z = p(x) + (1d — p)(z)
Démonstration. pour tout x € H, x = p(x) + (z — p(x)) appartient & H =
F+ Ftet FNFL = {0}, la somme est donc directe, H = F @& F* .Ceci veut

dire que p est la projection sur F' parallélement & F'*. On appelle donc cette

application la projection orthogonale de H sur F'. [

Corollaire 3.3.1. Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors, F est dense
dans Hsi et seulement si F+ = {0}.
Autrement dit, pour vérifier qu’un sous-espace F' est dense de H, il suffit de
vérifier que Ya € H, (z,a) = 0.

Démonstration. Si F est dense, alors F' = H et F+ = F = {0}. Inversement,

si F' n’est pas dense, il existe u € H', u # 0 telle que u(z) = 0 pour tout x € F
Il existe x € H',x # 0 tel que u = A,. Alors (z,a) = 0 pour tout z € F et
a # 0, donc F+ = {0} O

Bases orthonormales

Définition 3.3.2. Soit H un espace de Hilbert ; (e;)icr une famille de vecteurs

est dite :

(a) orthogonale si (e;,e;) = 0,1 # j

(b) orthonormale si de plus |e;| =1, Vi e [

Exemple 3.3.3. Soit L?[—n, +7] l'espace des fonctions de carré intégrable sur

Uintervalle [—m, +7], la famille (ey(t))pez = (€™')pez est orthonormale.
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3.3. Projection orthogonale

Définition 3.3.3. Un espace de Hilbert H est sparable s’il posséde une suite

de points qui est dense dans H.

Théoréme 3.3.4. Soit H un espace de Hilbert séparable, il posséde une base et
méme une infinité de bases orthonormales. Toute ses bases possédent le méme

nombre d’élément appelé la dimension de ['espace de Hilbert H.

Définition 3.3.4. Soit (e,,),>0 une famille dénombrable d’un espace de Hilbert

H. On dit que la famille (e,),>0 est une base hilbertienne si :
i) pour tous n#m on a (ey;en) =0, et || e, ||= 1 pour tout n € N ;
i) Uespace vectoriel Vect{e, : n € N} des combinaisons linéaires fi

nies des vecteurs e,, pour n € N, est dense dans H .
Attention : une base hilbertienne n’est pas une base algébrique car pour une

base algébrique, tout élément de [’espace est combinaison linéaire
finie d’éléments de la base.

Théoréme 3.3.5. Soit (e,)n>0 une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H.
Tout x € H s’écrit de maniére unique comme la somme d’une série convergente

dans H

ol

Théoréme 3.3.6. De plus, on a l’égalité de Parseval

lzlP=) 1 Xa =) [ {Xea) [P

n>0 n>0

Réciproquement, si ), ~o | Xn [< +00, alors Y o Xne, converge dans H.
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3.3. Projection orthogonale

Lemme 3.3.1. Soit (e,)n>0 une famille orthonormale de vecteurs de H et x €
H. Alors Y 20 (x, e,) ey, est la projection orthogonale de x sur F', Uadhérence du

sous-espace vectoriel F' engendré par les vecteurs e,. Le théoréme de Pythagore

nous permet décrire

|z |P=ll @ = Pla)g |? + || P@)z IP=ll = — P2)z 1> + ) | {w,ea) [

n=0

On en déduit 1’inégalité de Bessel :

> e P2 |7

n=0
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Conclusion.

Soit H un espace de Hilbert séparable, il posséde une base et méme une infinité
de bases orthonormales. Toute ses bases possédent le méme nombre d’élément
appelé la dimension de ['espace de Hilbert H. En conclu un espace de hilbert
est un espace normé complet non néssairement de dimension finie, dont la
nore dérive d’un prodouit scalaire comme la norme euclidienne || . ||ode R*, ce
qui lui confére une géométrie euclidienne qui permet de généraliser simplement

certaines propriétés de la dimension finie.

L’archétype des espaces de Hilbert (non de dimension finie) est [’espace

des suites dénombrables (ie. indexée par Non,par une bijéction convenable par

7 .
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