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Résumé :
Les séparateurs à vastes marges des convexes est une méthode de classi�cation

qui tente de séparer deux convexes non vides et disjoints d'un espace de dimension
�nie. La méthode cherche alors l'hyperplan qui les sépare, en garantissant que la marge
entre ces deux convexes non vides et disjoints soit maximale.

Mots clés : séparation, convexe, hyperplan, Hahn-Banach, séparation à vaste marge
(SVM), problème dual.
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Abstract :
Support vector machine of convex sets is a classi�cation method that attempts

to separate two disjoint and nonempty convex sets from a �nite dimensional space.
The method then searches for the hyperplane that separates them, ensuring that the
margin between these two disjoint and nonempty convex sets is maximum.

Mots clés :separation, convex, hyperplane, Hahn-Banach, support vector machine
(SVM), dual problem.
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Introduction

Les méthodes de classi�cation ont pour but d'identi�er les classes auxquelles
appartiennent des objets à partir de certains paramètres descriptifs. Elles s'appliquent
à un grand nombre d'activités humaines. Les méthodes utilisées pour la classi�cation
sont nombreuses, citons : la méthode des séparateurs à vastes marges (SVM), les Ré-
seaux de Neurones, etc. Nous présentons dans la suite une étude de la technique SVM
des convexes. Cette méthode a montré son e�cacité dans de nombreux domaines d'ap-
plications tels que le traitement d'image, la catégorisation de textes et le diagnostique
médicale.

Les machines à vecteurs de support (Support Vector Machine, SVM) appelés aussi
séparateurs à vaste marge sont des techniques d'apprentissage destinées à résoudre des
problèmes de classi�cation. Les machines à vecteurs supports exploitent les concepts
relatifs à la théorie de l'apprentissage statistique et à la théorie des bornes de Vapnik
et Chervonenkis. La justi�cation intuitive de cette méthode d'apprentissage est la sui-
vante : si l'échantillon d'apprentissage est linéairement séparable, il semble naturel de
séparer parfaitement les éléments des deux classes de telle sorte qu'ils soient le plus
loin possibles de la frontière choisie.

Cette technique est une méthode de classi�cation à deux classes qui tente de séparer
les exemples positifs des exemples négatifs dans l'ensemble des exemples. La méthode
cherche alors l'hyperplan qui sépare les exemples positifs des exemples négatifs, en ga-
rantissant que la marge entre le plus proche des positifs et des négatifs soit maximale.
L'intérêt de cette méthode est la sélection de vecteurs supports qui représentent les
vecteurs discriminant grâce auxquels est déterminé l'hyperplan. Les exemples utilisés
lors de la recherche de l'hyperplan ne sont alors plus utiles et seuls ces vecteurs sup-
ports sont utilisés pour classer un nouveau cas, ce qui peut être considéré comme un
avantage pour cette méthode.

Notre travail est divisé en cinq chapitres, le premier est un rappel de topologie
des ensembles convexes, le deuxième chapitre nous présentons la technique de sépara-
tion des convexes et que selon le théorème de Hahn-Banach on peut toujours séparer
deux convexes non vides et disjoints d'un espace de dimension �nie, dans le troisième
chapitre on expose quelques dé�nitions et théorèmes sur la continuité et le calcul di�é-
rentiel de champs scalaires et vectoriels et dans les chapitres quatre et cinq on présente
la séparation à vaste marge et l'algorithme d'optimisation du problème.
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Chapitre 1

Topologie des ensembles convexes

1.1 Rappel de topologie des espaces vectoriels normés

Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé sur R ou C en bref un evn. E est donc un
cas particulier d'espace métrique où la distance est donnée par :

d(x, y) = ‖x− y‖.

On notera B(x0, r) = {x ∈ E / ‖x − x0‖ < r}, la boule ouverte de centre x et de
rayon r et B(x0, r) = {x ∈ E / ‖x−x0‖ ≤ r}, la boule fermée de centre x et de rayon
r.

Dé�nition 1.1.1. i) Une partie A ⊂ E d'un evn est ouverte si
∀x0 ∈ A, ∃r > 0 tel que B(x0, r) ⊂ A.

ii) Une partie A ⊂ E d'un evn est fermée si son complémentaire est ouvert.

Propriétés 1.1.1. Dans un evn E, une partie A est fermée si et seulement si pour
toute suite (xn)n∈N ⊂ A, convergeant vers x ∈ E, alors x ∈ A.

Propriétés 1.1.2. i) Toute réunion et toute intersection �nie d'ouverts est ou-
verte.

ii) Toute intersection et toute réunion �nie de fermés est fermée.

Propriétés 1.1.3. Un point x est adhérent à un sous-ensemble A de E s'il est limite
d'une suite de point de A. L'adhérence (ou fermeture) A de A est l'ensemble des points
adhérents à A. L'ensemble A est fermé si et seulement s'il contient tous ses points
adhérents (A = A).

Propriétés 1.1.4. Un point x est intérieur à une partie A de E s'il existe une boule
B(x, r) de centre x de rayon r > 0 incluse dans A. Il revient au même de dire que
x n'est pas adhérent au complémentaire Ac de A. L'intérieur A0 de A est l'ensemble
des ses points intérieurs. L'ensemble A est ouvert si et seulement s'il est égale à son
intérieur.

Dé�nition 1.1.2. Une partie K de E est dite compacte si de tout recouvrement ouvert
de K, on peut extraire un sous-recouvrement �ni.

4



1.2. ENSEMBLES CONVEXES, EXEMPLES ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

Proposition 1.1.1. Une partie K d'un evn E est compacte si et seulement si de toute
suite de points de K on peut extraire une sous-suite convergeant vers un point de K.
Un compact est toujours fermé.
Un produit de compacts, une partie fermée d'un compact, l'image d'un compact par une
application continue sont compacts.
Si E est de dimension �nie, ses parties compactes sont exactement ses fermés bornés.

Dé�nition 1.1.3. Le dual (topologique) E
′
d'un espace vectoriel normé E est l'en-

semble des applications linéaires continues de E dans R, appelées formes linéaires
continues.

Propriétés 1.1.5. Le dual E
′
d'un evn E est un evn, la norme de E

′
est données par :

∀f ∈ E ′ , ‖f‖ = sup
x∈E,‖x‖61

|f(x)|.

Notations. Les éléments du dual E
′
de E seront notés de deux façons di�érentes selon

le contexte :

i) Ou bien la notation fonctionnelle f : E → R.
ii) Ou bien la notation vectorielle par analogie avec le cas hilbertien : y ∈ E ′ agit

sur les éléments de E par le crochet de dualité < y, x >, pour x ∈ E.

Dé�nition 1.1.4. On dit qu'un evn E est ré�exif si on peut l'identi�e à son bidual
E
′′
.

Propriétés 1.1.6. Dans un espace vectoriel de dimension �nie, toutes les formes li-
néaires sont continues. Le dual d'un evn de dimension �nie est un evn de même di-
mension. Les evn de dimension �nie sont ré�exifs.

1.2 Ensembles convexes, exemples et premières pro-

priétés

Dans cette partie, E est un espace vectoriel réel.

Dé�nition 1.2.1. Une partie C de E est dite convexe si et seulement si :

∀x, y ∈ C, ∀θ ∈ [0, 1] : θx+ (1− θ)y ∈ C.

Géométriquement, z(θ) = θx+ (1− θ)y est le barycentre des points x et y a�ectés des
coe�cients respectifs θ et 1−θ. Lorsque θ décrit l'intervalle [0, 1], z(θ) décrit le segment
fermé d'extrémités x et y. Dire que C est convexe, c'est donc dire que C contient un
segment dès qu'elle contient ses extrémités.

En fait un convexe contient toute combinaison convexe de ses points :

Dé�nition 1.2.2. Pour toute famille �nie x1, . . . , xn de points de E et tout système
λ1, . . . , λn de réels positifs ou nuls avec

∑n
i=1 λi = 1, le point

∑n
i=1 λixi s'appelle une

combinaison convexe des points x1, . . . , xn.

5



1.2. ENSEMBLES CONVEXES, EXEMPLES ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

Proposition 1.2.1. Soit C un convexe de E. Pour toute famille �nie x1, . . . , xn de
points de C et tout système λ1, . . . , λn de réels positifs ou nuls avec

∑n
i=1 λi = 1, le

point
∑n

i=1 λixi appartient à C.

Démonstration. Par récurrence sur n. C'est évident si n = 1. Si λ1 = 1, les autres
coe�cients sont nuls et il n'y a rien à montrer. Si λ1 < 1 alors

∑n
i=2 λi = 1− λ1 > 0.

Posons µi = λi
1−λ1 , on a

∑n
i=2 µi = 1, d'où y :=

∑n
i=2 µixi ∈ C (hypothèse de récurrence)

et donc x = λ1x1 + (1− λ1)y ∈ C.

Exemple 1.2.1. (Boules de normes)
Soit (E, ‖.‖) une norme sur E. Les boules de E, ouvertes ou fermées, B(x0, r), B(x0, r)
sont des convexes.
Les boules centrées à l'origine sont des convexes particuliers, en ce qu'ils sont symé-
triques, c'est à dire que si x ∈ B alors −x ∈ B (et en particulier 0 ∈ B).
Plus généralement, considérons une application p : E → R+ homogène, sous-additive,
nulle en 0, c'est à dire :

i) p(λx) = λp(x)(∀x ∈ E,∀λ > 0).

ii) p(x+ y) = p(x) + p(y)(∀x, y ∈ E).

iii) p(0) = 0.

Alors les ensembles {x ∈ E / p(x) < 1} et {x ∈ E / p(x) 6 1} sont des convexes
contenant 0.
Inversement, à tout convexe contenant 0, on peut associer une fonction homogène,
sous-additive, nulle en 0.

Dé�nition 1.2.3. Si C est un convexe contenant 0, Sa jauge est la fonction
jc : E → R+ dé�nie par :

jc(x) = inf{λ > 0 /
x

λ
∈ C}.

Alors véri�e les propriétés i) à ii) ci-dessus, et de plus :

{x ∈ E / jc(x) < 1} ⊂ C ⊂ {x ∈ E / jc(x) 6 1}.

On remarquera :

1) jc est à valeurs �nies si et seulement si l'intersection de C avec toute demi-droite
issue de 0 n'est pas réduite à {0}.(C est dit absorbant)

2) La fonction jc est une norme si et seulement si de plus C est symétrique et ne
contient aucune demi-droite issue de 0.

Dé�nition 1.2.4. (Sous-espaces a�nes)
Un sous-ensemble M ⊂ E est un sous-espace a�ne (en bref sea) de E si :

∀x, y ∈M, ∀θ ∈ R : θx+ (1− θ)y ∈M.

Géométriquement cela signi�e que M contient une droite D dès qu'il contient deux
points (distincts) de D. Un sea de E est clairement un convexe.
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1.2. ENSEMBLES CONVEXES, EXEMPLES ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

Dé�nition 1.2.5. Soient M un sea de E et x0 un élément de M , le sev M − x0

s'appelle la direction du sea M .

Dé�nition 1.2.6. Si A est une partie de E, le sous-espace a�ne engendré par A est le
plus petit sea contenant A (l'intersection des sea contenant A ). On le notera A�(A).

Dé�nition 1.2.7. Les points x1, . . . , xk de E sont dits a�nement indépendants si
aucun d'eux n'appartient au sous-espace a�ne engendré par les (k − 1) autres.

Dé�nition 1.2.8. Si E = A�(x1, . . . , xp), on dit que x1, . . . , xp est un repère a�ne de
E. Une catégorie importante de sous-espaces a�nes est celles des hyperplans a�nes.

Dé�nition 1.2.9. Un hyperplan a�ne est un sous-espace propre maximal.
Autrement dit M est un hyperplan a�ne si et seulement si :

i) M 6= E.

ii) E est le seul sea contenant strictement M .

Lemme 1.2.1. Les hyperplans a�nes de E sont exactement les ensembles de la forme
{x ∈ E / f(x) = a}, où f est une forme linéaire non nulle sur E et a un réel.

Démonstration. En e�et si H est un hyperplan a�ne, V sa direction, x0 un point de
E n'appartenant pas à V , on pose f(v + λx0) = λ pour tout v ∈ V et λ ∈ R. Alors f
est une forme linéaire sur E, nulle sur V , donc constante sur H. Si a est cette valeur,
l'ensemble {x ∈ E / f(x) = a} est un hyperplan a�ne contenant H, donc égale à
H.

Dé�nition 1.2.10. Soit H un hyperplan a�ne ; soient f une forme linéaire non nulle
sur E et a un réel tels que H = {x ∈ E / f(x) = a}. On appelle demi-espace associés
à l'hyperplan H les ensembles D+ = {x ∈ E / f(x) 6 a} et D− = {x ∈ E / f(x) >
a}. Les demi-espaces stricts associés à l'hyperplan H sont les ensembles D

′
+ = {x ∈

E / f(x) < a} et D′− = {x ∈ E / f(x) > a}.
Ces ensembles sont convexes. Les paires {D+, D−} et {D

′
+, D

′
−} ne dépendent pas du

couple (f, a) tel que H = {x ∈ E / f(x) = a}(à permutation près).
On a évidemment D

′
+ = D+\H et D

′
− = D−\H.

Proposition 1.2.2. Si (Ci)i∈I est une famille quelconque de convexes, leur intersec-
tion

⋂
i∈I Ci est convexe.

En particulier toute intersection de demi-espaces a�nes(respectivement de demi-espaces-
a�nes stricts) est un convexe (éventuellement vide).

Dé�nition 1.2.11. Soit A une partie de E. L'enveloppe convexe de A (notée coA) est
l'intersection de tous les convexes contenant A.
L'enveloppe convexe coA est évidemment un convexe contenant A, et c'est le plus petit.
Si C est convexe contenant A, il contient coA.

Proposition 1.2.3. L'enveloppe convexe de A est l'ensemble de toutes les combinai-
sons convexes �nies d'éléments de A :

coA = {
n∑
i=1

λixi / n > 1, xi ∈ A, λi > 0,
n∑
i=1

λi = 1}.
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1.3. TOPOLOGIE DES ENSEMBLES CONVEXES

Démonstration. Comme coA est convexe, cet ensemble contient les combinaisons convexes
�nies de ses éléments (proposition 1.2.1), donc des éléments deA. Inversement il est fa-
cile de voir que l'ensemble C = {

∑n
i=1 λixi / n > 1, xi ∈ A, λi > 0,

∑n
i=1 λi = 1} est

convexes ; il contient A, donc aussi coA.

Dé�nition 1.2.12. Une partie Γ de E est un cône de sommet x0 si elle est stable par
les homothéties de centre x0, de rapport λ > 0 .
Autrement dit x ∈ Γ, λ > 0⇒ x0 + λ(x− x0) ∈ Γ. Si on ne précise pas le sommet x0,
ce sera 0. Alors Γ est un cône si et seulement si λΓ ⊂ Γ, pour tout λ > 0.

Dé�nition 1.2.13. Un cône est pointé s'il contient son sommet, épointé sinon.

Proposition 1.2.4. Une partie Γ de E est un cône convexe (de sommet 0) si et
seulement si elle est stable par addition et par multiplication par les réels strictement
positifs.
Autrement dit Γ + Γ ⊂ Γ et λΓ ⊂ Γ pour tout λ > 0.(notation : A+B = {a+ b / a ∈
A, b ∈ B}).

Dé�nition 1.2.14. Soit A ⊂ E. Le plus petit cône convexe pointé de sommet 0 conte-
nant A s'appelle le cône engendré par A. On le note coneA.

1.3 Topologie des ensembles convexes

Soit (E, ‖.‖) est un espace vectoriel normé.

Proposition 1.3.1. L'adhérence d'un convexe (respectivement d'un sea, respective-
ment d'un cône convexe) est un convexe (respectivement d'un sea, respectivement d'un
cone convexe).

Démonstration. Si C est un convexe, x et y sont adhérents à C , il existe deux suites
(xn)n et (yn)n dans C convergeant respectivement vers x et y. Pour tout θ ∈ [0, 1] , la
suite (θxn+(1−θ)yn)n est dans C et converge vers θx+(1−θ)y, qui est donc adhérent
à C. Donc C est convexe. Même preuve pour un sea ou un cône convexe.

Remarque 1.3.1. Le fait que F ⊂ E soit fermé n'entraîne pas que coF soit fermé.

Dé�nition 1.3.1. L'enveloppe convexe fermée d'une partie A de E est l'adhérence de
son enveloppe convexe. On la note coA.

Proposition 1.3.2. 1) Si A est un ensemble �ni, coA est compacte.

2) Plus généralement si K1, . . . , Kp sont des convexes compacts, co(K1 ∪ · · · ∪Kp)
est compacte.

Démonstration. Posons : Tp = {(λ1, . . . , λp) ∈ [0, 1]p /
∑p

i=1 λi = 1} : Tp est un com-
pact (car fermé dans [0, 1]p).

1) Si A = {a1, . . . , ap}, on considère l'application continue f : Tp −→ E,
(λ1, . . . , λp) 7−→

∑p
i=1 λiai ; on a coA = f(Tp), donc est compact (comme image

continue d'un compact).

8



1.3. TOPOLOGIE DES ENSEMBLES CONVEXES

2) Preuve analogue en considérant g : Tp ×K1 × · · · ×Kp −→ E,
(λ1, . . . , λp, x1, . . . , xp) 7−→

∑p
i=1 λixi.

Remarque 1.3.2. Si E est de dimension �nie, l'enveloppe convexe de tout compact de
E est encore compacte (voir le chapitre 2). Toutefois ceci n'est plus vrai en dimension
in�nie.

Lemme 1.3.1. Soit C un convexe ayant un point intérieur x0. Pour tout point x
adhérent à C, tout point y du segment semi-ouvert [x0, x[ est intérieur à C.

Proposition 1.3.3. Si C est un convexe d'intérieur non vide, alors son intérieur C0

est convexe ; on a de plus C0 = C et C
0

= C0.

Démonstration. i) Si x, y ∈ C0, tout le segment [x, y] est inclus dans C0 d'après
le lemme précédent. Donc C0 est convexe.

ii) L'inclusion A0 ⊂ A est vrai pour toute partie A de E ; inversement si x ∈ C,
alors x est extrémité d'un segment ouvert inclus dans C0, d'après le lemme
précédent, donc x ∈ C0.

iii) L'inclusion A
0 ⊃ A0 est vrai pour toute partie A de E. Inversement soit x

intérieur à C ; soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ C. Comme C = C0, d'après ii), il
existe y ∈ C0 ∩ B(x, r). Soit z ∈ E tel que x soit milieu du segment [z, y] ; on
a encore z ∈ B(x, r), donc z ∈ C ; d'après le lemme précédent, le segment ]z, y]
est inclus dans C0 ; en particulier x est intérieur à C.

Remarque 1.3.3. Si E est de dimension in�nie, l'égalité C
0

= C0 peut être fausse
lorsque C0 est vide : par exemple, prendre E = c0, l'espace des suites de réels conver-
geant vers 0, muni de la norme ‖(xn)n‖ = supx∈N |xn| et C = c00, le sous-espaces des
suites nulles à partir d'un certain rang. Alors C = E, mais C0 = ∅.
Toute fois ce phénomène se produit pas en dimension �nie.
Dans le cas de demi-espaces a�nes, on peut dire un peu plus :
Soit H un hyperplan a�ne, D+ et D− les deux demi-espaces a�nes dé�nis par H, et
D
′
+ = D+\H, D

′
− = D−\H les demi-espaces stricts associés.

Proposition 1.3.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) H est fermé ;

2) D+ respectivement D− est fermé ;

3) D+ respectivement D− est d'intérieur non vide ;

4) D
′
+ respectivement D

′
− est ouvert.

Remarque 1.3.4. Si H = {x ∈ E / f(x) = a} où f est une forme linéaire sur E et
a ∈ R, alors H est fermé si et seulement si f est continue, c'est à dire f ∈ E ′.

Corollaire 1.3.1. Un hyperplan a�ne est soit fermé, soit partout dense dans E.

Démonstration. Si l'hyperplanH n'est pas partout dense, son complémentaireD
′
+∪D

′
−

contient une boule B(x, r) de rayon non nul. Cette boule ne peut intersecter à la fois
D
′
+ et D

′
− (elle intersecterait alors H), donc est incluse par exemple dans D

′
+. Donc

D+ est d'intérieur non vide, et H fermé d'après la proposition précédente.
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1.4. POINT EXTRÉMAUX ET FACES DES CONVEXES

1.4 Point extrémaux et faces des convexes

Dé�nition 1.4.1. Soit C un convexe d'un espace vectoriel réel E. On dit qu'un point
x de C est un point extrémal de C si x n'appartient à aucun segment ouvert dont les
extrémités sont dans C.

Remarque 1.4.1. Il revient au même de dire que :

Il n′existe pas y, z ∈ C tels que y 6= z et x =
y + z

2
.

ou encore que :

y, z ∈ C, x =
y + z

2
⇒ x = y = z.

Notations. On désignera par Ext(C) l'ensemble des points extrémaux de C.

Dé�nition 1.4.2. Une face d'un convexe C est un sous-convexe non vide F tel que :

x ∈ F, y, z ∈ C, x =
y + z

2
⇒ y et z ∈ F.

Proposition 1.4.1. Toute intersection non vide de faces de C est une face de C.
Un exemple triviale de face de C est le convexe C lui même.
Un point x0 ∈ C est extrémal pour C si et seulement si {x0} est une face de C.

Dé�nition 1.4.3. On dit qu'un hyperplan H est un hyperplan d'appui du convexe C
si C est inclus dans l'un des deux demi-espaces dé�nis par H et rencontre H.

Lemme 1.4.1. Si H est un hyperplan d'appui du convexe C alors F = H ∩C est une
face de C.

Notons que si C est d'intérieur non vide, tout hyperplan d'appui de C est fermé.
Si de plus C est fermé, on obtient donc une face fermée F = H ∩ C.
Dans la pratique les hyperplans d'appui seront obtenus au moyen d'une forme linéaire
f atteignant son maximum M (ou son minimum m) sur le convexe C : alors H = {x ∈
E / f(x) = M} (respectivement H = {x ∈ E / f(x) = m}) est un hyperplan d'appui
de C. C'est le cas en particulier si f est continue et C compact (alors H est fermé).
Le lemme suivant est une application immédiate des dé�nitions :

Lemme 1.4.2. Si F est une face de C alors ExtF ⊂ ExtC ; et plus généralement toute
face de F est une face de C.

1.5 Fonctions convexes

Dans ce qui suit E est un espace vectoriel.

Dé�nition 1.5.1. Une fonction est f : E −→ R ∪ {+∞} dite convexe si pour tous
x, y dans E avec f(x) < +∞, f(y) < +∞ et tout θ ∈ [0, 1], on a :

f(θx+ (1− θ)y) 6 θf(x) + (1− θ)f(y)

10



1.5. FONCTIONS CONVEXES

On remarque aisément que si f est convexe, tous les ensembles Af (a) = {x ∈ E / f(x) 6
a} et Bf (a) = {x ∈ E / f(x) < a} sont convexes ; la réciproque est fausse : si
f : R −→ R est seulement supposée monotone, les ensembles Af (a), Bf (a) sont
convexes.

Dé�nition 1.5.2. Le domaine e�ectif d'une fonction f : E −→ R ∪ {+∞} est l'en-
semble convexe :

dom f = {x ∈ E / f(x) < +∞}.

Remarque 1.5.1. La fonction f : E −→ R ∪ {+∞} est convexe si et seulement si :

1) son domaine e�ectif est convexe.

2) sa restriction f |dom f
à son domaine e�ectif est convexe.

Dé�nition 1.5.3. La fonction f est dite strictement convexe (sur son domaine e�ectif)
si pour tous x 6= y dans dom f et tout θ ∈]0, 1[, on a l'inégalité stricte :

f(θx+ (1− θ)y) < θf(x) + (1− θ)f(y)

Lorsqu'on la restreint à son domaine e�ectif, une fonction convexe devient une fonction
convexe usuelles dé�nie sur un convexe et à valeurs réelles.

Proposition 1.5.1. Si f : C −→ R est une fonction convexe dé�nie sur le convexe
C, on peut l'étendre en une fonction convexe f̃ −→ R ∪ {+∞} en posant :

f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ C.
+∞ sinon.

Cet arti�ce permet de manier simultanément des fonctions convexes f, g . . . dé�nies
sur des convexes di�érents, et de considérer f + g, max (f, g), . . .

Dé�nition 1.5.4. Si f est une fonction f : E −→ R ∪ {+∞}, son épigraphe est le
sous-ensemble de E × R dé�ni par :

epi f = {(x, t) ∈ E × R / f(x) 6 t}.

L'épigraphe stricte de f est :

epist f = {(x, t) ∈ E × R / f(x) < t}.

Remarque 1.5.2. L'épigraphe de f est en fait un sous-ensemble de dom f × R ; en
fait la projection naturelle E × R −→ E, (x, t) 7−→ x envoie exactement epi f sur
dom f .

Proposition 1.5.2. La fonction f : E −→ R ∪ {+∞} est convexe si et seulement si
son épigraphe est convexe.

Démonstration. Si f est convexe, alors pour tous (x, t), (y, u) dans epi f , et tout θ ∈
[0, 1], on a f(θx + (1 − θ)y) 6 θf(x) + (1 − θ)f(y) 6 θt + (1 − θ)u, donc (θx + (1 −
θ)y, θt+ (1− θ)u) appartient à epi f , qui est donc convexe.
Réciproquement, si epi f est convexe, alors pour tous x, y ∈ dom f , et θ ∈ [0, 1],
on a (x, f(x)) ∈ epi f , donc (θx + (1 − θ)y, (1 − θ)f(y)) ∈ epi f , ce qui signi�e que
f(θx+ (1− θ)y) 6 θf(x) + (1− θ)f(y), et donc f est convexe.
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1.6. FONCTIONS SEMI-CONTINUE INFÉRIEUREMENT SUR UN EVN

Proposition 1.5.3. 1) L'ensemble des fonctions convexes E −→ R ∪ {+∞} est
un cône de l'ensemble des fonctions de E −→ R∪{+∞} (f, gconvexes, α, β > 0
entraînent αf + βg convexe).

2) Si (fi)i∈I est une famille quelconque de fonctions convexes, l'enveloppe supé-
rieure des (fi)i∈I , dé�ni par f = supi∈I fi est convexe.

3) Si g est limite (pour la convergence simple des fonctions) d'une suite de fonctions
convexes, g est convexe.

Dans certaines questions on peut avoir besoin de considérer des fonctions convexes
à valeurs dans R = R ∪ {+∞} ∪ {−∞}. On prend alors la propriété de convexité de
l'épigraphe comme dé�nition :

Dé�nition 1.5.5. La fonction f : E −→ R est dite convexe si son épigraphe
epi f = {(x, t) ∈ E × R / f(x) 6 t} est convexe.

Remarque 1.5.3. Il est équivalent de dire que l'épigraphe strict de f est convexe.

La dé�nition 1.5.5 coïncide avec la dé�nition usuelle lorsque f est à valeurs supé-
rieure à −∞. Lorsque ce n'est pas le cas, on a la caractérisation suivante :

Lemme 1.5.1. La fonction f : E −→ R est convexe si et seulement si pour tous
x, y ∈ C tels que f(x), f(y) < +∞ et pour tout λ ∈ [0, 1], on a l'inégalité de convexité

f(λx+ (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y)

avec les conventions usuelles −∞ + t = −∞, ∀t < +∞, a.(−∞) = −∞, ∀a > 0,
et 0.(−∞) = 0.

Notons que dans cette caractérisation, les points où f prend la valeur +∞ n'inter-
viennent pas.

Remarque 1.5.4. 1) Si la fonction convexe f : E −→ R prend la valeur −∞ en
un point x0, elle prend la valeur −∞ sur tout l'intérieur de dom f . Inversement
si f(x0) < +∞ et f(x) > −∞ au voisinage du point x0 (en particulier si f est
�nie et continue ou sci en x0) elle ne prend nulle part la valeur −∞.

2) La proposition 1.5.3 reste vraie pour les fonctions à valeurs dans R.

Proposition 1.5.4. Soit C un convexe d'un espace vectoriel et f : F −→ R une
fonction strictement convexe bornée supérieurement. Tout point de C, s'il en existe, où
F atteint son maximum est un point extrémal de C.

1.6 Fonctions semi-continue inférieurement sur un evn

Soit (E, ‖.‖) un evn. On sait qu'une caractérisation classique de la continuité d'une
fonction numérique dé�nie surE, est la suivante :
Une fonction f : E −→ R est continue si et seulement si l'image réciproque de tout
intervalle ouvert de R est un ouvert de E.
On passe à la notion plus faible de demi-continuité inférieure si l'on se borne à demander
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1.6. FONCTIONS SEMI-CONTINUE INFÉRIEUREMENT SUR UN EVN

que les images réciproques des intervalles ouverts du type ]a,+∞[, soient ouverts.
Si f est autorisée à prendre les valeurs ±∞, ce sont les intervalles ]a,+∞[ que l'on
considère.
On a donc :

Dé�nition 1.6.1. On dit que la fonction numérique f : E −→ R est semi-continue
inférieurement (sci) si pour tout a ∈ R, l'ensemble {x ∈ E / f(x) > a} est un ouvert
de E. Il revient au même de dire que pour tout a ∈ R, l'ensemble {x ∈ E / f(x) 6 a}
est un fermé de E.

En e�et les ensemble {x ∈ E / f(x) > a} et {x ∈ E / f(x) 6 a} sont complé-
mentaires ; le premier est ouvert si et seulement si le second est fermé.

Exemple 1.6.1. 1) Toute fonction continue est sci.

2) Une fonction f : E −→ R est continue si et seulement si f et −f sont sci.

Proposition 1.6.1. La fonction numérique f : E −→ R est sci si et seulement si son
épigraphe est fermé.

On a une autre caractérisation des fonctions sci en termes de limites inférieures. Si
f : E −→ R, x0 ∈ E, et U ⊂ E, on pose :

lim
x→x0

inf
x∈U

f(x) = sup
r>0

inf
d(x,x0)<r

x∈U

f(x) = lim
r→0+

inf
d(x,x0)<r

x∈U

f(x).

Proposition 1.6.2. La fonction numérique f : X −→ R est sci si et seulement si pour
tout x0 ∈ X on a limx→x0 inf f(x) = f(x0).

Démonstration. Si f est sci, et f(x0 > −∞), alors pour tout t < f(x0) l'ensemble {x ∈
E / f(x) > t} est un ouvert contenant x0, donc aussi une boule ouverte B(x0, r), avec
r > 0. Donc limx→x0 inf f(x) > t, et en faisant t −→ f(x0) on obtient limx→x0 inf f(x) >
f(x0). Ceci reste évidemment vrai si f(x0) = −∞. L'inégalité inverse est toujours vraie,
donc limx→x0 inf f(x) = f(x0).
Réciproquement, supposons cette égalité est vraie en tout point x0 ∈ E. Soit t ∈
]−∞,+∞[ et supposons que f(x0) > t. Il existe alors r > 0 tel que infx∈B(x0,r) f(x) > t.
Le point x0 est donc intérieur à l'ensemble Ut = {x ∈ X / f(x) > t}. Comme ceci
est vraie pour tout x0 ∈ Ut, cet ensemble est donc ouvert. Le cas t = +∞ est trivial
(U+∞ = ∅).

Proposition 1.6.3. 1) Si (fi)i∈I est une famille quelconque de fonction sci de
E −→ R, l'enveloppe supérieure des (fi)i∈I , f = supi fi, est également sci.

2) Si f et g sont des fonctions de X dans R∪ {+∞}, et α, β des réels strictement
positifs, la fonction αf + βg est sci .

Démonstration. 1) On a epi f =
⋂
i epi fi. C'est donc un fermé, comme intersec-

tion de fermés.

2) Pour tout sous-ensemble A de E, on a :

inf
x∈A

(αf(x) + βg(x)) > α inf
x∈A

f(x) + β inf
x∈A

g(x)
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1.7. FONCTIONS CONVEXES SEMI-CONTINUE INFÉRIEUREMENT SUR UN
EVN

Il en résulte que pour tout x0 ∈ X, on a :

lim
x→x0

inf(αf(x) + βg(x)) > α lim
x→x0

inf f(x) + β lim
x→x0

inf g(x)

Si f et g sont sci, on en déduit

lim
x→x0

inf(αf(x) + βg(x)) > αf(x0) + g(x0).

L'inégalité inverse est triviale.

Considérons maintenant un sous-ensemble Y de E et une fonction f : Y −→ R
dé�nie sur Y .

Dé�nition 1.6.2. On dit que la fonction numérique f : Y −→ R est semi-continue
inférieurement si pour tout a ∈ R, l'ensemble {x ∈ Y / f(x) > a} est un ouvert de Y ,
c'est à dire l'intersection d'un ouvert de E avec Y .

Proposition 1.6.4. Si f : Y −→ R est une fonction sci, la fonction f̃ : E −→ R
dé�nie par :

f̃(x) =

{
limy→x infy∈Y f(y) si x ∈ Y .
+∞ sinon.

est un prolongement sci de f , et on a epi f̃ = (epi f).

Démonstration. Le fait que f̃(x) = f(x) pour x ∈ Y résulte de la semi-continuité
inférieure de f . Montrons que epi f̃ = (epi f), il en résultera que f̃ est sci.

a) Si (x, t) ∈ epi f , il existe une suite (xn, tn) convergeant vers (x, t). En particulier
x ∈ Y . Pour tout ε > 0, on a tn 6 t + ε, pour n > n0(ε), d'où f̃(x) 6
lim inf f(xn) 6 t+ ε ; en faisant ε −→ 0, on voit que f̃(x) 6 t, i.e. (x, t) ∈ epi f̃ .

b) Réciproquement, si (x, t) ∈ epi f̃ , on a f̃(x) < +∞, d'où x ∈ Y et f̃(x) =
lim infy−→x f(y). Il existe alors xn −→ x, xn ∈ Y telle que f(xn) −→ f̃(x). Soit
ε > 0 ; comme t + ε > f̃(x), on a f(xn) 6 t + ε pour n > n0(ε), c'est à dire
(xn, t + ε) ∈ epi f , et par conséquent (x, t + ε) ∈ epi f . En faisant ε −→ 0, on
obtient (x, t) ∈ epi f .

En particulier si Y est un ensemble fermé, toute fonction f : Y −→ R continue se
prolonge en une fonction sci sur E en posant :

f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ Y.
+∞ sinon.

1.7 Fonctions convexes semi-continue inférieurement

sur un evn

Soit (E, ‖.‖) un evn. En réunissant les résultats sur les fonctions convexes et les
fonctions sci des deux sections précédentes, on obtient immédiatement les résultats
suivants :
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1.8. THÉORÈME DE PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ D'UN
ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION FINIE

Proposition 1.7.1. Une fonction f : E −→ R est convexe sci si et seulement si son
épigraphe est convexe fermé.

Proposition 1.7.2. 1) L'enveloppe supérieure d'une famille quelconque de fonc-
tions convexes sci est convexe sci.

2) Si f et g sont des fonctions convexes sci de E dans R∪{+∞}, et α, β des réels
strictement positifs, la fonction αf + βg est convexe sci.

Soit C un convexe de E.

Proposition 1.7.3. Si f : C −→ R est une fonction convexe sci, la fonction
f̃ : E −→ R dé�nie par :

f̃(x) =

{
limy→x infy∈C f(y) si x ∈ C.
+∞ sinon.

est un prolongement convexe sci de f à E, et on a epi f̃ = (epi f).
En particulier si C est un convexe fermé, toute fonction f : C −→ R convexe continue
se prolonge en une fonction sci en posant :

f̃(x) =

{
f(x) si x ∈ C.
+∞ sinon.

1.8 Théorème de projection sur un convexe fermé

d'un espace euclidien de dimension �nie

Théorème 1.8.1. Soit C un convexe fermé non vide d'un espace euclidien de dimen-
sion �nie et x0 /∈ C. Il existe un point unique y0 ∈ C, appelé projection de x0 sur C,
qui réalise la distance de x0 à C. La projection de x0 sur C est caractérisée par :

∀y ∈ C, < x0 − y0, y − y0 >6 0.

Démonstration. Soit r = d(x0, C) > 0 et B = C ∩B(x0, 2r). On écrit :

d(x0, C) = inf
y∈C
‖y − x0‖ = inf

y∈B
‖y − x0‖

Or B est un fermé borné dans un espace de dimension �nie, il est donc compact. La
fonction continue y −→ ‖y−x0‖ atteint donc son minimum sur B. Le point y0 où cette
fonction atteint son minimum réalise la distance de x0 à C et ceci prouve l'existence
de la projection y0 ∈ C de x0 sur C.
La projection y0 véri�e : ∀y ∈ C, ‖x0 − y‖2 > ‖x0 − y0‖2, d'où en développant :

< x0 − y0, y − y0 >6 1/2‖y − y0‖2.

Soit 0 < θ < 1. On applique cette inégalité à yθ = θy + (1− θ)y0 ∈ C et on obtient :

θ < x0 − y0, y − y0 >6 (1/2)θ2‖y − y0‖2.
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1.9. INTÉRIEUR RELATIF D'UN CONVEXE DE DIMENSION FINIE

En divisant par θ et en faisant tendre θ vers 0, on obtient bien :

∀y ∈ C, < x0 − y0, y − y0 >6 0.

Réciproquement, si y0 ∈ C véri�e ∀y ∈ C, < x0 − y0, y − y0 >6 0, on a bien :

‖x0 − y‖2 = ‖x0 − y0‖2 + 2 < x0 − y0, y0 − y > +‖y0 − y‖2

> ‖x0 − y0‖2 + ‖y0 − y‖2 > ‖x0 − y0‖2.

et y0 réalise la distance de x0 à C. En plus, la dernière inégalité est stricte pour y 6= y0,
d'où l'unicité de la projection de x0 sur C.

1.9 Intérieur relatif d'un convexe de dimension �nie

Proposition 1.9.1. Soit C un convexe dans un espace vectoriel de dimension �nie E.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) C0 6= ∅.
ii) A�(C) = E.

iii) C contient un repère a�ne.

Dé�nition 1.9.1. On appelle dimension d'un convexe C la dimension de A�(C). C'est
aussi le nombre p maximal tel que C contiennent p+1 points a�nement indépendants.

Dé�nition 1.9.2. Soit C un convexe non vide d'un espace vectoriel de dimension �nie
E. On appelle intérieur relatif de C, et on note ri(C) l'intérieur de C relatif au sous-
espace a�ne A�(C).
Un point x de C est donc relativement intérieur à C s'il existe r > 0 tel que la boule
B(x, r) véri�e (B(x, r) ∩ A�(C)) ⊂ C.

Remarque 1.9.1. Cette notion d'intérieur relatif ne dépend pas de la norme considérée
sur l'espace de dimension �nie E.

Remarque 1.9.2. Tout convexe de dimension �nie a même adhérence que son inté-
rieur relatif. En particulier si le convexe est non vide, il en est de même de son intérieur
relatif.
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Chapitre 2

Séparation des convexes

2.1 Fonctionnelles convexes

Dé�nition 2.1.1. Une fonctionnelle non négative p, dé�nie sur un espace vectoriel
réel L, est dite convexe, si :

i) p(x+ y) 6 p(x) + p(y), ∀x, y ∈ L;

ii) p(αx) = αp(x), ∀x ∈ L et α > 0.

Nous n'exigeons pas que la valeur de p(x) soit �nie pour tous les x ∈ L ; autrement dit,
nous admettons que pour certains x ∈ L on peut avoir p(x) = +∞.

Exemple 2.1.1. 1) SoitM l'espace des fonctions bornées x sur un ensemble quel-
conque S et soit s0 un point �xe de S. Alors :

ps0(x) = |x(s0)|

est une fonctionnelle convexe.

2) Soit m l'espace des suites numériques bornées x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ). La fonc-
tionnelle :

p(x) = sup
n
|xn|

est convexe.

2.2 Théorème de Hahn-Banach

Soient L un espace vectoriel réel et L0 un sous-espace quelconque de L. Soit, en
outre, f0 une fonctionnelle linéaire dé�nie sur le sous-espace L0. Une fonctionnelle f ,
dé�nie sur l'espace L tout entier, est appelée prolongement de la fonctionnelle f0, si :

f(x) = f0(x) pour tous les x ∈ L0.

Le problème du prolongement d'une fonctionnelle se présente fréquemment en analyse.
Le rôle fondamental dans toutes ces questions appartient au théorème suivant.
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2.2. THÉORÈME DE HAHN-BANACH

Théorème 2.2.1. (de Hahn-Banach) Soit p une fonctionnelle convexe �nie, dé�nie
sur l'espace vectoriel réel L, et soit L0 un sous-espace vectoriel de L. Si f0 est une
fonctionnelle linéaire sur L0, majorée (sur L0) par la fonctionnelle p(x), c'est à dire si
pour tout x ∈ L0 on a :

f0(x) 6 p(x). (2.1)

alors f0 peut être prolongée de façon à obtenir une fonctionnelle linéaire f sur L,
majorée par p(x) partout sur L.

Démonstration. Montrons que si L0 6= L, la fonctionnelle f0 peut être prolongée à un
sous-espace L

′
, plus vaste que L0, tout en respectant la condition (2.1). En e�et, soit z

un élément quelconque de L n'appartenant pas à L0 et soit L
′
le sous-espace engendré

par L0 et z. Chaque élément de L
′
est de la forme :

tz + x, où x ∈ L0

Si f
′
est le prolongement cherché de la fonctionnelle f0 à L

′
, on a :

f
′
(tz + x) = tf

′
(z) + f0(x).

ou, si l'on pose f
′
(z) = c,

f
′
(tz + x) = tc+ f0(x).

Choisissons maintenant c de façon que la condition de majoration (2.1) soit conservée
sur L

′
, c'est à dire de façon que pour tous les x ∈ L0 et tous les t réels on ait l'inégalité :

f0(x) + tc 6 p(x+ tz).

pour t > 0 cette inégalité équivaut à la condition :

f0(
x

t
) + c 6 p(

x

t
+ z) ou c 6 p(

x

t
+ z)− f0(

x

t
), (2.2)

pour t < 0 elle est équivalente à la condition :

f0(
x

t
) + c > −p(−x

t
− z) ou c > −p(−x

t
− z)− f0(

x

t
). (2.3)

Montrons qu'il existe toujours un nombre c satisfaisant à ces deux conditions. Soient
y
′
et y

′′
deux éléments arbitraires de L0. Alors :

− f0(y
′′
) + p(y

′′
+ z) > −f0(y

′
)− p(−y′ − z). (2.4)

ceci résulte de l'inégalité :

f0(y
′′
)− f0(y

′
) 6 p(y

′′ − y′) = p((y
′′

+ z)− (y
′
+ z)) 6 p(y

′′
+ z) + p(−y′ − z).

posons :
c
′′

= inf
y′′

(−f0(y
′′
) + p(y

′′
+ z)),

c
′
= inf

y′
(−f0(y

′
)− p(−y′ − z)),
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2.2. THÉORÈME DE HAHN-BANACH

Comme les éléments y
′
et y

′′
sont arbitraires, de (2.4) il résulte que c

′′
> c

′
. En choi-

sissons c de façon que :
c
′
6 c 6 c

′′
,

dé�nissons la fonctionnelle f
′
sur L

′
par la formule :

f
′
(tz + x) = tc+ f0(x).

cette fonctionnelle satisfait à la condition de majoration (2.1).
Ainsi, nous avons montré que si une fonctionnelle f0 est dé�nie sur un sous-espace
L0 ⊂ L est véri�e sur L0 la condition (2.1), elle peut être prolongée à un sous-espace
plus grand L

′
de façon que la condition (2.1) soit conservée.

Si dans L on peut choisir un système dénombrable d'éléments x1, x2, . . . , xn, . . . en-
gendrant l'espace L tout entier, on construit la fonctionnelle sur L par récurrence, en
considérant la suite de sous-espaces :

L(1) = {L0, x1}, L(2) = {L(1), x2}, . . .

(ici {L(k), xk+1} désigne le plus petit sous-espace vectoriel de L contenant LK et xk+1).
Comme tout élément x ∈ L se trouve alors dans un sous-espace L(k) , la fonctionnelle
f0 sera prolongée à l'espace L tout entier.
Dans le cas général (c'est à dire lorsqu'il est impossible de trouver un ensemble dénom-
brable d'éléments engendrant l'espace L) la démonstration fait un appel au lemme de
Zorn. L'ensemble F de tous les prolongements de la fonctionnelle f0, véri�ant la condi-
tion (2.1), est ordonné, et tout sous-ensemble totalement ordonné F0 ⊂ F possède une
borne supérieure. Cette borne supérieure n'est autre chose que la fonctionnelle dé�nie
sur la réunion des domaines de dé�nition des fonctionnelles f

′ ∈ F0 et coïncidant avec
chacune de ces fonctionnelles f

′
sur son domaine de dé�nition. En vertu du lemme de

Zorn, l'ensemble F possède un élément maximal f . Cet élément maximal f est préci-
sément la fonctionnelle cherchée. En e�et, elle est un prolongement de la fonctionnelle
initiale f0, véri�e la condition (2.1) et est dé�nie sur tout l'espace L, car sinon nous
l'aurions prolongée de la manière indiquée ci-dessus à un sous-espace plus grand que le
sous-espace propre sur lequel elle est dé�nie, de sorte que f ne serait pas un élément
maximal de F.

Théorème 2.2.2. (de Hahn-Banach dans un espace normé) Soient E un espace normé
réel, L un sous-espace de E et f0 une fonctionnelle linéaire bornée sur L. Cette fonc-
tionnelle peut être prolongée de façon à obtenir une fonctionnelle linéaire f sur l'espace
E tout entier sans augmenter la norme, c'est à dire de façon que :

‖f0‖L = ‖f‖E.

Démonstration. Soit :
‖f0‖L = k.

Il est clair que k‖x‖ est une fonctionnelle convexe. En prenant cette fonctionnelle pour p
et en appliquant le théorème général de Hahn-Banach, on obtient le résultat voulu.

Le théorème de Hahn-Banach sous cette forme admet l'interprétation géométrique
suivante. L'équation :

f0(x) = 1.
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2.3. THÉORÈMES DE SÉPARATION EN DIMENSION FINIE

dé�nit dans le sous-espace L un hyperplan situé à la distance 1
‖f0‖ de zéro. En pro-

longeant la fonctionnelle f0 à l'espace E tout entier, sans augmenter sa norme, nous
traçons par cet hyperplan "partiel" un hyperplan "plus grand" dans l'espace E tout
entier, sans lui "permettre" de s'approcher de zéro.

Corollaire 2.2.1. Soit E un espace normé. Quels que soient x1, x2 ∈ E, x1 6= x2, il
existe une fonctionnelle linéaire continue f qui sépare ces points, c'est à dire telle que
f(x1) 6= f(x2).

Démonstration. Ceci équivaut à l'existence, pour tout x0 6= 0, d'une fonctionnelle
séparant x0 de 0, c'est à dire telle que f(x0) 6= 0. Pour construire une telle fonctionnelle,
considérons d'abord les éléments de la forme λx0 et dé�nissons sur le sous-espace formé
par ces éléments une fonctionnelle f0, en posant f(λx0) = λ ; ensuite, prolongeons cette
fonctionnelle (en utilisant le théorème de Hahn-Banach) à l'espace E tout entier. En
dé�nitive, nous obtiendrons une fonctionnelle linéaire continue f véri�ant la condition
f(x0) = 1 6= 0.

2.3 Théorèmes de séparation en dimension �nie

Théorème 2.3.1. (Séparation d'un point et d'un convexe fermé dans un espace de
dimension �nie) Si C est un convexe fermé non vide d'un espace E de dimension �nie
et x0 un point de E n'appartient pas à C il existe un hyperplan a�ne H séparant
strictement x0 de C ; c'est à dire que C et x0 sont inclus chacun dans un demi-espace
ouvert di�érent dé�ni par H. En particulier C est inclus dans l'un des demi-espaces
a�nes associés à H.

Démonstration. Soient x0 et C comme dans l'énoncé. La distance d(x0, C) = inf{‖y−
x0‖ / y ∈ C} de x0 à C est strictement positive, puisque x0 /∈ C et C est fermé.
Le théorème de projection sur un convexe fermé d'un espace euclidien 1.8.1, dit qu'il
existe un unique point y0 de C réalisant cette distance (i.e. ‖y0 − x0‖ = d(x0, C)),
caractérisé par les inéquations :

∀y ∈ C, < y − y0, x0 − y0 >6 0.

Soit H l'hyperplan médiateur du segment [x0, y0]. Pour tout y ∈ C, on a :

‖y − x0‖2 = ‖y − y0‖2 + 2 < y − y0, y0 − x0 > +‖y0 − x0‖2 > ‖y − y0‖2.

donc y appartient au demi-espace ouvert {x ∈ E / d(x, y0) < d(x, x0)} dé�ni par H
auquel x0 n'appartient pas.

Remarque 2.3.1. Il revient au même de dire que si x0 n'appartient pas au convexe
fermé C, il existe une forme linéaire f sur E (de la forme x 7−→< u, x >) telle que
supx∈C f(x) < f(x0).

Remarque 2.3.2. Les résultats précédents 2.3.1, sont vrais dans un espace vectoriel
normé de dimension in�nie ; la preuve donnée ici est spéci�que à la dimension �nie.
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2.3. THÉORÈMES DE SÉPARATION EN DIMENSION FINIE

Théorème 2.3.2. (Séparation d'un point et d'un convexe ouvert dans un espace de
dimension �nie) Soit C un convexe ouvert non vide d'un espace E de dimension �nie
et x0 un point de E n'appartient pas à C. Alors il passe un hyperplan disjoint de C.

Théorème 2.3.3. Si C est un convexe non vide d'un espace E de dimension �nie et x0

un point de E n'appartient pas à ri(C), il existe un hyperplan a�ne H de E, contenant
x0 et disjoint de ri(C). De plus C est inclus dans l'un des demi-espaces a�nes associés
à H.

Remarque 2.3.3. On voit donc qu'il existe une forme linéaire non nulle f sur E (de
la forme x 7−→< u, x >) telle que supx∈C f(x) 6 f(x0).

D'après les théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 de séparation, on déduit ce qu'on appelle habi-
tuellement les théorèmes de Hahn-Banach :

Corollaire 2.3.1. (Théorème de Hahn-Banach, première forme géométrique dans les
espaces de dimension �nie) Soient C1 et C2 deux convexes non vides et disjoints de
l'espace vectoriel normé E. On suppose que C1 est ouvert. Il existe alors un hyperplan
a�ne H séparant strictement C1 de C2. Plus précisément il existe une forme linéaire
f sur E et un réel a tels que ∀x1 ∈ C1, ∀x2 ∈ C2, f(x1) < a 6 f(x2).

Démonstration. On applique le théorème 2.3.3 au point 0 et au convexe non vide
C1 − C2 = {y − z / y ∈ C1, z ∈ C2}. D'où il existe f forme linéaire telle que ∀y ∈ C1,
∀z ∈ C2, f(y − z) < f(0) = 0 ; on en déduit, en notant a = infz∈C2 f(z) que ∀x1 ∈ C1,
∀x2 ∈ C2, f(x1) 6 a 6 f(x2). La première inéquation signi�e que C1 est inclus dans
l'intérieur du demi-espace f(x) 6 a ; comme C1 est ouvert, il est en fait inclus dans
l'intérieur du demi-espace, c'est à dire le demi-espace ouvert f(x) < a.

Corollaire 2.3.2. (Théorème de Hahn-Banach, deuxième forme géométrique dans les
espaces de dimension �nie) Soit C un convexe non vide de l'espace vectoriel normé E.
Tout sous-espace a�ne M disjoint de C est inclus dans un hyperplan a�ne H disjoint
de C.

Démonstration. Le convexe C − M = {x − y / x ∈ C, y ∈ M} est non vide et ne
contient pas le point 0. Il existe donc d'après le théorème 2.3.3 une forme linéaire f
telle que f(x − y) > f(0) = 0 pour tout x ∈ C, y ∈ M . Alors la forme linéaire f est
constante sur M (si elle prend des valeurs distinctes en deux points y1, y2 ∈ M , sa
restriction à la droite y1y2 prend toutes les valeurs réelles, donc ne peut être majorée
par f(x)). Soit a cette valeur constante. On a donc M ⊂ H = {y / f(y) = a} qui est
l'hyperplan a�ne recherché.

Corollaire 2.3.3. Par tout point non intérieur d'un convexe de E il passe un hyperplan
d'appui.

Démonstration. Si le convexe C est d'intérieur non vide c'est une conséquence directe
du théorème 2.3.2 (puisque C0 = ri(C)). Si C est d'intérieur vide, A�(C) est un sous-
espace a�ne de E, di�érent de E. Il est donc inclus dans un hyperplan a�ne H ; celui-ci
contient C, donc est bien un hyperplan d'appui de C.

Corollaire 2.3.4. Tout convexe fermé de dimension �nie distinct de l'espace entier
est intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent et qui sont associés à des
hyperplans d'appui.
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2.4. STRUCTURE DES CONVEXES COMPACTS DE DIMENSION FINIE

2.4 Structure des convexes compacts de dimension �-

nie

Proposition 2.4.1. Soit K un convexe compact d'un espace vectoriel normé E. Pour
tout hyperplan vectoriel fermé V de E il existe un hyperplan d'appui fermé de K pa-
rallèle à V . De plus K est l'intersection des demi-espaces le contenant déterminés par
ses hyperplans d'appui.

Démonstration. Tout hyperplan vectoriel fermé V a pour équation f(x) = 0, où f
est une forme linéaire non nulle. Cette forme linéaire est évidemment continue, elle
atteint donc son maximum M et son minimum m sur K. Les hyperplans d'équations
f(x) = m et f(x) = M rencontrent donc K. Comme K est inclus dans les demi-espaces
f(x) > m et f(x) 6 M , ces hyperplans sont bien des sont des hyperplans d'appui de
K, de direction V .
Si x0 ∈ E est un point n'appartenant pas à K, il existe d'après la théorème 2.3.1
une forme linéaire continue f telle que M := supx∈K f(x) < f(x0). Le demi-espace
f(x) 6M contient K mais non x0.

Remarque 2.4.1. En fait on voit que soit K est inclus dans un hyperplan parallèle à
V , soit il est inclus dans une bande dé�nie par deux hyperplans d'appui parallèle à V .

Le théorème qui suit est la version �nie-dimensionnelle d'un théorème de Krein et
Milman.

Théorème 2.4.1. (Krein-Milman) Tout convexe compact K de dimension �nie est
l'enveloppe convexe de ces points extrémaux.

En vue de préciser le théorème de structure précédent, on rappelle le théorème de
Carathédoory :

Proposition 2.4.2. (Théorème de Carathéodory) Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion �nie p, et A un sous-ensemble de E.

i) Tout point du cône convexe engendré par A est combinaison linéaire à coe�-
cients positifs d'au plus p éléments de A.

ii) Tout point de l'enveloppe convexe de A est combinaison convexe d'au plus p+ 1
éléments de A.

Corollaire 2.4.1. Dans un espace de dimension �nie p, tout point d'un convexe com-
pact est combinaison convexe d'au plus p+ 1 points extrémaux du convexe.

Une autre conséquence du théorème de Carathéodory est relative à l'enveloppe
convexe d'un ensemble compact, ce résultat a été annoncé au chapitre 1, remarque
1.3.2.

Proposition 2.4.3. Dans un espace vectoriel de dimension �nie, l'enveloppe convexe
de tout compact est encore compacte.
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Démonstration. Soit p la dimension de E, K un compact de E ;
posons : Tp = {(λ1, . . . , λp) ∈ [0, 1]p /

∑p
i=1 λi = 1} : Tp est un compact (car fermé

dans [0, 1]p). Soit h l'application continue Tp+1 ×Kp+1 −→ E,
(λ1, . . . , λp+1, x1, . . . , xp+1) −→

∑p+1
i=1 λixi. On a coK = h(Tp+1 × Kp+1) d'après le

théorème de Carathéodory, donc coK est compacte (image d'un compact par une ap-
plication continue).
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Chapitre 3

Continuité et calcul di�érentiel de

champs scalaires et vectoriels

3.1 Fonctions de Rn vers Rm

Nous considérons ici des fonctions

f : V −→ W.

où V et W sont des espaces vectoriels de dimensions �nies. Plus précisément, nous
considérons le choix : V = Rn et W = Rm. Lorsque m = n = 1, une telle fonction est
appelée fonction d'une variable réelle à valeurs réelles. Lorsque n = 1 et m > 1, cette
fonction est appelée une fonction vectorielle d'une variable réelle à valeurs réelles. Nous
faisons l'hypothèse ici que n > 1 et m > 1. Lorsque m = 1, la fonction est appelée
fonction à valeurs réelles d'une variable vectorielle réelle, ou plus brièvement, un champ
scalaire. Lorsque m > 1, elle est appelée fonction à valeurs vectorielles réelles d'une
variable vectorielle, ou tout simplement champ de vecteurs (réel).

Nous allons nous intéresser ici à étendre les concepts connus, de limite, continuité et
dérivée à des champs scalaires et vectoriels. Nous utilisons, dans la suite de chapitre, les
notations suivantes. Si f est un champ scalaire dé�ni en un point x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
les notations f(x) et f(x1, . . . , xn) seront utilisées pour désigner la valeur de f en ce
point particulier. Si f est un champ de vecteurs, nous écrivons également f(x) ou
f(x1, . . . , xn).

Dé�nissons le produit scalaire usuel de deux vecteurs réels comme :

< x,y >=
n∑
k=1

xkyk, ∀(x,y) ∈ Rn × Rn,

et la norme associé :
‖x‖ =< x,x >

1
2 .

Les points dans le plan sont généralement notés (x, y) à la place de (x1, x2) et (x, y, z)
plutôt que (x1, x2, x3) dans le cas tridimensionnel.

Les champs scalaires et vectoriels dé�nis sur des sous-ensembles de R2 ou R3 (voir
plus) apparaissent très souvent et de manière naturelle dans les sciences de l'ingénieur.
En e�et, dans de nombreux problèmes, on s'intéresse aux variations d'un champ. Dans
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le cas unidimensionnel, c'est la dérivée qui traduit cette idée. La notion de dérivée
s'applique aux fonctions dé�nies sur des ouverts. Généralisons cette idée dans le cas de
Rn.

3.2 Notion de continuité

3.2.1 Boules ouvertes et ensembles ouverts

Soit x0 un point de Rn et r > 0 un nombre réel donné, strictement positif. L'en-
semble des points x de Rn tels que : ‖x − x0‖ < r, est appelée une n-boule ouverte
de rayon r et de centre x0. On la note B(x0, r). Un exemple est donné en dimension
un par un intervalle ouvert de centre x0. Dans R2, nous trouvons le disque circulaire
ouvert de centre x0 et de rayon r. Dans R3, c'est la boule usuelle ouverte de centre x0

et de rayon r.

Dé�nition 3.2.1. (d'un point intérieur de S). Soit S un sous-ensemble de Rn et soit
x0 ∈ S. Alors, x0 est appelée un point intérieur de S s'il existe une n-boule ouverte
de centre x0, tel que tous ses points appartenant à S. L'ensemble de tous les points
intérieurs de S est appelée l'intérieur de S est noté intS.

Un ouvert contenant un point x0 est appelée un voisinage de x0.

Dé�nition 3.2.2. (d'un ouvert). Un ensemble S de Rn est appelée ouvert si tous ses
points sont des points intérieurs. En d'autres termes, si et seulement si S = intS.

Exemple 3.2.1. En dimension un, nous pouvons donner l'exemple d'un intervalle ou-
vert, ou encore d'une réunion d'intervalles ouverts. Un contre-exemple est un intervalle
fermé. En dimension deux, un disque ouvert est un exemple (sans compter le bord). Un
autre exemple est un rectangle du type ]a, b[×]c, d[. Un contre-exemple est un ouvert de
R considéré dans R2.

Introduisons maintenant la notion d'extérieur et de frontière.

Dé�nition 3.2.3. (d'extérieur et de frontière). Un point x est dit être extérieur à
un ensemble S dans Rn s'il existe une n-boule B(x) ne contenant aucun point de S.
L'ensemble de tous les points dans Rn extérieurs à S est appelée l'extérieur de S et
est noté extS. Un point qui n'est ni dans l'extérieur ni dans l'intérieur de S est appelé
un point frontière de S et est noté ∂S. Un ensemble S de Rn est dit fermé si son
complémentaire dans Rn (noté −S ou encore Sc) est ouvert.

3.2.2 Limite et continuité de champs scalaires et vectoriels

Les concepts de limite et continuité sont facilement étendus à des champs scalaires
et vectoriels. Nous allons reformuler ce concept pour des champs vectoriels, celui-ci
étant directement applicable aux champs scalaires.
Avant cela, commençons par rappeler la dé�nition de la limite puis continuité d'une
fonction dans Rn.
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Dé�nition 3.2.4. Soit f une fonction R de dans R. Nous dirons que la fonction f
admet comme limite ` en un point x0 si :

∀ε > 0, ∃η > 0, |x− x0| < η ⇒ |`− f(x)| < ε.

Nous le noterons :
lim
x−→x0

f(x) = `.

Dé�nition 3.2.5. Soit f une fonction de R dans R. La fonction f est dite continue
en x0 si :

∀ε > 0, ∃η > 0, |x− x0| < η ⇒ |f(x0)− f(x)| < ε.

Considérons maintenant une fonction f : S −→ Rm, où S est un sous-ensemble de Rn.
Soient x0 ∈ Rn et L ∈ Rm. Nous écrivons :

lim
x−→x0

f(x) = L, (3.1)

Ce que signi�e que :
lim

‖x−x0‖−→0
‖f(x)− L‖ = 0. (3.2)

Le symbole limite dans l'équation (3.2) est la limite au sens usuel du calcul élémentaire.
Dans cette dé�nition, il n'est pas nécessaire que f soit dé�nie en x0.
Ecrivons h = x− x0 ; alors, l'équation (3.2) devient :

lim
‖h‖−→0

‖f(x0 + h)− L‖ = 0.

Pour des points dans R2, nous écrivons (x, y) pour x et (x0, y0) pour x0. Ainsi, la
relation (3.1) prend la forme :

lim
(x,y)−→(x0,y0)

f(x, y) = L.

Pour des points dans R3, nous considérons la notation x = (x, y, z) et x0 = (x0, y0, z0).
Par conséquent, nous avons :

lim
(x,y,z)−→(x0,y0,z0)

f(x, y, z) = L.

Une fonction est dite continue en x0 si f est dé�nie en x0 et si :

lim
x−→x0

f(x) = f(x0).

Dé�nition 3.2.6. Nous dirons que f est continue en x0 sur un ensemble S si f est
continue en tout point de S. On le note f ∈ C0(S).

Puisque ces dé�nitions sont des extensions directes de celles établies dans le cas uni-
dimensionnel, il n'est pas surprenant d'apprendre que beaucoup de propriétés familières
de la limite et de la continuité peuvent aussi être étendues. Pour les champs scalaires,
les théorèmes basiques concernant les limites et continuités de sommes, produits et
quotients ne sont pas dé�nis mais nous avons les théorèmes suivantes.
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Théorème 3.2.1. Si limx−→x0 f(x) = L et limx−→x0 g(x) = M, nous avons également :

a) limx−→x0(f + g)(x) = L + M,

b) limx−→x0 λf(x) = λL, ∀λ ∈ R,
c) limx−→x0(f .g)(x) = L.M,

d) limx−→x0 ‖f(x)‖ = ‖L‖.
Exemple 3.2.2. (continuité des composantes d'un champ de vecteurs). Si un champ
vectoriel f a ses valeurs dans Rm, chaque valeur f(x) de la fonction a m composantes
et nous pouvons écrire :

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)).

Les champs scalaires f1, . . . , fm sont appelés composantes du champ de vecteur f . On
peut montrer que f est continue en un point si et seulement si chaque composante fk
est continue en ce point.

On peut construire d'autres exemples de fonctions grâce au théorème suivant sur
les fonctions composées.

Théorème 3.2.2. Soient f et g des fonctions telles que la fonction composée f ◦g soit
dé�nie au voisinage de x0, où :

(f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Si g est continue en x0 et si f est continue en g(x0), alors la composée f ◦g est continue
en x0.

Exemple 3.2.3. Le théorème précédent implique la continuité des champs scalaires h,
où h(x, y) est donnée par les formules telle que :

i) sin(x2y),

ii) log(x2 + y2),

iii) exp(x+y)
x+y

,

iv) log(cos(x2 + y2)).

Ces exemples conduisent à des fonctions continues en tout point où la fonction est
dé�nie. La première est continue en tous les points du plan, la seconde en tous les
points en dehors de l'origine, la troisième en tous les points tels que x+y 6= 0, et en�n,
la quatrième en tous les points tels que x2 + y2 n'est pas un multiple impair de π

2
. Plus

précisément, ce dernier ensemble correspond aux points (x, y) tels que :

x2 + y2 =
nπ

2
, n = 1, 3, 5, . . .

C'est une famille de cercles centrés à l'origine. Ces exemples montrent notamment que
l'ensemble des discontinuités d'une fonction de deux variables peut être un ou des points
isolés, des courbes entières ou des familles de courbes.

Exemple 3.2.4. Une fonction de deux variables peut être continue en chacune des
variables séparément et être discontinue comme une fonction de deux variables. Vous
pouvez considérer à titre d'exemple la fonction dé�nie par :

f(x, y) =
xy

x2 + y2
, si(x, y) 6= (0, 0),

f(0, 0) = 0.
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3.3 Divers notions de dérivations

Nous introduirons dans cette section plusieurs notions de dérivée d'un champ sca-
laire : dérivée par rapport à un vecteur, directionnelle, partielle, de Gâteaux et totale.
Nous verrons que ces notions sont distinctes. Nous établirons cependant un certain
nombre de liens entre elle et avec le propriété de continuité.

3.3.1 La dérivée d'un champ scalaire par rapport à un vecteur

Soit f un champ scalaire dé�ni sur un ensemble S de Rn, et soit x0 un point intérieur
de S. Nous souhaitons étudier la manière dont vraie un champ scalaire lorsque nous
bougeons de x0 vers un point proche. Par exemple, supposons que f(x0) représente la
température en un point x0 donné dans une salle chau�ée dont une fenêtre est ouverte.
Si nous nous rapprochons de la fenêtre, la température tend à décroître, si nous nous
rapprochons du chau�age, la température augmente. En général, la manière dont le
champ change dépend de la direction selon laquelle nous nous dirigeons à partie de x0.
Supposons que nous spéci�ons cette direction par un second vecteur y. Plus précisé-
ment, supposons que nous allions de x0 vers x0 + y le long de la ligne joignant x0 et
x0 +y. Chaque point de ce segment est alors de la forme x0 +hy, où h ∈ R. La distance
de x0 à x0 +hy est ‖hy‖ = |h|‖y‖. Puisque x0 est un point intérieur de S, il existe une
n-boule B(x0, r) contenue entièrement dans S. Si h est choisit tel que |h|‖y‖ < r, le
segment x0 reliant à x0 + y se trouve dans S. Supposons que h 6= 0 mais su�samment
petit pour garantir que x0 + hy ∈ S et formons le quotient :

f(x0 + hy)− f(x0)

h
. (3.3)

Le numérateur de ce quotient nous dit comment vraie la fonction lorsque nous bougeons
de x0 à x0 + hy. Le quotient est appelé le taux de variation de f sur le segment de
ligne joignant x0 à x0 + hy. Intéressons nous au comportement de ce quotient lorsque
h −→ 0.

Dé�nition 3.3.1. (de la dérivée d'un champ scalaire par rapport à un vecteur). Soit
f : S −→ R un champ scalaire donné. Soit x0 un point intérieur de S et soit y un
point arbitraire dans Rn. La dérivée de f en x0 par rapport à y, notée f

′
(x0,y), est

dé�nie par l'équation :

f
′
(x0,y) = lim

h−→0

f(x0 + hy)− f(x0)

h
,

lorsque la limite dé�nie dans le membre de droite de l'équation ci-dessus existe.

Théorème 3.3.1. (de le valeur moyenne pour les dérivées de champs scalaires). Sup-
posons que la dérivée f

′
(x0 + hy,y) existe pour tout h dans l'intervalle 0 6 h 6 1.

Alors, pour un certain θ réel dans l'intervalle ouvert 0 < θ < 1, nous avons :

f(x0 + y)− f(x0) = f
′
(z,y), où z = x0 + θy.
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3.3.2 Dérivées directionnelles, dérivées partielles et dérivée de

Gâteaux

Dans la cas particulier où y est un vecteur unitaire (c'est à dire ‖y‖ = 1), la
distance entre x0 et x0 + hy est |h|. Dans ce cas, le quotient (3.3) représente le taux
de f variations de par unité de distance le long du segment joignant x0 à x0 + hy ; la
dérivée f

′
(x0,y) est appelée dérivée directionnelle.

Dé�nition 3.3.2. (des dérivées directionnelles, partielles et de la dérivée de Gâteaux).
Si y est un vecteur unitaire, la dérivée f

′
(x0,y) est appelée dérivée directionnelle de

f en x0 selon la direction y. En particulier, si y = ek (le k-ème vecteur unitaire des
coordonnées), la dérivée directionnelle f

′
(x0, ek) est appelée la dérivée partielle de f

par rapport à ek et est notée Dkf(x0). Ainsi , nous avons :

Dkf(x0) = f
′
(x0, ek).

La fonction f est dite Gâteaux-dérivable en x0 si et seulement si f est dérivable en x0

par rapport à tous les vecteurs y, et que l'application y −→ f
′
(x0,y) est linéaire. Cette

dernière application linéaire est alors appelée dérivée de Gâteaux de f en x0.
Les notations suivantes sont également utilisées pour les dérivées partielles en un point
a.

Dkf(a1, . . . , an),
∂f

∂xk
(a1, . . . , an), f

′

xk
(a1, . . . , an).

Quelques fois, la dérivée f
′
xk

est écrite sans le prime comme fxk . Dans R2, les vec-
teurs unitaires des coordonnées s'écrivent i et j. Si x0 = (x0, y0), les dérivées partielles
f
′
(x0, i) et f

′
(x0, j) s'écrivent aussi :

∂f

∂x
(x0, y0) et

∂f

∂y
(x0, y0),

respectivement. Dans R3, si x0 = (x0, y0, z0), les dérivées partielles D1f(x0), D2f(x0),
et D3f(x0) sont aussi notées :

∂f

∂x
(x0, y0, z0) ,

∂f

∂y
(x0, y0, z0) et

∂f

∂z
(x0, y0, z0).

3.3.3 Dérivées partielles d'ordre supérieur

Les dérivées partielles produisent de nouveaux champs scalaires D1f, . . . , Dnf pour
un champ f donné. Les dérivées partielles de D1f, . . . , Dnf sont appelées dérivées
secondes de f . Pour les fonctions de variables, il y a quatre dérivées partielles secondes
que l'on écrit :

D1(D1f) =
∂2f

∂x2
, D1(D2f) =

∂2f

∂x∂y
, D2(D1f) =

∂2f

∂y∂x
et D2(D2f) =

∂2f

∂y2
.

On utilise quelques fois la notationDi,jf pour la dérivée secondeDi(Djf). Par exemple,
D1,2f = D1(D2f). Selon la notation ∂, on précise l'ordre de dérivation en écrivant :

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
(
∂f

∂y
).
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3.3.4 Dérivées directionnelles et continuité

Dans le cas unidimensionnel, l'existence de la dérivée d'une fonction f en un point
implique la continuité en ce point. Ceci se montre facilement en prenant h 6= 0 et en
écrivant :

f(x0 + h)− f(x0) = (
f(x0 + h)− f(x0)

h
)h.

Lorsque h −→ 0, le membre de droite tend vers 0 (= f
′
(x0).0) et ainsi f(x0+h) −→h−→0

f(x0).
Appliquons maintenant le même argument à un champ scalaire général. Supposons que
la dérivée f

′
(x0,y) existe pour un certain y. Alors, si h 6= 0, on peut écrire :

f(x0 + hy)− f(x0) = (
f(x0 + hy)− f(x0)

h
)h.

Lorsque h tend vers 0, le membre de droite tend vers f
′
(x0,y).h = 0 ; ainsi, l'existence

de f
′
(x0,y) pour un y donné implique que :

lim
h−→0

f(x0 + hy) = f(x0).

pour le même y. Ceci signi�e que f(x) −→ f(x0) lorsque x −→ x0 le long d'une ligne
droite passant par x0 et ayant comme direction y. Si f

′
(x0,y) existe pour tout vecteur

y, alors f(x) −→ f(x0) lorsque x −→ x0 le long d'une ligne droite passant par x0.
Ceci semble suggérer que f est continue en x0. De manière assez surprenante, cette
conclusion peut être fausse. Les exemples suivants décrivent des champs scalaires qui
possèdent une dérivée directionnelle selon chaque direction partant de 0 mais qui ne
sont pas continus en ce point.
Un premier exemple est donné par la fonction f dé�nie de la manière suivante :

f(x, y) = 1 si x < 0 ou y > x2,

f(0, 0) = 0 sinon.

Il est clair que ce champ admet une dérivée directionnelle (nulle) selon chaque
direction. Toutefois, le champ n'est pas continu à l'origine.
Soit maintenant f : R2 −→ R telle que :

f(x, y) =
xy2

x2 + y4
, si x 6= 0,

f(0, 0) = 0, sinon.

Soit x0 = (0, 0) et y = (a, b) un vecteur. Si a 6= 0 et si h 6= 0, nous avons :

f(0 + hy)− f(0)

h
=
f(ha, hb)

h
=

ab2

a2 + h2b4
.

Soit h −→ 0. Nous trouvons f
′
(0,y) = b2

a
. Si y = (0, b), nous trouvons, de ma-

nière similaire que f
′
(0,y) = 0. Ainsi, f

′
(0,y) existe pour toute direction y. De plus,

f(x) −→ 0 lorsque x −→ 0 le long de toute ligne droite partant de l'origine Toutefois,
en chaque point de la parabole x = y2 (excepté à l'origine) la fonction a comme valeur
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1/2. Puisque de tels points existent arbitrairement proche de l'origine et que f(0) = 0,
la fonction f n'est pas continue en 0. Cet exemple montre que l'existence de toutes les
dérivées directionnelles n'implique pas la continuité en ce point. Pour cette raison, les
dérivées directionnelles sont une extension insatisfaisante du concept de dérivée. Une
généralisation plus satisfaisante existe. Elle implique la continuité et simultanément,
nous permet d'étendre les principaux résultats rencontrés dans le cas unidimensionnel
à des dimension supérieures. C'est ce que l'on appelle la dérivée totale.

3.3.5 La dérivée totale

Rappelons que, dans le cas unidimensionnel, une fonction f qui admet une dérivée
en un point x0 peut être approchée près de ce point par une approximation linéaire de
Taylor. Si f

′
(x0) existe, nous notons E(x0, h) la di�érence :

E(x0, h) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0), si h 6= 0. (3.4)

Dé�nissons E(x0, 0) = 0. De (3.4), nous obtenons la formule :

f(x0 + h) = f(x0) + f
′
(x0)h+ hE(x0, h),

qui a également lieu pour h = 0. C'est ce que l'on appelle le développement de Taylor
du premier ordre pour approcher f(x0 + h) − f(x0) par f

′
(x0). L'erreur commise est

hE(x0, h). De (3.4), nous voyons que E(x0, h) −→ 0 lorsque h −→ 0. En cela, l'erreur
commise sur hE(x0, h) est d'ordre inférieur à h, pour h petit. Ce point de vue qui
consiste à approcher une fonction di�érentiable par une fonction linéaire suggère une
manière d'étendre le concept de di�érentiabilité à des dimensions supérieures.

Soit f : S −→ R un champ scalaire dé�ni sur un ensemble S de Rn. Soit x0 un
point intérieur de S et B(x0, r) une n-boule se trouvant dans S. Soit v un vecteur tel
que ‖v‖ < r ; ainsi, x0 + v ∈ B(x0, r).

Dé�nition 3.3.3. Nous dirons que f est di�érentiable en x0 s'il existe une transfor-
mation linéaire

Tx0 : Rn −→ R,

et une fonction scalaire E(x0,v) telle que :

f(x0 + v) = f(x0) + Tx0(v) + ‖v‖E(x0,v), (3.5)

pour ‖v‖ < r, où lim‖v‖−→0E(x0,v) = 0. La transformation linéaire Tx0 est appelée la
dérivée totale 1 de f en x0.
L'équation (3.5), qui a lieu pour ‖v‖ < r, est appelée formule de Taylor du premier
ordre pour f(x0 + v). Ceci donne une approximation linéaire, Tx0(v), de la di�érence
f(x0 + v) − f(x0). L'erreur dans l'approximation est ‖v‖E(x0,v), un terme qui est
d'ordre inférieur à ‖v‖ lorsque ‖v‖ −→ 0 (c'est à dire E(x0,x) = ◦(‖v‖) lorsque
‖v‖ −→ 0). Le prochain théorème montre que si la dérivée totale existe, alors elle est
unique. Il nous dit également comment calculer la dérivée totale Tx0(v), ∀v ∈ Rn.

1. La dérivée totale n'est pas un nombre mais une application linéaire. La quantité Tx0
(v) est un

nombre ; il est dé�ni pour point v de Rn. La dérivée totale a été introduite par Young en 1908 puis

par Fréchet en 1911.
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Théorème 3.3.2. Supposons que f soit di�érentiable en x0 et de dérivée totale Tx0.
Alors, la dérivée f

′
(x0,y) existe pour tout y ∈ Rn et nous avons :

Tx0(y) = f
′
(x0,y).

De plus, f
′
(x0,y) est une combinaison linéaire des composantes de y. En fait, en posant

y = (y1, . . . , yn), nous avons :

f
′
(x0,y) =

n∑
k=1

Dkf(x0)yk =< Df(x0),y > . (3.6)

3.3.6 Le gradient d'un champ scalaire

Nous pouvons récrire (3.6) comme :

f
′
(x0,y) =< ∇f(x0),y >,

où ∇f(x0) est le vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles de f en x0.

∇f(x0) = (D1f(x0), . . . , Dnf(x0)).

C'est ce que l'on appelle le gradient de f . Le gradient ∇f est un champ vectoriel dé�ni
en chaque point x0 où les dérivées partielles D1f(x0), . . . , Dnf(x0) existent. On trouve
également quelques fois la notation gradf .
Nous pouvons, sous ces notations, récrire la formule de Taylor au premier ordre :

f(x0 + v) = f(x0)+ < ∇f(x0),v > +‖v‖E(x0,v), (3.7)

où E(x0,v) −→‖v‖−→0 0. Cette formule est alors similaire à celle obtenue dans le cas
unidimensionnel où ∇f(x0) joue le rôle de f

′
(x0). A partir de la formule de Taylor, on

peut montrer que la di�érentiabilité implique la continuité.

Théorème 3.3.3. Si un champ f est di�érentiable en x0. Alors f est continue en x0.
Dans le cas bidimensionnel, le vecteur gradient s'écrit :

∇f(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)i +

∂f

∂y
(x, y)j.

En dimension trois, nous avons :

∇f(x, y, z) =
∂f

∂x
(x, y, z)i +

∂f

∂y
(x, y, z)j +

∂f

∂z
(x, y, z)k.

3.3.7 Une condition su�sante de di�érentiabilité

Si f est di�érentiable en x0, alors toutes les dérivés partielles D1f(x0), . . . , Dnf(x0)
existent. Toutefois, l'inverse est faux (le contre-exemple précédent).
Le prochain théorème montre que l'existence de dérivées partielles continues en un
point implique la di�érentiabilité en ce point.

Théorème 3.3.4. (Une condition su�sante de di�érentiabilité). Supposons que les dé-
rivée partielles D1f(x0), . . . , Dnf(x0) existent dans une n-boule B(x0) et sont continues
en x0. Alors, f est di�érentiable en x0.

Remarque 3.3.1. Un champ scalaire satisfaisant les hypothèses du théorèmes précé-
dent est appelé continument di�érentiable en x0.
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3.4 Quelques règles et résultats utiles

3.4.1 Une règle de dérivation en chaîne pour les champs sca-

laires

Dans le cas unidimensionnel, la règle de calcul en chaîne permet de calculer la
dérivée d'une fonction composée g(t) = f(r(t)) par la formule :

g
′
(t) = f

′
(r(t))r

′
(t).

Nous allons étendre cette formole lorsque :
• f est remplacée par un champ scalaire dé�ni sur un ensemble d'un espace n-
dimensionnel de f .
• r est remplacée par une fonction d'une variable réelle à valeurs dans le domaine
de f .

Nous verrons ensuite comment étendre la formule pour f et r des champs vectoriels.

Théorème 3.4.1. Soit f un champ scalaire dé�ni sur un ensemble ouvert S dans Rn

et soit r une fonction à valeurs vectorielles réelles qui transporte un intervalle J de R
dans S. Dé�nissons la fonction composée g = f ◦ r sur J par la relation :

g(t) = f(r(t)), si t ∈ J.

Soit t0 un point de J où r
′
(t0) existe et supposons que f est di�érentiable en r(t0).

Alors, g
′
(t0) existe et est égale au produit scalaire :

g
′
(t0) =< ∇f(x0), r

′
(t0) >, où x0 = r(t0).

3.4.2 Dérivée d'un champ vectoriel

La théorie de la dérivation pour les champs de vecteurs est une extension directe
de celle pour les champs scalaires. Soit f : S −→ Rm un champ de vecteurs dé�ni sur
un sous-ensemble S de Rn. Si x0 est un point intérieur de S et si y est un vecteur de
Rn, on dé�nit la dérivée totale f

′
(x0,y) par la formule :

f
′
(x0,y) = lim

h−→0

f(x0 + hy)− f(x0)

h

dès que la limite existe. La dérivée f
′
(x0,y) est un ouvert de Rm.

Soit fk la k-ème composante de f . Remarquons que la dérivée f
′
(x0,y) existe si et

seulement si f
′

k(x0,y) existe pour chaque 1 6 k 6 m, auquel cas nous avons :

f
′
(x0,y) = (f

′

1(x0,y), . . . , f
′

m(x0,y)) =
m∑
k=1

f
′

k(x0,y))ek,

où ek est le k-ème vecteur des coordonnées.
Nous dirons que f est di�érentiable en un point x0 s'il existe une transformation li-
néaire :

Tx0 : Rn −→ Rm
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telle que :
f(x0 + v) = f(x0) + Tx0(v) + ‖v‖E(x0,v), (3.8)

où E(x0,v) −→ 0 lorsque v −→ 0. La formule de Taylor au premier ordre (3.8) a lieu
pour tout v tel que ‖v‖ < r pour des r > 0. Le terme E(x0,v) est un vecteur de Rm.
La transformation linéaire Tx0 est appelée dérivée totale f de en x0. Pour des champs
scalaires, nous avons prouvé que Tx0(y) est le produit scalaire du gradient ∇f(x0) avec
y. Pour les champs de vecteurs, nous allons prouver que Tx0(y) est un vecteur dont la
k-ème composante est le produit scalaire < ∇fk(x0),y >.

Théorème 3.4.2. Supposons que f soit di�érentiable en x0 et de dérivée totale Tx0.
Alors, la dérivée f

′
(x0,y) existe pour tout x0 dans Rn et nous avons :

Tx0(y) = f
′
(x0,y).

De plus, si f = (f1, . . . , fm) et si y = (y1, . . . , yn), nous avons :

Tx0(y) =
m∑
k=1

< ∇fk(x0),yek > = (< ∇f1(x0),y >, . . . , < ∇fm(x0),y >). (3.9)

On peut en fait récrire plus simplement sous forme matricielle cette dernière relation :

Tx0(y) = Df(x0)y,

où Df(x0) est la matrice m × n dont la k-ème ligne est ∇fk(x0) et où y est regardé
comme un vecteur de longueur n. La matrice Df(x0) est appelée matrice jacobienne
de f en x0. Son j-ème élément est la dérivée partielle Djfk(x0). Ainsi, nous avons :

Df(x0) =

 D1f1(x0) . . . Dnf1(x0)
. . . . . . . . .

D1fm(x0) . . . Dnfm(x0)


La matrice jacobienne Df(x0) est dé�nie en chacun des points où les mn dérivées par-
tiellesDjfk(x0) existent. La dérivée totale Tx0 s'écrit également f

′
(x0). La dérivée f

′
(x0)

est une transformation linéaire ; le jacobien Df(x0) est une représentation matricielle
de cette transformation. La formule de Taylor au premier ordre s'écrit :

f(x0 + v) = f(x0) + f
′
(x0)(v) + ‖v‖E(x0,v),

où E(x0,v) −→ 0 lorsque v −→ 0. Pour calculer les composantes du vecteur f
′
(x0)(v),

on peut utiliser le produit matriciel Df(x0)v ou encore la formule (3.9).
De manière similaire au cas scalaire, nous avons que la di�érentiabilité d'un champ
vectoriel implique la continuité de ce champ.

Théorème 3.4.3. Si un champ de vecteur f est di�érentiable en x0, alors f est continue
en x0.
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3.4. QUELQUES RÈGLES ET RÉSULTATS UTILES

3.4.3 La règle de dérivation en chaîne pour les champs de vec-

teurs

Théorème 3.4.4. (Dérivation en chaîne). Soient f : Rn −→ Rm et g : Rp −→ Rn

des champs de vecteurs tels que la composition h = f ◦g soit dé�nie dans un voisinage
d'un point x0. Supposons que g soit di�érentiable dans un voisinage d'un point x0, de
dérivée totale g

′
(x0). Soit y0 = g(x0) et supposons que f soit di�érentiable en y0, de

dérivée totale f
′
(y0). Alors, h est di�érentiable en x0, et la dérivée totale h

′
(x0) est

donnée par :
h
′
(x0) = f

′
(y0) ◦ g′(x0).

Soit h = f ◦g, où g est di�érentiable en x0 et f est di�érentiable en y0 = g(x0). La
dérivation en chaîne nous donne :

h
′
(x0) = f

′
(y0) ◦ g′(x0).

On peut en fait exprimer la règle de dérivation en chaîne grâce aux matrices jacobiennes
Dh(x0), Df(y0) et Dg(x0) qui représentent les transformations linéaires h

′
(x0), f

′
(y0)

et g
′
(x0), respectivement. Puisque la composition d'applications correspond à la mul-

tiplication de matrices, nous obtenons :

Dh(x0) = Df(y0)Dg(x0), (3.10)

où y0 = g(x0). On peut également exprimer la règle sous la forme d'un ensemble
d'équations scalaires.
Supposons que x0 ∈ Rp, y0 = g(x0) ∈ Rn et f(y0) ∈ Rm. Alors, h(x0) ∈ Rm et nous
pouvons écrire :

g = (g1, . . . , gn)

f = (f1, . . . , fm)

h = (h1, . . . , hm)

Alors, Dh(x0) est une matrice m× p, Dh(y0) est une matrice m×n et Dg(x0) est une
matrice n× p, données respectivement par :

Dh(x0) = [Djhi(x0)]m,pi,j=1

Df(x0) = [Djfi(y0)]m,ni,j=1

Dg(x0) = [Djgi(x0)]n,pi,j=1

L'équation (3.10) est équivalente à équations scalaires :

Djhi(x0) =
n∑
k=1

Dkfi(y0)Djgk(x0), ∀1 6 i 6 m, 1 6 j 6 p.

Exemple 3.4.1. (Règle de dérivation en chaîne développée pour les champs scalaires).
Si m = 1, f est un champ scalaire, h aussi. Les p équations (une pour chaque dérivée
partielle de h) s'écrivent :

Djh(x0) =
n∑
k=1

Dkf(y0)Djgk(x0), ∀1 6 j 6 p.
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3.4. QUELQUES RÈGLES ET RÉSULTATS UTILES

Le cas particulier p = 1 donne une équation :

h
′
(x0) =

n∑
k=1

Dkf(y0)g
′

k(x0).

Exemple 3.4.2. Considérons p = 2 et n = 2. Ecrivons x0 = (s, t) et b = (x, y). Alors
les composantes de x et y sont reliées à s et t par les équations :

x = g1(s, t) et y = g2(s, t).

La règle de dérivation en chaîne donne un couple d'équations pour les dérivées partielles
de h

D1h(s, t) = D1(f ◦ g) = D1f(x, y)D1g1(s, t) +D2f(x, y)D1g2(s, t).

De même, nous avons :

D2h(s, t) = D1f(x, y)D2g1(s, t) +D2f(x, y)D2g2(s, t).

Selon la notation ∂, ce couple d'équations s'écrit :

∂h

∂s
=
∂f

∂x

∂g

∂s
+
∂f

∂y

∂g

∂s
,

∂h

∂t
=
∂f

∂x

∂g

∂t
+
∂f

∂y

∂g

∂t
.

3.4.4 Conditions su�santes pour avoir l'égalité des dérivées

partielles mixtes

Si f est une fonction à valeurs réelles de deux variables, les deux dérivées mixtes
D1,2f et D2,1f ne sont pas nécessairement égales.

Théorème 3.4.5. (Une conditions su�santes pour l'égalité des dérivées partielles
mixtes). Supposons que f soit un champ scalaire tel que les dérivées partielles D1f ,
D2f , D1,2f et D2,1f existent sur un ouvert S. Si (x0, y0) est un point de S où D1,2f et
D2,1f sont continues, nous avons alors :

D1,2f(x0, y0) = D2,1f(x0, y0).

Théorème 3.4.6. Soit f un champ scalaire tel que les dérivées partielles D1f , D2f
et D2,1f existent sur un ouvert S contenant (x0, y0). Supposons de plus que D2,1f est
continue sur S. Alors, les dérivées partielles D1,2(x0, y0) existent et nous avons :

D1,2f(x0, y0) = D2,1f(x0, y0).
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Chapitre 4

Séparation à vaste marge

4.1 Introduction

Les machines à vecteurs de support (ou séparateurs à vaste marge SVM) sont un
ensemble de techniques d'apprentissage destinées à résoudre des problèmes de discrimi-
nation, c'est à dire décider à quelle classe appartient un échantillon, ou de régression,
c'est à dire prédire la valeur numérique d'une variable.

SVM est une méthode de classi�cation particulièrement bien adaptée pour traiter
des données de très hautes dimensions telles que les textes, les images et la voix...

4.2 Historique

Les séparateurs à vastes marges reposent sur deux idées clés : la notion de marge
maximale et la notion de fonction noyau. Ces deux notions existaient depuis plusieurs
années avant qu'elles ne soient mises en commun pour construire les SVM.

L'idée des hyperplans à marge maximale a été explorée dès 1963 par Vladimir
Vapnik et A. Lerner, et en 1973 par Richard Duda et Peter Hart dans leur livre Pat-
tern Classi�cation. Les fondations théoriques des SVM ont été explorées par Vapnik
et ses collègues dans les années 70 avec le développement de la Théorie de Vapnik-
Chervonenkis et par Valiant.

L'idée des fonctions noyaux n'est pas non plus nouvelle : le théorème de Mercer date
de 1909, et l'utilité des fonctions noyaux dans le contexte de l'apprentissage arti�ciel
a été montrée dès 1964 par Aizermann, Bravermann et Rozoener.

Ce n'est toutefois qu'en 1992 que ces idées seront bien comprises et rassemblées par
Boser, Guyon et Vapnik dans un article, qui est l'article fondateur des séparateurs à
vaste marge. L'idée des variables ressorts, qui permet de résoudre certaines limitations
pratiques importantes, ne sera introduite qu'en 1995. À partir de cette date, qui cor-
respond à la publication du livre de Vapnik, les SVM gagnent en popularité et sont
utilisés dans de nombreuses applications.
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4.3. PRINCIPE GÉNÉRAL

4.3 Principe général

Les SVM peuvent être utilisés pour résoudre des problèmes de discrimination, c'est
à dire décider à quelle classe appartient un échantillon, ou de régression, c'est à dire
prédire la valeur numérique d'une variable.

La résolution de ces problèmes passe par la construction d'une fonction f qui à un
vecteur d'entrée x fait correspondre une sortie y : y = f(x).

On se limite pour l'instant à un problème de discrimination à deux classes (discri-
mination binaire), c'est à dire y ∈ {−1, 1}, le vecteur d'entrée x étant dans un espace
X muni d'un produit scalaire. On peut prendre par exemple X = Rn.

4.4 Séparateur linéaire

4.4.1 Hyperplan

Plaçons-nous dans le cas d'une classi�cation binaire (i.e. les exemples à classi�er
réparties en 2 classes). On appelle hyperplan séparateur un hyperplan qui sépare les
deux classes �gure 4.1, en particulier il sépare leurs points d'apprentissage. Comme il
n'est en générale pas possible d'en trouver un, on se contentera donc de chercher un hy-
perplan discriminant qui est une approximation au sens d'un critère a �xer (maximiser
la distance entre ces deux classes).

Figure 4.1 � L'hyperplan H qui sépare les deux ensembles de points.

4.4.2 Les exemples

Nous noterons x un vecteur de Rn, dans notre cas, nous dirons que l'ensemble des
vecteurs étiquetés que nous nous donnons est l'ensemble des exemples noté X, qui
contient p éléments. X = {(xi, yi)}16i6p avec ∀i, yi ∈ {−1, 1}.

L'appartenance d'un vecteur à une classe ou à l'autre est matérialisée ici par la
valeur −1 ou 1 de l'étiquette y, ce qui nous arrangera pour les calculs.
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4.5. SÉPARABILITÉ

4.4.3 Le séparateur linéaire

Nous noterons le produit scalaire de deux vecteurs < w, x >. Cette notation posée,
nous pouvons dé�nir le séparateur linéaire fw,b par l'équation suivante :

fw,b(x) =< w, x > +b.

Ce séparateur ne fournit pas des valeurs valant exclusivement −1 ou 1, mais nous
dirons que quand le résultat fw,b(x) est positif, le vecteur x appartient à la même classe
que les exemples d'étiquette 1, et que quand ce résultat est négatif, le vecteur x appar-
tient à la même classe que les exemples d'étiquette −1.

Notons avant de discuter plus avant cette notation de séparateur linéaire que l'équa-
tion fw,b(x) = 0 dé�nit la frontière de séparation entre les deux classes, et que cette
frontière est un hyperplan a�ne dans le cas du séparateur linéaire.

4.5 Séparabilité

Reprenons notre base d'exemples X, et décomposons-la en deux sous-ensembles
selon la valeur de l'étiquette y. Dé�nissons donc :

X+ = {x : (x, y) ∈ X et y = 1}.

X− = {x : (x, y) ∈ X et y = −1}.

Dire que X est linéairement séparable signi�e qu'il existe w et b tel que :

fw,b(x) > 0 ∀x ∈ X+.

fw,b(x) < 0 ∀x ∈ X−.

Ce n'est pas toujours faisable, il peut y avoir des distributions d'étiquettes sur
les vecteurs de X qui rendent X non linéairement séparable. Dans le cas d'exemples
pris dans le plan, dire que la distribution d'exemples est linéairement séparable signi�e
qu'on peut tracer un trait (un hyperplan) tel que les exemples de la classe 1 et ceux
de la classe −1 se retrouvent de part et d'autre de cette frontière.

Figure 4.2 � A gauche cas linéairement séparable, à droite non linéairement séparable.
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4.5. SÉPARABILITÉ

4.5.1 Vecteurs supports

Pour une tache de détermination de l'hyperplan séparable des SVM est d'utiliser
seulement les points les plus proches (i.e. les points de la frontière entre les deux classes
des données) parmi l'ensemble total d'apprentissage, ces point sont appelés vecteurs de
support �gure 4.3.

Figure 4.3 � Hyperplan optimal, vecteurs de support et marge maximale.

4.5.2 Marge

il existe une in�nité d'hyperplans capable de séparer parfaitement les deux classes
d'exemples. Le principe des SVM est de choisir celui qui va maximiser la distance mini-
male entre l'hyperplan et les exemples d'apprentissage (i.e. la distance entre l'hyperplan
et les vecteurs de support),cette distance est appelée la marge(�gure 4.3).

Dé�nition 4.5.1. 1) On dé�nit la marge d'un séparateur f pour un point (x, y)
par γf(x,y) = y.f(x) ce qui est proportionnel à la distance de (x, y) à la séparation.

2) Pour la base d'exemples la marge est γfX = min(x,y)∈X γ
f
(x,y).

Figure 4.4 � Dé�nition d'un séparateur fw,b. Les grandeurs mentionnées sont les va-
leurs du séparateurs au niveau des points, non les distances euclidiennes.
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4.6. LE PROBLÈME D'OPTIMISATION À RÉSOUDRE PAR SVM POUR LE
CAS LINÉAIREMENT SÉPARABLE

4.5.3 Hyperplans canoniques

Dans le cadre de classi�cateurs à marge maximale, l'hyperplan séparateur corres-
pond à la médiatrice du plus petit segment de droite reliant les enveloppes convexes
des deux catégories.

Notons que l'on suppose aussi que l'ensemble d'apprentissage est linéairement sépa-
rable. Dès lors, on peut dé�nir deux plans se trouvant de part et d'autre de l'hyperplan
et parallèles à celui-ci, sur lesquels reposent les exemples les plus proches. La �gure 4.5
illustre cette situation. Il est possible que di�érentes équations correspondent au même
plan géométrique.

Il est donc possible de redimensionner w et b de telle sorte que les deux plans pa-
rallèles aient respectivement pour l'équation : < w, x > +b = 1 et < w, x > +b = −1.

Les deux hyperplans sont appelés hyperplans canoniques. Notons que la marge des
hyperplans canoniques est 1

‖w‖ .

Figure 4.5 � Exemple graphique des données linéairement séparable.

4.6 Le problème d'optimisation à résoudre par SVM

pour le cas linéairement séparable

Un classi�cateur est dit linéaire lorsqu'il est possible d'exprimer sa fonction de
décision par une fonction linéaire en x. Dans la suite, nous supposons que les exemples
nous sont fournis dans le format vectoriel. Notre espace d'entrée x correspond donc à
Rn où n est le nombre de composantes des vecteurs contenant les données :

f(x) =< w, x > +b =
n∑
j=1

wjxj + b.
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4.6. LE PROBLÈME D'OPTIMISATION À RÉSOUDRE PAR SVM POUR LE
CAS LINÉAIREMENT SÉPARABLE

Si les données sont linéairement séparables, alors il existe un hyperplan d'équation :

< w, x > +b = 0 et tel que

< w, x > +b > 1 si yi = 1.

< w, x > +b 6 −1 si yi = −1.

On peut combiner ces deux inéquations en une seule yi(< w, x > +b) > 1. Nous
n'allons plus nous contenter d'en trouver un hyperplan séparateur, mais nous allons en
plus chercher parmi ceux-ci l'hyperplan optimal.
L'hyperplan optimal est celui qui maximise la marge γfX .

Figure 4.6 � L'hyperplan optimal séparant les points de deux classes est celui qui
passe "au milieu" de ces classes.

Maximiser la marge γfX est équivalent à maximiser la somme des distances eu-
clidiennes des deux classes par rapport à l'hyperplan. Ainsi, la marge a l'expression
mathématique suivante :

γfX = min
(xi,yi=−1)

|f(w,b)(xi)|
‖w‖

+ min
(xi,yi=1)

|f(w,b)(xi)|
‖w‖

=
1

‖w‖
[ min
(xi,yi=−1)

| < w, xi > +b|+ min
(xi,yi=1)

| < w, xi > +b|]

=
1

‖w‖
[1 + 1]

=
2

‖w‖
.

Maintenant que nous avons dé�ni les notions de marge et d'hyperplans canoniques,
nous pouvons formuler un problème d'optimisation mathématique tel que sa solution
nous fournisse l'hyperplan optimal (maximisant la marge) :

(QP1)

{
min 1

2
‖w‖2

yi(< w, xi > +b) > 1 ∀(xi, yi) ∈ X.
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4.6. LE PROBLÈME D'OPTIMISATION À RÉSOUDRE PAR SVM POUR LE
CAS LINÉAIREMENT SÉPARABLE

Il s'agit d'un problème quadratique dont la fonction objective est à minimiser. Cette
fonction objective est le carré de l'inverse de la double marge. L'unique contrainte sti-
pule que les exemples doivent être bien classés et qu'ils ne dépassent pas les hyperplans
canoniques.

Dans cette formulation, les variables à �xer sont les composantes wi et b. Le vec-
teur w possède un nombre de composantes égal à la dimension de l'espace d'entrée.
En gardant cette formulation telle quelle, nous sou�rons des mêmes problèmes que les
méthodes classiques.

Pour éviter cela, il est nécessaire d'introduire une formulation dite duale du pro-
blème.

Un problème dual est un problème fournissant la même solution que le primal mais
dont la formulation est di�érente.

Pour dualiser QP1, nous devons former ce que l'on appelle le Lagrangien. Il s'agit
de faire rentrer les contraintes dans la fonction objective et de pondérer chacune d'entre
elles par une variable duale : L(w, b, α) = 1

2
‖w‖2 −

∑n
i=1 αi[yi(< w, xi > +b)− 1].

Les variables duales αi intervenant dans le Lagrangien sont appelées multiplica-
teurs de Lagrange. Elles représentent la "force" avec laquelle la solution appuie sur la
contrainte i.

Ainsi, un hyperplan qui violerait la contrainte pour xi (il classe cet exemple du mau-
vais côté) rendrait αi très grand ce qui ferait fortement augmenter la fonction objective
(L). Cette solution ne pourra donc être retenue comme solution optimale. Notons que
L doit être minimisé par rapport aux variables primales et maximisé par rapport aux
variables duales.

A présent, nous introduisons les conditions Karush Kuhn et Tucker (KKT) statuant
sur l'optimalité d'une solution.

Théorème 4.6.1. (KKT) pour les problèmes di�érentiables convexes. considérons un
problème d'optimisation de la forme :

Minimiser g(x)

tel que

{
ci(x) 6 0 ∀i = 1, . . . , n
ej(x) = 0 ∀j = 1, . . . , n

′

avec g(.), ci(.), ej(.) convexes et di�érentiables.
Le Lagrangien est formé comme suit :

L(x, α, β) = g(x) +
n∑
i=1

αici(x) +
n
′∑

j=1

βjej(x).

La solution x est optimale si est seulement s'il existe α ∈ Rn avec αi > 0 ∀i = 1, . . . , n

et β ∈ Rn
′
tels que :

∂xL(x, α, β) = ∂xg(x) +
n∑
i=1

αi∂xci(x) +
n
′∑

j=1

βj∂xej(x) = 0.
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4.6. LE PROBLÈME D'OPTIMISATION À RÉSOUDRE PAR SVM POUR LE
CAS LINÉAIREMENT SÉPARABLE

∂αi
L(x, α, β) = ci(x) 6 0

∂βjL(x, α, β) = ej(x) = 0

αici(x) = 0 ∀i = 1, . . . , n

Ce théorème fondamental en optimisation mathématique, nous fournit une condi-
tion su�sante et nécessaire pour l'optimalité d'une solution dans le cadre de problèmes
di�érentiables convexes (ce qui est notre cas).

La dernière condition est souvent appelée conditions KKT complémentaire.
Ces conditions expriment deux choses. Pour le voir prenons la première :

1) αi = 0 : Dans ce cas la solution n'est pas "sur la contrainte". Il n'y a donc rien
à imposer au niveau de la solution.

2) αi 6= 0 : La solution est "sur la contrainte".

Dans ce cas, la nullité du produit impose que la solution ne dépasse pas la contrainte
(elle reste faisable).
Déterminons à présent les conditions KKT de notre problème d'optimisation QP1.

∂wL(w, b, α) = w −
∑n

i=1 αiyixi = 0 (1)
∂bL(w, b, α) =

∑n
i=1 αiyi = 0 (2)

∂αi
L(w, b, α) = −yi(< w, xi > +b) + 1 6 0 (3)

αi(yi(< w, xi > +b)− 1) = 0 ∀i = 1, . . . , n (4)

L'équation (1), permet de réexprimer w : w =
∑n

i=1 αiyixi (5)
Remarquons qu'avec cette formulation, on peut calculer w en �xant seulement n

paramètres.
L'idée va donc être de formuler un problème dans lequel w est remplacé par sa

formulation (5).
De cette façon, le nombre de paramètre à �xer est relatif au nombre d'exemples du

training set et non plus à la dimension de l'espace d'entrée (supposé très élevée).
Pour ce faire, nous substituons (2) et (5) dans le Lagrangien :

L(w, b, α) =
1

2
< w,w > −

n∑
i=1

αi[yi(< w, xi > +b)− 1],

=
1

2

n∑
i,j=1

yiyjαiαj < xi, xj >−
n∑

i,j=1

yiyjαiαj < xi, xj >+
n∑
i=1

αi,

=
n∑
i=1

αi −
1

2

n∑
i,j=1

yiyjαiαj < xi, xj >.

A partir de quoi nous pouvons formuler le problème dual :

QP2 Maximiser W (α) =
n∑
i=1

αi −
1

2

n∑
i,j=1

yiyjαiαj < xi, xj >.

telque

{ ∑n
i=1 αiyi = 0 (stationnarité).

αi > 0 ∀i = 1, . . . , n (admissibilité duale).
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La résolution du dual permet donc de calculer le vecteur w à moindre coût, cepen-
dant cette formulation ne fait à aucun moment apparaître le terme b.
Pour calculer ce dernier nous devons utiliser les variable primales :

b = −maxyi=−1(< w, xi >) + minyi=+1(< w, xi >)

2
.

Nous avons à présent tous les éléments nécessaires pour exprimer la fonction de
décision de notre classi�cateur linéaire :

f(x) =
n∑
i=1

αiyi < x, xi > +b.

Notons qu'un grand nombre de termes de cette somme non nuls.
En e�et seuls les αi correspondants aux exemples se trouvant sur les hyperplans cano-
niques (sur la contrainte) sont non nuls.

Ces exemples sont appelés vecteurs supports (SV). On peut les voir comme les
représentants de leurs catégories car si l'ensemble d'apprentissage n'était constitué que
des SV, l'hyperplan optimal que l'on trouverait serait identique. Les vecteurs qui ne
sont pas de support (αi = 0) n'ont aucune in�uence dans la solution.
La fonction de décision pour la classi�cation de vecteurs inconnus x est donnée par :

f(x) = sign(
m∑
i=1

αiyi < x, xi > +b).

où m est le nombre de vecteurs supports.

4.7 Les avantages et les inconvénients des SVM

Avantages :
SVM est une méthode de classi�cation intéressante car le champ de ses applications

est large, parmi ses avantages nous avons :
• Très e�caces en dimension élevée.
• Pour la décision, n'utilisent pas tous les échantillons d'apprentissage, mais seule-
ment une partie (les vecteurs de support). En conséquence, ces algorithmes de-
mandent moins de mémoire.
• Décision rapide. La classi�cation d'un nouvel exemple consiste à voir le signe de
la fonction de décision.
• La résolution du problème est convertie en résolution d'un problème quadratique
convexe dont la solution est unique et donnée par des méthodes mathématiques
classiques de programmation quadratique.

Inconvénients :
L'inconvénient majeur du classi�cateur SVM est qu'il est désigné ou conçu pour la

classi�cation binaire (la séparation entre deux classes une +1 et l'autre −1).
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Chapitre 5

Algorithme d'optimisation du

problème

5.1 L'algorithme proposé

Soient x+, x− deux éléments de X+, X− respectivement ; tels que
‖x+ − x−‖ = inf

x−∈X−

x+∈X+

‖x+ − x−‖.

Etudions le cas où
◦

X̃+ 6= ∅,
◦

X̃− 6= ∅. Posons :

(p) :


max{−‖w‖2}
wx+ + b > 1

2

wx− + b 6 −1
2

x+ ∈ X+, x− ∈ X−

et soit w, b la solution de ce problème. On a :

i){w ∈ Rn, b ∈ R : wx+ + b >
1

2
, x+ ∈ X+, wx− + b 6 −1

2
, x− ∈ X−}

⊂ {w ∈ Rn : w(x+ − x−) > 1, x+ ∈ X+, w(x− − x−) 6 0, x− ∈ X−}.

En e�et,

∀(w, b) ∈ Rn+1 :

{
wx+ + b > 1

2

wx− + b 6 −1
2

⇒
{
wx+ + b > 1

2

−wx− − b > 1
2

en particulier pour wx− + b 6 −1
2
⇒ wx− + b = −1

2
6 −1

2

alors on a : wx+ + b− wx− − b > 1
2

+ 1
2
⇒ w(x+ − x−) > 1, ∀x+ ∈ X+.

Considérons alors le problème (p+) suivant :

(p+)


max{−‖w‖2}
wx+ + b > 1

2
, ∀x+ ∈ X+

wx− + b = −1
2

w(x− − x−) 6 0, ∀x− ∈ X−
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C'est la séparation à vaste marge de X+ et {x−}, comme b = −1
2
−wx−, (p+) devient :

(p+)


max{−‖w‖2}
w(x+ − x−) > 1, ∀x+ ∈ X+

w(x− − x−) 6 0, ∀x− ∈ X−

Soit w+ la solution de (p+)

ii){(w, b) ∈ Rn+1 : wx+ + b >
1

2
, x+ ∈ X+, wx− + b 6 −1

2
, x− ∈ X−}

⊂ {w ∈ Rn : w(x− − x+) > −1, ∀x− ∈ X−, w(x+ − x+) 6 0, ∀x+ ∈ X+}.
Considérons le problème suivant :

(p−)


max{−‖w‖2}
wx+ + b = 1

2

wx− + b 6 −1
2
, ∀x− ∈ X−

w(x+ − x+) 6 0, ∀x+ ∈ X+

C'est la séparation à vaste marge de X− et {x+}.
Comme b = 1

2
− wx+,

(p−)


max{−‖w‖2}
w(x− − x+) 6 −1, ∀x− ∈ X−
w(x+ − x+) 6 0, ∀x+ ∈ X+

Soit w− la solution de (p−).
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Comme w est une solution de (p+) et (p−), on a :
1
‖w+‖ >

1
‖w‖ et

1
‖w−‖ >

1
‖w‖ , car w n'est pas optimal pour (p+) et (p−).

D'après (i) et (ii), on a :

iii){(w, b) ∈ Rn+1 : wx+ + b >
1

2
, ∀x+ ∈ X+, wx− + b 6 −1

2
, ∀x− ∈ X−} ⊂ D.

où :

D = {w ∈ Rn : w(x+−x−) > 1, ∀x+ ∈ X+}∩{w ∈ Rn : w(x−−x+) 6 −1, ∀x− ∈ X−}

. Considérons alors le problème (p
′
) suivant :

(p
′
)


max{−‖w‖2}
w(x+ − x−) > 1, ∀x+ ∈ X+

w(x− − x+) 6 −1, ∀x− ∈ X+

Soit w′ la solution de (p
′
). D'après (iii), on a 1

‖w′‖
> 1
‖w‖ .

Comme la solution de (p) est unique (projection de 0 sur les hyperplans) alors ‖w′‖ =
‖w‖.
Il reste à déterminer b.

Calcul de b
On sait que la projection de zéro sur (D) est un point frontière D car 0 /∈ D. On a
alors :
i ∃ x+ ∈ X+ : w(x+ − x−) = 1, si non an a :
ii ∃ x− ∈ X− : w(x− − x+) = −1. Car w est un point frontière se D.
On i et ii ou même. x+(ou bien x−) est un vecteur support,
et wx+ + b = 1

2
⇒ b = 1

2
− wx+ (ou bien b = −1

2
− wx−).

La solution de (p
′
) est par la technique de projection, on peut même utiliser les algo-

rithmes connus (par passage au dual,. . . )
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Notes que la solution de (p+) et (p−) permet de déterminer les vecteurs supports ; si
◦

X̃+ =
◦

X̃− = ∅ ; la marge est magnée par ‖x+ − x−‖.
Le problème (p

′
) ne contient plus la constante b.

◦

X̃+ =
◦

X̃− = ∅⇒ w+ = w− = (x+ − x−).

Soit ‖x+ − x−‖ = inf
x−∈X−

x+∈X+

‖x+ − x−‖ ; s'il existe plusieurs x+ et x− ; il su�t de choisir

x+ et x− de manière quelconque.
Considérons le problème suivant :

(p1)

{
max{−‖w‖2}
w(x+ − x−) > 1, x+ ∈ X+

C'est a dire, on veut séparer X+ et {x−} ; en e�et,

wx− + b = −1

2
⇒ b = −1

2
− wx−, et

wx+ + b >
1

2
⇒ w(x+ − x−) > 1, x+ ∈ X+

Notons par w− la solution de ce problème, et si w est la solution du problème

(p2) :


max{−‖w‖2}
wx+ + b > 1

2
, x+ ∈ X+

wx− + b 6 −1
2
, x− ∈ X−

Comme w− est la solution de (p1). Alors 1
‖w−‖ >

1
‖w‖ . Si w−x− + (−1

2
− w−x−) 6 −1

2
,

∀x− ∈ X−. Alors w− est la solution de (p2), et ‖w−‖ = ‖w‖.
Sinon, il existe x+ ∈ X+ : w−(x+ − x−) = 1. .
On considère le problème suivant :

(p3)

{
max{−‖w‖2}
w(x− − x+) 6 −1, x− ∈ X−

C'est à dire, on veut séparer X− et {x+} ; en e�et,

wx+ + b =
1

2
⇒ b =

1

2
− wx+, et

wx− + b 6 −1

2
⇒ wx− +

1

2
− wx+ 6 −1

2

⇒ w(x− − x+) 6 −1.
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Notons par w+ la solution de ce problème. Alors 1
‖w+‖ >

1
‖w‖ .

Si w+x+ + (1
2
− w+x+) > 1

2
c'est a dire w+x+ − w+x+ > 0, ∀x+ ∈ X+, alors w+ est

solution de (p2), et ‖w+‖ = ‖w‖.
Sinon, il existe x− ∈ X− : w+(x− − x+) = −1.
Car w est solution du (p1) et (p3) et dans la marge est pour (p2), (p2) a plus le problème :

(p0)


max{−‖w‖2}
w(x+ − x−) > 1, ∀x+ ∈ X+

w(x− − x+) 6 −1, ∀x− ∈ X−

C'est la séparation de X+ et {x−} et X− et {x+}, une solution de ce problème est w.
On note par w0 la solution de (p0), alors 1

‖w0‖ >
1
‖w‖ .

Soit α l'angle fermé entre H+ et H̃+ ; 0 < α < π
2
.

Posons θ̃ l'angle fermé entre H̃+ et H∗+, et θ l'angle fermé entre H∗+, et H+ ; θ̃+ θ = α.

Montrons qu'il existe λ1 > 0, λ2 > 0 tels que si H∗+ a pour équation w∗x+b = 0, alors :

w∗ = λ1w+λ2w.
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5.1. L'ALGORITHME PROPOSÉ

< w∗, w+ >=< λ1w+ + λ2w,w+ >= ‖w∗‖‖w+‖ cos θ̃.

Car l'angle fermé entre deux plans est l'angle fermé entre les deux normales aux plans.

‖w∗‖‖w+‖ cos θ̃ = λ1‖w+‖2 + λ2‖w‖‖w+‖ cosα

⇒ λ1‖w+‖+ λ2‖w‖ cosα = ‖w∗‖ cos θ̃ (1).

< w∗, w >=< λ1w+ + λ2w,w >= ‖w∗‖.‖w‖ cos θ

‖w∗‖.‖w‖ cos θ = λ2‖w+‖.‖w‖ cosα + λ2‖w‖2

⇒ λ1‖w+‖ cosα + λ2‖w‖ = ‖w∗‖ cos θ (2).

D'où le système : {
λ1‖w+‖+ λ2‖w‖ cosα = ‖w∗‖ cos θ̃
λ1‖w+‖ cosα + λ2‖w‖ = ‖w∗‖ cos θ

∆ =

∣∣∣∣ ‖w+‖ ‖w‖ cosα
‖w+‖ cosα ‖w‖

∣∣∣∣ = ‖w+‖.‖w‖
∣∣∣∣ 1 cosα

cosα 1

∣∣∣∣
⇒ ∆ = ‖w+‖.‖w‖(1− cos2 α) ; α 6= 0⇒ ∆ > 0.

∆λ1 =

∣∣∣∣ ‖w∗‖ cos θ̃ ‖w‖ cosα
‖w∗‖ cos θ ‖w‖

∣∣∣∣ = ‖w∗‖.‖w‖.(cos θ̃ − cosα cos θ)

Mais
θ̃ = α− θ ⇒ cos θ̃ = cos(α− θ) = cosα cos θ + sinα sin θ.

D'où
∆λ1 = ‖w∗‖.‖w‖ sinα. sin θ ; 0 6 θ <

π

2
, 0 < α <

π

2
.

⇒ ∆λ1 > 0. D'où λ1 =
∆λ1

∆
> 0.

De même

∆λ2 =

∣∣∣∣ ‖w+‖ ‖w∗‖ cos θ̃
‖w+‖ cosα ‖w∗‖ cos θ

∣∣∣∣ = ‖w+‖.‖w∗‖.(cos θ − cos θ̃ cosα)

Mais
θ = α− θ̃ ⇒ cos θ = cos(α− θ̃) = cosα cos θ̃ + sinα sin θ̃.

∆λ2 = ‖w+‖.‖w∗‖ sinα. sin θ̃; 0 6 θ̃ <
π

2
, 0 < α <

π

2
.

⇒ ∆λ2 > 0. D'où λ2 =
∆λ2

∆
> 0.

∆ > 0⇒ ∃!λ1, ∃!λ2 : w∗ = λ1w+ + λ2w, λ1 > 0 et λ2 > 0.

pour chaque valeur de θ̃ et θ. Notons que si

w+x+ + b+ >
1

2
, ∀x+ ∈ X+/X̃+
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w+x+ + b >
1

2
, ∀x+ ∈ X+/X̃+

Alors

∃b∗ ∈ R : w∗x+ + b∗ >
1

2
, ∀x+ ∈ X+/X̃+.

En e�et
λ1 > 0⇒ λ1w+x+ + λ1b+ > 1

2
λ1

λ2 > 0⇒ λ2wx+ + λ2b > 1
2
λ2

}
⇒

(λ1w+ + λ2w)x+ + λ1b+ + λ2b >
1

2
(λ1 + λ2)⇔

(
λ1

λ1 + λ2

w+ +
λ2

λ1 + λ2

w)x+ +
λ1b+ + λ2b

λ1 + λ2

>
1

2
, ∀x+ ∈ X+/X̃+

( λ1
λ1+λ2

w+ + λ2
λ1+λ2

w, λ1b++λ2b
λ1+λ2

) est un angle séparateur de X+/X̃+

où encore (λ1w+ + λ2w, λ1b+ + λ2b).
(w∗, b∗) où b∗ = λ1b+ + λ2b.
Conclusion
H+ et H− forment une marge de séparation X+/X̃+ et X−/X̃−.
H̃+ et H̃− forment une marge de séparation X+/X̃+ et X−/X̃−.
H∗+ et H∗− forment une marge de séparation X+/X̃+ et X−/X̃−.

On détermine alors l'hyperplan H∗+ et H∗− qui séparent X̃+ et X̃−.

Comme ils séparent aussi X+/X̃+ et X−/X̃−, sa marge ne dépasse pas celle de H+,
H−.

5.2 Applications

Exemple 5.2.1.

X+ = {(1, 3)}.
X− = {(2, 2), (2, 1)}.

1)

x+ = {(1, 3)}.
x− = {(2, 2)}.{

w11 + 3w12 = 1
2w11 + 2w12 = −1

⇒
{
w11 = −5

4

w12 = 3
4

⇒ −5

4
x1 +

3

4
x2 = 0 (H)

‖w‖2 =
25

16
+

9

16
=

34

16
= 2.125

−5

4
x1 +

3

4
x2 = 1 (H+) et − 5

4
x1 +

3

4
x2 = −1 (H−)
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2)

x+ = {(1, 3)}.
x− = {(2, 1)}.{

w11 + 3w12 = 1
2w11 + 1w12 = −1

⇒
{
w11 = −4

5

w12 = 3
5

⇒ −4

5
x1 +

3

5
x2 = 0 (H

′
)

Alors ‖w′‖2 = 16
25

+ 9
25

= 1

−4

5
x1 +

3

5
x2 = 1 (H

′

+) et − 4

5
x1 +

3

5
x2 = −1 (H

′

−)

Alors on a ‖w‖2 > ‖w′‖2 ⇒ 1
‖w‖2 <

1
‖w′‖2 donc le séparateur est (H

′
).

X+ = {(1, 3)} ; X− = {(2, 2), (2, 1)}.
w11 + 3w12 > +1
2w11 + 2w12 6 −1
2w11 + w12 6 −1
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inf
w11+3w12>+1
2w11+2w126−1
2w11+w126−1

‖w‖2 = inf
2w11+2w12=−1

w11+3w12=+1

‖w‖2

L'hyperplan séparateur est (H) : −5
4
x1 + 3

4
x2 = 0 mais il n'est pas maximal

‖w‖2 = 2.125.

Exemple 5.2.2. Supposons que l'hyperplan séparateur à vaste marge (SVM) passe par
le point x+.
Les inégalités wx+ + b > 1, wx− + b 6 −1 peuvent s'écrire sur la forme w

2
x+ + b

2
> 1

2
,

w
2
x− + b

2
6 1

2
donc l'hyperplan séparateur wx+ b = 0 est w

2
x+ b

2
= 0.

Le problème devient alors :
inf

wx++b> 1
2

wx−+b6− 1
2

‖w‖2.

Comme wx+ + b = 1
2
⇒ b = 1

2
− wx+.

D'où

wx+ + b >
1

2
⇔ wx+ + (

1

2
− wx+) >

1

2
⇔ w(x+ − x+) > 0.

et wx− + b 6 −1
2
⇔ w(x− − x−) 6 −1.

D'où inf
w(x+−x+)>0

w(x−−x+)6−1

‖w‖2 = − max
w(x+−x+)>0

w(x−−x+)6−1

{−‖w‖2}

Le problème devient à chercher :


max{−‖w‖2}
w(x+ − x+) 6 0
w(x− − x+) 6 −1.

Ω = {w ∈ R2/w(x+ − x+) 6 0 et w(x− − x+) 6 −1} est un polyèdre convexe et
(0, 0) /∈ Ω. Donc 

max{−‖w‖2} = pΩ(0).
w(x+ − x+) 6 0
w(x− − x+) 6 −1.
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x+ = (2, 3).

w(−(2, 3) + (2, 3)) = 0

w(−(1, 3) + (2, 3)) 6 0⇒ w11 6 0

w((2, 2)− (2, 3)) 6 −1⇒ 0− w12 6 −1⇒ w12 > 1

w((2, 1)− (2, 3)) 6 −1⇒ −2w12 6 −1⇒ w12 >
1

2

Donc pΩ(0) = (0, 1).
‖w‖2 = 1⇒ ‖w‖ = 1.

b =
1

2
− (0, 1)(2, 3) =

1

2
− 3 = −5

2
.

(0, 1)(x1, x2)− 5

2
= 0

x2 −
5

2
= 0⇒ x2 =

5

2
.
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inf
x+∈X+

x−∈X−

‖x+ − x−‖ = ‖(2, 3)− (2, 2)‖ = 1.

Domaine :

Exemple 5.2.3. Si la bande contient x
′
−, alors (x+ − x−) et (x+ − x

′
−) sont indépen-

dants. ∣∣∣∣∣ x1
+ − x1

− x1
+ − x1

−
′

x2
+ − x2

− x2
+ − x2

−
′

∣∣∣∣∣ 6= 0

Posons A1 = (x1
+ − x1

−)x−∈X− et A2 = (x2
+ − x2

−)x−∈X−.

Si A1 = λA2 donc

{
x1

+ − x1
− = λ(x2

+ − x2
−)

x1
+ − x1

−
′
= λ(x2

+ − x2
−
′
)

⇒
∣∣∣∣ x1

+ − x1
− x2

+ − x2
−

x1
+ − x1

−
′
x2

+ − x2
−
′

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ x1
+ − x1

− x1
+ − x1

−
′

x2
+ − x2

− x2
+ − x2

−
′

∣∣∣∣∣ = 0

contradiction. Donc on a :

w(x+ − x+) 6 0, x+ ∈ X̃+.

w(x− − x+) 6 −1, x− ∈ X̃−.
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

w11(x1
+ − x+

1
1) + w12(x2

+ − x+
2
1) + w3 = 0

...
w11(x1

+ − x+
1
p) + w12(x2

+ − x+
2
p) + wp+2 = 0

w11(x1
−1 − x1

+) + w12(x2
−1 − x2

+) + wp+3 = −1
...
w11(x1

−k − x1
+) + w12(x2

−k − x2
+) + wp+(k−1) = −1

Posons Ã1 = (x1
+ − x+

1
1, . . . , x

1
+ − x−1

,k) et Ã2 = (x2
+ − x+

2
1, . . . , x

2
+ − x−2

,k) .
Exemples
i)

X+ = {(1, 3)}.
X− = {(2, 2), (2, 1)}.

x+ = (1, 3), A1 = (1, 1), A2 = (−1,−2) et

∣∣∣∣ 1 1
−1 −2

∣∣∣∣ 6= 0

ii)

X+ = {(1, 3), (2, 3)}.
X− = {(2, 2), (2, 1)}.

x+ = (1, 3), A1 = (0, 0, 1) et A2 = (−1,−2, 0).
x+ = (2, 3), A1 = (0, 0, 0) et A2 = (−1,−2,−1).

(−1,−2,−1)tw12 6

 −1
−1
0



(−1,−2,−1)tw12 6

 −1
−1
0


 −1
−2
−1

w12 6

 −1
−1
0

⇒


w12 > 1
w12 > 1

2

w12 > 0
⇒ w12 > 1⇒ w12 = 1 et w11 = 0.

w12 = 1, w11 = 0⇒ b = 1
2
− (0, 1)(2, 3) = 1

2
− 3 = −5

2
.

(0, 1)(x1, x2)− 5

2
= 0⇒ x2 =

5

2
.
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Notes alors si A1 et A2 sont non nuls, alors

w((2, 3)− (2, 4)) 6 0⇒ −w12 6 0

w((2, 2)− (2, 3)) 6 −1⇒ −w12 6 −1

w((2, 1)− (2, 3)) 6 −1⇒ −2w12 6 −1

donc w12 > 1. iv)

X+ = {(−1, 3)}.
X− = {(−2, 2), (−2, 1)}.

x+ = (−1, 3) , A1 = (−1,−1) , A2 = (−1,−2) et

∣∣∣∣ −1 −1
−1 −2

∣∣∣∣ 6= 0(
−1 −1
−1 −2

)(
w11

w12

)
=

(
−1
−1

)
⇒
{
w11 + w12 = 1.
w11 + 2w11 = 1.

Donc w11 = 1 et w12 = 0.

b =
1

2
− (0, 1)(−1, 3) =

1

2
− 3 = −5

2
.

(0, 1)(x1, x2)− 5

2
= 0⇒ x2 =

5

2
.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons tenté de présenter de manière simple le concept de
système d'apprentissage introduit par Vladimir Vapnik. Cette méthode de classi�cation
est basée sur la recherche d'un hyperplan qui permet de séparer au mieux des ensembles
de données, elle est applicable pour des tâches de classi�cation à deux classes, mais il
existe des extensions pour la classi�cation multiclasse.

Les machines à vecteurs de supports ont l'avantage de ne pas nécessiter le réglage
de beaucoup de paramètres et ont été appliquées avec grand succès dans de nombreux
domaines :
• Finance (évolution des prix, valeurs en bourse, etc.)
• Structure des protéines (protein folding).
• Génomique (microarray gene expression data).
• Reconnaissance de visages.
• Détections des catastrophes, forecasting.
• Images satellite et surveillance.
• Reconnaissance de l'écriture manuscrite.
• Diagnostic médical.
• Le traitement d'images, la catégorisation textes...
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