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Introduction :
Les équations aux dérivées partielles, constituent une branche importante des mathé-

matiques .

Dans ce travail, que nous présentons sous forme d’un mémoire, nous étudions les EDP

de type Hyperbolique.

Nous allons présenter dans le premier chapitre la classification des EDP (Hyperbo-

lique, Parabolique, Elliptique).

Dans le second chapitre, nous allons présenter les méthodes de résolutions (D’Alem-

bert, Séparation des variables, l’intégrale de Fourier) des équations aux dérivées partielles

de type hyperbolique.
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Chapitre 1

Classification des équations aux

dérivées partielles du second ordre :

1.1 Cas de deux variables :

Définition :

les EDP linéaire de second ordre à deux variables indépendantes peut être écrite sous

la forme suivante :

AUx2 +BUxy + CUy2 +DUx + EUy + FU = G...................... (1)

où A,B,C,D,E, F et G sont des fonctions de x et de y de classe C2 sur D ⊂ R2.

Le type : * Dans la géométrie analytique, l’équation d’une section canonique de la

forme suivante :

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

où A,B,C,D,E et F sont des constantes cette équation quadratique représente les

forme géométriques suivantes :

1) une hyperbole : si B2 − 4AC > 0

2) une parabole : si B2 − 4AC = 0

3) une ellipse : si B2 − 4AC < 0
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La classification de l’équation (1) est basée sur la possibilité de réduire de cette équa-

tion par une transformation de coordonnées à une forme canonique (standard)

* soit la transformation suivante :

ξ = ξ (x, y) et η = η (x, y) ........................ (2)

où ξ et η sont des fonctions de classe c2 sur D ⊂ R2 telle que le jacobien :

J =

∣∣∣∣∣∣ ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣∣ = ξxηy − ξyηx 6= 0

Alors, nous avons :

Ux = Uξξx + Uηηx

Uy = Uξξy + Uηηy

Ux2 = Uξ2ξx
2 + 2Uξηξxηx + Uη2ηx

2 + Uξξx2 + Uηηx2

Uxy = Uξ2ξxξy + Uξη(ξxηyξyηx) + Uη2ηxηy + Uξξxy + Uηηxy

Uy2 = Uξ2ξy
2 + 2Uξηξyηy + Uη2ηy

2 + Uξξy2 + Uηηy2

..................... (3)

En remplaçant (3) dans l’équation (1) et on obtient :

A∗Uξ2 +B∗Uξη + C∗Uη2 +D∗Uξ + E∗Uη + F ∗U = G∗................... (4)

Où :

A∗ = Aξx
2 +Bξxξy + Cξy

2

B∗ = 2Aξyηx +B(ξxηy + ξyηx) + 2Cξyηx

C∗ = Aηx
2 +Bηxηy + Cηy

2

D∗ = Aξx2 +Bξxy + Cξy2 +Dξx + Eξy

E∗ = Aηx2 +Bηxy + Cηy2 +Dηx + Eηy

F ∗ = F

G∗ = G

............................. (5)

*on peut démontrer facilement que :

B∗2 − 4A∗C∗ = J2(B2 − 4AC)................. (6)

la classification de l’équation (1) dépend des coeffi cients A(x, y),B(x, y) et C(x, y) en

un point (x, y) ∈ D.

Alors, récrire les équations(1) et (4) sous forme :

AUx2 +BUxy + CUy2 = H(x, y, U, Ux, Uy)................... (7)
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A∗Uξ2 +B∗Uξη + C∗Uη2 = H∗(ξ, η, U, Uξ, Uη)................... (8)

La forme canonique : AUx2 +BUxy + CUy2 = H(x, y, U, Ux, Uy)................... (7)

A∗Uξ2 +B∗Uξη + C∗Uη2 = H∗(ξ, η, U, Uξ, Uη)................... (8)

on suppose que les coeffi cient A,B et C sont non nuls et on pose dans (8) :

A∗ = C∗ = 0 alors :

A∗ = Aξx
2 +Bξxξy + Cξy

2 = 0

C∗ = Aηx
2 +Bηxηy + Cηy

2 = 0

Ces deux équations sont du même type donc on peut écrire sous la forme :

Aδx
2 +Bδxδy + Cδy

2 = 0.......................... (9)

en divisant l’équation (9) sur δy2, on obtient :

A
(
δx
δy

)
2 +B

(
δx
δy

)
+ C = 0..................... (10)

sur la courbe δ = cste , nous avons :

dδ = δx.dx+ δy.dy = 0

Alors on a :
dy
dx

= − δx
δy
........................... (11)

en remplaçant (11) dans (10) , on trouve l’équation quadratique suivante :

A
(
dy
dx

)
2 −B

(
dy
dx

)
+ C = 0............................ (12)

Donc les racines suivantes :
dy
dx

= B+
√
B2−4AC
2A

dy
dx

= B−
√
B2−4AC
2A

.............................. (13)

Ces équations sont connus les équations caractéristiques et l’intégrale de ces équations

sont appelés les courbes caractéristiques définies par :

ϕ(x, y) = c1 et φ(x, y) = c2

avec cette transformation de coordonnée ξ = ϕ(x, y) et η = φ(x, y) on peut trouver

une forme canonique de l’équation(7) .
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1.1.1 Différents types :

suivant le signe de B2 − 4AC on distinge les types suivants :

1) Si B2 − 4AC > 0, l’équation (7) est appelée équation hyperbolique.

dans ce cas les équations caractéristiques sont des équations réels et les courbes ca-

ractéristiques sont données par :

ϕ(x, y) = c1 et φ(x, y) = c2

Avec le changement de coordonnées :

ξ = ϕ(x, y) et η = φ(x, y)

L’équation (8) se réduit à :

Uξη = H1 où H1 = H∗

B∗ ........... (14)

l’équation (14) est appelée la première forme canonique de l’équation hyperbolique.

* soit le changement suivant :

α = ξ + η et β = ξ − η

Alors l’équation (14) est transformée en :

Uα2 + Uβ2 = H2(α, βU, Uα, Uβ)........................ (15)

L’équation (15) est appelée la deuxième forme canonique de l’équation hyperbolique.

2) Si B2 − 4AC = 0 l’équation (7) est appelée équation parabolique dans ce cas les

équations caractéristiques(13) coïncident :
dy
dx

= B
2A

Avec l’intégration, on obtient :

ϕ(x, y) = c1 / c1 ∈ R

on pose : ξ = ϕ(x, y) et η = y (on peut choisit)

Jac =

∣∣∣∣∣∣ ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

si A∗ = 0 ,nous avons :

A∗ = Aξx
2 +Bξxξy + Cξy

2

A∗ = (
√
Aξx +

√
Cξy) = 0

B∗ = 2Aξyηx +B(ξxηy + ξyηx) + 2Cξyηx
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B∗ = 2(
√
Aξx +

√
Cξy)(

√
Aηx +

√
Cηy) = 0

C∗ = Aηx
2 +Bηxηy + Cηy

2

C∗ = C 6= 0

L’équation (8) devient :

Uη2 = H3(ξ, η, U, Uξ, Uη)................ (16)

si on pose : η = φ(x, y) et ξ = x (choisie) l’équation (8) se réduit à :

Uξ2 = H∗3 (ξ, η, U, Uξ, Uη)

3) Pour une équation elliptique, nous avons, B2−4AC < 0 par conséquent l’équation

quadratique (12) admette deux famille des courbes caractéristiques conjuguées :

ϕ(x, y) = α(x, y) + iβ(x, y) = c1

φ(x, y) = α(x, y)− iβ(x, y) = c2

Soit la transformation suivante :

ξ = α(x, y) + iβ(x, y) et η = α(x, y)− iβ(x, y)............................... (17)

Donc on a

α = 1
2
(ξ + η) et β = 1

2i
(ξ − η)................................ (18)

Avec le changement (18) l’équation (8) devienne :

A∗∗(α, β)Uα2+B
∗∗(α, β)Uαβ+C∗∗(α, β)Uβ2 = H4(α, β, U, Uα, Uβ)............................. (19)

Alors on a :

A∗ = C∗ = 0

A∗ = Aξx
2 +Bξxξy + Cξy

2

A∗ = (Aαx
2+Bαxαy+Cαy

2)−(Aβx
2+Bβxβy+Cβy

2)+i
[
2Aαxβy +B(αxβy + αyβx) + 2Cαyβy

]
A∗ = 0

C∗ = Aηx
2 +Bηxηy + Cηy

2

C∗ = (Aαx
2+Bαxαy+Cαy

2)−(Aβx
2+Bβxβy+Cβy

2)−i
[
2Aαxβy +B(αxβy + αyβx) + 2Cαyβy

]
C∗ = 0

Alors on a : A∗∗ − C∗∗ + iB∗∗ = 0

A∗∗ − C∗∗ − iB∗∗ = 0
⇐⇒

 A∗∗ = C∗∗

B∗∗ = 0
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Par conséquent, l’équation (19) se transforme en le forme :

Uα2 + Uβ2 = H5(α, βU, Uα, Uβ)............................... (20)

Ceci est appelée la forme canonique de l’équation elliptique.

1.1.2 Exemples

1) Ux2 − 1
C2
Uy2 = 0.............................. (∗)

A = 1 , B = 0 ,C = − 1
c2

∆ = B2 − 4AC = 4
c2
> 0

L’équation (∗) du second ordre de type hyperbolique.
dy
dx

=
2
c

2
= 1

c

dy
dx

=
−2
c

2
= −1

c

⇐⇒

 dx = cdy

dx = −cdy
⇐⇒

 x− cy = c1

x+ cy = c2

On pose :

 ξ(x, y) = x− cy

η(x, y) = x+ cy

ξx = 1 , ξy = −c

ηx = 1 , ηy = c

Ux = Uξξx + Uηηx = Uξ + Uη

Ux2 = Uξ2ξx + Uξηξx + Uξηηx + Uη2ηx = Uξ2 + 2Uξη + Uη2 ........... (1)

Uy = Uξξy + Uηηy = −cUξ + cUη = −c(Uξ − Uη)

Uy2 = −c[Uξ2ξy+Uξηηy]+c[Uη2ηy+Uξηξy] = c2Uξ2−2c2Uξη+c
2Uη2 ............................. (2)

En remplaçant (1) et (2) dans (∗), on obtient :

Uξη = 0 ⇐⇒ U (ξ, η) = f (ξ) + g (η)

Donc la solution générale :

U(x, y) = f (x− cy) + g (x+ cy)

2) x2Ux2 + 2xyUxy + y2Uy2 + xyUx + y2Uy = 0........................ (∗)

A = x2 , B = 2xy , C = y2

∆ = (2xy) 2 − 4x2y2 = 0

Donc l’équation est de type parabolique.
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dy
dx

= B
2A

= 2xy
2x2

= y
x

dy
dx

= y
x

=⇒ dy
y

= dx
x

=⇒ ln(y)− ln(x) = ln(c1) =⇒ c1 = y
x

On pose les coordonnées caractéristiques : ξ(x, y) = y
x

η(x, y) = y

ξx = − y
x2

, ξy = 1
x

ηx = 0 , ηy = 1

Ux = Uξξx + Uηηx = − y
x2
Uξ...................... (1)

Ux2 = 2y
x3
Uξ + y

x2
[Uξ2ξx + Uξηηx] = 2y

x3
Uξ + y2

x4
Uξ2 ........................... (2)

Uy = Uξξy + Uηηy = 1
x
Uξ + Uη................................. (3)

Uy2 = 1
x
[Uξ2ξy + Uξηηy] + Uη2ηy + Uξηξy = 1

x2
Uξ2 + 1

x
Uξη + Uη2 ................... (4)

Uyx = − 1
x2
Uξ − y

x2
[Uξ2ξy + Uξηηy] = − 1

x2
Uξ − y

x3
Uξ2 − y

x2
Uξη.............................. (5)

En remplaçant (1),(2),(3),(4) et (5) dans (∗) et on obtient :

Uη2 + Uη = 0

r2 + r = 0 =⇒ r(r + 1) = 0 =⇒ r = 0 ou r = 1

U(ξ, η) = c1 (ξ) exp(−η) + c2(ξ)

Donc la solution général :

U(x, y) = c1

(
y
x

)
exp(−y) + c2

(
y
x

)
telle que : c1, c2 deux fonctions :R× R.

3) 4Ux2 + Uy2 = 0

A = 4 , B = 0 , C = 1

∆ = B2 − 4AC = −16 < 0

Donc cette équation est de type elliptique.
dy
dx

= −4i
8

= −1
2
i

dy
dx

= 4i
8

= 1
2
i

dy
dx

= i
2

=⇒ 2dy = idx =⇒ 2y = ix+ c =⇒ c = 2y − ix

α = 2y et β = −x

Ux = Uααx + Uββx

Ux2 = −(Uβααx − Uβ2) = Uβ2 ................ (1)

9



Uy = Uααy + Uββy = 2Uα

Uy2 = 2(2Uα2) = 4Uα2 ..................... (2)

En remplaçant (1) et (2) dans (∗), on obtient :

4Uβ2 + 4Uα2 = 0 =⇒ Uβ2 + Uα2 = 0

1.2 Cas de trois variables

A11Ux2 + A22Uy2 + A33Uz2 + 2A12Uxy + 2A13Uxz + 2A23Uyz + F = 0..................... (1)

1.2.1 type :

les fonction Aij sont de classe c1 sur un domaine D de R3 et à valeur dans R , on note

A = (Aij) ∈M3(R).

Etant donné x0 ∈ D, on note A0 = (Aij(x
0)) ∈ M3(R) la matrice A0 est symétrique,

donc ses valeurs propres sont réelles et A0 est diagonalisable, dans une base B′ ortho-

normée on a donc A0 = PDtP où P désigne la matrice de passage de la base canonique

à B′ et D est une matrice diagonale formée par les valeurs propres de A0.

A =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 , D =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


En considérant la forme quadratique associée à :

A11t1
2 + A22t2

2 + A33t3
2 + 2A12t1t2 + 2A13t1t3 + 2A23t2t3 + F

3∑
i,j=1

Aijtitj

Et en la réduisant a une somme de carrés.on a d’après le théorème de lagrange :∑
i,j=1

Aijtitj =

3∑
i,j=1

λit
′
i
2

* si les λi sont de même signe alors le type est elliptique.

* si les λi = 0 alors le type est parabolique.
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* si les λi ne sont pas de même signe et non nuls alors le type est hyperbolique.

1.2.2 Exemples

1) Ux2 − 4Uxy + 2Uxz + 4Uy2 + Uz2 − 2xyUx + 3xU = 0

2) Ux2 + 3Uy2 + 3Uz2 − 2Uxy − 2Uxz − 2Uyz − 8U = 0

3) Ux2 + 2Uxy + 2Uy2 + 4Uyz + 5Uz2 = 0

4) 3Uxy − 2Uxz − Uyz − 4 = 0

:

1) Ux2 − 4Uxy + 2Uxz + 4Uy2 + Uz2 − 2xyUx + 3xU = 0.......... (∗)

q(t1, t2, t3) = t1
2 − 4t1t2 + 2t1t3 + 4t2

2 + t3
2 = 0

q(t1, t2, t3) = (t1 − 2t2 + t3)2 − (t3 − 2t2)2 + 4t2
2 + t3

2

q(t1, t2, t3) = (t1 − 2t2 + t3)2 − 4t2
2 − t32 + 4t2t3 + 4t2

2 + t3
2

q(t1, t2, t3) = (t1 − 2t2 + t3)2 + 4t2t3

q(t1, t2, t3) = (t1 − 2t2 + t3)2 + (t2 + t3)2 − (t2 − t3)2

On pose :
τ 1 = t1 − 2t2 + t3

τ 2 = t2 + t3

τ 3 = t2 − t3
q(τ 1, τ 2, τ 3) = τ 1

2 + τ 2
2 − τ 3

2

Les λi ne sont pas de même signe alors l’équation (∗) est hyperbolique.

2) Ux2 + 3Uy2 + 3Uz2 − 2Uxy − 2Uxz − 2Uyz − 8U = 0

q(t1, t2, t3) = t1
2 + 3t2

2 + 3t3
2 − 2t1t2 − 2t1t3 − 2t2t3 = 0

q(t1, t2, t3) = (t1 − t2 − t3)2 − (−t2 − 2t3)2 + 3t2
2 + 3t3

2 − 2t2t3

q(t1, t2, t3) = (t1 − t2 − t3)2 − t22 − t32 − 2t2t3 + 3t2
2 + 3t3

2 − 2t2t3

q(t1, t2, t3) = (t1 − t2 − t3)2 + 2t2
2 + 2t3

2 − 4t2t3

q(t1, t2, t3) = (t1 − t2 − t3)2 + 1/2(2t2 − 2t3)2 − 1/2(2t3)2 + 2t3
2

q(t1, t2, t3) = (t1 − t2 − t3)2 + 1/2(2t2 − 2t3)2
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 τ 1 = t1 − t2 − t3
τ 2 = 2t2 − 2t3

q(τ 1, τ 2, τ 3) = τ 1
2 + 1/2τ 2

2

On a λ3 = 0 , donc l’équations (∗) est de type parabolique.

3) Ux2 + 2Uxy + 2Uy2 + 4Uyz + 5Uz2 = 0

q(t1, t2, t3) = t1
2 + 2t1t2 + 2t2

2 + 4t2t3 + 5t3
2 = 0

q(t1, t2, t3) = (t1 + t2)2 + t2
2 + 4t2t3 + 5t3

2

q(t1, t2, t3) = (t1 + t2)2 + (t2 + 2t3)2 + t3
2

τ 1 = t1 + t2

τ 2 = t2 + 2t3

τ 3 = t3

q(τ 1, τ 2, τ 3) = τ 1
2 + τ 2

2 + τ 3
2

Les λi sont de même signe alors l’équation (∗) est elliptique.

1.2.3 Forme canonique :

A11Ux2 + A22Uy2 + A33Uz2 + 2A12Uxy + 2A13Uxz + 2A23Uyz + F = 0.....................(∗)

Cherchons la matrice de transformation M : M exprime les anciennes coordonnées

en fonction du nouveau cet-a dire :
t1

t2

t3

 = M


τ 1

τ 2

τ 3


Et on effectuant le changement de variables :

ξ

η

ϕ

 =t M


x

y

z

 , où tM =


c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


ξ(x, y, z) = c11x+ c12y + c13z

η(x, y, z) = c21x+ c22y + c23z

ϕ(x, y, z) = c31x+ c32y + c33z

ξx = c11 , ξy = c12 , ξz = c13

12



ηx = c21 , ηy = c22 , ηz = c23

ϕx = c31 , ϕy = c32 ,ϕz = c33
Ux = ξxUξ + ηxUη + ϕxUϕ

Uy = ξyUξ + ηyUη + ϕyUϕ

Uz = ξzUξ + ηzUη + ϕzUϕ
Ux2 = ξx

2Uξ2 + 2ξxηxUξη + ηx
2Uη2 + 2ηxϕxUηϕ + ϕx

2Uϕ2 + 2ϕxξxUξϕ

Uy2 = ξy
2Uξ2 + 2ξyηxUξη + ηy

2Uη2 + 2ηyϕyUηϕ + ϕy
2Uϕ2 + 2ϕyξyUξϕ

Uz2 = ξz
2Uξ2 + 2ξzηzUξη + ηz

2Uη2 + 2ηzϕzUηϕ + ϕz
2Uϕ2 + 2ϕzξzUξϕ

....... (1)



Uxy = ξxξyUξ2 + ηxηyUη2 + ϕxϕyUϕ2 + ξxηyUξη + ξxϕyUξϕ + ηxξyUηξ

+ϕxξyUϕξ + ϕxηyUϕη + ηxϕyUηϕ

Uxz = ξxξzUξ2 + ηxηzUη2 + ϕxϕzUϕ2 + ξxηzUξη + ξxϕzUξϕ + ηxξzUηξ

+ϕxξzUϕξ + ϕxηzUϕη + ηxϕzUηϕ

Uyz = ξyξzUξ2 + ηyηzUη2 + ϕyϕzUϕ2 + ξyηzUξη + ξyϕzUξϕ + ηyξzUηξ

+ϕyξzUϕξ + ϕyηzUϕη + ηyϕzUηϕ

....... (2)

En remplaçant (1) et (2) dans (∗), on obtient :

A11[ξx
2Uξ2 + 2ξxηxUξη + ηx

2Uη2 + 2ηxϕxUηϕ + ϕx
2Uϕ2 + 2ϕxξxUξϕ]+

A22[ξy
2Uξ2 + 2ξyηxUξη + ηy

2Uη2 + 2ηyϕyUηϕ + ϕy
2Uϕ2 + 2ϕyξyUξϕ]+

A33[ξz
2Uξ2 + 2ξzηzUξη + ηz

2Uη2 + 2ηzϕzUηϕ + ϕz
2Uϕ2 + 2ϕzξzUξϕ]+

A12[ξxξyUξ2 + ηxηyUη2 + ϕxϕyUϕ2 + ξxηyUξη + ξxϕyUξϕ + ηxξyUηξ+

ϕxξyUϕξ + ϕxηyUϕη + ηxϕyUηϕ] + A13[ξxξzUξ2 + ηxηzUη2 + ϕxϕzUϕ2+

ξxηzUξη + ξxϕzUξϕ + ηxξzUηξ + ϕxξzUϕξ + ϕxηzUϕη + ηxϕzUηϕ] + A23[ξyξzUξ2+

ηyηzUη2 + ϕyϕzUϕ2 + ξyηzUξη + ξyϕzUξϕ + ηyξzUηξ + ϕyξzUϕξ + ϕyηzUϕη+

ηyϕzUηϕ] + F = 0

Uξ2 [A11ξx
2 + A22ξy

2 + A33ξz
2 + 2A12ξxξy + 2A13ξxξz + 2A23ξyξz]+

Uη2 [A11ηx
2 + A22ηy

2 + A33ηz
2 + 2A12ηxηy + 2A13ηxηz + 2A23ηyηz]+

Uϕ2 [A11ϕx
2 + A22ϕy

2 + A33ϕz
2 + 2A12ϕxϕy + 2A13ϕxϕz + 2A23ϕyϕz]+

Uξη[2A11ξxηx + 2A22ξyηy + 2A33ξzηz + 2A12(ξxηx + ηxξy) + 2A13(ξxηz+
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ηxξz) + 2A23(ξyηz + ηyξz)] + Uξϕ[2A11ξxϕx + 2A22ξyϕy + 2A33ξzϕz+

2A12(ξxϕx + ϕxξy) + 2A13(ξxϕz + ϕxξz) + 2A23(ξyϕz + ϕyξz)]+

Uηϕ[2A11ηxϕx + 2A22ηyϕy + 2A33ηzϕz + 2A12(ηxϕx + ϕxηy)+

2A13(ηxϕz + ϕxηz) + 2A23(ηyϕz + ϕyηz)] + F = 0

A∗11Uξ2 + A∗22Uη2 + A∗33Uϕ2 + 2A∗12Uξη + 2A∗13Uξϕ + 2A∗23Uηϕ + F = 0

telle que :

A∗11 =

3∑
i,j=1

Aijc1ic1j

A∗22 =

3∑
i,j=1

Aijc2ic2j

A∗33 =
3∑

i,j=1

Aijc3ic3j

A∗12 =
3∑

i,j=1

Aijc1ic2j

A∗13 =
3∑

i,j=1

Aijc1ic3j

A∗23 =
3∑

i,j=1

Aijc2ic3j

1.2.4 Exemple

3Uxy − 2Uxz − Uyz − 4 = 0

Le type : q(t1, t2, t3) = t1t2 − 2t1t3 − t2t3 = 0

q(t1, t2, t3) = 3(t1t2 − 2/3t1t3 − 1/3t2t3)

q(t1, t2, t3) = 3[(t1 − 1/3t3)(t2 − 2/3t3)− 2/9t3
2]

q(t1, t2, t3) = 3[1/4(t1 + t2 − t3)2 − 1/4(t1 − t2 + 1/3t3)2 − 2/9t3
2]

q(t1, t2, t3) = 3/4(t1 + t2 − t3)2 − 3/4(t1 − t2 + 1/3t3)2 − 2/3t3
2

On pose :
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
τ 1 = t1 + t2 − t3
τ 2 = t1 − t2 + 1/3t3

τ 3 = t3

q(τ 1, τ 2, τ 3) = 3/4τ 1
2 − 3/4τ 2

2 − 2/3τ 3
2

les λi ne sont pas de même signe alors l’équation (∗) est hyperbolique.

La forme canonique :

Cherchons la matrice de transformation M .

M exprime les anciennes coordonnées en fonction du nouveau cet-a dire :
t1

t2

t3

 = M


τ 1

τ 2

τ 3


On a directement :

t3 = τ 3 et t2 = 1/2τ 1 − 1/2τ 2 + 2/3τ 3 et t1 = 1/2τ 1 + 1/2τ 2 + 1/3τ 3

Donc

M =


1/2 1/2 1/3

1/2 −1/2 2/3

0 0 1


D’après le changement des variables :

ξ

η

ϕ

 =t M


x

y

z


la fonction U(x, y, z) devient sur fonction V (ξ, η, ϕ) on a :

ξ(x, y, z) = 1/2x+ 1/2y

η(x, y, z) = 1/2x+−1/2y

ϕ(x, y, z) = 1/3x+ 2/3y + z

Ux = 1/2Uξ + 1/2Uη + 1/3Uϕ

Uy = 1/2Uξ − 1/2Uη + 2/3Uϕ

Uxy = 1/4Uξ2 − 1/4Uη2 + 2/9Uϕ2 + 1/2Uξϕ + 1/6Uηϕ.... (1)

Uxz = 1/3Uξ2 + 1/2Uξϕ + 1/2Uηϕ........................ (2)

Uyz = 2/3Uϕ2 + 1/2Uξϕ − 1/2Uηϕ....................... (3)
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en remplaçant (1) , (2) et (3) dans (∗), on obtient :

3/4Uξ2 − 3/4Uη2 − 2/3Uϕ2 − 4 = 0

1.3 Cas de n variables

L’équation aux dérivées partielles linéaires de second ordre à n variables indépen-

dantes, peut être écrite sous la forme suivante :
n∑

i,j=1

AijUxixj + F (x1, ...., xn, U, Ux1 , ......, Uxn) = 0.................... (1)

où Aij = Aji et Aij sont des fonctions de variable (x1, ...., xn) de classe c2 sur D ⊂ Rn.

Au point fixé (x1, ...., xn) . on considère la forme quadratique associée :
n∑

i,j=1

Aijtitj....................... (2)

On peut passer à l’aide de transformation linéaire et réduire (2) à une somme de

carrés :

q(t1, ...., tn) =
n∑
i=1

λ
i
t′i

2............. (3)

* si les λi de même signe, l’équation (1) sera alors de type elliptique.

* si λi = 1 pour j = 1, ....,m < n et λi = 1 pour j = m + 1, ......, n, l’équation (1)

est hyperbolique.

* si λi = 0 alors l’équation est parabolique.

Effectuons sur les variables indépendantes la transformation linéaire non-singulière :

M =


C11 ... C1n

... ... ...

Cn1 ... Cnn


ξh =

n∑
h=1

Chjxj .............(4)

Avec h = 1, ............, n

En posant U(x1, ...., xn) = V (ξ1, ...., ξn)

Uxj =

n∑
h,k=1

ChjUξh
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Uxixj =
n∑

h,k=1

ChiCkiUξhξk

En substituant dans (2), on obtient :
n∑

h,k=1

A∗hkUξhξk + F (ξ1, ...., ξn, U, Uξ1 , ......, Uξn) = 0
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Chapitre 2

Méthodes de résolutions des EDP de

type hyperbolique

2.1 Méthode de d’Alembert

2.1.1 Solution de D’Alembert

Pour établir la solution de D’Alembert de l’équation hyperbolique homogène suivante,

Ut2 − c2Ux2 = 0 , x ∈ R, t ∈ R+....... (1)

on effectue le changement de variables suivant : ξ = x− ct

η = x+ ct
.............. (2)

Ce changement de variables conduit aux relations suivantes : Ux = Uξ + Uη

Ut = c(−Uξ + Uη) Ux2 = Uξ2 + 2Uξη + Uη2

Ut2 = c2(Uξ2 − 2Uξη + Uη2)
............ (3)
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L’équation (1) devient alors :

Uξη = 0............. (4)

L’équation (4) peut être facilement intégrée on a :

Uξ(ξ, η) = f(ξ) et donc U(ξ, η) = F (ξ) +G (η) ............. (5)

où F est la primitive de f.

On constate donc qu’une solution sur le domaine non bornée R×R+ se met sous la

forme :

U(x, t) = F (x− ct) +G (x+ ct)

où F et G sont deux fonctions arbitraires que l’on suppose au moins deux fois conti-

nûment différentiables .

2.1.2 Problème de Cauchy

On introduit le problème de Cauchy pour les équations hyperboliques :
Ut2 − c2Ux2 = 0 ,x ∈ R, t ∈ R

U(x, 0) = U0(x) ,x ∈ R

Ut(x, 0) = V 0(x) ,x ∈ R

................... (6)

En utilisant la solution de D’Alembert (5), les conditions initiales conduisent à : F (x) +G(x) = U0(x)

−cF ′ + cG′ = V 0(x)
............. (7)

En intégrant la second équation en espace, on obtient :

c[G− F ] =
∫ x
x0
V 0(s)ds+ k1.............. (8)

G− F = 1
c

∫ x
x0
V 0(s)ds+ k

D’où la détermination de F et G par rapport aux conditions initiales :

G(x) = 1/2[U0(x) + 1/c
∫ x
x0
V 0(s)ds+ k]

F (x) = 1/2[U0(x)− 1/c
∫ x
x0
V 0(s)ds− k]
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La solution complète du problème est donc par :

U(x, t) = 1/2[U0(x+ ct) + U0(x− ct)] + 1
2c

∫ x+ct

x−ct V
0(η)dη.............. (9)

2.1.3 Application au problème de Dirichlet

La résolution du problème de Dirichlet homogène :

Ut2 − c2Ux2 = 0 ,x > 0, t > 0

U(x, 0) = ϕ(x) ,x > 0

Ut(x, 0) = ψ(x) ,x > 0

U(0, t) = 0 t > 0

lorsque ϕ et ψ satisfont les conditions de compatibilité ϕ(0) = 0 et ψ(0) = 0, se

ramène à celle du problème de cauchy par la méthode dite des images. en effet, si U est

solution alors (x, t) −→ U(−x, t) est solution du problème symétrique, posé sur R−, avec

ϕ et ψ prologées eb des fonctions impaire :

ϕ(x) = −ϕ(−x) et ψ(x) = −ψ(−x) .

Donc la fonction U définie comme la superposition des deux solutions est une solution

sur R tout entier, sauf peut-être en 0. Réciproquement, soit

U(x, t) = 1
2
(ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

x−ct ψ(y)dy

Cette fonction satisfait l’équation des ondes partout où elle est deux fois dérivable.

c’est le cas si ϕ et ψ sont réciproquement deux fois et une fois dérivable sur R+, sauf

peut -être sur le cône caractéristique {(x, t), x± ct = 0}

(si ϕ satisfait la condition de compatibilité supplémentaire ϕ′(0) = 0, il n’y pas de

problème.)

de plus, lorsque ϕ et ψ sont impaires, il en est de même de U . par conséquent c’est

bien une solution du problème de Dirichlet homogène, sauf peut-être sur la demi droite

{x = ct} .

lorsque x > ct, les fonctions ϕ et ψ sont évaluée en des points positifs. Lorsque x < ct,

on peut vouloire exprimer originales, définies sur R+. on trouve ainsi la formule
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U(x, t) = 1
2
(ϕ(ct+ x) + ϕ(ct− x)) + 1

2c

∫ ct+x
ct−x ψ(y)dy

2.2 Méthode de la séparation des variables

Illustrons la méthode de séparation de variables pour le problème suivant :

Ux2 − 1
a2
Ut2 = 0 ...............(1) /0 < x < l, 0 < t < +∞

U(0, t) = U(l, t) = 0 ............. (2) /0 < t < +∞

U(x, 0) = ϕ(x)

Ut(x, 0) = 0

où ϕ(x) =

 h
x0
x /0 < x < x0

h(l−x)
l−x0 /x0 < x < l

Considérons l’équation suivante :

Ux2 − 1
a2
Ut2 = 0 /0 < x < l, 0 < t < +∞

avec les condition initiales

U(x, 0) = ϕ(x) et Ut(x, 0) = 0

et les conditions à la frontière

U(0, t) = U(l, t) = 0 /0 < t < +∞

La première étape consiste à étudier un problème intermédiaire et de recherche de

solution U(x, t) de la forme spéciale f(x).g(t) où f, g sont respectivement des fonctions

de x et de t ayant au moins des dérivées premières et secondes continues.

La second étape consiste à substituer ces solutions spéciales dans l’edp .

Dans notre cas, considérons d’abord le problème intermédiaire aves les conditions à

la frontière suivant : Ux2 − 1
a2
Ut2 = 0 ...............(1) /0 < x < l, 0 < t < +∞

U(0, t) = U(l, t) = 0 ..............(2) /0 < t < +∞
On va cherche les solutions particulières de la forme :

U(x, t) = f(x).g(t)................... (3)
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qui vérifient les conditions (2), Ceci permet de scinder l’équation aux dérivées partiales

(1) en deux équation différentielles ordinaires l’une en f , l’autre en g. En effet, reportant

(3) dans (1), on a :

f”(x).g(t)− 1
a2
g”(t).f(x) = 0

en divisant par f(x).g(t) et on obtient :

f”(x)
f(x)

= 1
a2
g”(t)
g(t)

.............. (4)

Le membre de gauche ne d’épend que x, et celui de droite de t seulement.

Les deux variables x et t étant indépendantes, l’égalité (4) n’est possible que si les

deux membres sont égaux à une même constante λ, l’équation (1) est donc équivalente

aux deux équations :

f”(x)
f(x)

= λ c.à.d f”(x)− λf(x) = 0............... (5)

1
a2
g”(t)
g(t)

= λ c.à.d g”(t)− λa2g(t) = 0............... (6)

Discutons suivant les valeurs de λ.

* si λ = k2 > 0, alors la solution générale de l’équation (1) est de la forme :

f(x) = A exp(−kx) +B exp(kx)

où A et B sont des nombres réels, Les conditions f(0) = 0 et f(l) = 0 donnent

A+B = 0 et

A exp(−kx) +B exp(kx) = 0.

Ce système d’équations n’a qu’une seule solution, la solution triviale (A,B) = (0, 0)

En effet, le déterminant vaut∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

exp(−kl) exp(kl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = exp(kl)− exp(−kl) = (exp(2kl)−1)
exp(kl)

6= 0

Si non exp(2kl) − 1 = 0 et donc 2kl = 0 Ceci est absudre parce que k et l sont

différent de 0.

donc A = B = 0.
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Ainsi dans le cas où λ = k2 > 0 alors f ≡ 0 et donc aussi U(x, t) ≡ 0 pour 0 ≤ x ≤ l

et t ≥ 0.

* si λ = 0, alors la solution générale de l’équation (1) est de la forme f(x) = A+Bx

où A et B sont des nombres réels. Les conditions f(x) = 0 et g(l) = 0 donnent A = 0

et A+Bl = 0 comme ci-dessus, ce système n’a qu’une seule solution, la solution triviale

(A,B) = (0, 0) car l 6= 0.

Ainsi dans le cas où λ = 0, alors f ≡ 0 et U(x, t) ≡ 0 pour tout 0 ≤ x ≤ l et t ≥ 0.

Les deux cas précédents sont donc à exclure.

* si λ = −k2 alors la solution générale de (5) est :

f(x) = A sin(kx) +B cos(kx)................. (7)

Appliquons les conditions (2), ne portent que sur f(x) :

U(0, t) = 0⇒ f(0) = 0 donc B = 0

U(l, t) = 0⇒ f(l) = 0 donc k = nπ
l
, n = 1, 2, ....

Il y a donc une infinité de solutions possibles correspondant aux valeurs successives

kn = nπ
l
.

Pour ces valeurs, les solutions correspondantes de (6) s’écrivent :

gn(t) = An sin(Unt) +Bn cos(Unt).............................. (8)

avec Un = Ka = nπ
l
a

combinant (7) et (8) on obtient une infinité de solutions :

Un(x, t) = (An sinUnt+Bn cosUnt) sin knx................... (9)

La solution formelle est alors :

U(x, t) =

∞∑
n=1

(An sinUnt+Bn cosUnt) sin knx

U(x, 0) = ϕ(x) et Ut(x, 0) = 0

pour tout x, 0 ≤ x ≤ l
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Il nous faut seulement considérer les conditions initiales.

U(x, 0) =
∞∑
n=1

Bn sin(nπx
l

) = ϕ(x) =

 h
x0
x /0 < x < x0

h(l−x)
l−x0 /x0 < x < l

Ut(x, 0) =

∞∑
n=1

anπ
l
An sin(nπx

l
) = 0

sont respectivement les séries de Fourier sinus de ϕ(x) c’est à dire que nous avons :

Bn = 2
l

∫ l
0
ϕ(x) sin(nπx

l
)dx

On a :

Bn =

 2
l

∫ x0
0

hx
x0

sin(nπx
l

)dx.......... (1)

2
l

∫ l
x0

h(l−x)
l−x0 sin(nπx

l
)dx........ (2)

Dans l’équation (1) nous avons :

f(x) = hx
x0

, g′(x) = sin(nπx
l

)

f ′(x) = h
x0

, g(x) = − l
nπ

cos(nπx
l

)

2
l

∫ x0
0

hx
x0

sin(nπx
l

)dx = 2
l
[− hlx

nπx0
cos(nπx

l
)]x00 + 2

l

∫ x0
0

hl
nπx0

cos(nπx
l

)dx

2
l

∫ x0
0

hx
x0

sin(nπx
l

)dx = − 2h
nπ

cos(nπx0
l

) + 2
l
[ h
x0

sin(nπx
l

)]x00

2
l

∫ x0
0

hx
x0

sin(nπx
l

)dx = − 2h
nπ

cos(nπx0
l

) + 2h
l

sin(nπx0
l

)

Dans l’équation (2) nous avons :

f(x) = h(l−x)
l−x0 , g′(x) = sin(nπx

l
)

f ′(x) = − h
l−x0 , g(x) = − l

nπ
cos(nπx

l
)

2
l

∫ l
x0

h(l−x)
l−x0 sin(nπx

l
)dx = 2

l
[− lh(l−x)

nπ(l−x0)
cos(nπx

l
)]lx0 −

2
l

∫ l
x0

hl
nπ(l−x0)

cos(nπx
l

)dx

2
l

∫ l
x0

h(l−x)
l−x0 sin(nπx

l
)dx = − 2h

nπ
cos(nπx0

l
)− 2

l
[ h
l−x0 sin(nπx

l
)]lx0

2
l

∫ l
x0

h(l−x)
l−x0 sin(nπx

l
)dx = − 2h

nπ
cos(nπx0

l
)− 2h

l(l−x0)
sin(nπ) + 2h

l(l−x0)
sin(nπx0

l
)

Donc on a An = 0

Nous allons maintenant déterminer des conditions suffi santes sur ϕ(x) pour que la

solution formelle soit une solution du problème posé :

U(x, t) = 2hl2

π2x0(l−x0)

∑∞
n=1

1
n2

sin nπx0
l

sin nπx
l

cos nπat
l

Un(x, t) = (An sinUnt+Bn cosUnt) sin knx................... (9)
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On a :

1) ϕ(x) est continue et dérivable sur l’intervalle [0,l] et ϕ(0) = ϕ(l) = 0

2) ϕ′(x) est continue et dérivable sur l’intervalle [0,l].

3) ϕ′′(x) est continue et lisse par morceaux sur l’intervalle [0,l] et ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0

dans ce cas,
∞∑
n=1

Bn sin(nπx
l

) = U(x, 0) = ϕ(x)

et la série de Fourier sinus de ϕ.

∂
∂x

[1
2

∑
n≥1Bn sin(nπ(x−at)

l
)] = 1

2

∞∑
n=1

Bn(nπ
l

) cos(nπ(x−at)
l

) et

∂
∂t

[1
2

∑
n≥1Bn sin(nπ(x−at)

l
)] = 1

2

∞∑
n=1

Bn(nπ
l

)(−a) cos(nπ(x−at)
l

)

La série de Fourier :
∞∑
n=1

Bn(nπ
l

) cos(nπy
l

)

est la série de Fourier sinus de la fonction ϕ.

2.3 Méthode de l’intégrale de Fourier

La transformée de Fourier de f(x) est définie par la formule :

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =
∫ +∞
−∞ f(x) exp(−iξx)dx.

La transformation inverse de Fourier de f̂(ξ) est définie par la formule

F−1(f̂)(x) = f(x) = 1
2π

∫ +∞
−∞ f̂(ξ) exp(iξx)dξ.

Supposons x ∈ ]0,+∞[ :

1) si f est paire.

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =
∫ +∞
−∞ f(x)(cos ξx− i sin ξx)dx

or les fonctions x → f(x) cos ξx et x → f(x) sin ξx sont respectivement paire et

impaire donc :∫ +∞
−∞ f(x) cos ξx dx =

∫ +∞
0

f(x) cos ξx dx +
∫ 0

−∞ f(x) cos ξx dx = 2.
∫ +∞

0
f(x) cos ξx

dx

et
∫ +∞
−∞ f(x) sin ξx dx = 0

donc si f est paire, F(f)(ξ) est un nombre réel et F(f)(ξ) =
∫ +∞

0
f(x) cos ξx dx
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f(x) = 2
π

∫ +∞
0
F(f)(ξ) cos ξx dx

2) si f est impaire alors on a de la même façon :

F(f)(ξ) =
∫ +∞

0
f(x) sin ξx dx.

f(x) = 2
π

∫ +∞
0
F(f)(ξ) sin ξx dx

Transformées de dérivées : si x ∈ R

on voit que la dérivation en x dans le domaine du temps devient un multiplication

par iξ dans le domaine des fréquences. en effet, par intégration par parties, on a :

F(f ′)(ξ) = f̂ ′(ξ) =
∫ +∞
−∞ f ′(x) exp(−iξx)dx

= f ′(x) exp(−iξx)+∞
−∞ +

∫ +∞
−∞ iξf(x) exp(−iξx)dx

= iξF(f)(ξ)

F(f
′′
)(ξ) = f̂ ′′(ξ) =

∫ +∞
−∞ f

′′
(x) exp(−iξx)dx = ξ2F(f)(ξ)

où le terme intégré est nul en ±∞ du fait que f̂(ξ)→ 0 avec |ξ| → ∞ .

De même, la dérivée f ′(ξ) de f(ξ) dans le domaine des fréquences provient de la

multiplication par −ix dans le domaine du temps :

f̂ ′(ξ) =
∫ +∞
−∞ (−ix)f ′(x) exp(−iξx)dx = ̂(−ix)f(ξ)

Transformée cosinus : 0 < x <∞ F(f ′)(ξ) = f̂ ′(ξ) =
∫ +∞

0
f ′(x) cos ξx dx

on intégré par partie et on obtient :

F(f ′)(ξ) = f̂ ′(ξ) = ξF(f)(ξ)− f(0)

F(f
′′
)(ξ) = f̂ ′′(ξ) = ξ2F(f)(ξ)− f ′(0)

Transformée sinus : 0 < x <∞ F(f ′)(ξ) = f̂ ′(ξ) =
∫ +∞

0
f ′(x) sin ξx dx

on intégré par partie et on obtient :

F(f ′)(ξ) = f̂ ′(ξ) = −ξF(f)(ξ)

F(f
′′
)(ξ) = f̂ ′′(ξ) = −ξ2F(f)(ξ) + ξf(0)

2.3.1 Exemples
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1) on considère le problème suivant :
Ut2 = a2Ux2 + f(x, t) ,x ∈ R, t > 0

U(x, 0) = 0 x ∈ R

Ut(x, 0) = 0

Pour ce problème en utilisant la transformation de Fourier :

F(U)(ξ, t) = Û(ξ, t) =
∫ +∞
−∞ U(x, t) exp(−iξx)dx

F(Ux)(ξ, t) = Ûx(ξ, t) =
∫ +∞
−∞ Ux(x, t) exp(−iξx)dx = exp(−iξx)U(x, t)|+∞−∞+

∫ +∞
−∞ (iξ)U(x, t)dx

Ûx(ξ, t) = (iξ)Û(ξ, t)

F(Ux2)(ξ, t) = Ûx2(ξ, t) = (iξ)2Û(ξ, t)

La dérivée partielle en t par la transformation de fourier reste une dérivée partielle

en t alors :

Ût2(ξ, t) = −a2ξ2Û(ξ, t) + f̂(ξ, t)

Ût2(ξ, t) + a2ξ2Û(ξ, t) = f̂(ξ, t)

L’équation se transforme, pour ξ fixé, en une équation différentielle du 2ème ordre en

t avec second membre :

Ût2(ξ, t) + a2ξ2Û(ξ, t) = 0...........(E0)

Ût2(ξ, t) + a2ξ2Û(ξ, t) = f̂(ξ, t)............ (E)

∆ = −4a2ξ2 = 4a2ξ2i2 < 0

r1 = −iaξ et r2 = aξi

La solution est de la forme :

Û(ξ, t) = Û1(ξ, t) + Û2(ξ, t)

telle que Û1(ξ, t) est la solution générale de (E0)

Û2(ξ, t) est la solution particulière de (E0)

Û1(ξ, t) = c1(ξ) cos(aξt) + c2(ξ) sin(aξt)

* si Û2(ξ, t) = M cos(ωt) +N sin(ωt)

où M,N, ω ∈ R, on a :
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* si (iω) n’est pas racine de l’équation caractéristique associée a (E0) alors :

Û2(ξ, t) = aξ sin(ωt)

Donc

Û(ξ, t) = c1(ξ) cos(aξt) + c2(ξ) sin(aξt) + aξ sin(ωt)

La solution générale est :

Û(ξ, t) = c1(ξ) cos(aξt) + c2(ξ) sin(aξt) + aξ sin(ωt)

c1 et c2 étant deux fonctions de ξ indépendantes de t que nous déterminons à l’aide

des conditions initiales alors : Û(ξ, 0) = 0 x ∈ R

Ût(ξ, 0) = 0 ,t > 0
⇒

 Û(ξ, 0) = c1(ξ) = 0

Ût(ξ, 0) = aξc2(ξ) + ωaξ
⇒

 c1(ξ) = 0

c2(ξ) = −ω
Donc

Û(ξ, t) = −ω sin(aξt) + aξ sin(ωt) =
∫ +∞
−∞ U(x, t) exp(−iξx)dx

U(x, t) = 1
2π

∫ +∞
−∞ Û(ξ, t) exp(iξx)dξ

U(x, t) = 1
2π

∫ +∞
−∞ [−ω sin(aξt) + aξ sin(ωt)] exp(iξx)dξ

U(x, t) = −ω
2π

∫ +∞
−∞ sin(aξt) exp(iξx)dξ + 1

2π

∫ +∞
−∞ aξ sin(ωt) exp(iξx)dξ

* si (iω) est racine simple de l’équation caractéristique associée a (E0) alors :

Û2(ξ, t) = atξ sin(ωt)

Donc

Û(ξ, t) = c1(ξ) cos(aξt) + c2(ξ) sin(aξt) + atξ sin(ωt)

La solution générale est :

Û(ξ, t) = c1(ξ) cos(aξt) + c2(ξ) sin(aξt) + atξ sin(ωt)

c1 et c2 étant deux fonctions de ξ indépendantes de t que nous déterminons à l’aide

des conditions initiales alors : Û(ξ, 0) = 0 x ∈ R

Ût(ξ, 0) = 0 ,t > 0
⇒

 Û(ξ, 0) = c1(ξ) = 0

Ût(ξ, 0) = aξc2(ξ) + ωatξ
⇒

 c1(ξ) = 0

c2(ξ) = −ωt
Donc

Û(ξ, t) = −ωt sin(aξt) + atξ sin(ωt) =
∫ +∞
−∞ U(x, t) exp(−iξx)dx

U(x, t) = 1
2π

∫ +∞
−∞ Û(ξ, t) exp(iξx)dξ

U(x, t) = 1
2π

∫ +∞
−∞ [−ωt sin(aξt) + atξ sin(ωt)] exp(iξx)dξ
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U(x, t) = 1
2π

∫ +∞
−∞ −ωt sin(aξt) exp(iξx)dξ + 1

2π

∫ +∞
−∞ atξ sin(ωt) exp(iξx)dξ

2) nous avons le problème suivant :
Ut2 = a2Ux2 ,0 < x < +∞, t > 0

U(0, t) = µ(t) x > 0

Ut(x, 0) = Ut(ξ, 0) = 0

*) si U(x, t) est paire, alors :

F(U)(ξ, t) = Û(ξ, t) =
∫ +∞

0
U(x, t) cos ξx dx

F(Uξ)(ξ, t) = Ûξ(ξ, t) =
∫ +∞

0
Ux(x, t) cos ξx dx

F(Uξ)(ξ, t) = Ûξ(ξ, t) = [U(x, t) cos ξx]+∞0 +
∫ +∞

0
ξU(x, t) sin ξx dx

F(Uξ)(ξ, t) = Ûξ(ξ, t) = ξÛ(ξ, t)− Û(0, t) = ξÛ(ξ, t)− µ(t)

F(Uξ2)(ξ, t) = Ûξ2(ξ, t) = ξ2Û(ξ, t)− Ûξ(0, t) = ξ2Û(ξ, t)− µ′(t)

Donc on a :

Ût2 = a2Ûξ2 = a2ξ2Û(ξ, t)− µ′(t)

Ût2 − a2ξ2Û(ξ, t) = −µ′(t)

On a une équation différentielle du second ordre avec second membre alors :

∆ = 4a2ξ2 > 0

Donc les racines suivantes : r1 = −aξ et r2 = aξ

U(ξ, t) = U1(ξ, t) + U2(ξ, t)

U1(ξ, t) = c1(ξ) exp(aξt) + c2(ξ) exp(aξt)

U(ξ, t) = c1(ξ) exp(aξt) + c2(ξ) exp(aξt) + U2(ξ, t)

*) si U(x, t) est impaire, alors :

F(U)(ξ, t) = Û(ξ, t) =
∫ +∞

0
U(x, t) sin ξx dx

F(Uξ)(ξ, t) = Ûξ(ξ, t) =
∫ +∞

0
Ux(x, t) sin ξx dx

F(Uξ)(ξ, t) = Ûξ(ξ, t) = [U(x, t) sin ξx]+∞0 −
∫ +∞

0
ξU(x, t) cos ξx dx

F(Uξ)(ξ, t) = Ûξ(ξ, t) = −ξÛ(ξ, t)

F(Uξ2)(ξ, t) = Ûξ2(ξ, t) = −ξ2Û(ξ, t) + ξÛ(0, t) = −ξ2Û(ξ, t) + ξµ(t)

Donc on a :
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Ût2 = a2Ûξ2 = −a2ξ2Û(ξ, t) + ξµ(t)

Ût2 + a2ξ2Û(ξ, t) = ξµ(t)

On a une équation différentielle du second ordre avec second membre alors :

∆ = −4a2ξ2 < 0

Donc les racines suivantes : r1 = iaξ et r2 = −iaξ

La solution est de la forme :

Û(ξ, t) = Û1(ξ, t) + Û2(ξ, t)

telle que Û1(ξ, t) est la solution générale de (E0)

Û2(ξ, t) est la solution particulière de (E0)

Û(ξ, t) = c1(ξ) cos(aξt) + c2(ξ) sin(aξt) + Û2(ξ, t)

30



Conclusion

Nous avons étudié les équations aux dérivées partielles du second ordre de type hy-

perbolique, Nous avons commencé le travail par une classification des EDP en trois types

en suite nous avons étudé les méthodes de résolution de ces EDP.

On a traité quelques exemples.
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