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Introduction :

Les équations aux dérivées partielles, constituent une branche importante des mathé-
matiques .

Dans ce travail, que nous présentons sous forme d’un mémoire, nous étudions les EDP
de type Hyperbolique.

Nous allons présenter dans le premier chapitre la classification des EDP (Hyperbo-
lique, Parabolique, Elliptique).

Dans le second chapitre, nous allons présenter les méthodes de résolutions (D’Alem-
bert, Séparation des variables, I'intégrale de Fourier) des équations aux dérivées partielles

de type hyperbolique.



Chapitre 1

Classification des équations aux

dérivées partielles du second ordre :

1.1 Cas de deux variables :

Définition :

les EDP linéaire de second ordre & deux variables indépendantes peut étre écrite sous
la forme suivante :

AUy + BUyy + CUp + DUy + EUy + FU =G (1)

ou A, B,C,D,E,F et G sont des fonctions de = et de y de classe C? sur D C R2.

Le type : * Dans la géométrie analytique, 1’équation d’une section canonique de la
forme suivante :

Az’ + Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

ou A, B,C, D, E et F sont des constantes cette équation quadratique représente les
forme géométriques suivantes :

1) une hyperbole : si B> — 4AC > 0

2) une parabole : si B? —4AC =0

3) une ellipse : si B2 —4AC <0



La classification de I’équation (1) est basée sur la possibilité de réduire de cette équa-
tion par une transformation de coordonnées a une forme canonique (standard)

* soit la transformation suivante :
E=&(x,y) et N=n(T,Y) e (2)

2

ou £ et 1 sont des fonctions de classe ¢ sur D C R? telle que le jacobien :

£ &,
Ne Ny

J = :gscny_gynx%o

Alors, nous avons :
(

Up = Ue&, + Upny,

U, = Uel, + U,

Up = Upl, + 2enbuny + Uy + Uelyo + Uytlyz - oo (3)
Usy = Ue2&,€, + Uey(Eany €y ) + Uz, + Uelyy + Untlyy

Uy2 = U§2§y2 + 2U§W§yny + Un27]y2 + Ugfyz + Unny2
En remplagant (3) dans I’équation (1) et on obtient :

AUg + B*Uey + C*Upp + D*Ue + E*Uy + FU = G* oo (4)
Qﬂ :
AY = AL+ BEE, + C8°
B =2A8,n, + B(&,n, + &,m.) +20¢,n,
C* = An,* + Bn,n, + Cn,?

D* = A2 + BE,, + C&2+ DS, + EE, v (5)
E* = An,» + Bn,, + Cn, + Dn, + En,
F*=F
| " =G
*on peut démontrer facilement que :
B*2 — 4A*C* = J(B? — 4AC) oo (6)

la classification de 1’équation (1) dépend des coefficients A(z,y),B(z,y) et C(z,y) en
un point (z,y) € D.
Alors, récrire les équations(1) et (4) sous forme :

AUy + BUyy + CUy2 = H(z,y, U, Up, Uy) oo (7)
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A*Ug + B*Uey + C*Uyz = H*(€,1, U, U, Up).ovvvoee.. (8)

La forme canonique : AU,2 + BU,, + CU,p = H(x,y,U, Uy, Uy)...cccceccv. (7)
AUg2 + B Uy + C*U,p = H*(£, 10, U, Ug, Up) e (8)
on suppose que les coefficient A,B et C' sont non nuls et on pose dans (8) :
A*=C*"=0 alors:
A= A2+ BEE, +CE2 =0
C* = An,” + Bn,n, + Cn,> =0
Ces deux équations sont du méme type donc on peut écrire sous la forme :
A6+ Bopoy + C0y% = 0, (9)
en divisant I’équation (9) sur 4,2, on obtient :

A(5)2 4B (%) +C = O (10)

sur la courbe ¢§ = cste , nous avons :

dd = 6,.dx + 60,.dy =0

Alors on a :
@ _g_; ........................... (11)

en remplacant (11) dans (10) , on trouve I’équation quadratique suivante :

A(2)2 —B(Z) 4+ C =0eevevereeccceae, (12)

dx dz

Donc les racines suivantes :
dy __ B+VB?2—4AC

dr ~— 2A (13)
dy _ BoyETEAC T
de 2A

Ces équations sont connus les équations caractéristiques et I'intégrale de ces équations
sont appelés les courbes caractéristiques définies par :

o(z,y) = et o(z,y) = 2

avec cette transformation de coordonnée & = p(z,y) et 7 = ¢(x,y) on peut trouver

une forme canonique de I’équation(7) .



1.1.1 Différents types :

suivant le signe de B2 — 4AC on distinge les types suivants :

1) Si B2 — 4AC > 0, 'équation (7) est appelée équation hyperbolique.

dans ce cas les équations caractéristiques sont des équations réels et les courbes ca-
ractéristiques sont données par :

p(r,y) =c1 et d(x,y) = ca

Avec le changement de coordonnées :

§=wplr,y) et n=9¢(z,y)

L’équation (8) se réduit a :

Upy=H, ou H = % ........... (14)

I’équation (14) est appelée la premiére forme canonique de I’équation hyperbolique.

* soit le changement suivant :

a =&+ et f=&=n
Alors I’équation (14) est transformée en :
Ua2—|—U52 :Hg(a,ﬁU, Ua,Uﬁ) ........................ (15)

L’équation (15) est appelée la deuxiéme forme canonique de ’équation hyperbolique.
2) Si B2 — 4AC = 0 I’équation (7) est appelée équation parabolique dans ce cas les

équations caractéristiques(13) coincident :

dy _ B
der — 24

Avec l'intégration, on obtient :

olx,y)=c1 [/ €R

on pose : £ =¢(x,y) et n=1y (on peut choisit)
£ &,

Ny Ty
si A* =0 ,nous avons :
)

A* = A2+ BEE, + O
A= (VAg, +/Tg,) =0
B* = 2A¢,n, + B(&,n, + &,n.) + 20,

£0

Jac =
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B* = 2(VAE, +VCE) (VAN +VCn,) =0

C* = An,? + Bn,n, + Cn,?

C*=C#0

L’équation (8) devient :

Up = Hs(&,n,U, U, Uyp) oo (16)

sion pose : ) = ¢(z,y) et & =a (choisie) 'équation (8) se réduit a :

U§2 = Hg(é—? m, U7 UE? Un)

3) Pour une équation elliptique, nous avons, B2 —4AC < 0 par conséquent 1’équation
quadratique (12) admette deux famille des courbes caractéristiques conjuguées :

plr,y) = alz,y) +ib(r,y) = &

O(z,y) = alz,y) —if(z,y) = c2

Soit la transformation suivante :

E=alz,y)+ib(r,y) et n=a(r,y) —iB(T,Y) i (17)

Donc on a

a=31(E+n) et B=g:(E =) (18)

Avec le changement (18) I’équation (8) devienne :

A* (e, B)Up2+B** (v, B)Uap+C* (e, B)Up2 = Ha(cv, B, U, U, Ug) e, (19)
Alors on a :

A*=C*=0

A= AL+ BEE, + 082

A* = (Aa,®+Bogoy+Cay?)—(AB,2+BB,68,+CB,2)+i [24a,.8, + BB, + oy 8,) +2Cay3,]
A*=0

C* = An,? + Bn,n, + Cn,?

C* = (Ao’ +Bagay+Ca,?)—(AB,2+BB,B,+CB,2)—i [2Aa. B, + B(auf, + o f,) +2Ca, 3,
C*=0

Alors on a :
<



Par conséquent, ’équation (19) se transforme en le forme :
Us2 +Ugz = Hs (0, U, U, Up) oo (20)

Ceci est appelée la forme canonique de I’équation elliptique.

1.1.2 Exemples

1) Uy —
A=1 ,B=0 C=—%
A=B*—4AC=5>0

L’équatiorzl (%) du second ordre de type hyperbolique.

%:%:% dr = cdy T—cy=c
d 2 , = —
ﬁz e =12 dx = —cdy T+cy=co
r,Y)=x—cC
On pose §(x,y) y
n(@,y) =z +cy
5:1: - ]' ) 5y =—cC
nx = ’ 77y =c
Um = Uéf:p + Ufinx = Uf + U77
Uy = U§2f$ + Ugngw + Uenn, + Unznw = ng + 2U¢, + Unz ........... (1)

U, =Us, +Upm, = —cUe + cU, = —c(Ue — U,)

Uy = —clUe&,+Uen, | 4-c[Upn,+Uen€, ]| = CU=2Uey+CUppoiiicic
En remplagant (1) et (2) dans (%), on obtient :

Uy =0 <= U(&n)=f(§)+gn)

Donc la solution générale :

Ulr,y) = f(z—cy) +g(x+cy)

2) 22U,z + 2xyUsy + y*U,z + ayUy, + 42Uy = O, (%)

A=2? , B=2xy ,C =12

A = (2zy)? — 42%y* =0

Donc I’équation est de type parabolique.



dy _ B _2xy _y
dx - 2A 2x2 - x

On pose les coordonnees caractéristiques :

£, = g =1

Ma 1y =1
Up=Uel, Uy = —5Uciiii (1)
Upz = BUe + L[Ue€, + Ueyy] = ZUe + BUg oo (2)

Uy =Ue, +Upny = 2Ue 4+ Upeoooooocceccce (3)
Up = 2[Ue&, + Ueyn, | + Upen, + Uené, = 25U + 2Uey + Uy (4)
Uye = —5Ue — 5[Uel, + U, = — 50U — %Ue — % Ueyoorrrrrrrerrreeesssssnnn (5)
En remplacant (1),(2),(3),(4) et (5) dans (*) et on obtient :
Up+U,=0

P4+r=0= r(r+1)=0 = r=0our=1
U(&n) = 1 (&) exp(—n) + 2(€)

Donc la solution général :

U(z,y) = c1 (£) exp(—y) + 2 (¥)

telle que : ¢1, o deux fonctions :R x R.
3)4U,2+Uyp =0

A=4 ,B=0 ,C=1
A=B?—4AC=-16<0

Donc cette équation est de type elliptique.

dy _ —4i _ —1;
=8 — 20
dy _ 4 _ 1,
dr — 8 _ 2t
j—gyc:% — 2dy =1dr — 2y=ixr+c — c=2y—ix

a =2y et f=—x
U:v - Uoza/at + Uﬁﬂx
U$2 :—(Ugaax—Uﬁz) :Uﬁz ................ (1)



U, = Uncr, + Uy, = 2U,
Up =22U,2) =4Up2 i (2)

En remplagant (1) et (2) dans (), on obtient :
Mg +4Up =0 = Ug + Ups = 0

1.2 Cas de trois variables

AllUmQ —|— A22Uy2 —|— A33U22 + 2A12ny + 2A13Ux2 + 2A23Uyz + F - O ..................... (1)

1.2.1 type:

les fonction A;; sont de classe ¢! sur un domaine D de R? et & valeur dans R , on note
A = (4;) € M3(R).

Etant donné 2° € D, on note Ay = (A4;;(2°)) € M3(R) la matrice Ay est symétrique,
donc ses valeurs propres sont réelles et Ag est diagonalisable, dans une base B’ ortho-
normée on a donc Ay = PD!P ou P désigne la matrice de passage de la base canonique

a B’ et D est une matrice diagonale formée par les valeurs propres de Ay.

A A Asg A 00
A= | Ayn Apn Asx , D= 0 A 0
Azy Asy Asg 0 0 X3

En considérant la forme quadratique associée 4 :
At ? + Agoto? + Agsts® + 2A19t1ty + 2A 3t 13 + 2Agstats + F
3

Z Ayjtit;

,j=1
Et en la réduisant a une somme de carrés.on a d’apres le théoréeme de lagrange :

3
> Aytity =Y Mitf?
ij=1 ij=1

* ¢l les \; sont de méme signe alors le type est elliptique.

*siles \; = 0 alors le type est parabolique.
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* ¢l les \; ne sont pas de méme signe et non nuls alors le type est hyperbolique.

1.2.2 Exemples

1) Uy — 44Uy +2U,, +4Up2 + U,z — 22yU, + 32U =0
2) Upz + 3U,2 + 3U,2 — 2U,, — 2U,. — 2U,. — 8U =0
3) Up2 +2U,y +2U,2 +4U,. +5U,2 =0

4) 3U,, —2U,. —U,. —4=0

1 —4Uyzy +2U,. +4U2 + U2 — 22yU, + 32U = 0.......... €

) U
q(t to,t3) = t12 — dtyty + 2tyt3 + 4te® + 13 =0
q(ty, ta, t3) = (ty — 2ty +t3)? — (t3 — 2to)? + 4ty? + t3°
q(t1,to, t3) = (t1 — 2ty + t3)? — 4ty? — 132 + Atots + 4to? + t3°
( )
)

q t17t27 3

( )
(t; — 2ty + t3)? + 4tats
q(t1,ta, ts) = (1 — 2t + t3)* + (ta + t3)* — (t2 — t3)?
On pose :
1=t — 2y + 13
Ty = g + t3
T3 =1lg — 13
q(11,72,73) = T1° + 79° — 735°
Les A; ne sont pas de méme signe alors I’équation (x) est hyperbolique.
2) Uy +3U,2 + 3U,2 — 2U,,, — 2U,. — 2U,, — 8U =0
qt1, to, t3) = t1% + 3to? + 3t3? — 21ty — 2t1t3 — 2at3 =0
) = (t1 —ty — t3)% — (—ty — 2t3)% + 3to? + 3t3% — 2tat3
) = (t; — to — t3)% — to% — 132 — 2t5t5 + 3to? + 3132 — 21ot3
t1,ta,t3) = (ty —t2 — 13
) = (t1 —ta — 13
)= (

+ 2t9% + 2132 — dtyts
1/2(2ty — 2t3)? — 1/2(2t3)? + 2t3*

by —ty —t3 1/2(2ty — 2t3)?

)
)?
)+
)+

11



letl—tg—tg

T2:2t2—2t3

q(T1,72,T3) = 712 + 1/2752

On a A3 = 0, donc ’équations (x) est de type parabolique.
3) U2 4+ 2U,y +2U,2 +4U,. + 5U,2 = 0

qty, ta, t3) = t1% + 2t1ty + 2ty% + dtots + 5t32 = 0

q(t1,ta, t3) = (ty + to)? + to? + 4dtots + 532

q(ty,ta, t3) = (t1 + t2)* + (to + 2t3)? + t3°

letl—f—tg
72:t2+2t3
73:t3

2 2 2
q(T1,72,T3) = T1° + To” + T3

Les A; sont de méme signe alors 'équation (x) est elliptique.

1.2.3 Forme canonique :

AllUx2 + AQQUy2 + A33Uz2 + 2A12ny + 2A13sz + 2A23Uyz + F=0................. (*)
Cherchons la matrice de transformation M : M exprime les anciennes coordonnées

en fonction du nouveau cet-a dire :

1] T1
to | =M\ 7
t3 T3

Et on effectuant le changement de variables :

3 T C11 Ci12 (13
_t st

n = M| y sou "M = | ¢y g o3

2 < C31 C32 Cs33

E(z,y,2) = cnx + 1oy + 132
n(x,y,z) = 1 + ooy + 232
o(x,y,2) = c310 + 32y + 332

Em =Cn ) fy = C12 ) 53 = (13

12



Ny = C21 y Ty = Ca2 y Ty = C23
Pz = C31 , Py = C32 Pz = C33
(%=§%+%%+%%
U, =&,Ue +n,Uy + ¢, U,
| U =& U +0.Uy + .U,
(U = €,2U +26,0,Ue) +0,2Uye + 20,0, Uno + 0,20 2 + 20,6, Us
Upe = &,2Ue + 26,0,Uey + 1,2Up2 + 20,0, Uno + 0,2Up2 + 20,6 Uep --oonnv (1)
Uz = &§,2Ugz + 26,0, Usy +0.%Upe + 20,0, Upp + 9,2 Uge + 29,6, Ugy
[ Usy = €,6,Uc + 1,1, U + 0,0,U s + Em,Uen + €,0,Uep + 1,6, Une
+0.8yUse + 021, Upy + 110, Unes
Uz = £:8.Ue + 1,0 U + 0,0, Upe + £, Uey + €,0.Ugpp + 1, Une
+0,8.Upe + 0:1.Upy + 1,0, Upe
Uy. = §,6.Ue2 + 0,0 Upp + 0,0.Up2 + §,1.Uen + £, Usyp + 1,8 . Une

\ +(70y€zU<p§ + Soyanson + nygszmp
En remplagant (1) et (2) dans (x), on obtient :

All
A22
A33
A12|€,6, U + 1,10, Uz + 0,0, U2 + £.10, Uen + £,0, Uy + 1,6, Une+

028 Uge + 0,1, Uy 1,0, Une] + Ars[€,6.Ue + 1,0, Upz + 0,0, Upp+
§a.Usn + &0 Uep + 1,6 Une + 0,8 Upe + a1 Upn + 1,0, Unp] + Azs[€,8. U+
Nyn.Upz + ¢,0.Up2 + §,n.Uey + §,0.Uep + 1, Une + ¢,€.Upe + 0,1 Upn+
nySDzUW] +F=0

§m2U§2 + 2590771(]577 + 77562UT]2 + an(memp + ¢m2U¢72 + 2@1752:(]580]_*—
§,2Ue> + 26,1, Uey +1,°Up2 4+ 20,0, Uny + 0,°Ugz + 20, Ue, |+
€Z2U§2 + 2£zan£77 + 7]Z2U772 + anSOzUmO + SOZZUSDZ + 2(pz§zU5%0]+

[
[
[
[

Ue[ A€, + Ap€,? + Agsl > + 24128, + 2A136,.6, + 24236 6]+
Up[A1n,? + Aon,? + Assn,? 4+ 2A10m,1m, + 2A13n,m, + 2A23m,7.]+
Ugp[Anp,” + Axnp,? + Assp,? + 2A120,0, + 2A130,0, + 2A230,0, ]+
Uen2A118,1m, + 24228, m,, + 2A33E,m, + 2A12(§,m, + 1,8,) + 2A13(E,m,+
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n:€.) + 2423(8,m, +1,8.)] + Uep[2A116 .00, + 24928, 0, + 24338 0, +
2A12(8,00, + 0,8,) + 2413(E 0, + 0,8,) + 242380, + 0,8 ) ]+
Une2A110,0, + 2A20n,0, + 243310, + 2A12(n,0, + ©.n0,)+

2A13(n,0, + @.m,) +2A23(n,0, +@,m,)] + F =0

telle que :
3
*
A5 =) Ajjeriey;
ij=1
*
A22: E Aijc2i62j
ij—1
*
Az =) Ajjesics;
ij—1
*
A12— E AijcliCQj
4,7=1
* 0 ___
Ajy =) Aijericy;
ij—1
*
Asy =) Agjoaics;
2,7=1

1.2.4 Exemple

3Upy — 2Uy, — Uy —4 =0

Le type : q(ti, 13, t3) = tity — 2lyt3 — tatz3 = 0

q(t1,ta, t3) = 3(t1ty — 2/3t1ts — 1/3tyts)

q(ty,ta, ts) = 3[(ty — 1/3t3)(ty — 2/3ts) — 2/9t57]

q(t1,ta, t3) = 3[1/4(ty + to — 3)% — 1/4(t; — to + 1/3t3)% — 2/9t3?]

q(ty,ta, t3) = 3/4(t + ty — t3)% — 3/4(ty — to + 1/3t3)* — 2/3t5?
On pose :

14



T1:t1—|—t2—t3
ngtl—t2+1/3t3

T3 =13
q(T1,72,73) = 3/4712 — 3/479% — 2/373>

les \; ne sont pas de méme signe alors ’équation (x) est hyperbolique.
La forme canonique :
Cherchons la matrice de transformation M.

M exprime les anciennes coordonnées en fonction du nouveau cet-a dire :

51 T1
ty | =M\ 7
l3 T3

On a directement :

t3:7'3 et t2:1/27'1—1/27'2+2/37'3 et t1:1/27'1+1/27'2+1/37'3

Donc
/2 1/2 1/3
M=11/2 -1/2 2/3
0 0 1
D’apres le changement des variables :
¢ x
n | =My
© z

la fonction U(x,y, z) devient sur fonction V(£,7,¢) on a :

E(z,y,2) =1/20+1/2y

n(x,y,z) =1/2x + —1/2y

o(x,y,z) =1/3x+2/3y + =

U, = 1/2U; +1/2U, +1/3U,

U, = 1/2Uc — 1/2U, +2/3U,

Uy, = 1/4Ug — 1/AU2 +2/9U,2 + 1/2Uc,, + 1/6U, ... (1)

Use = 1/3U2 + 1/2U¢y + 1/2Us g 2)
U,. = 2/3U,2 +1/2Usy — 1/2U oo (3)



en remplacant (1), (2) et (3) dans (*), on obtient :
3/4Ug — 3/4U,2 — 2/3U, — 4 = 0

1.3 Cas de n variables

L’équation aux dérivées partielles linéaires de second ordre a n variables indépen-

dantes, peut étre écrite sous la forme suivante :

> AUsia, + F(@1, ooy 0, U Uy ooy Uy ) = O (1)

ij=1

ou A;; = Aj; et A;; sont des fonctions de variable (x4, ...., z,,) de classe 2 sur D C R".
Au point fixé (z1, ...., z,) . on considére la forme quadratique associée :

> At (2)

ij=1

On peut passer a 'aide de transformation linéaire et réduire (2) a une somme de

carrés :

G(t1, cotn) = D ANt (3)

i=1
*siles \; de méme signe, I’équation (1) sera alors de type elliptique.

*si\;=1lpour j=1,...m<n et \=1pourj=m+1,.... ,m, équation (1)
est hyperbolique.
*s1 \; =0 alors ’équation est parabolique.

Effectuons sur les variables indépendantes la transformation linéaire non-singuliére :

Ciu .. Ciy
M p—
Onl . Onn
T I (4)
h=1
Avec h=1,..ccccuu.. N

En posant U(z1,....,2,) = V(& -y &)
Umj = Z ChjUglL

k=1
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Uie, = Y Cn,Ci,Us,e,

h,k=1

En substituant dans (2), on obtient :

Z A;(Lk:Ufhﬁk + F(éh seeey 577,7 U7 U§17
h,k=1
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Chapitre 2

Méthodes de résolutions des EDP de
type hyperbolique

2.1 Méthode de d’Alembert

2.1.1 Solution de D’Alembert

Pour établir la solution de D’ Alembert de I’équation hyperbolique homogéne suivante,

Up — *Up =0 ,xeRteR ... (1)

Ce changement de variables conduit aux relations suivantes :

U, = U + U,
{ Uy =c(=U:+U,)

Up2 = Ug2 + 2U¢;y + U2
{ Up = A(Us — 2Uey + Uyz2)



L’équation (1) devient alors :

Uy =0.coovennnn (4)
L’équation (4) peut étre facilement intégrée on a :
Ue(&,m) = f(§) etdonc U, n)=F(E) +GM) s (5)

ou F est la primitive de f.
On constate donc qu’une solution sur le domaine non bornée R x R se met sous la

forme :

U(x,t) = F(zx —ct) + G (x + ct)
ou F' et GG sont deux fonctions arbitraires que 1’on suppose au moins deux fois conti-

niiment différentiables .

2.1.2 Probléme de Cauchy

On introduit le probleme de Cauchy pour les équations hyperboliques :

Up — U, =0 axeR teR
U(z,0) = U%x) 2 ER i, (6)
Ui(x,0) = VO(x) x €R

En utilisant la solution de D’Alembert (5), les conditions initiales conduisent & :

F(x)+ G(z) = U%x)
—cF' + G =V (x)

En intégrant la second équation en espace, on obtient :
clG—-F]= f;; VO(s)ds + kpeeoveernen. (8)
G—-F= %f;ﬂ VO(s)ds + k

D’ou la détermination de F' et G par rapport aux conditions initiales :

G(z) = 1/2[U°(z) + 1/c [ VO(s)ds + k]

F(z) =1/2[U%x) = 1/c [, V°(s)ds — k]
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La solution compléte du probléme est donc par :

U(x,t) = 1/2[U%a + ct) + U%(x — ct)] + & [TV (n)dn..cnece.e. (9)

2.1.3 Application au probléme de Dirichlet

La résolution du probléme de Dirichlet homogéne :
(

Uz —c2Up=0 ,2>0,t>0

U(z,0) = p(z) x>0

U(x,0) = ¢(x) x>0
| U(0.) =0 t>0

lorsque ¢ et 9 satisfont les conditions de compatibilité p(0) = 0 et 1(0) = 0, se
rameéne a celle du probléme de cauchy par la méthode dite des images. en effet, si U est
solution alors (x,t) — U(—x,t) est solution du probléme symétrique, posé sur R™, avec
@ et 1) prologées eb des fonctions impaire :

plr) =—p(=z) et P(x) =—¢(-z).

Donc la fonction U définie comme la superposition des deux solutions est une solution
sur R tout entier, sauf peut-étre en 0. Réciproquement soit

Ula,t) = 2(p(a +ct) +pla —ct)) + £ [T

Cette fonction satisfait ’équation des ondes partout ot elle est deux fois dérivable.
c’est le cas si ¢ et 1) sont réciproquement deux fois et une fois dérivable sur R*, sauf
peut -étre sur le cone caractéristique {(x,t), x4 ct =0}

(si ¢ satisfait la condition de compatibilité supplémentaire ¢’'(0) = 0, il n’y pas de
probléme.)

de plus, lorsque ¢ et ¥ sont impaires, il en est de méme de U. par conséquent c’est
bien une solution du probléme de Dirichlet homogene, sauf peut-étre sur la demi droite
{z =ct}.

lorsque = > ct, les fonctions ¢ et 1) sont évaluée en des points positifs. Lorsque x < ct,

on peut vouloire exprimer originales, définies sur R*. on trouve ainsi la formule
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U(z,t) = Splct +2) + (et —2)) + =[S0 (y)dy

2.2 Meéthode de la séparation des variables

Illustrons la méthode de séparation de variables pour le probléme suivant :
(

UmQ_aLQUﬁ:O ............... (1) /O<x<l,0<t<—i—oo
U,t) =U(l,t) =0 coveenee (2) /0<t<+4o0
U(z,0) = ¢(z)
Ut(QJ,O) =0
. %x /0 <z <
ol o(x) = -
i /l’o<£L’<l

Considérons I’équation suivante :

Up — 35Uz =0 J0<z<1,0<t<+o00

avec les condition initiales

U(z,0) = p(z) et Uyz,0) =0

et les conditions a la frontiere

U,t)=U(,t) =0 /0 <t < 400

La premiere étape consiste a étudier un probléme intermédiaire et de recherche de
solution U(x,t) de la forme spéciale f(x).g(t) on f,g sont respectivement des fonctions
de x et de t ayant au moins des dérivées premieéres et secondes continues.

La second étape consiste a substituer ces solutions spéciales dans I'edp .

Dans notre cas, considérons d’abord le probleme intermédiaire aves les conditions a

la frontiére suivant :

Up — 5Up =0 oo, (1) J0<z<l,0<t<+4o00

U0,t) =U(l,t) =0 oo (2) /0 <t < 400
On va cherche les solutions particuliéres de la forme :

U(x,t) = f(2).g(t)ceiian. (3)
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qui vérifient les conditions (2), Ceci permet de scinder 1’équation aux dérivées partiales
(1) en deux équation différentielles ordinaires I'une en f, 'autre en g. En effet, reportant

(3) dans (1), on a :

en divisant par f(x).g(t) et on obtient :

I (z) 1971 (4)

o) 3z m ..............

Le membre de gauche ne d’épend que x, et celui de droite de ¢ seulement.

Les deux variables x et t étant indépendantes, 1’égalité (4) n’est possible que si les
deux membres sont égaux a une méme constante A, ’équation (1) est donc équivalente

aux deux équations :

99

ff((j)) =X cad /(@) = A(x) =0, (5)
HLE = X cad g7 (t) = AaPg(t) = 0o (6)

Discutons suivant les valeurs de A.

*si A = k? > 0, alors la solution générale de 1’équation (1) est de la forme :

f(z) = Aexp(—kx) + Bexp(kx)

ou A et B sont des nombres réels, Les conditions f(0) = 0 et f(I) = 0 donnent
A+B=0et

Aexp(—kx) + Bexp(kx) = 0.

Ce systéme d’équations n’a qu’une seule solution, la solution triviale (A, B) = (0, 0)

En effet, le déterminant vaut
1 1

exp(~ k1) exp(kl) | = exp(kl) — exp(—kl) = 2D L g

Si non exp(2kl) —1 = 0 et donc 2kl = 0 Ceci est absudre parce que k et [ sont
différent de 0.
donc A= B=0.
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et

Ainsi dans le cas ou A = k? > 0 alors f = 0 et donc aussi U(z,t) =0 pour 0 < z <
t>0.

*si A =0, alors la solution générale de I’équation (1) est de la forme f(x) = A+ Bz

ou A et B sont des nombres réels. Les conditions f(z) = 0 et g(I) = 0 donnent A = 0

et A+ Bl =0 comme ci-dessus, ce systéme n’a qu’une seule solution, la solution triviale

(A, B) = (0,0) car [ # 0.

Ainsi dans le cas ou A =0, alors f =0 et U(z,t) =0 pour tout 0 < x <lett>0.
Les deux cas précédents sont donc a exclure.

*si A = —k? alors la solution générale de (5) est :

f(z) = Asin(kx) + B cos(kx)....cccooeenenn (7)

Appliquons les conditions (2), ne portent que sur f(x) :

U(0,t) =0= f(0) =0donc B=10

U(l,t)=0= f(l)=0donc k="Fn=1,2,...

Il y a donc une infinité de solutions possibles correspondant aux valeurs successives

Pour ces valeurs, les solutions correspondantes de (6) s’écrivent :
gn(t) = Apsin(Upt) + By, cos(Upnt).ovvevoiiiiiiicin, (8)

avec U, = Ka = "Fa

combinant (7) et (8) on obtient une infinité de solutions :

Un(x,t) = (A, sinUpt 4+ By, cos Upt) sin kp@.eeeeeeeennnene. (9)

La solution formelle est alors :

Uz, t) = Z<A” sin Uyt + By, cos Uyt) sin k,z
n=1

U(z,0) = p(z) et U(z,0) =0

pour tout x, 0<z<
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Il nous faut seulement considérer les conditions initiales.

() h
. Pty /0 <z <x
0) =Y Busin(*) = p(x) = hls)
n=1 =20 /LUO <z <l
Uy(2,0) =) 9= A, sin("2) = 0
n=1

sont respectivement les séries de Fourier sinus de ¢(z) c’est a dire que nous avons :

B, = %fé o(x) sin(2%)dx

Ona:
B 215 Z—E‘Sln(”m)dm .......... (1)
" I h(l
2 [, D sin(mr)da.......(2)
Dans ’équation (1) nous avons :
flz) =12 , ' (x) = sin(*7*)
fl(z) =1 , 9(x) = —; cos(*5%)
2Ly M sin(2E ) dr = 3[—2 cos(MFE)]50 + 3 [} AL cos(25E)d
2 I Z_§ sin(27%)dr = — 2L cos(“210) + %[% sin(%7)]g°
7)o" B sin (") dr = — 2 cos("0 ) 4 2 sin("e)
Dans I’équation (2) nous avons :
flo) =553  9'() = sin(*%)
f'(@) = = , 9(x) = —55 cos(F%)
I h(-z) _. __ 21 Ilh(i-x) 12 _
7 xo I— wi Sln(T)dx - T[_nﬂ(l—:cco) COS(T)]IO T 1 Jao na(l—xo) COS(%)dI’
I h(
T L s ) de = — 2 cos(M5) — {2 sin(#2)L,
I h( . :
l o l(f:rw) SlH( Tlr )dl’ = _% Cos(nﬂ-lxo) - l(lz}}vo) Sln(nﬂ-) + l(lzhm)) Sln(mrlxo)
Donc on a A,=0

Nous allons maintenant déterminer des conditions suffisantes sur ¢(z) pour que la

solution formelle soit une solution du probléme posé :

_ 2hi? 0 1 i, NTTQ L3y NAT nwat
U(@,t) = 7255707 2unet 7z S0 sin 23 cos

Un(x,t) = (ApsinUpnt + By, cos Upt) Sin kp@..eeeeeeenenee. 9)
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Ona:

1) ¢(x) est continue et dérivable sur l'intervalle [0,]] et ¢(0) = ¢(I) =0

2) ¢'(x) est continue et dérivable sur l'intervalle [0,1].

3) ¢"(z) est continue et lisse par morceaux sur U'intervalle [0,]] et ¢"(0) = ¢”(I) =0
dgns ce cas,

> Busin(52) = U(a,0) = o(a)

et la série de Fourier sinus de ¢.

o0

[ Zn>1B SlIl mr(x at)y] — %ZB” nT COS mr(sclfat)> et
n=1
00

[ zn>1B Sln mrx at) = %ZB” % _ Cos(mr(wlfat))
n=1

La série de Fourier : E By (") cos(*1)
. . n:1- .
est la série de Fourier sinus de la fonction ¢.

2.3 Meéthode de ’intégrale de Fourier

La transformée de Fourier de f(x) est définie par la formule :

FNE©) = F(&) = [7 f(x) exp(—itx)da.

La transformation inverse de Fourier de f(lf ) est définie par la formule

F L)) = flo) = & [T F(€) exp(i€x)de.

Supposons z € ]0, +oo[ :

1) si f est paire.

F(HE) = f(§) = [T f(2)(cos &z — isin x)da

or les fonctions = — f(z)coséx et x — f(x)sinfx sont respectivement paire et
impaire donc :

fj;o f(x)coséx dx = fo r)coséx dr + f f(x)coséx dx = 2.f0+°° f(x)coséx
dz

et fj;o f(x)sinéx dz =0

donc si f est paire, F(f)(£) est un nombre réel et F(f)(§) = f0+°° f(z)coséx dx
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flz)=2 0%0 F(f)(&)cos&x dx

2) si f est impaire alors on a de la méme fagon :
F(NHE) = 0+°° f(z)sin&x du.

flo) =2 [[F()E)siné de

Transformées de dérivées : si zeR
on voit que la dérivation en = dans le domaine du temps devient un multiplication
par ¢ dans le domaine des fréquences. en effet, par intégration par parties, on a :
F(F)(E) = F(&) = [7Z f'(w) exp(—i€x)da
= ['(w) exp(—ikw)t2 + [ 7 iE f(x) exp(—ifx)dx
= iEF(f)(E)
FUNEO = 1"(€) = [23 f' () exp(iga)dr = EF(£)(€)
ot le terme intégré est nul en +oo du fait que f(£) — 0 avec |¢| — oo .

De méme, la dérivée f'(£) de f(¢) dans le domaine des fréquences provient de la

multiplication par —ix dans le domaine du temps :

FIE) = [72(—ix) f'(x) exp(—ika)da = (—ix) F(€)

Transformée cosinus : 0<z <oo F(f)() = f’(ﬁ) = 0+°° f'(z)coséx dx

on intégré par partie et on obtient :

F(f)(E) = /(&) = EF(f)(€) — f(0)

—~

F(f)E€) = f"(€) = EF(£)(€) — f'(0)

Transformée sinus : 0 <z <oo F(f)(€) = (&) = [7° f'(x) sinéa dx
on intégré par partie et on obtient :

F)E) = J'(§) = ~€F(1)(€)

F()E) = F(©) = —EF () +E£(0)

2.3.1 Exemples
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1) on considére le probléme suivant :

Up = a?Uy + flz,t) jxeRt>0
U(z,0)=0 reR
Ut(l',()) =0

Pour ce probléme en utilisant la transformation de Fourier :
FU)E ) =U(E.t) = [T U(x,t) exp(—i€z)da
FU) 1) = Ul t) = [727 Unla, 1) exp(—ika)dr = exp(—i&x)U(z, )| L35+ [*2 (iU (x, t)dx
Ua(6,1) = (1)U (&, 1)
F(Us2)(E,) = Una(€,1) = (i€)?T (€, 1)
La dérivée partielle en ¢ par la transformation de fourier reste une dérivée partielle
en t alors :
Ua(€.t) = —a@U(E) + f(&.1)
U (&,1) + €U (€)= J(&,1)

L’équation se transforme, pour ¢ fixé, en une équation différentielle du 2¢¢

ordre en

t avec second membre :

Up(E,1) + a2€2U(E,t) = 0. (Eo)
Up (€,1) + a22U(E,t) = F(E )i, (E)

A = —4a26? = 4a%¢%2 < 0
ry = —aé et ro = a&i
La solution est de la forme :

U(€,t) = Ui(&,t) + Ua(€, 1)

telle que
U, (&,t) est la solution générale de (FEy)

[72(5 ,t) est la solution particuliére de (Fy)
Ui(€,1) = c1(€) cos(at) + (&) sin(a&t)

*si Uy(€,t) = M cos(wt) + N sin(wt)

ou M,N,weR,ona:

27



* si (iw) n’est pas racine de 1'équation caractéristique associée a (FEjy) alors :

(72(5, t) = a& sin(wt)

Donc

U(€,t) = c1(€) cos(act) + co(€) sin(a&t) + af sin(wt)

La solution générale est :

U(E,t) = 1 (€) cos(a&t) + co(€) sin(act) + af sin(wt)

c1 et co étant deux fonctions de ¢ indépendantes de ¢ que nous déterminons a ’aide

des conAditions initiales alors : R
0(6,0)=0 ER i{ U0 =al) =0 ﬁ{ a(§) =0
Ui(€,0)=0 gt >0 Ui(&,0) = alea(§) + wal c2(é) = —w
Donc
U(¢,t) = —wsin(alt) + a sin(wt) f Ul(x,t)exp(—ilz)dx
2 J23 U (€ 1) expligr)de
f_ [—wsin(a&t) + a& sin(wt)] exp(ix)dE

e sm(a&t) exp(i€x)dé + % fj;o a& sin(wt) exp(i€x)dE

d

z,t

(z,1)
U(z,t)
(z,1)

d

z,t

*si (iw) est racine simple de ’équation caractéristique associée a (Fy) alors :
Us(€,1) = até sin(wt)

Donc

U(&,t) = c1(€) cos(a&t) + ca(€) sin(alt) + até sin(wt)

La solution générale est :

U(&,t) = c1(€) cos(agt) + co(€) sin(aét) + até sin(wt)

c1 et ¢y étant deux fonctions de £ indépendantes de t que nous déterminons a ’aide

des conditions initiales alors :

U(£,0) =0 reR { U(£,0) = c1(€) =0 { 1 (€) =
= =
>0

U,(£,0) =0 Uy(€,0) = akey(€) + wats c2(8) = —wt
Donc
U(¢,t) = —wtsin(aét) + até sin(wt) eroo Ul(x,t) exp(—i&x)dx
Ulx,t) = f+°°U (&,t) exp(iéx)dE
Uz, t) = % jozo[—wt sin(at) + at sin(wt)] exp(i€x)d
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= f —wt sin(a&t) exp(i{z)dE + 5- f até sin(wt) exp(i€x)dE

2) nous avons le probléme suivant :
Ue = a?U, O<xr<4o00,t>0
u(t) x>0

Uth)fo

f(U)(g,t) U, ) 0+°° Ulz,t) coséx du

FU)(Et) = Uel&,t) = [/ Upl(a,t) cos Ea da

FU) (&) = Ue(€,t) = [U(x,t) cos Eald™ + [F° €U (x,t) sinx da
FUE 1) = Uel&,t) = U, 1) — <>5wu><>
F(Ue) (€, 1) = Uea (€, 1) = 2T (&, 1) — Ue(0,) = 2T (&,1) — 1/ (1)

B = a0 — PE0(6.1) — 1)
Up — a*U (&, 1) = —p/ (1)

On a une équation différentielle du second ordre avec second membre alors :
A = 4ad% >0

Donc les racines suivantes : 7, = —a& et ro = a&
U, t) =Ui(&,t) + Us(&, 1)

Ur(§, 1) = e1(§) exp(agt) + c2(§) exp(a&t)

U(&,t) = c1(§) exp(agt) + c2(§) exp(ast) + Ua (&, 1)

*) si U(x,t) est impaire, alors :
FU)(E,t) = U&,t) = 0 *U(z,t)sinéx do
FU(E 1) = Ug(&.t) = [ Usla, ) sinéer da
FU) (€, 1) = Ue(é,t) = [U(w, t) sin€a]™ — [7° €U (a,t) cos € da
FU)(&1) = Uelé.t) = —€U (&, 1)
F(Ue)(&1) = Uga(&,t) = —€2U (£, 1) + €U (0,) = —€2U (&, ) + Epult)

Donc on a :
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Up = a?Ue> = —a2e2U (€, 1) + Ep(t)
Up + a*U (&, 1) = u(t)
On a une équation différentielle du second ordre avec second membre alors :
A= —4a% <0
Donc les racines suivantes : ry = iaf et ro = —1aé
La solution est de la forme :
U t) = Ui(&,t) + Dal& 1)
telle que

U, (€,t) est la solution générale de (FEy)

(72(5 ,t) est la solution particuliere de (FEj)
U(€,1) = c1(€) cos(ast) + cx(€) sin(at) + Ua(€, 1)

30



Conclusion

Nous avons étudié les équations aux dérivées partielles du second ordre de type hy-
perbolique, Nous avons commencé le travail par une classification des EDP en trois types
en suite nous avons étudé les méthodes de résolution de ces EDP.

On a traité quelques exemples.

31



Bibliography

—_

]  Malik MAMODE, Mathématiques pour la physique, Ellipses, 2001.
2]  Robert Bédard, MAT4112, Kluwer, London, juillet 2007 .

Sylvie Benzoni, Introduction aux équations aux dérivées partielles,

g DiderotEditeur, 2005.
n Claude BARDOS et Thierry PAUL, Equations aux dérivées partielles,
Masson, Paris, 1983.
5 Jean-Pierre ANTOINE, METHODE MATHEMATIQUE DE LA PHYSIQUE,

Journal of mathematical physics, 1971.

6]  Michel LECOMTE, Transformation de Fourier, Ecoledes Mines de Douai,2001.

32



