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Abstract
The main goal of this work is to investigate the exponential stability of the Timoshenko

system in thermoelasticity of second sound with a time-varying delay term in the internal feed-
back. The well-posedness of the problem is assured by using the variable norm technique of
Kato. Furthermore the stability of the system is shown by applying the energy method.

Keywords : Timoshenko system, Thermoelasticity, Second sound, Linear damping, Exponen-
tial decay
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Résumé
L’objectif principal de ce travail est l’étudier la stabilité exponentielle du système de Ti-

moshenko en thermoélasticité de deuxième son avec un terme de retard veriée dans le temps
dans des réactions internes, l’existence et l’unicite de la solution de notre système sont assurées
par l’utilisation de technique de kato. De plus, la stabilité du notre système est démontrée par
l’application de la méthode énergétique.

Mots clés : Système de Timoshenko, Thermoélasticité, Second son, Amortissement linéaire,
Décroissance exponentielle
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Notation

D(A) domaine de l’operateur A

p. p presque par tout

W 1,p(Ω) Espace de Sobolev 1 ⩽ m <∞

H1(Ω), H1
0 (Ω), H

2(Ω) Espaces de Sobolev

Lp(Ω) Espace de Lebesgue 1 ⩽ p ⩽ +∞

A∗ L’adjoint de l’opérateur A.

(S(t))t⩾0 Semi-groupe

∥∥E La norme sur l’espace vectoriel normé E.

C0(Ω) Espace des fonctions continues a support compact contenu dans Ω.

∂u

xi
Dérivée de u par rapport xi

⟨, ⟩ Produit scalaire

∥∥E La norme sur l’espace vectoriel normé E.

Ck(Ω) fonctions k fois continûment différentiables sur (Ω) (k ⩾ 0)

I Identité

∆ La placien

E Espace énergitique

Y Forme bilinéaire
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Introduction

L’étude des systèmes de Timoshenko a débuté en 1921 dans le travail de Timoshenko [9],
dans lequel il a donné le système couplé suivant d’équations hyperboliques :{

ρϕtt = (K(ϕx − ψ))x, dans (0, L)× (0,+∞)

Iρψtt = (EIψx)x +K(ϕx − ψ), dans (0, L)× (0,+∞),
(I)

où t désigne la variable temporelle, x est la variable spatiale le long de la poutre de longueur L,
dans sa configuration d’équilibre, ϕ est le déplacement transversal de la poutre et ψ est l’angle
de rotation du filament de la poutre. Les coefficients ρ, Iρ, E, I et K sont respectivement la den-
sité (la masse par unité de longueur), le moment polaire d’inertie d’une section transversale, le
module de Young de l’élasticité , le moment d’inertie d’une section et le module de cisaillement.

Dans le but de trouver la dissipation minimale telle que la solution du système couplé (I)
décroisse uniformément vers zéro, lorsque le temps tend vers l’infini, plusieurs auteurs ont in-
troduit différents types de mécanismes dissipatifs pour stabiliser le système (I). Par exemple,
deux amortissements linéaires par frottement ϕt et ψt agissant respectivement sur la première
et la deuxième équations ont été utilisés dans [8]. De plus, de nombreux auteurs ont prouvé
que la présence d’un seul amortissement (amortissement par frottement ϕt, amortissement par

frottement localisé α(x)ϕt, de type mémoire (
∫ t

0

g(t − τ)ψxx(τ)dτ) agissant dans le domaine

sur une partie de celui-ci, suffit à stabiliser le système. L’amortissement par frottement avec un
signe indéfini a également été récemment pris en compte dans [1].

Dans ce mémoire, on s’intérsse à l’étude du problème suivant

ρ1φtt(x, t)−K(φx + ψ)x(x, t) + µ1ϕt(x, t) + µ2ϕt(x, t− τ(t)) = 0

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(φx + ψ)(x, t) + γθx(x, t) = 0

ρ3θt(x, t) + κqx(x, t) + γψtx(x, t) = 0

τ0qt(x, t) + δq(x, t) + κθx(x, t) = 0

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x)

θ(x, t) = θ0(x), q(x, 0) = q(x, 0) = q0(x), φt(x, t− τ(0)) = f0(x, t− τ(0))

φ(0, t) = φ(1, t = ψ(0, t) = ψ(1, t) = q(0, t) = q(1, t) = 0.

(1)

Où (x, t) ∈ (0, 1)×(0,∞), ρ1, ρ2, ρ3, γ, τ0, δ, κ, µ1, µ2, K sont des constants poitives,φ1, φ2, ψ1, ψ2, θ0,
q0, f0 sont des fonctions initial et τ(t) > 0 est le retard variée dans le temps.
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Et sous l’hypothèse µ1 ⩽ µ2

µ2 <
√
1− dµ1, pour tout d < 1, (2)

où la constante d satisfaite

τ ′(t) ≤ d < 1, pour tout t > 0, (3)

et

τ ∈ W 2,∞([0, T ]), pour tout t > 0. (4)

Ce travail constitue trois chapitres, le premier chapitre contient des rappels sur quelques
outils mathématiques,on donne des définition sur les espaces fonctionnelles, citer quelques in-
egalités nécessaires et on a terminé par la théorie de Semi-groupes

Le seconde chapitre sera consacré à l’existence et l’unicité de la solution du problème consi-
déré. La preuve est basée sur certaines hypothèses sur les données initiales et la technique de
Kato[11].

Dans le dernièr chapitre, on montre que le comportement asymptotique de la solution est
dépend du comportement de le terme τ(t) variée dans le temps. Nous donnons la décroissance
exponentielle de la solution, en construisant une fonction Lyapunov L, qui est équivalente à la
fonctionnelle d’énergie du problème considéré.
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Chapitre 1

Rappels

1.1 Espaces fonctionnelles
C’est un espace vectoriel dont les élèments sont des fonctions.

Espace normé

Définition 1:
un espace vectoriel normé, si a tout x ∈ E correspond un nombre positive ∥x∥ (appele norme
de x) tel que : les trois axiomes suivantes, dits axiomes de la norme, sont vérifies :

1. ∥x∥ ≥ 0; ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥
3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.
Ainsi donc, la norme est une application définie sur E prenant des valeurs positives et

vérifiant les propriétés 1 à 3.

Espaces de Banach

Définition 2:
un espace normé est dit complet si tout suite de cauchy est convergente.
Un espace normé complet est appele espace de Banach.

Espaces de Hilbert

Produit scalaire

Soit H un espace vectoriel sur C .Un produit scalaire sur H est une fonction
⟨, ⟩ : H 7→ C vérifiant les propriétés suivantes :
1. ∀x ∈ H, ⟨x, x⟩ ∈ Ret ⟨x, x⟩ ≥ 0

2. ∀x ∈ H, ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0

3. ∀α, β ∈ C,∀x, y, z ∈ H⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩
4. ∀x, y ∈ H : ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.
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Définition 3:
un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est apple espace de Hilbert s’il est complet au
sens de la norme associee au produit scalaire.

1.1.1 Les espaces Lp

Soit Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue, les fonctions f seront considéres
de Ω dans R ou C.

Définition 4:
Soit p ∈ R , avec 1 ≤ p ≤ ∞ , et Ω un ouvert dans Rn, n ∈ N on défini :

Lp =

{
f : Ω → N : f est mesurable et

∫
Ω

|f |pdx ≤ ∞
}
.

On défini sur Lp(Ω) la norme :

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

, si p = +∞ :

L∞(Ω) = {f : Ω 7→ R tel que ∃ c ∈ R vérifiant : |f | ≤ c.pp sur Ω} .

On définit sur L∞(Ω) la norme :

∥f∥L∞(Ω) = inf {c ∈ R tq |f | ≤ c.pp surΩ} .

1.1.2 Espaces de Sobolev

Définition 5:
Pour m ∈ N , on définit l’espace de sobolev d’ordre m ∈ N par :

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m

}
.

Où :
α = (α1, · · · , αn), αj ∈ N, |α| = α1 + · · ·+ αn et Dα = ∂α1

1 , · · · ∂αn
1 ; où ∂j =

∂

∂xj
.

On munit Hm(Ω) du produit scalaire :

⟨u, v⟩m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx,

et la norme associé à ce produit scalaire :

∥u∥Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx

 1
2

=

∑
|α|≤m

∫
Ω

∥Dαu(x)∥22dx

 1
2

.
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Espaces de Sobolev (Wm,p(Ω)(m ∈ N, p ∈ [1,+∞])

Définition 6:
Soient (m, p) ∈ N× [1,+∞] , on note Dαf = La. Donc on défini Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) tq : ∀α ∈ Nn avec |α| ≤ m,∃ La ∈ Lp(Ω)} vérifiant :∫
Ω

f(x)DαQ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

La(x)φ(x)dx,∀Q ∈ D(Ω).

On définit sur Wm,p(Ω) la norme

∥f∥Wm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∥La∥Lp(Ω).

Si 1 ≤ p ≤ +∞, on peut considérons sur Wm,p(Ω) la norme équivalente

∥f∥Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∥L∥pLp(Ω)

 1
2

.

Cas particuilier :
1. W 0,p = Lp(Ω)

2. p = 2 : Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Théorème 1:
(Densité) Soit u ∈ W 1,p(Ω) avec ⩽ q < ∞ . Alors il existe une suite un dans C∞

c (R) tel que
un → u dans W 1,p(Ω) (Intégration par parties) Soit u, v ∈ W 1,p(Ω) avec 1 ⩽ p ⩽ ∞ . Alors
(uv)′ = u′v + uv′.

De plus, on a la formule d’intégration par parties∫ y

x

u′v = −u(x)v(x) + u(y)v(y)−
∫ y

x

uv′, ∀x, y ∈ R.

1.2 Quelques Inégalités

1.2.1 Inégalité Tringlaire

∀x, y ∈ R, |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Preuve 1:
Soit (x, y) ∈ R2

|x+ y|2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

( ≤ |x|2 + |y|2 + 2|x||y| = (|x|+ |y|)2.

Alors :
|x+ y|2 ≤ (|x|+ |y|)2 ⇔ |x+ y| ≤ |x|+ |y|.
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1.2.2 Inégalité du Minkowisky

Soit (x,A, µ) un espace mesuré avec X ̸= ∅, p ∈ [1,+∞[ et deux fonctions f, g ∈ Lp(X),
alors :

∥f + g∥p ⩽ ∥f∥p + ∥g∥p.

C’est-à-dire : (∫ b

a

|f + g|p
)1/p

≤
(∫ b

a

|f |p
)1/p

+

(∫ b

a

|g|p
)1/p

.

Preuve 2:
L’espace Lp(X) etant un espace vectoriel, f + g est dans Lp(X).
Si ∥f + g∥p = 0, (l’inégalité est vérifié).

On suppose maintenant que ∥f + g∥P > 0.
On a :

∥f + g∥pP =

∫
x

|f + g|pdµ

≤ (

∫
x

|f |+ |g|)|f + g|p−1dµ

=

∫
|f ||f + g|p−1dµ+

∫
|g||f + g|p−1dµ

≤
(∫

|f |pdµ
) 1

p

+

(∫
|g|pdµ

) 1
p
∫

|f + g|(p−1) p
p−1

)dµ

= (∥f∥p + ∥g∥p)(
∥f + g∥pp
∥f + g∥pp

).

En multipliant les deux côtes par (
∥f + g∥pp
∥f + g∥pp

), on obtient l’inégalité cherché.

1.2.3 Inégalité du Young

Lemme 1:
pour tout a, b ∈ R+ on a

ab ⩽ δa2 +
b2

4δ
.

Où δ est une constante positif.

Preuve 3:
On a

∀a, b ∈ R+ (2δa− b)2 ⩾ 0,

pour tout δ > 0 on a :

4δ2a2 + b2 − 4δab ⩾ 0 ⇒ 4δab ⩽ 4δ2a2 + b2.

Donc :
ab ⩽ δa2 +

b2

4δ
.
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La forme standard de l’inegalite du Young

Soit a, b ∈ R+ et p, q ∈ [1,+∞[ tq :
1

p
+

1

q
= 1.

Alors :
ab ⩽

ap

p
+
bq

q
.

Preuve 4:
La fonction expθ → exp(θ) est convexe de R dans R (on dit que f est convexe si f(λx1 +
(1− λ)x2) ⩽ λf(x1) + (1− λ)f(x2), avec x1, x2 ∈ R telque

0⩽ λ ⩽ 1) , on a donc pour tout θ1, θ2 ∈ R et tout t ∈ [0, 1]

exp(tθ1 + (1− t)θ2) ≤ t exp(θ1) + (1− t)exp(θ2),

soit a, b > 0 , on prend t =
1

p
(de sorte que 1− t =

1

q
)

θ1 = p ln(a) et θ2 = q ln(b).

On obtient :
ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

1.2.4 Inégalité du Cauchy-Schwarz :

Soit; f, g ∈ C([a, b],R) , alors :(∫ b

a

|fg|
)

≤
(∫ b

a

|f |2
)1/2(∫ b

a

|g|2
)1/2

.

Preuve 5:
On considére pour λ ∈ R le polynôme en λ

P (λ) =

∫ b

a

(|f |+ λ|g|)2dx

=

∫ b

a

(|f |2 + 2λ|f ||g|+ |g|2λ2)dx

=

∫ b

a

(|f |2dx+ 2λ

∫ b

a

(|f ||g|dx+ λ2
∫ b

a

|g|2dx.

Le polynôme en λ de degré égal à 2 toujours positif, alors on obtient

∆ =

(
2

∫ b

a

|f ||g|
)2

− 4

∫ b

a

|f |2
∫ b

a

|g|2 ≤ 0.

L’inégalité ∆ ⩽ 0 est donc équivalente à(∫ b

a

|fg|
)
dx ≤

(∫ b

a

|f |2
)1/2

dx

(∫ b

a

|g|2
)1/2

dx.
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1.2.5 Inégalité du Hölder

Soient p, q ∈ [1,+∞[ tq
1

p
+

1

q
= 1 alors pour tout f, g ∈ Lα(Ω) : fg ∈ L1(Ω) et on a :

∥fg∥L1(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lp(Ω),

i.e :


∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ (

∫
Ω

|f(x)|pdx)
1
p (

∫
Ω

|g(x)|pdx)
1
p∫

Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ∥g∥L∞(Ω)

∫
Ω

|f(x)|dx.

Si q = ∞ et p = 1

Preuve 6:
Premiere cas

Si p = +∞, ou q = +∞, supposons que q = +∞ et p = 1 alors g ≤ ∥g∥L∞

donc |fg| ≤ |f |∥g∥L∞ .

Deuxième cas :

p et q sont finis l’égalité de Hölder est evidente si ∥f∥p = 0 ou ∥g∥p = 0.

En effet par example ∥f∥p = 0 alors |g| = 0 Donc |fg| = 0 et par consequent ∥fg∥1 = 0,
nous supposons donc maintenant que ∥f∥p ̸= 0 et∥g∥q ̸= 0.
Rappelons la concavité du logarithme :
∀α ∈ [0, 1],∀x, y > 0 ln (αx+ (1− α)y) ≥ α ln (α) + (1− α) ln (y).

En posant α =
1

p
et donc 1− α =

1

q
, ainsi que f = |f1|p g = |g1|q, on obtient :

ln (
|f |p

p
+

|g|q

q
) ≥ 1

p
ln (|f |p) + 1

q
ln (|g|q) = ln (|f1g1|).

Et donc par croissance de l’exponentielle

|f |p

p
+

|g|q

q
≥ |f1g1|.

Ainsi avec :

f1 =
f

∥f∥p
, g1 =

g

∥g∥q
.

On obtient :

fg

∥f∥p∥g∥q
≤ 1

p

|f |p

∥f∥pp
+

1

q

|g|q

∥g∥qq
.
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En integrant chaque membre, la croissance de l’integrale implique :

fg

∥f∥p∥g∥q
dx ≤ 1

p
+

1

q
= 1.

1.2.6 Inégalité du Sobolev-Poincare

Soit Ω un ouvert de Rn que l’on suppose borné, alors il existe une constante CΩ > 0
tel que, pour toute fonction u ∈ H1

0 (Ω) (qui consiste en des fonctions appartenant à l’espace
de Sobolev H1(Ω) et satisfaisant certaines conditions aux limites) on a :

∥u∥L2(Ω) ≤ CΩ∥∆u∥L2(Ω).

Où ∆u = (
∂u

∂x1
, · · · , ∂u

∂xn
), c’est -à-dire :∫

Ω

u2(x)dx ≤ c

∫
Ω

n∑
i=0

| ∂u
∂xi

|2dx.

Preuve 7:
On peut écrire, pour x ∈ [a, b]

u(x) =

∫ x

a

u(y′)dy.

Alors

u2(x) =

(∫ x

a

u(y′)dy
)2

≤
∫ x

a

(u(y′))2dy
∫ x

a

dy.

Donc :

⇒
∫ x

a

u2(x) ≤
∫ b

a

[∫ x

a

(u(y′))2dy × (x− a)

]
dx ≤ ∥u′∥2L2

(a,b)
×
∫ x

a

(x− a)dx.

Cela implique :

⇒ ∥u∥2L2
(a,b)

≤ (b− a)2

2
∥u′∥2L2

(a,b)
⇒ ∥u∥L2

(a,b)
≤ (b− a)2√

2
∥u′∥L2

(a,b)
.

D’où :
∥u∥L2(Ω) ≤ CΩ∥∆u∥L2(Ω), ∀u ∈ H1

0 (Ω).

1.3 Théorie des Semi-groupes

1.3.1 C0-Semi-groupe

Définition 7:
Soit X un espace de Banach, on dit que la famille d’opérateurs linéaiers (une fonction entre deux
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espaces vectoriels qui est linéaire sur son domaine de définition) (S(t))t≥0 est un Semi-groupe
(fortement continue) si :

1. ∀t ≥ 0, S(t) ∈ L(X)S(0) = IdL(X)

2. ∀(s, t) ≥ 0, S(s+ t) = S(s) ◦ S(t)

3. ∀x ∈ X lim
t→0

S(t)x = x.

Si on remplacer 3 par lim
t→0

∥S(t)− Id∥L(x) on dit que (S(t))t≥0 est uniformement continue.
On définit le générateur infinitisimale (A, D(A)) d’un Semi-groupe fortement continue

(S(t))t≥0 continue l’opérateur non borné A : D(A) ⊂ X → X où :

D(A) :

{
x ∈ X, lim

t→0

S(t)x− x

t
existe

}
∀x ∈ D(A);Ax = lim

t→0

S(t)x− x

t
.

Dans le cas ou D(A) =X et A ∈ L(x) la famille d’opérateurs (etA)t≥0 (definie classiqument
par sa série) est un Semi-groupes uniformement continue de générateur infinitisimale A.
On dit que le Semi-groupe (S(t))t≥0 est de contraction si ∀t ≥ 0 ∥S(t)∥L(x) ⩽ 1.

Propriétés des Semi-groupes de contraction

Théorème 2:
Soit X un espace de Banach, (S(t))t≥0 un C0 Semi-groupe de contraction sur X et (A,D(A)) un
générateur infinitisimal alors :

1. ∀x ∈ X le flot t 7→ S(t)x ∈ C0(R+, X)

2. ∀x ∈ D(A) et ∀ t ≥ 0 on a S(t)x ∈ D(A) leflot t 7→ S(t)x ∈ C1(R+, X) et vérifie
x′(t)− Ax(t)

3. (A,D(A)) est fermé de domaine dense.

Théorème 3:
(Caractérisation des générateurs infinitisimaux)

Soit A : D(A) ⊂ X 7→ X un opérateur non borné sur X on a l’équivalence :
1. (A, D(A)) est le générateur infinitisimal d’un Semi-groupe de contraction

2. D(A) est dense et pour toute condition initiale x0 ∈ D(A) il existe une unique solution
t 7→ x(t) ∈ C1(R+, X)de E.

de plus, sous cette hypothese, la solution x(t) est a valeurs dans D(A) et vérifie :

∥x(t)∥X ≤ ∥x0∥X ainsi que ∥x′(t)∥X ≤ ∥Ax(t)∥X (Ingalite d′nergie).
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Opérateurs dissipatifs

Définition 8:
Un opérateur (A, D(A)) est dissipatif si :

∀x ∈ D(A), ∀λ > 0, ∥x− λAx∥ ≥ ∥x∥.

Dans le cas ou X = H est hilbertiene on montre que A est dissipatif si et seulment si :

∀x ∈ D(A),Re(⟨Ax, x⟩H) ≤ 0.

Remarque : Si (A, D(A)) est un opérateur dissipatif, et λ > 0 alors l’opérateur
(Id− λA) est injectif car :

(I − λA)x = 0 ⇒ 0 ≤ ∥x∥ ≤ ∥(I − λA)x∥ = 0 ⇒ x = 0.

Si l’opérateur (Id − λA) est surjectif on dit que (A,D(A)) est maximal dissipatif ou (m-
dissipatif).

Propriétés des opérateurs m-dissipatif

Propriété 1:
Si (A, D(A)) est un opéateur m-dissipatf alors c’est un opérateur fermé.

Corollaire 1:
Pour x ∈ D(A) on pose ∥x∥D(A) = ∥x∥X + ∥Ax∥ alors ∥∥D(A) est une norme pour laquelle
D(A) est espace de Banach et A ∈ L((D(A), ∥∥X)), ((X, ∥∥X)).

Propriété 2:
Si H est un espace hilbertien et A : D(A) ⊂ H 7→ H est m-dissipatf alors il est à domaine
dense.

Propriété 3:
Résiproquement si A : D(A) ⊂ H → H est de domaine dense dissipatif fermé et tel que son
adjoint (A∗, D(A∗)) est dissipatif alors (A,D(A)) est m-dissipatif.

Corollaire 2:
Toujours dans le cadre hilbertien

1. si (A, D(A)) est dissipatif autoadjoint a domaine dense alors il est m-dissipatif

2. si (A, D(A)) est anti-adjoint a domaine dense alors il est m-dissipatif.
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1.3.2 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 4:
(Hille-Yosida) Soit X un espace de Banach et A : D(A) ⊂ X 7→ X un opéateur non borné,on
a l’équivalence.

1. (A, D(A)) est m-dissipatf à domaine dense.

2. (A, D(A)) est le générateur infinitisimal d’un semi groupe de contraction.

3. (A, D(A)) opérateur fermé à domaine dense, vérifié [0,∞] ⊂ ρ(A) et ∥Rλ∥L(X)
≤ 1

λ
pour

tout λ > 0.

Ainsi ce hypothese pour tout conditions initiale x0 ∈ D(A) il existe une solution fort
t→ x(t) dans C0(R+, (D(A), ∥∥D(A))) ∩ C1(R+, (X1, ∥∥X)) lorsque la condition ini-

tiale et
prise quelconque dans X on a une solution faible t → x(t) = S(t)x de class

seulment C1(R+, (X, ∥∥X)).

1.3.3 Théorème de Lax-Milgrame

On dit que une forme bilinéaire a(u; v) : H ×H 7→ R est
1. continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C|u||v| ∀u, v ∈ H,

2. coercive s’il existe une constante α > 0 tel que

a(v, v) ≥ α|v|2 ∀v ∈ H.

Théorème 5:
(Lax-Milgrame) Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive . Alors pour tout φ ∈
H ′ il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩ ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− ⟨φ, v⟩ = min

v∈H
{1
2
a(u, u)− ⟨φ, v⟩}.

Pour simplifier les choses on donne maintenant quelques exemples

Exemple 1:
L’équation de la chaleur

On ce donne Ω un ouvert borné de classe Cn de Rn on cherché a résoudre l’équation de la
chaleur. {

∂tu(x, t)−∆u(x, t) = 0
u(x, 0) = u0(x).
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Sur (x, t) ∈ Ω × [0,+∞] pour une condition initial donné on peut recrire cette équation aux
dérives partielles sous la forme d’une équation differencetielle ordinaire y′(t) = A y(t) en posant
y(t) = u(., t) ⊂ H et diffinissant (A, D(A)) par :

D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) et Ax = ∆x pour tout x ∈ D(A).

Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des Semi-groupes et le théorème de
Hille-Yosida reste à montrer que l’opérateur A est m-dissipatif.
Il est bien connu que le la placien est un opérateur autoadjoint

⟨Au, v⟩H =

∫
Ω

(∆u)v = −
∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

u(∆v) = ⟨u,Av⟩H .

Exemple 2:
L’équation des ondes

L’équation des ondes homogène se formule dans un domaine Ω suffisamment régulier (c’est-
à-dire C2 et sur un intervalle de temps [0, T ) avec (T > 0) selon

utt(t, x)− ∆u(t, x) = 0 ∀ (t, x) ∈ (0, T )× Ω

u(0, x) = f(x) ∀x ∈ Ω

u(0, x) = g(x) ∀x ∈ Ω.

On se place dans la théorie des semi-groupes en mettant l’équation précédente au premier ordre
en temps. On pose alors

A =

(
0 I
∆ 0

)
,

et

Y =

(
u
v

)
,

avec (v = u′) et

Y0 =

(
f
g

)
.

L’équation devient alors {
Y ′(t) = AY(t)

Y(0) = Y0.

Le domaine du Laplacien étant

D(∆) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), celui de A est

D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)sur
H = H1

0 (Ω)× L(Ω),
initiales seront alors prises dans H . Le produit scalaire dans H est défini pour tout couple (u, v) dans
H(u = (u1, u2) et (v = (v1, v2) par

(u, v)H = (∆u1 ,∆v1)L2(Ω) + (u2, v2)L2(Ω).
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Reste à vérifier que nous sommes bien dans les conditions d’application du théorème de Hille-
Yosida :

i) D(A) est dense dans H

ii) A est fermé

iii) A est dissipatif. Ce point mérite une preuve.
Première preuve
On utilise la caractérisation (i) du théorème. Soient λ > 0 et (f, g) ∈ H L’équation résolvante
s’écrit en (u, v) {

λu− v = f

λv −∆u = g.
(i)

D’où (λ2I −∆)u = λf + g qui admet une unique solution dans u ∈ H1
0 (Ω) via Lax-Milgram

(car d’une part λ2 > 0 et d’autre part les valeurs propres du Laplacien sont strictement né-
gatives donc (λ2I − ∆) est un opérateur elliptique dont la forme bilinéaire associée vérifie les
hypothèses du théorème de ) Lax-Milgram). Et alors v = λu− f est dans H1

0 (Ω)
L’estimation de l’opérateur résolvant Rλ vient du produit scalaire de (i)2 par v en remplaçant
par u sa valeur dans (i)1 :

λ(∥v∥2L2 + ∥∆u∥2L2(Ω).

D’où, puisque (u, v) = Rλ(f, g), on obtient l’estimation attendue ∥Rλ∥ ⩽
1

λ
. Le semi-groupe

engendré par A est donc un semi-groupe de contraction.
Seconde preuve
On peut utiliser le Corollaire 3 pour montrer que A est m-dissipatif en montrant que A est
anti-adjoint. On a alors pour tout couple (u, v) ∈ D(A)

(Au, v)H = (∇u2,∇v1)L2

= −(u2,∇v1)L2

= −(u,Av)H .

Ainsi A est anti-adjoint et à domaine dense donc m-dissipatif.
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Chapitre 2

L’existence et l’unicité de la solution

Dans ce chapitre, on étudiera l’existence et l’unicité de la solution de notre problème

2.1 Position de problème
Maintenant, on définir une nouvelle variable suivante

W (x, ρ, t) = φt(x, t− τ(t)ρ),

comme

Wt(x, ρ, t) =
∂φt(x, t− τ(t)ρ)

∂(t− τ(t)ρ)
× ∂(t− τ(t)ρ)

∂t
=
∂φt(x, t− τ(t)ρ)

∂(t− τ(t)ρ)
× (1− τ ′(t)ρ),

et
Wρ(x, ρ, t) =

∂φt(x, t− τ(t)ρ)

∂(t− τ(t)ρ)
× ∂(t− τ(t)ρ)

∂ρ
= −τ ′(t)∂φt(x, t− τ(t)ρ)

∂(t− τ(t)ρ)
.

Donc il est facile de vérifie que :

τ(t)Wt(x, ρ, t) + (1− τ ′(t)ρ)Wρ(x, ρ, t) = 0.

Alors ,on peut reécrire notre probème comme suit :

ρ1φtt(x, t)−K(φx + ψ)x(x, t) + µ1ϕt(x, t) + µ2W (x, 1, t) = 0

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(φx + ψ)(x, t) + γθx(x, t) = 0

ρ3θt(x, t) + κqx(x, t) + γψtx(x, t) = 0

τ0qt(x, t) + δq(x, t) + κθx(x, t) = 0

τ(t)Wt(x, ρ, t) + (1− τ ′(t)ρ)Wρ(x, ρ, t) = 0

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x)

θ(x, t) = θ0(x), q(x, 0) = q(x, 0) = q0(x), φt(x, t− τ(0)) = f0(x, t− τ(0))

W (x, 0, t) = φt(x, t),W (x, 1, t) = f0(x, t− τ(t)),

φ(0, t) = φ(1, t = ψ(0, t) = ψ(1, t) = q(0, t) = q(1, t) = 0.

(2.1)

Où (x, ρ, t) ∈ (0, 1)×(0, 1)×(0,∞) et la fonction τ(t) satisfaite (3), (4) et la condition suivante

0 < τ0 ≤ τ(t) ≤ τ̄ , pour toute t > 0. (2.2)
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2.2 Probleme de premier ordre
Pour utiliser l’approche de semi-groupe on reécrit le système (2, 1) comme un système de
première order, donc on suppose que X = (φ, φt, ψ, ψt, θ, q,W )T et on réécrit notre problème

comme suit {
X ′ = AX ,
X (0) = X0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, θ, q, f0(.,−ρτ(0)))T ,

(2.3)

avec

A(t)



φ
u
ψ
v
θ
q
W


=



u
k

ρ1
(φxx + ψx)−

µ1

ρ1
u− µ2

ρ1
W (., 1)

b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φxx + ψx)−

γ

ρ2
θx

− k

ρ3
qx −

γ

ρ3
vx

− δ

τ0
q − k

τ0
θx

(τ ′(t)ρ− 1)
Wρ

τ(t)


.

Où le domaine de A est

D(A(t)) =
{
(φ, φt, ψ, ψt, θ, q,W )T ∈ H : Wρ ∈ L2((0, 1)× L2(0, 1)), u = W (., 1), dans (0, 1) ,

avec

H = H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)

×H1
0 (0, 1)× L2((0, 1)×H1(0, 1))

}
.

(2.4)

Et A l’opérateur differentiel défini par

A(t) =



0 1 0 0 0 0 0
k

ρ1
∂xx −µ2

ρ1

k

ρ1
∂x 0 0 0

µ2

ρ1
k

ρ2
∂x 0 (

b

ρ2
∂xx −

k

ρ2
) 0 − γ

ρ2
∂x 0 0

0 0 0 − γ

ρ3
∂x 0 − k

ρ3
∂x 0

0 0 0 0 − k

τ0
∂x − δ

τ0
0

0 0 0 0 0 0 (τ ′(t)ρ− 1)
∂ρ

τ(t)


.

Notez que D(A(t)) est indépendant de t
Maintenant, on définit l’espace d’énergie E comme

E = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)×H1

0 (0, 1)× (L2(0, 1))2 × L2(0, 1)× L2((0, 1)× (0, 1)),
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avec le produit scalaire

⟨X , X̄ ⟩E =

∫ 1

0

{
ρ1uũ+ ρ2vṽ + k(φx + ψ)(φ̃x + ψ̃) + bψxψ̃x + ρ3θθ̃

}
dx+

∫ 1

0

τ0qq̃dx

+

∫ 1

0

∫ 1

0

W (x, ρ)W̃ (x, ρ)dρdx.

Pour X = (φ, u, ψ, v, θ, q,W )T , X̃ = (φ̃, ũ, ψ̃, ṽ, θ̃, q̃, W̃ )T .

Notre premiére résultat est :

2.3 Existence de la solution
Théorème 6:
Nous supposons que (2) est vrai et (3), (4), (2.2) sont satisfaits. Ensuite, pour tout
X0 ∈ D(A(0)), il existe une solution unique X de (2.1) satisfaisante

X ∈ C([0,∞), D(A(0))) ∩ C1([0,∞),E).

La preuve du théorème ci-dessus est basée sur le théorème ci-dessous

Théorème 7:
L’hypothése suivante

i) D(A(0)) est un sous-ensemble dense de E.
ii) Pour tout t > 0 , nous avons D(A(t)) = D(A(0));

iii) A(t) générérateur d’un semi-groupe fortement continu sur E pour tout t ∈ [0, T ],
et la famille A = A(t) : t ∈ [0, T ] est stable avec des constantes de stabilité C et m
indépendantes de t, c’est-à-dire le semi-groupe (St(s))s≥0 génére par A(t) satisfait

∥St(s))(u)∥ε ≤ Cems∥u∥ε, pour tout u ∈ ε, s ≥ 0, C > 0,m > 0.

iv) ∂tÃ(t) ∈ L∞
∗ ([0, T ], B(D(A(0)),E)), où L∞

∗ ([0, T ], B(D(A(0)),E)), est l’espace des classes
équivalentes de fonctions essentiellement délimitées et fortement mesurables de [0 ;T]
dans l’ensemble B(D(A(0))E) de délimitées opérateurs de D(A(0)) dans E , sont rete-
nus.2 Ensuite, étant donné une donnée initiale dans D(A(0)), le problème (2.3) a une
solution unique

X ∈ C([0, T ]), D(A(0)) ∩ C1([0, T ],E).

Preuve 8:
Notre preuve suit la méthode utilisée dans [7]

i) Densité de D(A(0)) dans E. Soit G = (g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7)
T ∈ E orthogonal à tous

les éléments de D(A(0)) avec le produit scalaire ⟨., .⟩E :

0 = ⟨X , G⟩E =

∫ 1

0

{ρ1ug2 + ρ2vg4 + k(φx + ψ)(g1 + g3) + bψxg3 + ρ3θg5} dx

+

∫ 1

0

τ0qg6dx+

∫ 1

0

∫ 1

0

W (x, ρ)g7(x, ρ)dρdx,

(2.5)
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pour tout X = (φ, u, ψ, v, θ, q,W )T ,∈ D(A(0)). Montrer que gj = 0, pour tout
j = 1, · · · , 7 Nous prenons W ∈ D((0, 1)× (0, 1)) et φ = u = ψ = v = θ = q = 0, donc
X = (0, 0, 0, 0, 0, 0,W )T ∈ D(A(0)) Ainsi, de (2.5) on déduit que∫ 1

0

W (x, ρ)g7dρdx = 0,

puisque D((0, 1)×(0, 1)) est dense en L2((0, 1)×(0, 1)) , il s’ensuit alors que g7 = 0. De
même, soit u ∈ D(0, 1), puis X = (0, u, 0, 0, 0, 0, 0)T ∈ D(X (0)), ce qui implique d’aprés
(2.5) que ∫ 1

0

ug2dx = 0.

Donc, comme ci-dessus, g2 = 0 . De plus, soit X = (φ, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ∈ D(A(0)), alors
on obtient de (2.5) que ∫ 1

0

φg1xdx = 0.

Il est immédiat que X = (φ, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ∈ D(A(0)) pour φ ∈ V qui est dense dans
H1

0 (0, 1), avec le produit scalaire

⟨g, h⟩H0
1 (0,1)

=

∫ 1

0

gxhxdx.

On obtient g1 = 0. Par les mêmes idées que ci-dessus, on peut aussi montrer que
g3 = 0 ,pour v ∈ D(0, 1), on obtient de (2.5)∫ 1

0

vg4dx = 0,

et par la densité de D(0, 1) in L2(0, 1) , on obtient g4 = 0.
Pour q ∈ D(0, 1) ,on obtient de (2.5)∫ 1

0

qg6dx = 0,

et par la densité de D(0, 1) in L2(0, 1), on obtient g6 = 0.
Ensuite, soit X = (0, 0, 0, 0, θ, 0, 0)T ∈ D(A(0)), alors nous obtenons de (2.5) que∫ 1

0

θg5dx = 0,

par conséquent g5 = 0. Ceci complète la preuve de (i).
ii) Pour tout t > 0 , nous avons D(A(t)) = D(A(0)).
iii) A(t) généré un semi-groupe C0 dans E pour un t fixe. Nous définissons le produit sca-

laire dépendant du temps sur E, (qui est équivalent au produit scalaire classique)

⟨X , X̄ ⟩t =
∫ 1

0

{
ρ1uū+ ρ2vv̄ + k(φx + ψ)(φ̄x + ψ̄) + bψxψ̄x + ρ3θθ̄

}
dx

+

∫ 1

0

τ0qq̄dx+

∫ 1

0

ξτ(t)

∫ 1

0

W (x, ρ)W̄ (x, ρ)dρ.dx

(2.6)
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Où ξ satisfait
µ2√
1− d

≤ ξ ≤ 2µ1 −
µ2√
1− d

, (2.7)

grâce aux hypothéses (4) on doit fixée

x(t) =
(τ ′(t)2 + 1)

1
2

2τ(t)
,

a ce stade nous montrons que la dissipativité de l’opérateur Ã = A(t)− x(t)I.
Pour un t fixée et X = (φ, u, ψ, v, θ, q,W )T ∈ D(A(t)) , on a

⟨A(t)X ,X⟩t =
∫ 1

0

{[
ρ1(

k

ρ1
(φxx + ψx)−

µ1

ρ1
u− µ2

ρ1
W (., 1))u

]
+

[
ρ2(

b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φxx + ψx)−

γ

ρ2
θx)

v] + [K(ux + v)(φx + ψ)] + [bvxψx] +

[
ρ3(−

k

ρ3
qx −

γ

ρ3
vx)θ

]}
dx

+

∫ 1

0

τ0

[
(− δ

τ0
q − k

τ0
θx)q

]
+

∫ 1

0

∫ 1

0

1

τ(t)
(τ ′(t)ρ− 1)Wρ(x, ρ)w(x, ρ).

On applique les conditions aux limites (2.1)9 , on obtient :

⟨A(t)X ,X⟩t = −δ
∫ 1

0

q2dx− µ1

∫ 1

0

u2(x)dx− µ2

∫ 1

0

W (x, 1)u(x)dx

− ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− τ ′(t)ρ)W (x, ρ)Wρ(x, ρ)dxdρ.

(2.8)

En observant cela∫ 1

0

∫ 1

0

(1− τ ′(t)ρ)W (x, ρ)Wρ(x, ρ)dxdρ.

=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

2

∂

∂ρ
W 2(1− τ ′(t)ρ)dxdρ

=
τ ′(t)

2

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ)dxdρ+
1

2

∫ 1

0

{
W 2(x, 1)(1− τ ′(t))−W 2(x, 0)

}
dx.

(2.9)

On obtient,

⟨A(t)X ,X⟩t =− δ

∫ 1

0

q2dx− µ1

∫ 1

0

u2(x)dx− µ2

∫ 1

0

W (x, 1)u(x)dx

− τ ′(t)ξ

2

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ)dxdρ

− ξ

2

∫ 1

0

W 2(x, 1)(1− τ ′(t))dx+ dxξ2

∫ 1

0

u2(x)dx.

(2.10)

En appliquant l’inégalité de Young et (2) on obtient

⟨A(t)X ,X⟩t ≤
(
−µ1 +

µ2

2
√
1− d

+
ξ

2

)∫ 1

0

u2(x)dx− δ

∫ 1

0

q2(x)dx

+

(
µ2

√
1− d

2
− ξ

(1− d)

2

)∫ 0

0

W 2(x, 1)dx+ χ(t)⟨U,U⟩t.
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La condition (2.7) permet d’écrire

− µ1 +
µ2

2
√
1− d

+
ξ

2
≤ 0,

µ2

√
1− d

2
− ξ

(1− d)

2
≤ 0.

Donc, l’opérateur Ã(t) est dissipatif.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que l’opérateur λI − A(t) est sur-
jectif. Soit (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7)

T ∈ E et Supposons X = (φ, φt, ψ, ψt, θ, q,W )T ∈
D(A(t)) solution de le système suivant
(λI −A)U = F 

λφ− u = f1,

λu− k

ρ1
(φxx + ψx)−

µ1

ρ1
u− µ2

ρ1
W (., 1) = f2,

λψ − v = f3,

λ
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φxx + ψx)−

γ

ρ2
θx = f4,

λθ +
k

ρ3
qx −

γ

ρ3
vx = f5,

λq +
δ

τ0
q − k

τ0
θx = f6,

λW +
(1− τ ′(t))ρ

τ(t)
Wρ = f7.

(2.11)

La première et la troisième équation de (2.11) donnent{
u = λφ− f1,

v = λψ − f3.
(2.12)

De plus, par (2.11) on trouve que

W (x, 0) = u(x), pour x ∈ (0, 1). (2.13)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I ∈ R , α une constante et t0 ∈ I . La
solution générale de l’équation

y′(t) = αy(t) + f(t),

et donnée par

y(t) = Ceαt +

∫ t

t0

eα(t−s)f(s)ds.

Où C est une constante.
Donc les solutions de l’équation

Wρ = −τ(t)λW + τ(t)f7,
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sont donnée par

W (x, ρ) = Ce−τ(t)λρ +

∫ ρ

0

τe−λτ(ρ−σ)f7(x, σ)dσ

= Ce−τ(t)λρ + τ(t)e−λτ(t)ρ +

∫ ρ

0

f7(x, σ)e
λτ(t)σdσ,

d’aprés (2, 11) et (2.13) on obtient

W (x, ρ) = u(x)e−λρτ(t) + τ(t)e−λρτ(t)

∫ 1

0

f7(x, σ)e
−λρτ(t) + dσ, si τ ′(t) ̸= 0,

et

W (x, ρ) = u(x)eυρ(t) + eυρ(t)
∫ 1

0

f7(x, σ)τ(t)

1− τ ′(t)σ
e−υρ(t)dσ si τ ′(t) ̸= 0.

D’où υρ(t) = λ
τ(t)

τ ′(t)
ln(1− τ ′(t)ρ), , à partir de (2.12) , nous avons

W (x, ρ) = λφ(x)e−λρτ(t)− f1e
−λρτ(t)+ τ(t)e−λρτ(t)

∫ 1

0

f7(x, σ)e
−λρτ(t)dσ, si τ ′(t) = 0,

(2.14)
et

W (x, ρ) = λφ(x)eυρ(t)−f1eυρ(t)+eυρ(t)
∫ 1

0

f7(x, σ)τ(t)

1− τ ′(t)σ
e−υρ(t)dσ si τ ′(t) ̸= 0, (2.15)

en utilisant (2.11) et (2.12) , on obtient

(
λ2 +

µ1

ρ1
λ+ λe

−λτ
µ2
ρ1

)
φ+

k

ρ1
(φxx + ψx) = f2 +

(
λ+

µ1

ρ1

)
f1 −

µ2

ρ1
W0(x)

λ2ψ − b

ρ2
ψxx +

k

ρ2
(φx + ψ) +

γ

ρ2
θx = f4 + λf3,

λθ +
k

ρ3
qx −

γλ

ρ3
ψx = f5 +

γ

ρ3
f3x,

λq +
δ

τ0
q − k

τ0
θx = f6,

(2.16)

en résolvant le système (2.16) , on obtient

(φ, ψ, θ, q) ∈ V × V ×H2(0, 1)×H1
0 (0, 1),

tel que

∫ 1

0

((λ2ρ1 + µ1λ+ λe−λτ(t)µ2)φw + k(φx + ψ)wx)dx =

∫ 1

0

(ρ1f2 + (λρ1 + µ1)f1 − µ2W0(x))wdx,∫ 1

0

(ρ2λ
2ψX + ψxXx + k(φx + ψ)X + γθxX)dx =

∫ 1

0

(ρ2(f4λf3)Xdx,∫ 1

0

(ρ3λθw1 + kqxw1 + γλψxw1)dx =

∫ 1

0

(ρ3f5 + γf3x)w1dx,∫ 1

0

((τ0λ+ δ)qX1 + kθxX1)dx =

∫ 1

0

τ0f6dx,

(2.17)
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pour tout (w,X,w1, X1) ∈ H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1) De (2.14) et (2.15),
on a

W (x, 1) =

{
λφ(x)e−λτ(t) +W0(x), si τ

′(t) = 0

λφ(x)eυρ(t) +W0(x), si τ ′(t) ̸= 0.

Où x ∈ (0, 1) et

W0(x) =


−f1e−λτ(t) + τ(t)e−λτ(t)

∫ 1

0

f7(x, σ)e
−λτ(t)dσ, si τ ′(t) = 0,

−f1eυρ(t)
∫ 1

0

f7(x, σ)τ(t)

1− τ ′(t)σ
e−υρ(t)dσ, si τ ′(t) ̸= 0.

(2.18)

Ainsi, le problème (2.17) est équivalent à

Y ((φ, ψ, θ, q), (w,X,w1, X1)) = ϱ(w,X,w1, X1). (2.19)
Où le bilinéaire de

Y : [H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)]
2 → R,

et le linéaire de

ϱ : (H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)) → R,
sont définis par

Y ((φ, ψ, θ, q), (w,X,w1, X1)) =

∫ 1

0

((
λ2ρ1 + µ1λ+ λe−λτ(t)µ2

)
φw + k(φx + ψ)(wx +X)

)
dx

+

∫ 1

0

(ρ2λ
2ψX + ψxXx + γθxw1x)dx

+

∫ 1

0

(ρ3λθw1 + kqxw1 + γλψxw1)dx

+

∫ 1

0

((τ0λ+ δ)qX1 + kθxX1x)dx,

et

ϱ(w,X,w1, X1) =

∫ 1

0

(ρ1f2 + (λρ1 + µ1)f1 − µ2W0(x))w dx,

+

∫ 1

0

(ρ2(f4λf3)Xdx+

∫ 1

0

(ρ3f5 + γf3x)w1dx,

+

∫ 1

0

τ0f6dx,

(2.20)

si τ ′(t) = 0 Où W0(x) satisfait la première équation de (2.18),

si τ ′(t) ̸= 0nous définissons

Y ((φ, ψ, θ, q), (w,X,w1, X1)) =

∫ 1

0

((
λ2ρ1 + µ1λ+ λeυρ(t)µ2

)
φw + k(φx + ψ)(wx +X)

)
dx

+

∫ 1

0

(ρ2λ
2ψX + ψxXx + γθxw1x)dx

+

∫ 1

0

(ρ3λθw1 + kqxw1 + γλψxw1)dx

+

∫ 1

0

((τ0λ+ δ)qX1 + kθxX1x)dx.
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Pour appliquer le théorème de Lax-Milgram il suffit de vérifié la continuité et la coercivité
de la forme bilinéaire Y et la continuité de la forme linéaire ϱ.
(1) Continuité de Y : en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient∣∣∣∣Y ((φ, ψ, θ, q), (w,X,w1, X1))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

((
λ2ρ1 + µ1λ+ λe−λτ(t)µ2

)
φw

+ k(φx + ψ)(wx +X)) dx+

∫ 1

0

(ρ2λ
2ψX + ψxXx + γθxw1x)dx

+

∫ 1

0

(ρ3λθw1 + kqxw1 + γλψxw1)dx

+

∫ 1

0

((τ0λ+ δ)qX1 + kθxX1x)dx

∣∣∣∣
Y ((φ, ψ, θ, q), (w,X,w1, X1)) ≤ max

(
(λ2ρ1 + µ1λ+ λeυρ(t)µ2), K, ρ2λ

2, b, γ, ρ3λ, κ, γλ,
(τ0λ+ δ)) (∥φ∥L2 + ∥φ∥L2 + ∥ψ∥L2 + ∥θ∥L2 + ∥q)
(∥L2 + ∥∥L2 + ∥X∥L2 + ∥1∥L2 + ∥X1∥L2)

≤ C1

(
∥φ∥H1

0
+ ∥φ∥H1

0
+ ∥ψ∥H1

0
+ ∥θ∥H1 + ∥q∥H1

0

)(
∥∥H1

0
+ ∥X∥H1

0
+ ∥1∥H1 + ∥X1∥L2

)
≤ C1

∣∣∣∣(φ, ψ, θ, q)∣∣∣∣, ∣∣∣∣(w,X,w1, X1)

∣∣∣∣.
Donc Y est continue

(2) Coercivité de Y

Y ((φ, ψ, θ, q), (φ, ψ, θ, q)) =

∫ 1

0

((
λ2ρ1 + µ1λ+ λe−λτ(t)µ2

)
φw + k(φx + ψ)(wx +X)

)
dx

+

∫ 1

0

(ρ2λ
2ψX + ψxXx + γθxw1x)dx

+

∫ 1

0

(ρ3λθw1 + kqxw1 + γλψxw1)dx

+

∫ 1

0

((τ0λ+ δ)qX1 + kθxX1x)dx,

d’aprés l’inégalité de Young, on trouve
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−
∫ 1

0

φxψdx ≤
∫ 1

0

|φxψ|dx

≤ 1

2

∫ 1

0

φ2
xdx+

1

2

∫ 1

0

ψ2dx∫ 1

0

φxψdx ≥ −1

2

∫ 1

0

φ2
xdx+

(−1)

2

∫ 1

0

ψ2dx

Y ((φ, ψ, θ, q)(φ, ψ, θ, q)) ≥
∫ 1

0

{
(λ2ρ1 + µ1λ+ λe−λτ(t)µ2)φ

2 +
K

2
φ2
x + (ρ2λ

2 +
K

2
)ψ2 + (b+ γ2)

)ψ2
x +ρ3λθ

2 + (γ + κ)θ2x + (τ0λ+ δ)q2 + κq2x
}
dx

≥ min

(
(λ2ρ1 + µ1λ+ λe−λτ(t)µ2),

K

2
, (ρ2λ

2 +
K

2
), (b+ γ2), (ρ3λ),

(γ + κ), (τ0λ+ δ), κ)
(
∥φ∥2H1

0
+ ∥ψ∥2H1

0
+ ∥θ∥2H1 + ∥q∥2H1

0

)
≥ C2

∣∣∣∣(φ, ψ, θ, q)∣∣∣∣2
W

.

(3) Continuité de ϱ d’aprés l’inégalité de Cauchy-Schwartz on trouve∣∣∣∣ϱ(w,X,w1, X1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

(ρ1f2 + (λρ1 + µ1)f1 − µ2W0(x))w dx

+

∫ 1

0

(ρ2(f4λf3)Xdx+

∫ 1

0

(ρ3f5 + γf3x)w1dx

+

∫ 1

0

τ0f6dx

∣∣∣∣
≤ max ((ρ1f2 + (λρ1 + µ1)f1 − µ2W0(x)), (ρ2f4 + λf3), (ρ3f5 + γf3x) ,
(τ0f6) (∥w∥L2 , ∥X∥L2 , ∥w1∥L2 , ∥X1∥L2)

≤ C3

(
∥w∥H1

0
, ∥X∥H1

0
, ∥w1∥H1

0
, ∥X1∥H1

0

)
≤ C3

∣∣∣∣(w,X,w1, X1)

∣∣∣∣
W

.

Et, on a l’opérateur ϱ est défini par la formule (2.20) ci-dessus. Ainsi, en appliquant le
théorème de Lax-Milgram, le problème (2.19) a une solution unique (φ, ψ, θ, q) pour
tout (w,X,w1, X1) ∈ H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)×H1
0 (0, 1). En utilisant la régularité

classique, il résulte de (2.17) que (φ, ψ, θ, q) ∈ H2(0, 1)×H2(0, 1)×H1(0, 1)×H1
0 (0, 1).

Par conséquent, l’opérateur λI −A(t) est surjectif

λI − Ã(t) = (λ+ x(t))I −A(t), Pour tout t > 0 et λ > 0.

Puisque x(t) > 0 ,on conclut à la surjectivité de l’opérateur λI−Ã(t) . Dans cette étape,
il suffit de prouver

∥ϕ∥t
∥ϕ∥s

≤ e
c

2r0
|t−s|

, pour tout t, s ∈ [0, T ], (2.21)

où ϕ = (φ, u, ψ, v, θ, q,W )T . D’après (2.6) , nous avons
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∥ϕ∥2t = ⟨ϕ, ϕ⟩t =
∫ 1

0

ρ1u
2 + ρ2v

2 + k(φx + ψ)2 + bψ2
x + ρ3θ

2 + τ0q
2dx

+ ξτ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ)dρdx,

∥ϕ∥2s = ⟨ϕ, ϕ⟩s =
∫ 1

0

ρ1u
2 + ρ2v

2 + k(φx + ψ)2 + bψ2
x + ρ3θ

2 + τ0q
2dx

+ ξτ(s)

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ)dρdx,

alors

∥ϕ∥2t − ∥ϕ∥2se
c

2r0
|t−s|

=3y
(
1− e

c
2r0

|t−s|
)∫ 1

0

ρ1u
2 + ρ2v

2 + k(φx + ψ)2 + bψ2
x + ρ3θ

2 + τ0q
2dx

+ ξ
(
τ(t)− τ(s)e

c
2r0

|t−s|
)∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ)dρdx.

(2.22)

Ici, nous montrons que τ(t)− τ(s)e
c

2r0
|t−s| nous avons

τ(t) = τ(s) + τ ′(a)(t− s),

avec a ∈ (s, t) on obtient

τ(t)

τ(s)
≤ 1 +

τ ′(a)

τ(s)
|t− s|.

En utilisant τ ∈ W 2,∞([0, T ]) et τ ′ est borné, on déduit que

τ(t)

τ(s)
≤ 1 +

r

τ0
|t− s| ≤ e

c
2r0

|t−s|

Ce qui prouve (2.21) et donc (iii)
(iv) on a l’opérateur Ã(t) est dissipatif, ce qui signifie que

⟨A(t)U,U⟩t −X(t)⟨U,U⟩t ≤ 0.

Où
Ã(t) = A(t)−X(t)I,

et

X(t) =
(τ ′(t)2 + 1)

1
2

2τ(t)
.

De plus

X ′(t) =
τ ′(t)τ ′′(t)

2τ(t)(τ ′(t)2 + 1)
1
2

− τ ′(t)(τ ′(t)2 + 1)
1
2

2τ(t)2
,
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est borné sur [0, T ], ∀ T > 0 alors il est facile de vérifier que

d

dt
A(t)X =



0
0
0
0
0
0

τ ′′(τ(t)ρ− τ ′(t)(τ ′(t)ρ− 1))

τ 2(t)
Wρ


.

Puis en utilisant (3) et (2.2) , donc

d

dt
Ã(t) ∈ L∞

∗ ([0, T ], B(D(A(0)),H)),

où (iv) est valable dans [10] . alors, nous concluons que le probléme{
X̃t = Ã(t)X̃
X̃ (0) = X̃0,

(2.23)

admet une solution unique X̃ ∈ C([0,+∞), ε) et si X0 ∈ D(A(0)), alors

X̃ ∈ C([0,+∞), D(A(0)) ∩ C1([0,+∞), ε).

Maintenant, laisse
X (t) = eβ(t)X̃ (t).

Où β(t) =

∫ 1

0

k(s)ds , alors nous avons en utilisant (2.23)

Xt(t) = k(t) eβ(t)X̃ (t) + eβ(t)X̃ (t)

= k(t) eβ(t)X̃ (t) + eβ(t)Ã(t)X̃ (t)

= eβ(t)
(
k(t)X̃ (t) + Ã(t)X̃ (t)

)
= eβ(t)A(t)X̃ (t)

= A(t) eβ(t)X̃ (t)
= A(t)X (t).

Par conséquent X (t), est un unique solution de (2.3).
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la
solution

Dans cette section, nous donnons quelques lemmes techniques et nous prouvons les résultats
de stabilité, en suivant [10] , nous introduisons la nouvelle variable

θ̄(x, t) = θ(x, t)−
∫ 1

0

θ0(x)dx.

Nous intégrons les deux côtés∫ 1

0

θ̄(x, t)dx =

∫ 1

0

(θ(x, t)−
∫ 1

0

θ0(x)dx)dx

=

∫ 1

0

θ(x, t)dx−
∫ 1

0

∫ 1

0

θ0(x)dxdx

=

∫ 1

0

θ(x, t)dx−
∫ 1

0

θ0(x)dx

∫ 1

0

dx

=

∫ 1

0

θ(x, t)dx−
∫ 1

0

θ0(x)1dx

=

∫ 1

0

θ(x, t)dx−
∫ 1

0

θ0(x)dx

=

∫ 1

0

(θ(x, t)− θ0(x))dx.

D’aprés (1, 2)7 on obtient ∫ 1

0

θ̄(x, t)dx = 0.

Alors, (φ, ψ, θ, q,W ) satisfait le systéme (2.1).
Pour une constante ξ positive satisfaisante

µ2√
1− d

≤ ξ ≤ 2µ1 −
µ2√
1− d

. (3.1)
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Nous définissons la fonctionnelle énergétique comme

E(t) = E(t, φ, ψ, θ, q,W )

=
1

2

∫ 1

0

(ρ1φ
2
t + ρ2ψ

2
t )dx+

1

2

∫ 1

0

{
k(φx + ψ)2 + bψ2

x + ρ3θ
2
}
dx

+
1

2

∫ 1

0

τ0q
2dx+

ξ

2
τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ, t)dρdx,

(3.2)

en multipliant le système (2.1) par φt, ψt, θ, q , respectivement, on obtient
ρ1φtt(x, t)φt(x, t)−K(φx + ψ)x(x, t)φt(x, t) + µ1φ

2
t (x, t) + µ2W (x, 1, t)φt(x, t) = 0

ρ2ψtt(x, t)ψt(x, t)− bψxx(x, t)ψt(x, t) +K(φx + ψ)(x, t)ψt(x, t) + γθx(x, t)ψt(x, t) = 0

ρ3θt(x, t)θ(x, t) + κqx(x, t)θ(x, t) + γψtx(x, t)θ(x, t) = 0

τ0qt(x, t)q(x, t) + δq2(x, t) + κθx(x, t)q(x, t) = 0,

en intégrant sur (0, 1) , et en les résumant, on obtient

∫ 1

0

{
ρ1φttφt −K(φx + ψ)φtx + µ1φ

2
t + µ2W (x, 1, t)φt

}
dx = 0,∫ 1

0

{ρ2ψttψt − bψxψtx +K(φx + ψ)ψt + γθxψt} dx = 0,∫ 1

0

{ρ3θtθ + κqxθ + γψtxθ} dx = 0,∫ 1

0

{
τ0qtq + δq2 + κθxq

}
dx = 0.

Alors, on obtient∫ 1

0

{ρ1φttφt + k(φx + ψ)k(φxt + ψt) + µ1φ
2
t + µ2W (x, 1, t)φt + ρ2ψttψt + bψxψtx0.

+ ρ3θtθ + τ0qtq + δq2
}
dx = 0.

D’autre part ; on a

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t

}
dx =

∫ 1

0

{φttφt + ψttψt} dx

et

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
K(φx + ψ)2 + bψ2

x + ρ3θ
2 + τ0q

2
}
dx

=

∫ 1

0

{k(φx + ψ)(φtx + ψt + bψxψtx + ρ3θtθ + τ0qtq} dx.

Alors, on trouve l’égalité suivante

1

2

d

dt

∫ 1

0

(ρ1φ
2
t + ρ2ψ

2
t )dx+

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
k(φx + ψ)2 + bψ2

x + ρ3θ
2 + τ0q

2
}
dx

= −δ
∫ 1

0

q2dx− µ1

∫ 1

0

φ2
t (x, t)µ2

∫ 1

0

φt(x, t)W (x, 1, t)dx.

(3.3)
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On multiplie (2.1)5 par W

ξ

2

d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

τ(t)W 2(x, ρ, t)dρdx = −ξ
∫ 1

0

∫ 1

0

(1− τ ′(t)ρW (x, ρ, t)Wρ(x, ρ, t)dρdx

+
ξ

2
τ ′(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ, t)dρdx,

= −ξ
2

∫ 1

0

∫ 1

0

((1− τ ′(t)ρ)W (x, ρ, t))dρdx

=
ξ

2

∫ 1

0

(W 2(x, 0, t)−W 2(x, 1, t))dx+
ξτ ′(t)

2

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx.

(3.4)

De (3.2), (3.3) et (3.4) on obtient

dE(t)

dt
= −

(
µ1 −

ξ

2

)∫ 1

0

φ2(x, t)dx+

(
ξτ ′(t)

2
− ξ

2

)∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx

− µ2

∫ 1

0

φ(x, t)W 2(x, 1, t)dx− δ

∫ 1

0

q2dx.

(3.5)

Grâce à l’inégalité de Young, le dernier terme entre (3.5) peut être estimé comme suit

µ2

∫ 1

0

φ(x, t)W 2(x, 1, t)dx

≤ µ2

2
√
1− d

∫ 1

0

φ2(x, t)dx+
µ2

√
1− d

2

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx,

(3.6)

Preuve 9:
on a

µ2√
1− d

≤ ξ ≤ 2µ1 −
µ2√
1− d

,

et
µ2 <

√
1− d⇒ µ2 < 1

µ2√
1− d

≤ ξ, on choisier ξ =
µ2

2
√
1− d

.

D’aprés Young on obtien

µ2

∫ 1

0

φ(x, t)W 2(x, 1, t)dx ⩽ ξµ2

∫ 1

0

φ2
t (x, t)dx+

µ2

4ξ

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx,

alors

µ2

∫ 1

0

φ(x, t)W 2(x, 1, t)dx ⩽
µ2

2
√
1− d

∫ 1

0

φ2(x, t)dx+
µ2

4

1√
1− d

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx,

alors

µ2

∫ 1

0

φ(x, t)W 2(x, 1, t)dx

≤ µ2

2
√
1− d

∫ 1

0

φ2(x, t)dx+
µ2

√
1− d

2

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx.

(3.7)
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En insérant (3.6) dans (3.5) ,on obtient

dE(t)

dt
≤ −

(
µ1 −

ξ

2
− µ2

2
√
1− d

)∫ 1

0

φ2(x, t)dx− δ

∫ 1

0

q2dx

+

(
ξ

2
(τ ′(t)− 1) +

µ2

√
1− d

2

)∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx.

(3.8)

Alors, on déduit qu’il existe C > 0 tel que

dE(t)

dt
≤ −δ

∫ 1

0

q2dx− C

{∫ 1

0

φ2(x, t)dx+

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx

}
. (3.9)

Alors, E est une fonction non croissante.

3.1 Stabilité exponentielle
Notre deuxième résultat est :

Théorème 8:
Soit U0 ∈ D(A(0)) . Supposons que (2) soit vrai. Puis sous les hypothèses (3), (4) et (2.2)
toute solution du problème (2.1) . Satisfait

E(t) ≤ Ce−γt, ∀t ≥ 0, (3.10)

pour certaines constantes positives C et γ idedépendant de t.
Pour dériver la décroissance exponentielle de la solution, nous construisons une fonctionnelle
L(t) qui est équivalente à l’énergie E(t) et satisfait

dL(t)
dt

≤ −ΛL(t)), ∀t ≥ 0,

pour une constante Λ > 0.
Considérons d’abord la fonction I1 donnée par

I1(t) :=

∫ 1

0

ρ1φtφdx+
µ2

2

∫ 1

0

φ2dx. (3.11)

Par conséquent, nous obtenons

Lemme 2:
Soit (φ, ψ, θ, q,W ) la solution de (2.1).Par conséquent, nous avons

dI1
dt

≤
(
−k + ε

(
k

2
+
µ2c

2

))∫ 1

0

φ2
tdx+

k

2ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx

+
µ2

2ε1

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx+ ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx, où c =

1

π2
. et ε1 > 0.

(3.12)
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Preuve 10:
En dérivant I1 ,on obtient

dI1
dt

=
d

dt

[∫ 1

0

ρ1φtφdx+
µ2

2

∫ 1

0

φ2dx

]
dI1
dt

=

∫ 1

0

d

dt
(ρ1φtφ)(x, t)dx+

µ2

2

∫ 1

0

d

dt
(φ2)(x, t)dx

dI1
dt

= ρ1

∫ 1

0

φttφdx+ ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx+ µ1

∫ 1

0

φφtdx.

(3.13)

Grâce à (2.1)1 , on trouve

dI1
dt

= −k
∫ 1

0

(φx + ψ)φxdx− µ2

∫ 1

0

φW (x, 1, t)dx+ ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx.

Ainsi
dI1
dt

= k

∫ 1

0

(φx + ψ)xφdx− µ2

∫ 1

0

φφt(x, tτ(t))dx+ ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx.

L’utilisation des inégalités de Young et de Poincaré conduit à (3.12).
Maintenant, soit w soit la solution de

−wxx= = ψx, w(0) = w(1) = 0. (3.14)

Ensuite, nous obtenons

w(x, t) = −
∫ x

0

ψ(y, t)dy + x

(∫ 1

0

ψ(y, t)dy

)
.

Lemme 3:
La solution de (3.14) satisfait ∫ 1

0

w2
xdx ≤

∫ 1

0

ψ2
xdx,

et ∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Preuve 11:
Multiplier (3.14) par w et intégrer par parties et appliquer l’inqualité de Cauchy-Schwarz pour
obtenir

−
∫ 1

0

wxxwdx =

∫ 1

0

ψxwdx,

et par l’integration par partie, on trouve∫ 1

0

w2
xdx− [wxw]

1
0 = −

∫ 1

0

ψwxdx+ [wψ]10,

les conditions aux bord impliquent∫ 1

0

w2
xdx ⩽ −

∫ 1

0

ψwxdx,
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et en utilisant l’integral de Cauchy-Schwarz, on trouve∫ 1

0

w2
xdx ⩽

√∫ 1

0

w2
xdx

√∫ 1

0

ψ2dx.

Après la simplification, on trouve ∫ 1

0

w2
xdx ⩽

∫ 1

0

ψ2
xdx.

De même, en derivant (3.14) ,par rapport à t , on obtient∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Ceci complète la preuve du lemme.

Nous introduisons la fonction suivante

I2(t) :=

∫ 1

0

(
ρ2ψtψ + ρ1φtw − γτ0

k
ψq
)
dx. (3.15)

Lemme 4:
Soit (φ, ψ, θ, q,W ) la solution de (2.1) . Par conséquent, nous obtenons

dI2
dt

⩽

(
−b+ cµ1ε2

2
+
cµ2ε2
2

+
δγε2c

2k

)∫ 1

0

ψ2
xdx+

µ2

2ε2

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx

+
(
ρ2 +

γτ0ε2
2k

+
ρ1ε2
2

)1
0
ψ2
xdx+

(
µ1

2ε2
+

ρ1
2ε2

)∫ 1

0

φ2
tdx

+

(
γτ0
2kε2

+
δγ

2kε2

)∫ 1

0

q2dx, où ε2 > 0.

(3.16)

Preuve 12:
En dérivant (3.15) , on en déduit que

dI2
dt

=

[∫ 1

0

(
ρ2ψtψ + ρ1φtw − γτ0

k
ψq
)
dx

]
=

∫ 1

0

d

dt
(ρ2ψtψ + ρ1φtw)(x, t)dx−

γτ0
k

∫ 1

0

d

dt
(ψq)(x, t)dx

= ρ2

∫ 1

0

ψttψ(x, t)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t (x, t)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψttw(x, t)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψtwt(x, t)dx

+ ρ1

∫ 1

0

φttw(x, t)dx+ ρ1

∫ 1

0

φtwt(x, t)dx−
γτ0
k

∫ 1

0

ψtq(x, t)dx−
γτ0
k

∫ 1

0

ψqt(x, t)dx.
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Par consequent, en utilisant les première et deuxième equations de (2.1) nous pouvons ecrire

dI2
dt

= b

∫ 1

0

(ψxxψ(x, t))dx−K

∫ 1

0

(φx + ψ)ψ)(x, t)dxρ2

∫ 1

0

ψ2
t (x, t)dx+K

∫ 1

0

(φx + ψ)xw − (x, t)

−mu1

∫ 1

0

φt(x, t)dx− µ1

∫ 1

0

W (x, 1, t)(x, t)dx+ ρ1

∫ 1

0

φtwt(x, t)dx−
γτ0
k

∫ 1

0

ψtq(x, t)dx

− γτ0
k

∫ 1

0

ψqt(x, t)dx

= −b
∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

φψxdx− k

∫ 1

0

ψ2dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− k

∫ 1

0

φxwxdx

− k

∫ 1

0

ψwxdx− µ1

∫ 1

0

φtw − µ2

∫ 1

0

W (x, 1, t)wdx+ ρ1

∫ 1

0

φtwtdx

− γτ0
k

∫ 1

0

ψtqdx+
γδ

k

∫ 1

0

ψqdx.

En utilisant (3.14) et le lemme 2 , nous avons

dI2
dt

⩽ −b
∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

φψxdx− k

∫ 1

0

ψ2dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ k

∫ 1

0

φxwxdx

+ k

∫ 1

0

ψwxdx− µ1

∫ 1

0

φtw − µ2

∫ 1

0

W (x, 1, t)wdx+ ρ1

∫ 1

0

φtwtdx

− γτ0
k

∫ 1

0

ψtqdx+
γδ

k

∫ 1

0

ψqdx.

En appliquant les inégalités de Young et de Poincaré et en utilisant le lemme 2 , on obtient
(3.16).

Maintenant, nous avons défini la fonction

I3 := ξτ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρW 2(x, ρ, t)dxdρ. (3.17)

Il satisfait l’estimation énoncée dans le lemme suivant

Lemme 5:
Soit (φ, ψ, θ, q,W ) la solution de (2.1), ensuite nous avons

dI3
dt

⩽ −2I3(t) + ξ

∫ 1

0

φ2
t (x, t)dx. (3.18)
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Preuve 13:
Nous dérivons (3.18) , on obtient

dI3
dt

=
d

dt

[
ξτ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρW 2(x, ρ, t)dxdρ

]
dI3
dt

= ξτ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

d

dt
(e−2τ(t)ρW 2(x, ρ, t))dxdρ

dI3
dt

= ξτ ′(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρW 2(x, ρ, t)dxdρ

− 2ξτ(t)τ ′(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρW 2(x, ρ, t)dxdρ

+ 2ξτ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρWt(x, ρ, t)W (x, ρ, t)dxdρ.

(3.19)

En utilisant (2.1)3 et le dernier terme dans (3.19) nous trouvons

τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρWt(x, ρ, t)W (x, ρ, t)dxdρ

=

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρ(τ ′(t)ρ− 1)Wt(x, ρ, t)W (x, ρ, t)dxdρ.

(3.20)

Aussi, on peut voir que∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρ(τ ′(t)ρ− 1)Wt(x, ρ, t)W (x, ρ, t)dxdρ

=
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

∂

∂ρ

(
e−2τ(t)ρ(τ ′(t)ρ− 1)W 2(x, ρ, t)

)
dxdρ

+ τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρ(τ ′(t)ρ− 1)W 2(x, ρ, t)dxdρ

− τ ′(t)

2

∫ 1

0

e−2τ(t)ρ(τ ′(t)ρ− 1)W 2(x, ρ, t)dxdρ.

(3.21)

En utilisant (3.21) et (3.20) , l’équation (3.19) prend la forme

dI3
dt

= −2ξτ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τ(t)ρ(τ ′(t)ρ− 1)W 2(x, ρ, t)dxdρ+ ξ

∫ 1

0

φ2
tx(, t)dx

− ξe−2τ(t)(1− τ ′(t))

∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx.

(3.22)

La preuve du lemme est alors terminée.

Maintenant, comme dans [7] ,nous introduisons la fonction

I4(t) := ρ2ρ3

∫ 1

0

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
ψt(t, x)dx. (3.23)
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Lemme 6:
Soit (φ, ψ, θ, q,W ) la solution de (2.1), ensuite nous avons

dI4
dt

⩽

(
−γρ2 +

ε4ρ2k

2

)∫ 1

0

ψ2
t dx+

(ε4ρ3
2

(b+ 2k)
)∫ 1

0

ψ2
t dx

+
ε′4kρ3c

2

∫ 1

0

φ2
xdx+

(
γρ3 +

ρ3
2ε′4

(b+ 2k)

)∫ 1

0

θ2dx

+
ρ2k

2ε4

∫ 1

0

q2dx, où ε4, ε′4 > 0.

(3.24)

Preuve 14:
En dériver (3.23) et utiliser (2.1)3 , on obtient

dI4
dt

=
d

dt

[
ρ2ρ3

∫ 1

0

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
ψt(t, x)dx

]
dI4
dt

= ρ2ρ3

∫ 1

0

(∫ x

0

d

dt
(θ(t, y)dy

)
)
d

dt
(ψt(t, x))dx.

dI4
dt

=

∫ 1

0

(∫ x

0

ρ3θtdy

)
ρ2ψtdx+

∫ 1

0

(∫ x

0

ρ3θdy

)
ρ2ψttdx

= −
∫ 1

0

(∫ x

0

(kqx + γψtx)dy

)
ρ2ψtdx

+

∫ 1

0

(∫ x

0

ρ3θdy

)
(bψxx − k(φx + ψ)− γθx)dx

= −γρ2
∫ 1

0

ψ2
t dx− ρ2k

∫ 1

0

qψtdx− bρ3

∫ 1

0

θψxdx

+ kρ3

∫ 1

0

θφdx− kρ3 +

∫ 1

0

(∫ x

0

θdy

)
ψdx+ γρ3

∫ 1

0

θ2dx.

En appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on trouve (3.24).

Ici, nous introduisons la fonction

I5 := −τ0ρ3
∫ 1

0

q(t, x)

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
dx. (3.25)

Lemme 7:
Soit (φ, ψ, θ, q,W ) la solution de (2.1), ensuite nous avons

dI5
dt

⩽

(
−ρ3k +

ε5ρ3δc

2

)∫ x

0

θ2dx+
ε′5τ0γ

2

∫ x

0

ψ2
t dx(

τ0k +
ρ3δ

2ε5
+
τ0γ

2ε′5

)∫ x

0

q2dx, pour toute ε5, ε′5 > 0.

(3.26)
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Preuve 15:
En dériver (3.25) on obtient

dI5
dt

= −ρ3
∫ 1

0

τ0qt

(∫ x

0

θdy

)
dx− τ0

∫ 1

0

q (ρ3θtdy) dx

= ρ3

∫ 1

0

(−δq − κθx)

(∫ x

0

θdy

)
dx

− τ0

∫ 1

0

q

(∫ x

0

−κqx − γψtxdy

)
dx

= ρ3δ

∫ 1

0

q

(∫ x

0

θdy

)
dx+ ρ3κ

∫ 1

0

θx

(∫ x

0

θdy

)
dx

+ τ0κ

∫ 1

0

q

(∫ x

0

qxdy

)
dx+ τ0γ

∫ 1

0

q

(∫ x

0

ψtxdy

)
dx

=
ρ3δ

2

∫ 1

0

(
ε5

(∫ x

0

θ2dy

)2

+
1

ε5
q2

)
dx− ρ3κ

∫ 1

0

θ2dx

+ τ0κ

∫ 1

0

q2dx+
τ0γ

2

∫ 1

0

ε′5ψ
2
t +

1

ε′5
q2dx, pour toutε5, ε′5 > 0.

En appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on trouve (3.26).

Preuve 16:
(Preuve du théorème 6) nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov L comme suit :

L(t) := NE(t) + I1(t) +N2I2(t) + I3(t) +N4I4(t) +N4I4(t). (3.27)

Où N,N2, N4, N5 > 0.
En combinant (3.9), (3.12), (3.16), (3.18), (3.24) et (3.26) , nous obtenons

dL(t)
dt

⩽

[
k

2ε1
+N2

(
−b+ cµ1ε2

2
+
cµ2ε2
2

+
δγε2c

2k

)
+N4

(
ε′4ρ3
2

(b+ kc)

)]∫ 1

0

ψ2
xdx

+

[
−k + ε1

(
k

2
+
µ2c

2

)
+N4

ε′4kρ3c

2

] ∫ 1

0

φ2
xdx− 2I3(t)

+

[
−NC +

µ2

2ε1
N2

µ2

2ε1

] ∫ 1

0

W 2(x, 1, t)dx

+

[
−NC +N2

(
µ1

2ε2
+

ρ1
2ε2

)
+ ρ1 + ξ

] ∫ 1

0

φ2
tdx

+

[
N2

(
ρ1 +

γτ0ε2
2k

+
ρ1ε2
2

)
+

1

2τ
+N4

(
−γρ2 +

ε4ρ2k

2

)
+N5

ε′5τ0γ

2

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

+

[
NγN2

(
γτ0
2kε2

)
N4

ρ2k

2ε4
+N5

(
τ0k +

ρ3δ

2ε5
+
τ0γ

2ε′5

)]∫ 1

0

q2dx

+

[
N4

(
γρ3 +

ρ3
2ε′4

)
(b+ 2k) +N5

(
−ρ3k +

ε5ρ3δc

2

)]∫ 1

0

θ2dx.

(3.28)

38



Choisissez ε1, ε2, ε4 et ε5 assez petit, tel que

ε1

(
cµ1

2

cµ2

2
+
δγc

2k

)
⩽
b

2
, ε1

(
k

2
+
µ2c

2

)
⩽
k

2
,

ε4 ⩽
γ

k
, ε5 ⩽

k

δc
.

Nous pouvons choisir N2 assez grand pour que

N2 ⩾
2k

bε1
.

Et aussi N4 assez grand pour que

N4
γρ2
4

⩾ N2

(
ρ2 +

γτ0ε2
2k

+
ρ1ε2
2

)
+

1

2τ
.

Fixée N2 et N4 nous avons

ε′4 ⩽ min

{
N2b

4N4ρ3(b+ kc)
,

k

2N4kρ3c

}
.

Soit N5 soit suffisamment grand pour que

N5ρ3k

4
⩾ N4

(
γρ3 +

ρ3
2ε′4(b+ 2k)

)
.

Nous fixonson ε′5 assez petit, on a

ε′5 ⩽
N4γρ2
4N5τ0γ

.

Maintenant nous avons
CN

2
⩾ max

{
µ2

2ε1
+N2

µ2

2ε1
, N2

(
µ1

2ε2
+

ρ1
2ε2

)
ρ1

}
Nγ

2
⩾ N2

(
γτ0
2kε2

+
δγ

2kε2

)
+N4

ρ2k

2ε4
+N5

(
τ0k

ρ3δ

2ε5

τ0γ

2ε′5

)
.

On voit que (3.28) est équivalent à

d

dt
L(t) ⩽ η1

∫ 1

0

(
ψ2
t + ψ2

x + φ2
t + (φx + ψ)2 + θ2 + q2

)
dx− η1

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ, t)dρdx, (3.29)

ensuite nous avons
d

dt
L(t) ⩽ η2E(t), pour toute t ⩾ 0, (3.30)

où −η1 et η2 comme constante positive.

Lemme 8:
Il existe deux constantes positives β1, β2 tel que

β1E(t) ⩽ L(t) ⩽ β2E(t), pour toute t ⩾ 0. (3.31)
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Preuve 17:
On définit le fonctionnelle

H((t) = I1(t) +N2I2(t) + I3(t) +N4I4(t) +N5I5(t),

et nous le prouvons
|H(t)| ⩽ CE(t) , C > 0.

A partir de (3.11), (3.15), (3.17), (3.23) et (3.25) on trouve

|H(t)| ⩽
∣∣∣∣∫ 1

0

ρ1φtφdx+
µ1

2

∫ 1

0

φ2dx

∣∣∣∣+N2

∣∣∣∣∫ 1

0

(
ρ2ψtψdx+ ρ1φtw − γτ0

k
ψq
)
dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ 1

0

∫ 1

0

e−2τρW 2(x, ρ, t)dρdx

∣∣∣∣+N4

∣∣∣∣ρ2ρ3 ∫ 1

0

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
ψt(t, x)dx

∣∣∣∣
+N5

∣∣∣∣τ0ρ3 ∫ 1

0

q(t, x)

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
dx

∣∣∣∣.
En utilisant la relation ∫ 1

0

φ2dx ⩽ 2c

∫ 1

0

(φx + ψ)2dx+ 2c

∫ 1

0

ψ2
xdx,

de plus, en appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient

|H(t)| ⩽ α1

∫ 1

0

φ2
tdx+ α2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ α3

∫ 1

0

(φx + ψ)2dx+ α4

∫ 1

0

ψ2
xdx+ α4

∫ 1

0

θ2dx

+ α6

∫ 1

0

q2dx+

∫ 1

0

∫ 1

0

W 2(x, ρ, t)dρdx,

(3.32)

où les constantes positives α1, · · · , α6 sont :

α4 :=
1

2
(ρ1 +N2ρ1,

α4 :=
1

2
(N2ρ2 +N4ρ2ρ3),

α4 := ρ1c

α4 :=
1

2
(
N2γτ0c

k
+N2ρ1ρ1c

2 +N2ρ2ρ1c
2),

α4 :=
1

2
(N4ρ2ρ3c+N5τ0ρ3c),

α4 :=
1

2
(N2

γτ0
k

+N5τ0ρ3).

Par (3.31) ,on obtient

|H| ⩽ C̃E(t), C̃ =
max {α1, α2, α3, α4, α5, α6}

min {ρ1, ρ1, ρ1, K, b, k, γ, δ, τ0}

on a
|L(t)−NE(t)| ⩽ C̃E(t).
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En combinant (3.29) , et (3.30) , on en déduit que

d

dt
L(t) ⩽ −ΛL(t), pour toute t,Λ ⩾ 0. (3.33)

Alors
L(t) ⩽ L(0)e−Λt, pour toute t ⩾ 0. (3.34)

La preuve du théorème est donc complète.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons considéré un problème de type Timoshenko avec deuxième
son en présence d’un terme de retard varié dans le temps, on a étudié l’existence et l’unicité
de la solution du problème en basant sur la technique de Kato[11].Finalment,nous avons étudié
le comportement asymptotique de la solution et sous certains conditions on a démontré la
décroissance exponentielle de la fonctionnelle d’énergie.
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