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Abstract

The main goal of this work is to investigate the exponential stability of the Timoshenko
system in thermoelasticity of second sound with a time-varying delay term in the internal feed-
back. The well-posedness of the problem is assured by using the variable norm technique of
Kato. Furthermore the stability of the system is shown by applying the energy method.

Keywords : Timoshenko system, Thermoelasticity, Second sound, Linear damping, Exponen-
tial decay



Résumé

L’objectif principal de ce travail est 1’étudier la stabilité exponentielle du systéme de Ti-
moshenko en thermoélasticité de deuxiéme son avec un terme de retard veriée dans le temps
dans des réactions internes, 1’existence et I'unicite de la solution de notre systéme sont assurées
par l'utilisation de technique de kato. De plus, la stabilité du notre systéme est démontrée par
I’application de la méthode énergétique.

Mots clés : Systéme de Timoshenko, Thermoélasticité, Second son, Amortissement linéaire,
Décroissance exponentielle
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Notation

D(A) domaine de l'operateur A

P-pP presque par tout

WP (Q) Espace de Sobolev 1 < m < oo

HY(Q), Hy(Q), H*() Espaces de Sobolev

LP(Q) Espace de Lebesgue 1 < p < 400

A* L’adjoint de 'opérateur A.

(S(t))e=0 Semi-groupe

& La norme sur espace vectoriel normé E.

Co(92) Espace des fonctions continues a support compact contenu dans §2.
% Dérivée de u par rapport x;

(,) Produit scalaire

e La norme sur Iespace vectoriel normé E.

C*(Q) fonctions k fois continiment différentiables sur (Q2) (k > 0)
1 Identiteé

A La placien

E Espace énergitique

Y Forme bilinéaire



Introduction

L’étude des systémes de Timoshenko a débuté en 1921 dans le travail de Timoshenko [9],
dans lequel il a donné le systéme couplé suivant d’équations hyperboliques :

Ipwtt = (E[wx)z + K(¢m - w)a dans (07 L) X (07 +OO)7 (I)
ou t désigne la variable temporelle, = est la variable spatiale le long de la poutre de longueur L,
dans sa configuration d’équilibre, ¢ est le déplacement transversal de la poutre et ¢ est 'angle
de rotation du filament de la poutre. Les coefficients p, Ip, E, I et K sont respectivement la den-
sité (la masse par unité de longueur), le moment polaire d’inertie d’une section transversale, le
module de Young de I’élasticité , le moment d’inertie d’une section et le module de cisaillement.

{ pbu = (K (g — ), dans (0, L) x (0, +00)

Dans le but de trouver la dissipation minimale telle que la solution du systéme couplé (I)
décroisse uniformément vers zéro, lorsque le temps tend vers I'infini, plusieurs auteurs ont in-
troduit différents types de mécanismes dissipatifs pour stabiliser le systéme (I). Par exemple,
deux amortissements linéaires par frottement ¢; et 1/, agissant respectivement sur la premiére
et la deuxiéme équations ont été utilisés dans [8]. De plus, de nombreux auteurs ont prouvé

que la présence d’un seul amortissement (amortissement par frottement ¢;, amortissement par
t

frottement localisé a(x)¢;, de type mémoire ( | ¢(t — 7). (7)dT) agissant dans le domaine

0
sur une partie de celui-ci, suffit a stabiliser le systéme. L’amortissement par frottement avec un
signe indéfini a également été récemment pris en compte dans [1].

Dans ce mémoire, on s’intérsse a I’étude du probléme suivant

[ p10u(2,1) — K (9 +0)a(,1) + p16e(w,8) + prady(,t — 7(t)) = 0
P2 (1) — bipuo (2, 8) + K (s + ¥)(2,t) + 710, (2, 1) =0
p30:(x,t) + kg (@, 1) + Vi (z, 1) =0
70q:(z,t) + dq(z,t) + KO,(z,t) =0 (1)
@(x,0) = o), pi(x,0) = @1(x), (2, 0) = tho(z), Ye(x,0) = 1 (z)
0(x,t) = bo(x),q(x,0) = q(z,0) = qo(2), pe(x,t — 7(0)) = fo(z,t —7(0))
Lp(0,1) = o(1,¢ =(0,¢) = ¥(1,1) = q(0,¢) = ¢(1,¢) = 0.

Ou (.T, t) € (07 1) X (07 00)7 P15 P2, P3,7, To, 67 R, 1, 12, K sont des constants pOitiVGS,(,Ol, ©2, wla ¢27 907
o, fo sont des fonctions initial et 7(¢) > 0 est le retard variée dans le temps.



Et sous 'hypotheése pq < o
fo < V1 —duy, pourtout d<1, (2)

ou la constante d satisfaite

TI(t) < d <1, pourtoutt >0, (3)
et
7€ W?>([0,T]), pour toutt > 0. (4)

Ce travail constitue trois chapitres, le premier chapitre contient des rappels sur quelques
outils mathématiques,on donne des définition sur les espaces fonctionnelles, citer quelques in-
egalités nécessaires et on a terminé par la théorie de Semi-groupes

Le seconde chapitre sera consacré a l'existence et 'unicité de la solution du probléme consi-
déré. La preuve est basée sur certaines hypothéses sur les données initiales et la technique de
Kato[11].

Dans le derniér chapitre, on montre que le comportement asymptotique de la solution est
dépend du comportement de le terme 7(t) variée dans le temps. Nous donnons la décroissance
exponentielle de la solution, en construisant une fonction Lyapunov L, qui est équivalente a la
fonctionnelle d’énergie du probléme considéré.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Espaces fonctionnelles

C’est un espace vectoriel dont les éléments sont des fonctions.

Espace normé

Définition 1:
un espace vectoriel normé, si a tout © € E correspond un nombre positive ||z|| (appele norme
de x) tel que : les trois axiomes suivantes, dits axiomes de la norme, sont vérifies :

L Jzfl = 0; ]z} =0 & 2 =0
2. || Azl = |Alll=]
3 [lz +yll < flll + lyll-

Ainsi donc, la norme est une application définie sur E prenant des valeurs positives et
vérifiant les propriétés 1 a 3.

Espaces de Banach

Définition 2:
un espace normé est dit complet si tout suite de cauchy est convergente.
Un espace normé complet est appele espace de Banach.

Espaces de Hilbert
Produit scalaire
Soit H un espace vectoriel sur C .Un produit scalaire sur H est une fonction
(,) : H— C vérifiant les propriétés suivantes :
1. Vo € H,(z,z) € Ret (x,2) >0
2. Ve e H(z,x) =0 2=0
3. Vo, 8 € C,Vx,y,2 € H{ax + By, 2) = afz, 2) + B(y, 2)

4. Vo,y € H:(z,y) = (y, z).



Définition 3:
un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est apple espace de Hilbert s’il est complet au
sens de la norme associee au produit scalaire.

1.1.1 Les espaces L*

Soit 2 un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue, les fonctions f seront considéres

de 2 dans R ou C.
Définition 4:
Soit peR,avecl <p <oo,et  unouvert dans R", n € N on défini :

Lp:{f:Q%N:f@stmesumbleet/]f]pdxgoo}.
Q

On défini sur LP(2) la norme :

1
Hf”L”(Q) = </ |f|pdl’) , Sip=+o00:
Q

L=(Q) ={f : Q— Rtel que 3 ¢ € R vérifiant : |f| < c.pp sur 2} .
On définit sur L*°(£2) la norme :

||f||Loo(Q) =inf{c e Rtq|f| < cpp surQd}.

1.1.2 Espaces de Sobolev
Définition 5:
Pour m € N, on définit ’espace de sobolev d’ordre m € N par :

H™(Q) = {ue L*Q): D*u e L*(Q), || <m}.

Ou :
0
a= (o, ,a,),05 €N |la] =a;+---+a, et D*=0",---00; ouaj:a—.
zj
On munit H™(Q) du produit scalaire :

(U, v)y, = Z D%u(x) D% (x)dx,
2

et la norme associé a ce produit scalaire :

2

lalln (@) = [ 3 / Du(z) Pz

laf<m

e / |D*u(z) |2dx

la<m

1
2

6



Espaces de Sobolev (W"?(Q)(m € N, p € [1, +00])

Définition 6:
Soient (m,p) € N x [1,400] , on note D*f = L,. Donc on défini W™P(Q2) par :

WmP(Q) ={f € L*() tq : Va € N" avec |a| < m,3 L, € LP(Q)} vérifiant :
[ @)D = (<) [ Lu@)ela)ds,vQ € D@).
Q Q
On définit sur W™P(Q) la norme
I lwma(2) = > [1£allre).
laj<m

Si 1 <p < +oo, on peut considérons sur W™P(Q) la norme équivalente

2

L lwma () = | D €I

|| <m
Cas particuilier :
1. Wo = LP(Q)
2. p=2:W™*Q) = H™(Q).

Théoréme 1:

(Densité) Soit u € W'P(Q) avec < ¢ < oo . Alors il existe une suite u,, dans C2°(R) tel que
u, — udans W"(Q) (Intégration par parties) Soit u,v € W'?(Q) avec 1 < p < oo . Alors
(uwv) = v'v +uv'.

De plus, on a la formule d’intégration par parties

/: u'v = —u(x)v(x) + uly)v(y) — /: uv’, Vi, y € R.

1.2 Quelques Inégalités

1.2.1 Inégalité Tringlaire
Vo,y € R, |z +y| < ||+ |y|.

Preuve 1:
Soit (z,y) € R?

2 +yl’ = (z+y)* =2+ 2zy+y°
( < az? + y* + 2|z]ly| = (=] + [y])*.

Alors :
|z +y)* < (Jo] + [y])* < |z +y| < |z] + |yl.



1.2.2 Inégalité du Minkowisky
Soit (z, A, ;) un espace mesuré avec X # &, p € [1,+oo[ et deux fonctions f,g € LP(X),

alors :
1f+ gl < 11l + llgllp-
C’est-a-dire :
b 1/p b 1/p b 1/p
([rear) < ([ur) «([1or)
Preuve 2:

L’espace LP(X) etant un espace vectoriel, f+ g est dans LP(X).
Si|lf +gll, =0, (inégalité est vérifié).

On suppose maintenant que ||f + g||p > 0.
On a:

I+l = [ 1+ 9Pds
< ([ 1+ bl + g
i 5+t [l + o

(i)« (o) s

1f =+ gllp
= (£l + lgllp) G ——75)-
g NS+ gl
. ) I/ +glly e )
En multipliant les deux cotes par (H ol ) on obtient 'inégalité cherché.
p
1.2.3 Inégalité du Young
Lemme 1:
pour tout a,b € R* on a
b2
b<da® + —.
a a” + 15
Ot 0 est une constante positif.
Preuve 3:
On a

Ya,b € RY  (20a —b)* >0,

pour tout 6 >0 ona:
46%a* + b* — 45ab > 0 = 4dab < 46%a® + b*.

Donc :
bQ
b 5& + 4—(5



La forme standard de ’inegalite du Young
1 1
Soit a,b € R, et p,g€ [1,+o00[tqg: —+—-=1.
p q
Alors :

a? b
ab< — + —.
p q

Preuve 4:
La fonction expd — exp() est convexe de R dans R (on dit que f est convexe si f(Ax; +
(I —=XNzxo) < Af(x1) + (1 = X)f(x2), avec x1,x9 € R telque

0< A< 1), on a donc pour tout 0,0, € R et tout t € [0, 1]

exp(thy + (1 —t)0y) < texp(fr) + (1 — t)exp(s),
. 1 1
soit a,b >0 ,on prendt = ];(de sorte que 1 —t = 5)

0, =p In(a) et 62 = q In(b).

On obtient :
al b
ab < — + —.
b q

1.2.4 Inégalité du Cauchy-Schwarz :
Soit; f, g € C([a,b],R) , alors :

() ()

On considére pour A € R le polynéome en A

b
PO = [ 081+ NP
b
= [P + 2017l + loPA)
b b b
= [spas+2n [Qolglds + 22 [ lgpar

Le polynéme en A de degré égal a 2 toujours positif, alors on obtient

A= (2/ab\fr\g\)2—4/ab|fr2/ab|grzso.

L’inégalité A < 0 est donc équivalente &

(/ab Ifgl) dx < (/b |f|2> " (/b |g|fz)1/2 .



1.2.5 Inégalité du Holder

1 1
Soient p,q € [1,400[tq — + = =1 alors pour tout f,g € L*(Q): fg € L'(Q) et on a :
p q

I fallzr) < I fllellgllzr ),

/ f@lalallds < ([ 17@Pdn)s([ lot@rio)?
t/u Mx<whwm/U’!M

St g=o00 et p=1

Preuve 6:
Premiere cas

Sip =400, ou ¢ = +o0, supposons que ¢ =+ooet p=1 alors ¢ < |g|/r=

done [ fg] < [flllglze-

Deuxiéme cas :
p et ¢ sont finis I'égalité de Holder est evidente si || f|, = 0 ou ||g]|, =0

En effet par example | f||, =0 alors |g| =0 Donc |fg| = 0 et par consequent || fg|l =0,
nous supposons donc maintenant que || f||, # 0 et||g||, # 0.
Rappelons la concavité du logarithme :
Va € [0,1],Vz,y > 0ln (ax + (1 — a)y) > aln(a) + (1 — a)In (y).

1 1
En posant o = — et donc 1 — a = —, ainsi que f = |fi|, 9 = |g1|,, on obtient :
p q

S el S 1y
In(==+==) > -In([f]") + = In(|g") = In([fig])-
p q
Et donc par croissance de l’exponentlelle
TP gl
8
p
Ainsi avec :
Y
fi=rrm = :
11l lgllq
On obtient :

p q
fo_ LI 1ld
171,09l = 217 " qllglE

10



En integrant chaque membre, la croissance de 'integrale implique :

1 1
IFllpllglle— —

q

1.2.6 Inégalité du Sobolev-Poincare

Soit © un ouvert de R™ que 'on suppose borné, alors il existe une constante Cq > 0
tel que, pour toute fonction u € Hy () (qui consiste en des fonctions appartenant a I’espace
de Sobolev H'() et satisfaisant certaines conditions aux limites) on a :

ul|z2) < CallAul|r2(q)-
ou ou

O Au = (== ... 2=
b (81:1’ " Oz,

), c’est -a-dire :

"\ Ou
2 < 2
/Qu(a:)dx_c/ E ]a%]da:.

Q-0

Preuve 7:
On peut écrire, pour z € [a, b]

Alors

Donc :

N /:u2(:c) < /ab [/:(u(yl))Qdy « (:c—a)] do < s | x /:(x—a)dx.

Cela implique :

(b—a)? (b—a)?
2, < iz, = llullzz,, < [

(a) — 2 (a,b (a,p) — \/§

Liaw
D’ou :

1.3 Théorie des Semi-groupes

1.3.1 Cj)-Semi-groupe

Définition 7:
Soit X un espace de Banach, on dit que la famille d’opérateurs linéaiers (une fonction entre deux

11



espaces vectoriels qui est linéaire sur son domaine de définition) (S(¢))i>o est un Semi-groupe
(fortement continue) si :

1. Vt > 0, S(t) € ,C(X)S(O) = ]d[;(x)
2. V(s,) > 0,5(s +t) = S(s) 0 S(t)

3. Vz € X1limS(t)r = .
t—0

Si on remplacer 3 par Pr% |S(t) — Id|| z(z) on dit que (S(t))i>0 est uniformement continue.
1 >

On définit le générateur infinitisimale (A, D(A)) d’un Semi-groupe fortement continue
(S(t))t>0 continue 'opérateur non borné A : D(A) C X — X ou:

D(A) : {:1: e X, %iné Mem’st@} Vo € D(A); Az = lim M
—

t—0 t

Dans le cas ou D(A) =X et A € L(x) la famille d’opérateurs (e');>o (definie classiqument
par sa série) est un Semi-groupes uniformement continue de générateur infinitisimale A.
On dit que le Semi-groupe (S(t))¢>0 est de contraction si vt >0 [|S(t)]|z@) < 1.

Propriétés des Semi-groupes de contraction

Théoréme 2:
Soit X un espace de Banach, (S(¢)):>0 un Cy Semi-groupe de contraction sur X et (A, D(A)) un
générateur infinitisimal alors :

1. Vo € X le flot t — S(t)z € C°(RT, X)

2. Vo € D(A) et V't > 0ona S{t)r € D(A) leflot t — S(t)x € CY(R',X) et vérifie
2/ (t) — Ax(t)

3. (A, D(A)) est fermé de domaine dense.

Théoréme 3:
(Caractérisation des générateurs infinitisimaux)
Soit A: D(A) C X — X un opérateur non borné sur X on a l’équivalence :

1. (A, D(A)) est le générateur infinitisimal d’un Semi-groupe de contraction

2. D(A) est dense et pour toute condition initiale zy € D(A) il existe une unique solution
t x(t) € CH(RT, X)de E.

de plus, sous cette hypothese, la solution x(t) est a valeurs dans D(A) et vérifie :

lz(D)llx < llwollx ainsi que [l (t)l|x < [|Az(t)||x (Ingalite d'nergie).

12



Opérateurs dissipatifs
Définition 8:
Un opérateur (A, D(A)) est dissipatif si :
Ve € D(A), YA >0, |z — AAz|| > ||z

Dans le cas ou X = H est hilbertiene on montre que A est dissipatif si et seulment si :

Ve € D(A),Re((Az,x)g) <0

Remarque : Si (A, D(A)) est un opérateur dissipatif, et A > 0 alors 'opérateur
(Id — MA) est injectif car :

(I-X)z=0=0<|z| <|[(I-AA)z||=0= 2 =0.

Si l'opérateur (Id — AA) est surjectif on dit que (A, D(A)) est maximal dissipatif ou (m-
dissipatif).

Propriétés des opérateurs m-dissipatif

Propriété 1:
Si (A, D(A)) est un opéateur m-dissipatf alors ¢’est un opérateur fermé.

Corollaire 1:
Pour x € D(A) on pose ||z|pay = [|z]x + |[Az| alors |[||p(a) est une norme pour laquelle
D(A) est espace de Banach et A € L((D(A), ||llx)), (X, ]lllx))-

Propriété 2:
Si H est un espace hilbertien et A : D(A) C H — H est m-dissipatf alors il est & domaine
dense.

Propriété 3:
Résiproquement si A : D(A) C H — H est de domaine dense dissipatif fermé et tel que son
adjoint (A", D(A™)) est dissipatif alors (A, D(A)) est m-dissipatif.

Corollaire 2:
Toujours dans le cadre hilbertien

1. si (A, D(A)) est dissipatif autoadjoint a domaine dense alors il est m-dissipatif

2. si (A, D(A)) est anti-adjoint a domaine dense alors il est m-dissipatif.

13



1.3.2 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 4:
(Hille-Yosida) Soit X un espace de Banach et A: D(A) C X — X un opéateur non borné,on
a I’équivalence.

1. (A, D(A)) est m-dissipatf & domaine dense.

2. (A, D(A)) est le générateur infinitisimal d’un semi groupe de contraction.

pour

1
3. (A, D(A)) opérateur fermé & domaine dense, vérifié [0, 00] C p(A) et || Ry, < X

tout A > 0.

Ainsi ce hypothese pour tout conditions initiale o € D(A) il existe une solution fort
t — z(t) dans CO(RT,(D(A),]l|lpay)) NCHRT, (X1, [|[lx)) lorsque la condition ini-
tiale et

prise quelconque dans X on a une solution faible ¢ — x(t) = S(t)z de class
seulment C*(R™, (X, |||l x))-

1.3.3 Théoréme de Lax-Milgrame

On dit que une forme bilinéaire a(u;v) : H X H — R est

1. continue s’il existe une constante C telle que

la(u,v)| < Clul|v| Vu,v € H,

2. coercive s’il existe une constante o > 0 tel que

a(v,v) > alv)? Vv e H.

Théoréme 5:
(Lax-Milgrame) Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive . Alors pour tout ¢ €
H' il existe u € H unique tel que

a(u,v) = (p,v) Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ueH et %a(u,u) — {p,v) = Elé%l{%a(u,u) — {p,v)}.

Pour simplifier les choses on donne maintenant quelques exemples

Exemple 1:
L’équation de la chaleur

On ce donne 2 un ouvert borné de classe C" de R" on cherché a résoudre I’équation de la
chaleur.

{ Owu(x,t) — Au(z,t) =0
u(z,0) = ugp(x).

14



Sur (z,t) € Q x [0, +00] pour une condition initial donné on peut recrire cette équation aux
dérives partielles sous la forme d’une équation differencetielle ordinaire y/(t) = A y(t) en posant
y(t) = u(.,t) C H et diffinissant (A, D(A)) par :

D(A) = H*(Q) N Hy(Q) C L*(Q) et Ax = Ax pour tout x € D(A).

Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des Semi-groupes et le théoréme de
Hille-Yosida reste & montrer que 'opérateur A est m-dissipatif.
Il est bien connu que le la placien est un opérateur autoadjoint

(Au,v)g = /Q(Au)v = —/QVUVU = /QU(AU) = (u, Av) .

Exemple 2:
L’équation des ondes

L’équation des ondes homogeéne se formule dans un domaine 2 suffisamment régulier (c¢’est-
a-dire C* et sur un intervalle de temps [0, T) avec (T > 0) selon

u(t,x)— Au(t,z) =0 V(t,z) €(0,T) xQ
u(0,2) = f(x) Vo € Q)
u(0,z) = g(z) Va € Q.

On se place dans la théorie des semi-groupes en mettant I’équation précédente au premier ordre

en temps. On pose alors
A= 0 I
LA 0 )

et

avec (v =u') et

L’équation devient alors
Y(t) =AY(t)
Y(0) =

Le domaine du Laplacien étant

D(A) = H*(Q)N H(S), celui de A est
D(A) = H*(Q) N Hy(Q) x Hy(Q)sur
H = HNQ) x L(Q),

initiales seront alors prises dans H . Le produit scalaire dans H est défini pour tout couple (u, v) dans
H(u = (u,us) et (v = (v1,vy) par

(u, V)i = (Ay,, Avl)/:?(Q) + (ug, UZ)LQ(Q)-
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Reste a vérifier que nous sommes bien dans les conditions d’application du théoréme de Hille-
Yosida :

i) D(A) est dense dans H
ii) A est fermé

iii) A est dissipatif. Ce point mérite une preuve.

Premiére preuve
On utilise la caractérisation (i) du théoréme. Soient A > 0 et (f,g) € H L’équation résolvante

s’écrit en (u,v)
AU — v =f (i
A —Au =g.

Dot (M1 —A)u=Af+g quiadmet une unique solution dans u € Hj () via Lax-Milgram
(car d’'une part A\? > 0 et d’autre part les valeurs propres du Laplacien sont strictement né-
gatives donc (A\2] — A) est un opérateur elliptique dont la forme bilinéaire associée vérifie les
hypothéses du théoréme de ) Lax-Milgram). Et alors v = \u — f est dans Hj ()
L’estimation de 'opérateur résolvant R, vient du produit scalaire de (i), par v en remplagant
par u sa valeur dans (i); :

AollZe + | AulZz2q)-

. Le semi-groupe

> =

D’ou, puisque (u,v) = Ra(f,g), on obtient 'estimation attendue |[|R,|| <

engendré par A est donc un semi-groupe de contraction.

Seconde preuve

On peut utiliser le Corollaire 3 pour montrer que A est m-dissipatif en montrant que A est
anti-adjoint. On a alors pour tout couple (u,v) € D(A)

(Au,v)g = (Vug, Voi)p2
= —(Ug,vvl)ﬁz

= —(u,Av)g.

Ainsi A est anti-adjoint et & domaine dense donc m-dissipatif.
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Chapitre 2

L’existence et 'unicité de la solution

Dans ce chapitre, on étudiera l’existence et 'unicité de la solution de notre probléme

2.1 Position de probléme

Maintenant, on définir une nouvelle variable suivante

W([E, Ps t) = (,Dt(l’, t— T(t)p),

_ Opi(x t—71(t)p) Ot —7(t)p)  Opi(x,t —7(t)p)
Wt(x7p7t) - G(t—T(t)p) X ot - 8(t—7'(t)p) X (1 —T/(t)p),
et
Opi(z,t —71(t)p) Ot —7(t)p) Opi(x,t — 7(t)p)
Wler D=5 we T 3 a0

Donc il est facile de vérifie que :
T<t)Wt(x7 Ps t) + (1 - T/(t>p)WP(x7 Ps t) =0.

Alors ,on peut reécrire notre probéme comme suit :

(1o, t) = K(po +$)ala, ) + mn(a, 1) + paW (,1,4) = 0
pathu(@,t) — bbua(@,t) + K (o + ¥)(2, 1) + 102(2,t) = 0
p30i(x,t) + Kqe(x,t) + by (z,t) =0
T0q:(x,t) + 0q(z,t) + KO, (x,t) =0
T(O)Wilz, p,t) + (1 = 71(1)p)Wp(z, p,t) =0 (2.1)
p(x,0) = o(z), pi(x,0) = @1 (), ¥(2,0) = tho(z), Ye(z,0) = ¢ (z)
0(x,t) = bo(x), q(x,0) = q(x,0) = qo(x), pu(x,t — 7(0)) = fo(x,t — 7(0))
W(z,0,t) = @i(x,t), W(x,1,t) = folz,t — (1)),
L £(0,1) = (1,1 =1(0,1) = (1,1) = q(0,1) = q(1,) = 0.

Ou (z, p,t) € (0,1)x (0,1) x (0, 00) et la fonction 7(t) satisfaite (3), (4) et la condition suivante

0<71<7(t)<T, pour toute t > 0. (2.2)
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2.2 Probleme de premier ordre

Pour utiliser 'approche de semi-groupe on reécrit le systéme (2, 1) comme un systéme de
premiére order, donc on suppose que X = (¢, @y, 1, ¥y, 0, ¢, W)T et on réécrit notre probléme
comme suit

X' = AX,
- (2.3)
X(O) - XO = (@07 ©1, 7vb07 wla 97 q, fO('7 _pT(O))) )
avec
U
. e a) = = L2 )
u b k v
P2 P2 P2
At | v | = k v
p ~ e T
/ g
44 7o TOW
! —1)—~
(0=

Ot le domaine de A est

D(A(t)) = {(¢, o1, ¥, 0,0, W)" € H: W, € L*((0,1) x L*(0,1)),u = W(.,1), dans (0,1)
H = H?*(0,1)N Hy(0,1) x H}(0,1) x H*(0,1) N Hy(0,1) x Hy(0,1)
xHg(0,1) x L*((0,1) x H'(0,1))}.

Et A Uopérateur differentiel défini par

0 1 0 0 0 0 0
ko, —h Ly 0 0 0 "2
1 P1 P1 1
k b k
o, 0 (Za.- o —ZLa, 0 0
Af) — P2 P2 P2 P2 I
=1 0 o 0 —plam 0 0 0
3 3
0 0 0 0o oy -2 0
70 70 P
0 0 0 0 0 0 (Ft)p-1)L

Notez que D(A(t)) est indépendant de t
Maintenant, on définit ’espace d’énergie [E comme

E = H;(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x (L*(0,1))* x L*(0,1) x L*((0,1) x (0,1)),
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avec le produit scalaire

1 1
0 0

N /01 /01 Wz, p)W (z, p)dpda.

Pour & = (307 u, T% U, 07 4, W)T7 ‘)E‘ = (957 ﬂa '&7 67 éa 67 W)T

Notre premiére résultat est :

2.3 Existence de la solution

Théoréme 6:
Nous supposons que (2) est vrai et (3), (4), (2.2) sont satisfaits. Ensuite, pour tout
Xo € D(A(0)), il existe une solution unique X de (2.1) satisfaisante

X € C([0,00), D(A(0))) N C*([0,00), E).
La preuve du théoréme ci-dessus est basée sur le théoréme ci-dessous

Théoréme 7:
L’hypothése suivante

i) D(A(0)) est un sous-ensemble dense de E.
ii) Pour tout ¢ >0, nous avons D(A(t)) = D(A(0));

iii) A(t) générérateur d’'un semi-groupe fortement continu sur E pour tout t € [0,7],
et la famille A = A(t) : t € [0,T] est stable avec des constantes de stabilité C et m
indépendantes de t, c’est-a-dire le semi-groupe (S;(s))s>0 génére par .A(t) satisfait

1S:(s))(w)]|e < Ce™ul|s, pour tout uw € e,5 > 0,C > 0,m > 0.

iv) 0;A(t) € L([0,T], B(D(A(0)),E)), ou L(]0,T], B(D(A(0)),E)), est 'espace des classes
équivalentes de fonctions essentiellement délimitées et fortement mesurables de [0;T]
dans l'ensemble B(D(.A(0))€) de délimitées opérateurs de D(.A(0)) dans &, sont rete-
nus.2 Ensuite, étant donné une donnée initiale dans D(A(0)), le probléme (2.3) a une
solution unique

X € C([0,11), D(A(0)) N C([0, T, E).
Preuve 8:
Notre preuve suit la méthode utilisée dans [7]

i) Densité de D(A(0)) dans E. Soit G = (g1, g2, g3, 91, 95, 96, g7)’ € E orthogonal a tous
les éléments de D(A(0)) avec le produit scalaire (.,.)g :

1
0= (X,G)r =/ {p1ugs + povga + k(pz +0) (91 + 93) + bbegs + psbgs } da
0 (2.5)

1 1 1
+ / T0qgedx + / / W(x, p)g:(z, p)dpdz,
0 0 0
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ii)

iii)

pour tout X = (¢, u,v,v,0,q,W)", € D(A(0)). Montrer que g; = 0, pour tout
j=1,---,7Nous prenons W e D((0,1) x (0,1)) et p=u=1v% =v=0=¢q =0, donc
X =(0,0,0,0,0,0,W)" € D(A(0)) Ainsi, de (2.5) on déduit que

1
/ W (z, p)grdpdz = 0,
0

puisque D((0,1)x(0,1)) est denseen L*((0,1)x(0,1)), il s’ensuit alors que g; = 0. De
méme, soit u € D(0,1), puis X = (0,%,0,0,0,0,0)" € D(X(0)), ce qui implique d’aprés

(2.5) que
1
/ ugodzr = 0.
0

Donc, comme ci-dessus, g» = 0 . De plus, soit X = (¢,0,0,0,0,0,0)" € D(A(0)), alors

on obtient de (2.5) que
1
0

Il est immeédiat que X = (,0,0,0,0,0,0)" € D(A(0)) pour ¢ € V qui est dense dans
H}(0,1), avec le produit scalaire

1
<ga h)H?(O,l) :/ Guhad.
0

On obtient g; = 0. Par les mémes idées que ci-dessus, on peut aussi montrer que
g3 =0 ,pour v € D(0,1), on obtient de (2.5)

1
/ vgadr = 0,
0

et par la densité de D(0,1) in L*(0,1) , on obtient g4 = 0.
Pour ¢ € D(0,1) ,on obtient de (2.5)

1
/ qg9edx = 0,
0

et par la densité de D(0,1) in L?(0,1), on obtient g5 = 0.
Ensuite, soit X = (0,0,0,0,6,0,0)" € D(A(0)), alors nous obtenons de (2.5) que

1
/ Ogsdx = 0,
0

par conséquent g5 = 0. Ceci compléte la preuve de (i).
Pour tout ¢ > 0, nous avons D(A(t)) = D(A(0)).

A(t) généré un semi-groupe Cy dans E pour un ¢ fixe. Nous définissons le produit sca-
laire dépendant du temps sur E, (qui est équivalent au produit scalaire classique)

1
(X, X)), =/ {prutt + pav + k(pz + V) (fn + ¥) + bbby + p3b0} da
0 (2.6)

+ /OlToqqu + /0157(?5) /01 W (z, p)W (z, p)dp.dx
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Ou & satisfait

H2 2
<£<2 , 2.7
\/1—61—5 M= T—a (2.7)

grace aux hypothéses (4) on doit fixée

1
(702 + 1)}
)=t
="
a ce stade nous montrons que la dissipativité de 'opérateur A = A(t) — x(¢)1.
Pour un ¢ fixée et X = (p,u,¥,v,0,q, W) € D(A(t)), on a

.- [ 1 (o om0 = B = 2w 1]+ [ (s = e+ ) = L)

o]+ [K (s + 0) (00 + )] + [boaths] + [pg(_iqm _ %%)g] } da

. / (2a-Loq] + / / W, (. o)z, ).

On applique les conditions aux limites (2.1)g , on obtient :

(At)X, X)) = 5/1 Qd-’r—m/l *(z )dx—m/ W (z, 1)u(z)da -
—E// (1= 7' () p)W (2, p)W,(z, p)dxdp.

En observant cela

/ / (1= 7)) (. p) W (., p)dcdp.

/ / 58_pW2 (1 —7'(t)p)dxdp (2.9)
(x, p)dzdp + 1/ {W?(z,1)(1 = 7'(t)) — W?(2,0) } da.

On obtient,

1

(A(t)X, X)), = — (5/01 ¢*dx — #1/0 u?(z)dx — po /01 W(z, u(x)dx
# /01 /01 W?2(x, p)dzdp (2.10)

— g/o W2(z,1)(1 —7'(t))dx + dx§2/0 u?(r)dz.

En appliquant I'inégalité de Young et (2) on obtient

1

(A)X, X)), < (—ul + N%—d + g) /01 w?(z)dw — (5/0 ¢*(z)dx

- (u\/;Td - d)) / W3 (o 10+ (0) U, ),
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La condition (2.7) permet d’écrire

125) f
Mo i—d 2

Donc, I'opérateur A(t) est dissipatif.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que l'opérateur A\ — A(t) est sur-

JeCtlf Soit (fla f27 f3a f47 f57 f67 f7)T € E et Supposons X = (90, Pt dja @Z)n 97 g, W)T €
D(A(t)) solution de le systéme suivant

(M — AU =F

(

)\SO — U= f17
k
P1 P1 P1

A —v = fs,

T . Ay

P2 2 Fee T T T (2.11)

>‘0+p_Qx_ plvx f57
3 3
) k

A+ —q——0.=f,
RO,

T
AW W, = fz
( 7(t) ’
La premiére et la troisiéme équation de (2.11) donnent
— A —
u=re=h (2.12)
b=~ fy

De plus, par (2.11) on trouve que
W(z,0) = u(x), pour x € (0,1). (2.13)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I € R , « une constante et t5 € I . La
solution générale de I’équation

y'(t) = ay(t) + f(1),
et donnée par

y(t) = Ce™ + /t %) f(5)ds.

to
Ou C est une constante.
Donc les solutions de I’équation

W, = —1(t)\W + 7(t) fz,
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sont donnée par

d’aprés (2,11) et (2.13) on obtient
1
Wz, p) = u(x)ef’\m(t) + T(t)e’\’”(t)/ fr(z, 0)67’\’”("/) +do, si T'(t) # 0,
0
et

1
t
W (x, p) = u(z)e’r® 4 ev ) i %e“ﬂ(t)da si T'(t) # 0.

t
D’ou wv,(t) = A T,(<t)> In(1—7'(t)p), , a partir de (2.12) , nous avons
T

1
W (z, p) = Mp(x)e ™™ — f1e727® 7 (t)e 2O / fa(z,0)e Dda,  siT'(t) =0,
0

(2.14)
et
1
t
W(;p, p) = )\QO(Z’)GUP(t) _flevp(t)_|_evp(t) M e~ () Jo St Tl(t) £ 0, (215)
o L—"1(t)o
en utilisant (2.11) et (2.12) , on obtient
( k
Pl " P1 P1 P1
)‘2¢ - _wxm + _<903£ + 1/}) + _61 = f4 + )‘f37
< kﬂz P2 P2 (2.16)

A
A0 + —qs — L¢x = f5 + lf327
%3 kp?, P3
Aq+ —q— —0, = [,
To To

\

en résolvant le systéme (2.16) , on obtient
(p,0,0,q) €V x V x H*(0,1) x Hy(0,1),

tel que

( 1 1

/ (Np1+ A+ Ae O o) ow + k(g + )w,)da = / (p1fo+ (Ap1 + ) fr — pWo(2))wdz,

0
1
/ (022X + e Xy + k(pa + )X + 70, X)do = / (p2(farfs) X dz,

7% 1 0
/ (psAOw; + kg, + yApwy )dx = / (p3fs + 7 f3z)wrdz,
0 . Jo

/ 7'0)\—{—5 le ‘l‘k’g X])d[E —/ T()f@dil),
\J0O 0

(2.17)
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pour tout (w, X, wy, X;1) € Hy(0,1)x Hy(0,1) x Hy(0,1) x Hy(0,1) De (2.14) et (2.15),
on a
W(z.1) = )\go(x)e’\z(t) + Wo(z), si .7'/ ,t) =0
Ap(x)e ™ + Wy(x), si7'(t)#0
Ou x € (0,1) et
1
—fie ™0 L7 (t)e _’\T(t)/ frlz,0)e M Odo, si 7'(t) = 0,
Wo(x) = 0 (2.18)

t
— freve® i —ff(z_v’:zz;(g)e_“p(t)da, si T'(t) # 0.

Ainsi, le probléme (2.17) est équivalent a

Y((p,9,0,q), (w, X, w1, X1)) = o(w, X, wy, X1). (2.19)
O le bilinéaire de
Y [HY0,1) x H}(0,1) x HY0,1) x H}(0,1)]> = R,
et le linéaire de
0:(H3(0,1) x Hj(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1)) — R,

sont définis par

1
Y ((g,9,0,q), (w, X, wy, X1)) :/0 ((Np1+ A + Ae D p0) ow + k(s + 0) (w, + X)) da
1
(
1
(
1
(

+ / PN WX + 1p X, + Y0,wr, )d
0

+/ p3sNOwy + kqwy + YA w, )dx
0

+/ (Tg)\+5>QX1 +k’9xX1x)d.ﬁE,
0
et

1
o(w, X, wy, X;) = / (prfo+ (Ap1 + 1) fr — peWo(x))w dx,
0
1

1
"‘/ (PQ(f4)\f3)de+/ (psfs + v fse)wrde, (2.20)
0 0

1
+ / Tgf6dl',
0

si 7/(t) = 0 Ou Wy(x) satisfait la premiere équation de (2.18),

si 7'(t) # Onous définissons

1
Y(((pvw797Q>7(w7X7wlaXl)) :/ ((/\ /)1+,LL1)\—|—)\6” ,U2) QDw‘i‘k'(ng‘i‘w)(wx—FX))d

X
1
—|—/ pg)\ﬁwl + kqmw1 + ’7)‘1/}90“)1)
0
/ (7o + 6)g X1 + kb, X1, )de.
0



Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram il suffit de vérifié¢ la continuité et la coercivité
de la forme bilinéaire Y et la continuité de la forme linéaire p.

(1) Continuité de Y : en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

1
Y((%%@,Q)a(ij,wl,Xl))‘ = / ((\p1 + A + Ae D py) pw
0

1
+ k(@m + 2/’)(“’1 + X)) dr + / (p2>‘2¢X + Y, X, + '79xw1x)dx
0
1
+/ (psAQwy + kqwy + Y\ w, )dx
0

1
+/ ((ToA + 0)g X1 + k0, X1, )dx
0

Y<<907 1/}7 67 Q)7 (w7 X7 W1, Xl)) < max (<A2p1 + :ul)\ + Aevp(t)u2)7 K7 02)\27 b7 s 93)\7 K, 7>\7
(1A +0)) (lollzz + llellz2 + [[¥[]z2 + (10122 + [la)
ez + Mizz + 1 X 22 + [l 22 + X ]lz2)

< Cu (el + Il + 19l + 101l + Il
(Mg + 112y + Tl + 1) 22

(0,1,0,q)

<0

) '(’IU,X, wlel)

Donc Y est continue
(2) Coercivité de Y

1
(Vo1 + A+ 2™ piz) pw + k(pe + ¢) (w, + X)) da
1
(PN Y X + e X, + Y0,w1, )d
1
(psAwy + kquwy + YA wy)dx
1

((ToA + 8)g X1 + k0, X1,)dx,

S— 55—

Y ((¢,,0,q), (¢,,0,q))
+
+

+

d’aprés I'inégalité de Young, on trouve
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1 1
- / oot < / outh|da
0 0
1 [t 1 [t
<2 2 1 2
_2/0cpwda:+2/01/)d:c
1 1 1 _1
| ooz -3 | pdr+ | v
0 2 0 2 0

1 K K |
Y ((p,,0,9)(p,¢,0,q)) > / {(Vpl + A+ Ae 0 pg)? + Ewi + (p2A* + 5)% + b+~
0

W2 +psA0 + (v + K)02 + (ToA + 0)¢” + kgPa} da
K K
Z min <()\2p1 + ,ul)\ + )\eiAT(t)/'Q)? 57 (p2)\2 + 5)7 (b + 72>7 (p3/\)7
(4 1), (rox +8), ) (11liZ + 191% + 1613 + llalZ)
2

> 02 (Sov wa 97 Q)

w

(3) Continuité de ¢ d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz on trouve

1
‘Q(U%X, wy, Xq) / (prfo+ (Ap1 + ) fr = peWo(x))w da
0

+/0 (P2(f4>\f3)Xd$+/0 (p3fs + 7 f3z)wrdax

1
+/ Tof6d£lf‘

< ngax ((prfa+ (Ap1 + pa) fr — p2Wo()), (pafa + Af3), (p3fs + 7 fsz)
(1o fs) (lwllzz, | X 2, lws || 22, [ X1 [l £2)

< Cs (lwllazg, 1X ey lwall g 1 X0y

S 03 (w7X7w17X1)

w

Et, on a l'opérateur o est défini par la formule (2.20) ci-dessus. Ainsi, en appliquant le
théoréme de Lax-Milgram, le probléme (2.19) a une solution unique (¢, 1,0, q) pour
tout (w, X, w, X;) € H(0,1) x Hy(0,1) x H3(0,1) x Hy(0,1). En utilisant la régularité
classique, il résulte de (2.17) que (p, 1,60, q) € H*(0,1) x H*(0,1) x H*(0,1) x Hj(0,1).
Par conséquent, l'opérateur Al — A(t) est surjectif

M —At)= (A +xz(t)] — A(t),  Pourtoutt>0et\>0.

Puisque z(t) > 0 ,on conclut a la surjectivité de 'opérateur \I —.A(t) . Dans cette étape,
il suffit de prouver

% < 20" pour tout t, s € 0, T, (2.21)

ot ¢ = (¢, u,,v,0,q,W)T. D’aprés (2.6) , nous avons
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1
1612 = (6, b = / i 4 pa0® + (0 + )2+ b2 + pob? + oPde
0
1 1
+£T(t)/ / W2(, p)dpdz,
0 0
1
1612 = (6, ) = / o+ poo® 4 (i £ )%+ bU2 + psb? + mogde
0

erl) [ 1 / W2 p)dpda,

alors

1
ol = llg|2e=o" ! =8y (1 — eo"1) /O pr + pov® + k(i + 1) 4 b2 + pab® + rog’de

+£<r(t) —T(s)eﬁ't_s» /1 /1 W?(x, p)dpdz.
v (2.22)

& [t—s]

Ici, nous montrons que 7(t) — 7(s)e2o nous avons

7(t) = 7(s) + 7'(a)(t — s),

avec a € (s,t) on obtient

~—

7(t) <1+7”(a

(
7(s) 7(s)

|t — s].

En utilisant 7 € W2°°([0,T]) et 7’ est borné, on déduit que

ﬂ S 1+ L|t— S| S eﬁhfﬂ
7(s) To

Ce qui prouve (2.21) et donc (iii)
(1v) on a lopérateur A(t) est dissipatif, ce qui signifie que

(AU, UY, — X()(U,U), < 0.

Ou )
A(t) = A(t) — X ()1,
et
(r'(t)* + 1)2
=5
De plus
() = O TOE )+ 1)z
2r(8) (7' ()2 + 1)2 27 (t)? ’
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est borné sur [0,7], VT >0 alors il est facile de vérifier que

SH
SO OO oo

ﬂ
I
—~
\1
—~
~
~—
o)
ﬂ
~
N |~
~
~ |~~—
~—| —~
ﬂ
~
—~
~
~—
o)
—_
~—
~—

\‘
hs)

—~

Puis en utilisant (3) et (2.2) , donc

d + 9
5 A®) € LE(0,T], B(D(A(0)), H)),
ot (iv) est valable dans [10] . alors, nous concluons que le probléme
X(0) = X,
admet une solution unique X € C([0, +00),¢) et si Xy € D(A(0)), alors
X € C([0,+00), D(A(0)) N C* ([0, +00), ).

Maintenant, laisse 3
X(t) =e’DX(t).

1
Ou f(t) = / k(s)ds , alors nous avons en utilisant (2.23)
0

I
)
=
=
o~
—~
~
~+ ~—
e
—~
~

Par conséquent X'(t), est un unique solution de (2.3).
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la
solution

Dans cette section, nous donnons quelques lemmes techniques et nous prouvons les résultats
de stabilité, en suivant [10] , nous introduisons la nouvelle variable

1
O(x,t) = 0(x,t) — / Oo(z)dz.
0
Nous intégrons les deux cotés

/01 O(z,t)dr = 1(6(:15,15) - /01 B () dx)dx

1 11
H(x,t)dx—/ / Oo(x)dxdx
1 o 1
H(x,t)dx—/ Ho(az)dx/ dx
0 0

O(x,t)dx — /1 Oo(x)1dx

1

1

O(z,t)dr — /1 Oo(z)dx

(O(z,t) — bp(x))d.

— S o S — S —

D’aprés (1,2)7 on obtient
1
/ O(x,t)dx = 0.
0

Alors, (p, 1,0, q, W) satisfait le systéme (2.1).
Pour une constante & positive satisfaisante

M2
]__

M2
1—d

<E<2m - (3.1)

S8
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Nous définissons la fonctionnelle énergétique comme

E(t) = E(t,¢,v,0,q,W)
1

——/1( 2 4 porp?)d +1/1{k:( + )% + Y2 + ps6°} d
_2 o P1P; P2 )ax 92 0 P x P3 x (32)

1 1 5 1 1
+—/ Toq2df€+—7(t)/ / W2(x, p, t)dpdz,
2.Jo 2 o Jo

en multipliant le systéme (2.1) par ¢y, ¢y, 0, q , respectivement, on obtient

(@,1) = K(pa + ¥)o(@, e, 1) + i (,1) + p2W (2, 1, )pe(w, 1) = 0

prp (T, ) =
)¢t($,t) b¢zm(x t>¢t<x t) + K(@ﬂ: + 1/))@ W (m7t> + 70$(I7t)¢t<x7t) =

(x

(

P2V (xa

'
p30: (2, 1)0(z, ) + kg (z,8)0(2, 1) + Vi (z,1)0(2,t) = 0

roae(, ), 1) + 0¢2(x, £) + 1B, (, gl £) = O,

)
en intégrant sur (0,1) , et en les résumant, on obtient

( 1
/ {proupr — K(pz +0) 1w + pap; + paW(z,1,t)p, } dz =0,
0
1
/ {p2outhe — bippbey + K (pr + V)00 + 70,00} de = 0,
0
1
/ {p30.8 + kg0 + v, 0} dx = 0,
0

1
/ {m0qq + 6¢° + Kb,q} dz = 0.
(Jo

Alors, on obtient

1
/ {prpupr + k(op + V) k(pa + 1) + Ml@? + paW(x, 1, t)pr + potbuthy + biby 1y, 0.
0
+ p30:0 + Toq:q + 5q2} dx = 0.

D’autre part; on a

th/ {P190t + patf } dr = / {ewpr + Yuth} do

et

th/ {K Oz + 1)+ 02+ p3f* + Toq° }dx

= /0 {k(pe + )01z + Y + bbpthye + p36i + T0q:q} dex.

Alors, on trouve l’égalité suivante

1d
2dt J,

1 1 1
— 5 [ Pde—pm / P2, )i / oule, W (z, 1, t)dz.
0 0 0

(P190t + po0})dx + / {k (z + )% + b2 + p30* + Toq }dx
2dt (3.3)
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On multiplie (2.1); par W

2dp/_/ ”ﬂaﬁﬂ)dﬂm“—§/‘/ (1= 7' ()pW (2, p, )W, (z, p, t)dpdax

+§T //W%:p, t)dpdz,
// (1= 7(8)p)W (x, p, 1)) dpd

=& [weeon w0 [ a
(3.4

De (3.2),(3.3) et (3.4) on obtient

dE (
dit):_(ul—g>/0 dx+<€72 ——)/ VV2 (z,1,t)d

1 (3.5)
—,ug/ o(x, t)W?(x,1,t dm—é/ ¢d
0 0
Grace a I'inégalité de Young, le dernier terme entre (3.5) peut étre estimé comme suit
1
o [l W (o 1,60
0
T2 (3.6)
< H2 @Q(x,t)dx+ / W?2(x,1,t)dx,
2v1—d Jo
Preuve 9:
on a i I
2 2
< 2 ,
R L s
et
o < V1—d=puy <1
o <, on choisier £ = f2
V1—d 2V/1—d
D’aprés Young on obtien
1 1
MZ/ (ZL’ t)W2($a17t) 5;“2/ gpt r,t d$+ W2 x>1vt
0
alors
1 1
z, Y W?3(z,1,t)dx < :rtdx+ (z,1,t)d
i [ ele Wi < s [
alors
1
o [t W (o 1,60
0
T2 (3.7)
< e gpQ(x,t)d:E+ / W2(z,1,t)dx.
2v1—d Jo
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En insérant (3.6) dans (3.5) ,on obtient

di_it) (Ml_g_%)/l (xt)dx—é/qudx

+<§(T/(t)—1) )/ W?2(z,1,t)d

Alors, on déduit qu’il existe C' > 0 tel que

dEQ) —5/01 ¢*dx — C{/01 ¢z, t)dw + /01 W2<x,1,t)dg;}. (3.9)

Alors, E' est une fonction non croissante.

(3.8)

3.1 Stabilité exponentielle

Notre deuxiéme résultat est :

Théoréme 8:
Soit Uy € D(A(0)) . Supposons que (2) soit vrai. Puis sous les hypothéses (3),(4) et (2.2)
toute solution du probléme (2.1) . Satisfait

E(t) <Ce ™, vt >0, (3.10)

pour certaines constantes positives C' et ~ idedépendant de ¢.
Pour dériver la décroissance exponentielle de la solution, nous construisons une fonctionnelle
L(t) qui est équivalente a I’énergie F(t) et satisfait

0]

< — >
- < AL(t),  Vt>0,

pour une constante A > 0.
Considérons d’abord la fonction /; donnée par

1 1
L(t) ::/ prprpdr + %/ o*dx. (3.11)
0 0

Par conséquent, nous obtenons

Lemme 2:
Soit (p,1,60,q, W) la solution de (2.1).Par conséquent, nous avons

dly ko o 2
dt_<k+ (2+2>>/0 d:U—i-le/wdx

(3.12)
/ W2( x,l,t)dx—l—pl/ idr, otuc= —.ete > 0.
281 2
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Preuve 10:
En dérivant I; ,on obtient

d]l d ! 125 ! 2
= d = d
1L e 2 [

2 Jo

1 1 1
—Q = M / eupdr + py / @?dfﬂ + / ppd.
dt 0 0 0

Grace a (2.1); , on trouve

dl,
dt
dI,

dl,

1 1
% = _k/ (9090 +¢)%dif _PJQ/ QOW(QZ, Lt dx+p1/
0

[en]

Ainsi

d[ 1 1
dtl —k‘/ (sox+¢)x<pd:ﬂ—uz/ oy, t7(1) dw+p1/
0

L’utilisation des inégalités de Young et de Poincaré conduit a (3.12).
Maintenant, soit w soit la solution de

—Wype = Yy,  w(0) =w(l) =0.

- [ttty +a < / 1¢<y,t>dy) |

1 1
/ wdx S/ Vide,
0 0
1 1
/ widr < / Vid.
0 0

Ensuite, nous obtenons

Lemme 3:
La solution de (3.14) satisfait

et

Preuve 11:

N
L q L q
/0 ) e+ 22 [ 2 (), t)da

(3.13)

(3.14)

Multiplier (3.14) par w et intégrer par parties et appliquer 'inqualité de Cauchy-Schwarz pour

obtenir

1 1
—/ wwwdx:/ Yrwdz,
0 0

et par l'integration par partie, on trouve

1 1
/ wﬁdaﬁ — [wmw](l) = _/ Yw,dr + [ww](lw
0 0

les conditions aux bord impliquent

/ wrdr < / Yw,dr,



et en utilisant 'integral de Cauchy-Schwarz, on trouve

1 1 1
w?dr < / w2dx / V2d.
0 0

Apreés la simplification, on trouve
1 1
2 2
/ widr < / Y dx.
0 0

De méme, en derivant (3.14) ,par rapport & ¢, on obtient
1 1
/ w?dr < / Vid.
0 0

Nous introduisons la fonction suivante

Ceci compléte la preuve du lemme.

Bt | (ot + o = ) d

Lemme 4:
Soit (p,1,0,q, W) la solution de (2.1) . Par conséquent, nous obtenons

@g(—b+0“1€2+6“252+57€20)/¢d +“2/W2x,1,t
0

dt 2 2 2k 262
YToE2 ,0152>1 2 Mo P / 2
+<p2+ 2k * 2 0%5 v (252+252) 0 Pt

1
7o 0y 2 N
— dx, > 0.
+ (2/{582 + 2]{782) /0 ¢ ar ou =2

Preuve 12:
En dérivant (3.15) , on en déduit que

% = { /0 1 (PWW + prprw — %w@ dx}

B La YTo Ld
= [ ot + o) de = 32 [ 2wty

1 1 1
— /0 Gt £)dx + po /0 2 (2, t)dz + po / (1) dz + po / e, t)da

1 1
+P1/ Sottw@j?t)dx"i_pl/ SOtwtiUtdSU——/ z/}thtdx——/ Vg (w,t)d
0

0
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Par consequent, en utilisant les premiére et deuxiéme equations de (2.1) nous pouvons ecrire

d
d?_b/(?ﬂmlﬁ(xt dx—K/ %+¢¢)$tdfpz/ wtwtd$+K/ (e + ¥)aw = (2,1)

1
_mul/ iz, t)d:v—ul/ Wiz, 1,t)(z, t)dx+p1/

VTO/ Yz, t)d
1 1 1
= —b/ wgda;Jrk/ gm/dex—k/ ¢2dx—|—p2/ zpfda:—k/ CRTING 07
0 0 0
1 1 1
/ wwxdx—m/ prw — Mz/ W( x,l,t)wdwrm/ prwde
0
/zz}t dx+—/ Yqd.
En utilisant (3.14) et le lemme 2, nous avons
1 1 1 1 1
—b/ wgdwrk/ gm/zmdx—k/ ¢2d:c+p2/ dzfdx—irk/ RTING
0 0 0
1 1 1
/ wwxd:ﬂ—ul/ prw — uz/ Wx,l,t)wderpl/ prwde
0

_ / ¢tqu+— / bqda.

En appliquant les inégalités de Young et de Poincaré et en utilisant le lemme 2, on obtient
(3.16).

1

@twtmtdl’— /%qa:t

Maintenant, nous avons défini la fonction

1 1
Iy = &7(t) / / e 2T OPW2 (x, p, t)ddp. (3.17)
0 0

Il satisfait ’estimation énoncée dans le lemme suivant

Lemme 5:
Soit (¢,,6,q, W) la solution de (2.1), ensuite nous avons

dls

1
’ < —215(t) +§/0 @?(xvt)dx' (3.18)
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Preuve 13:
Nous dérivons (3.18) , on obtient

d[3: [ )

A
o f [
d]

-] [
—2¢7(t) / / TOPW2(z, p, t)dxdp

+2¢7(t) / / e TOPW, (x, p, )W (2, p, t)ddp.
0 0

/ ~2 WP W2z, p, t)dadp
(e ONW . 0)dadp

TOPW 2, p, t)dadp

En utilisant (2.1); et le dernier terme dans (3.19) nous trouvons

/ / O (2, p,t)W (1, p, ) dadp

/ / Vo — DWia, p, W (z, p, £)ddp.
Aussi, on peut voir que
/ / COWi(x, p )Wz, p, t)dadp
_1 / / 57 (O (1) = Wa p.0) dedy
+7(t / / 0P (' (t)p — VYW (x, p, t)dadp
T / &2 O0( (1) p — 1)W(z, p, t)dadp.

En utilisant (3.21) et (3.20) , '’équation (3.19) prend la forme

d[3 — _9er( / / O (H)p — 1)W2(, p, )da:dp+§/ pra
— e / W?2(x,1,t)d

La preuve du lemme est alors terminée.

Maintenant, comme dans [7] ,nous introduisons la fonction

10 = s | ([ ot ) ity
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Lemme 6:
Soit (p,1,6,q, W) la solution de (2.1), ensuite nous avons

dI k
d—; ( 7p2+54p2 )/ W2dx +< b+2k: /wtd:c

k
n ) P3C/ ('pidx + (7/)3 + = 7 (b+ 2]{:)) / 0%dx (3.24)
2 Jo 2e 0
k
4 228 q2dx, oil g4, > 0.
254

Preuve 14:
En dériver (3.23) et utiliser (2.1)3 , on obtient

dl d 1 x
dt4 dt [pm/o (/0 o, y)d?J) Ui(t, x)d }
d]a 1 T d d
dt —p2p3/0 </0 50, y)dy))%(l/)t(t,x))dx
d]4 1 z 1 T
dt N /0 (/0 pgetdy> patpedr + /0 (/0 P?ﬁdy) p2ud
1 T
1 x
+ /0 (/0 p36’dy> (bge — k(e + ) — 0,)dx

1 1 1
s [ wtdo ok [ qvide—bpy [ punds
0 0 0

1 1 T 1
+ kpg/ Opdr — kps + / (/ 9dy> Ydx + ’}/pg/ 0%dx.
0 0 0 0

En appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on trouve (3.24).

Ici, nous introduisons la fonction

1 x
Iy = —mops [ alt.e) ( / 9<t,y>dy) . (3.25)
0 0
Lemme 7:

Soit (p,1,0,q, W) la solution de (2.1), ensuite nous avons

dls e5p30C /“ 9 EETOY /x 9
— < —p3k 0°d =L d
7 ( p3k + 5 ; T+ > /) Yidx

5 T
ok 4 230 4 10 / ¢*dz, pour toute £5,c5 > 0.
265 255 0

(3.26)
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Preuve 15:
En dériver (3.25) on obtient

dI5 1 x 1
—— =—p3 [ Toq Ody | de — 19 | q(psbidy)dx
dt 0 0 0
1 T
= pg/ (—0q — r0.) (/ 9dy> dx
0 0
1 x
- 7'0/ q (/ —KQy — Wmdy) dz
0 0
1 T 1 x
= p35/ q (/ 6’dy> dx + pgli/ 0, (/ Gdy) dx
0 0 0 0
1 T 1 T
+Toﬁ/ q (/ qxdy) dw+707/ q (/ %dy) dx
0 0 0 0
1 x 2 1
1
= 'Oia €5 (/ 02dy> +—¢* | dx — pgli/ 6 dx
2 Jy 0 €5 0

1
+ TOK/ ¢dx 4+ ex? + - q x, pour toutes,er > 0.
0

2 0 €5
En appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on trouve (3.26).

Preuve 16:
(Preuve du théoréme 6) nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov £ comme suit :

L(t) = NE(t) + L(t) + NaIo(t) + Iy(t) + NyLi(t) + NaIy(t). (3.27)

Ot N, Ny, Ny, Ny > 0.
En combinant (3.9),(3.12),(3.16), (3.18), (3.24) et (3.26) , nous obtenons

A {_ N (—b—|— CE2 | Cfiafa 57620) N, (

)] e

dt 261 2 2 2%k
[ k k !
bl ke (KoY, Sikeac / P2da — 205(t)
I 2 2 2
+l-Net B2 P2 }/ W2(x,1,t)d
L 281 281
[ 1 P1 2
+ |—=NC + N, <2— + 2—) + p1 + 4 / prdz (3.28)
L €2 0
" -N < +’YTO52+0152>+L+N _ +€4P2/€ +N5§,7'0’Y /1¢2d9:
_ 2 |\ P1 ok N or 4 P2 9 575 ; t
e[ () M2 (ks 224 )] [ e
D\ 2key ) T t2e, Y T 2es T 2L )
[ £5p30C !
+|N, (7p3+ﬁ> (b + 2k) + Ns (—p3k+ 53 )]/ 0*dz.
L 2¢)) 2 0
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Choisissez €1, €9, 4 €t €5 assez petit, tel que

cpy ey Oyce b k  psc k
Pl T« 2 ST e R
51(2 2+2k)\2’ 81(2+2>\2’
y k

< = < —.

54\]{)785\56

Nous pouvons choisir Ny assez grand pour que

Et aussi N, assez grand pour que

N4% > Ny (Pz +

Fixée Ny et N; nous avons

, ) { Nyb k }
€4 < min .

4N4p3<b + kC) ’ 2N4kp3C

Soit Ny soit suffisamment grand pour que

Nspsk P3
> N, —_— .
1 4 (”’)3 T2+ 2h)

Nous fixonson ¢} assez petit, on a

o Noyps

€5 < .
ANsToy

Maintenant nous avons

CN 12 H2 M1 p1
= 2N, 2N (A
2 max{%l * 226172\ 2ey * 2e,) !

N~y Y7o oy pak P30 To"Y
— > N. Ny— + N, k=——|.
2 2 (Zkeg + 2keq * 4254 A5 (0 2¢e5 2¢;,

On voit que (3.28) est équivalent &

d
dt

ensuite nous avons J
Eﬁ(t) < E(t), pour toute t > 0,

ou —7); et 7 comme constante positive.

Lemme 8:
Il existe deux constantes positives i, 82 tel que

GiE(t) < L(t) < B2E(1), pour toute t = 0.
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—L(t) <m / (V7 + 02 + @ + (o + )+ 6° + @) dz — / / W?2(x, p, t)dpdz, (3.29)
0 o Jo
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Preuve 17:
On définit le fonctionnelle

H((t) = Ii(t) + Nado(t) + I5(t) + Nals(t) + NsIs(t),

et nous le prouvons

|H(t)| < CE(t) ,C>0.
A partir de (3.11),(3.15), (3.17), (3.23) et (3.25) on trouve

! H1 ! 2 ! Y7o
/ prppdr + ) / podx / (ﬂziﬂtwdx + prpyw — qu) dﬂ?'
0 0 0

1 1 1 T
/ / e TPW(z, p, t)dpda p2p3/ (/ 9(t,y)dy> Yy(t, z)dx
0 Jo 0 0
1 x
7003/0 q(t, x) </0 Q(t,y)dy) dx

En utilisant la relation

[H(t)] < + N,

+ + Ny

+ Njx

1 1 1
/ o*dr < 2c/ (¢r +)%dx + 2c/ Prda,
0 0 0

de plus, en appliquant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient

1 1 1 1 1
|H(t)] < oy / prdr + g / Yidr + as / (2 + )2 dx + a4/ Vidr + a4/ 0*dx
0 0 0 0 0

1 1 1
+ ozG/ ¢*dx —|—/ / W?2(x, p,t)dpdz,
0 0o Jo

ol les constantes positives agq,--- , ag sont :

(3.32)

(

1
ay = =(p1 + Nop1,

ay = =(Napas 4+ Nypaps),

2
Qg = P1C
1 Novyre
ay = —( ZZ &+ Nopipic® + Nopaprc?),
Qy = —(N4,02P3C + N5TOPSC)a
T
oy = —(NQD + N57op3)-
( 2 k

Par (3.31) ,on obtient

max {alu Qg, O3, Oy, 05, 066}

H|<CE®l), C=—
| | ( ) mln{plﬂplaplaKa b7k57757T0}

on a

|L(t) — NE(t)| < CE(t).
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En combinant (3.29), et (3.30) , on en déduit que

%E(t) < —AL(t), pour toute t, A > 0. (3.33)

Alors
L(t) < L(0)e™, pour toute t = 0. (3.34)

La preuve du théoréme est donc compléte.

41



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons considéré un probléme de type Timoshenko avec deuxiéme
son en présence d’un terme de retard varié dans le temps, on a étudié l'existence et 'unicité
de la solution du probléme en basant sur la technique de Kato|11|.Finalment,nous avons étudié
le comportement asymptotique de la solution et sous certains conditions on a démontré la
décroissance exponentielle de la fonctionnelle d’énergie.

42



Bibliographie

[1] Z.Khalili, D.Ouchenane, Exponential stability for a Timoshenko thermoelastic system with
second sound and a time-varying delay term inthe internal feedback, J. Asymptotic Analysis 1
(2021) 1-6

[2] C. A. Raposo, J. Ferreira, M. L. Santos and M. N. O. Castro. Expoenetial stability for the
Timo-shenko system with two weak dampings. J. Appl. Math. Lett., 18 :535.541, 2005.

[3] D.Ouchenane, A stability result of the Timoshenko system in thermoelasticity of second
sound with a delay term in the internal feedback, G. Math. J., 21(4) : 475-489, (2014).

[4] J. E. Munoz Rivera and R. Racke. Timoshenko systems with indenite damping. J. Math.
Anal. Appl., 341(2) :1068.1083, 2008.

[6] M.Kirane, B.Said-houari, M.N.Anwar, Stability result for the Timoshenko system with a
time-varying delay term in the internal feedbacks, Pure and Applied Analysis. v10,N2,(2011)667-
686.

[7] S.A.Messaoudi, M.Pokojovy and B.Said-Houari, Nonlinear damped Timoshenko systems
with second sound—Globalexistence and exponential stability, Math. Methods Appl. Sci. 32
(2009), no. 5, 505-534.

[8]S. C. Cowin and J. W. Nunziato. Linear elastic materials with voids. J. Elast., 13(2) :125-147,
1983.

[9] S. Timoshenko. On the correction factor for shear of the differential equation for transverse
vibrations of prismaticbars. Philosophical Magazine., 41 : 744-746, (1921).

[10] S.Nicaise, C.Pignotti and J.Valein, Exponential stability of the wave equation with boun-
dary time-varying delay, submit-ted.

[11] T.Kato, Linear and quasilinear equations of evolution of hyperbolic type, C.I.LM.E., II
(1976), 125191.

43



Londdl bl 2ol § 121 4 gged]
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE

LtV W dasls
UNIVERSITE AMAR TELIDJI LAGHOUAT
p sl &5
FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

MEMOIRE DE MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiéere : Mathématiques

Option : analyse fonctionnelle et applications.

PAR :
Rouane Bahidja
Théme

EXISTENCE, UNICITE ET STABILISATION D’UN SYSTEME
DE TYPE TIMOSHENKO AVEC DEUXIEME SON EN PRESENCE
D’UN TERME DE RETARD VARIE DANS LE TEMPS

Devant le jury composé de :

YAGOUB Ameur Maitre de conférence A Université de Laghouat Président

OUCHENANE Djamel Professeur Université de Laghouat Examinateur

KHALILI Zineb Maitre de conférence B Université de Laghouat FEncadreur

Année Universitaire : 2023 -2024



