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Résumé

Dans cette étude, nous définissons les opérateurs p-sommants (1 < p < +) et étudions leurs
propriétés de base, ainsi, les deux concepts de domination et de factorisation de Pietsch.
Comme applications de ces opérateurs nous présentons leurs lien avec les opérateurs de
Hilbert-Schmidt, les opérateurs sous-Linéaires p-sommants et avec les opérateurs sous
lineaires positifs p-nucleaires de Cohen.

Mots clés : opérateurs de p-sommants, théorémes de composition, domination et factori-
sation, opérateurs de Hilbert-Schmidt, opérateurs de p-sommants sous-linéaires, opérateurs
sous-linéaires positifs p-nucléaires de Cohen.

Abstract

In this study, we define the p-sum operators (1 < p < +) and study their basic properties,
thus, the two concepts of domination and Pietsch factorization. As applications of these
operators we present their link with the Hilbert-Schmidt operators, the sublinear p-sum
operators and with the p-nuclear positive sublinear Cohen operators.

Keywords : p-summing operators, Theorems of Composition, Domination and Factoriza-
tion, Hilbert-Schmidt operators, sublinear p-sum operators, p-nuclear positive sublinear
Cohen operators.
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Table des Notations

EFG Espaces de Banach.

Q Ouvert borné de R™.

L(E,F) Espace des opérateurs linéaires bornés .

E* Dual topologique de I'espace E.

L(E,F) Espace des opérateurs linéaires de E dans F.
SL(E,F) Espace des opérateurs sous linéaires de E dans F.
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(x, z*) Crochet de dualité entre E et E.

C(K) Espace des fonctions continues sur le compact K.
V(E,F) Espace des opérateurs complétement continus.
K(E,F) Espace des opérateurs compacts.

Hyi,H,, ... Espaces de Hilbert.

HS(Hy, Hy) Espace des opérateurs de Hilbert-Schmidst.

T Topologie engendrée par la norme |||

(X, [-M1x) Espace normé.

K,(L,E) Espace des opérateurs p-concaves.

71'13Ir (E,F) Espace sous-linéaire positivement p-sommants.

D,(X,Y) Espace sous-linéaire et fortement p-sommable de X dans Y



Introduction

Les application linéaires et sous-linéaires ont été I’objet mathématique trés étudiées
au cours ces derniéires années et surtout dans le domaine de l'interpolation et des
factorisations sous toutes les formes. Trés récemment ; plusieurs auteurs ont été donné un
dévelopement importent & cette notion. Dans ce travail, on s’intéresser aux opérateurs
linéaires et sous-linéaires T et les opérateurs linéaire inférieurs ou égaux a T'. On essayera
d’introduire, de donner quelques résultats classiques ou universels du linéaires au sous
linéaires.

Les fondements de la théorie des opérateurs p—sommants reposent sur les travaux
entrepris par Alexandre Grothendieck dans les années 1950. En 1967 Albrecht Pietsch
a clairement isolé cette classe d’opérateurs et a établi un nombre important de leurs
propriétés fondamentales. L’autre part pour en savoir plus, nous constaterons le livre
de J.Lindenstrauss et L. Tzafriri [9]) suivies par I’étude d’une classe d’applications bien
particuliéres que sont les applications sous-linéaires (pour de plus amples connaissances sur
ces applications, ou elles sont bien détaillées) et sa relation avec la classe des opérateurs
linéaires en premier lieu par Pietsch [10] a été étudié et détaillée dans son livres, aux
opérateurs sous-linéaires.

Ce mémoire est organisé comme suit : Dans le premier chapitre on a commencé par

les définitions nécessaire de quelques espaces et les inégalités utilisabe a travers ce travail ;
sans oublier la topologie faible et faible * et la définition des opérateurs linéaires.
Dans le deuxiéme chapitre, on a donné la défininition des opérateurs p-sommants linéaire
et sous linéaire. p-sommants leurs propriétés fondamentales et le théoréme important de
Pietsch sur la factorisation. Dans le dernier chapitre, on donne quelques applications sur
les opérateurs linéaires sommants et les opérateurs sous-linéaires d’un espace de Banach
réticulé dans un espace de Banach. Notamment, on a exploité les principaux liens entre
eux et quelques classes d’opérateurs, ainsi que les opérateurs complétement continus, on a
présenté quelques applications des auteurs commencant par le travail M.T. BELAIB, L.
MEZRAG. Les auteurs ont été généralisé la notion d’opérateurs p-sommants introduite par
Pietsch [10] aux opérateurs sous-linéaires et donner son célébre théoréme de factorisation
avec quelques propriétés fondamentales.

D’autre part, on a présenté le travial de Belacel [3]. L’auteur a été initié le concept
d’opérateurs sous-linéaires positifs p-nucléaires de Cohen et donnez un analogue au «
théoréme de domination de Pietsch » et étudier quelques propriétés concernant cette
notion. et examinez certaines propriétés liées a cette idée. Enfin, On temine par une
conclusion et en donnant quelques remarques et question ouvertes proposé dans le travail
des auteurs Belaib [3].



CHAPITRE 1

Préliminaires

e but de ce chapitre est donner quelques rappels utilisable & travers ce travail. Dans

les deux premiéres sections de ce chapitre, on définit les espaces vectoriels, les espaces
topologiques, les espaces métriques, les espaces normés ainsi que les espaces de Banach
qui vont jouer un réle fondamental dans toute la suite sans oublier les espaces de Hilbert.
Un autre outil puissant dont nous aurons besoin est la topologie faible et faible-* qui sera
I'objet de la quatriéme section, enfin la derniére section va exposer des théorémes de base
de 'analyse fonctionnelle concernant les opérateurs linéaires et sous linéaires.

1.1 Espaces vectoriels, topologique et métriques

On va donner la définition de les espaces, vectoriels, topologiques et métriques .

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble quelconque, on définit sur E une premiére loi entre
ses €léments, dite loi interne

+:ExFE—FE
qui vérifie :
1. Vz,ye E, (x+vy) e E , (stabilité)
2.Vr,ye E, x+y=y+ax , (commulativité)

o

Ve,y,z € E, v+ (y+z2)=(x+y) +z=x+y+z , (associativité)
4. Je€ E, YxeE, x+e=e+x=ux , (élément neutre)
5.Vee E, ' e€E, z+a =12 +zx=e . (élément symétrique)
La seconde loi sur E est définie entre ses éléments et des nombres d’un corps K, dite loi

externe

x: KxFEF—F

et qui vérifie :

Vee B, YVaeK, (axz)e E, (stabilité)

Vee E, Va,f €K, ax(fxx)=(axf)*xx, (associativité)

Ve,ye E, VaeK, ax(x+y)=axx+ axy, (distributivité de * sur +).
Ve e E, Va,8 €K, (a+p)*xxz=axz+ fx*x, (distributivité de + sur *)
dlg € ENx € E, 1i xx = x (élément unité)

CuA e v~

Le triplet (E, +, %) s’appelle espace vectoriel sur le corps K, les éléments de E s’appellent
des vecteurs et on appelle scalaires ceux de K.
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Définition 1.1.2 Un sous-ensemble I d’un espace vectoriel (E,+,*) s’appelle sous-espace
vectoriel et on le note (F,+, %), s’il vérifie :

1. F#£0;
2. Vx,y € F(x+vy) € F (stable pour +);
3. Vx e FNa € Kaxx e F (stable pour *) ;

Exemple 1.1.1 1. (R,+,-) la droite numérique munie de l’addition et de la multipli-
cation habituelle présente un espace vectoriel.

2. Soit E un espace vectoriel, et soit I’ensemble
{f:E— K}
On définit laddition et la multiplication sur cet ensemble par :

Vo e B, (f +g)(x) = f(x) + g(x),
Ve € E,Va € K (af)(z) = af(x),

L’ensemble de toutes ces applications forme un espace vectoriel, on le note par
F(E,K).
On passe a la définition de I’espace topologique,

Définition 1.1.3 Soit E un ensemble quelconque, on définit sur FE une topologie, T qui est
une famille de sous-ensembles de E qui satisfont les conditions suivantes :

1. ),EcT;
2. YO1,09,...,0, €T 0n a :
Niz, O; € T (Intersection finie);
3. YO1,02,...,0p,...€ET 0n a :
U2, 0; € 7 (Réunion infinie ou finie).

On appelle le couple (E,T) espace topologique, les éléments de T sont appelés des ouverts.

Exemple 1.1.2 1. Soit E = {a,b,c,d}, on considére la topologie

T= {E7 ®7 {a}v {CL, b}}
(E,T) est un espace topologique.

2. La droite réelle R munie de la topologie de tous les intervalles ouverts constitue un
espace topologique.

Parmi les espaces topologiques particuliers, on distingue les espaces métriques et les espaces
normeés.

Définition 1.1.4 On appelle métrique ou distance toute fonction d’un espace E X E a
valeur dans Ry et on la note p :

p:ExE— Ry

qui vérifie pour tous x,y,z € E :
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L op(z,y)=0cz=y;

2. p(z,y) = p(y, ) (Symétrie);

3. p(z,y) < p(z, 2) + p(z,y) (Inégalité triangulaire).
Le couple (E, p) s’appelle espace métrique.

Exemple 1.1.3 1. (R, p), avec p(z,y) = |x — y|, est un espace métrique.

2. Dans Uespace R?, on introduit la métrique ou la distance entre x = (x1,x2) et
y = (y1,y2) par :

p(x,y) = /(21— y1)? + (22 — y2)%.

Définition 1.1.5 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-ensemble
D C E dénombrable et dense dans E.

1.2 Espaces normés et espaces de Hilbert

Dans la section suivant on va donner des notion trés important consernent I’espaces
normés et I'éspaces de Hilbert.

Définition 1.2.1 Soit (E,+,-) un espace vectoriel sur R, on appelle norme sur E et on
la note || - || toute application

|1l B — Ry
qui vérifie pour tous x,y € E et a € R, les conditions suivantes :
1. |jz|| > 0;
2. |zl =0 2=0;

3. lov.zl| = laf.|l=]| ;
4o e +yll < llzlf + [lyll-
Le couple (E, || -||) s’appelle espace vectoriel normé.
Exemple 1.2.1 1. Tout espace normé est un espace métrique, ot la norme est définie
par :
Iz =yl = oz, y).
2. Pour tout vecteur x = (x1, T2, ...,xy,), on peut définir sur l’espace réel R™ les normes
sutvantes :
(a) NIzl = 25—y [k,

1
() llzll2 = (5o 27) 2,
(¢) [[#]loc = sup |zl
1<K<n
Soit E un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique de E et on le note
par E* Uespace L(E,R) de toutes les formes linéaires continues définient sur E.

E* est un espace normé, et on définit la norme de u € E* par l'une des formules
équivalentes suivantes :
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(@ llul = sup ('“(“‘)'),

z€E—{0} |l
(b) llull = sup |u(z)]
llzll<1
(c) llull = fﬁglluml

(d) l[ul| = nf{K >0, [u(z)] < K|z}

On introduit par la suite un sous-ensemble particulier et important des espaces vectoriels
normés, c’est les espaces de Banach.
On comense par la définition de suite de cauchy

Définition 1.2.2 Une suite (zy,), dans un espace normé E est de Cauchy si :

Ve >0, dNyg €N, Vi,j> Ny ||='Ez_l'j||E§5

Définition 1.2.3 Un espace vectoriel normé E est dit espace de Banach, s’ il est complet.
C’est-a-dire si toute suite de Cauchy (xy,), de E est convergente dans E.

Exemple 1.2.2 1. La droite réelle constitue un espace de Banach.

2. Soit E un espace normé. Si F est un espace de Banach, alors L(E, F) l’est aussi.
En particulier, E* l’espace dual de E est un espace de Banach.

Définition 1.2.4 Dans la suite on va introduit la notion d’espace réfiexif.
Soit E** le bidual de E, c’est-a-dire l’espace des fonctions linéaires continues sur E*, et
soit linjection canonique suivante :

Jg: E— E**
qui o tout © € E associe Jg(x) telle que
(Jg(z),2*) = (z*,x), Va* € E*.
Cette application est une isométrie, c’est-a-dire
1 Te ()|~ = 2]z, Vo € E
On dit que l’espace de Banach E est réflexif si

Je(E) = E** (Jg est bijective).

Soit 1 < p < +o0 un nombre réel, les sous-espaces vectoriels de R formés des suites

(Zn)nen, telles que :
o

Z|xn|p < 00, (1.1)

n=0

muni de la norme

E|(za)ullp = (Z ||<:cn>up) - (1.2)
n=0
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est un espace de Banach qu’on le désigne par [,(R™) ou tout simplement [,,.
Le sous-espace de R™ formé des suites bornées muni de la norme

[(#n)nlloc = sup|zn| (1.3)
neN
est un espace de Banach noté [, (R™) ou tout simplement /..
On notera ¢o(R™) ou ¢y le sous-espace fermé de [, des suites qui convergent vers zéro.
Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K) l'espace de Banach des
fonctions continues de K dans R muni de la norme de la convergence uniforme

£ lloc = sup|f(t)].
teK

Soit (£2, %, u) un espace mesuré, f une fonction Y-mesurable. On définit suivant les valeurs
du réel p les normes suivantes :

ST

(Jo lf®Pdu(®))
inf{C; |f(z)| < C p.p sur Q} pour p = +00

pour 1 <p < oo

1fllp = (1.4)

Pour 1 < p < 400, I'espace de Banach L,(1) = L,(Q2, ¥, 1) représente 'espace de toutes
les classes d’équivalence, modulo ’égalité presque partout, des fonctions Y-mesurables
telles que || f||, < 400, X est la tribu de Lebesgue et p la mesure de Lebesgue.

Définition 1.2.5 Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute
forme bilinéaire, symétrique et définie positive. C’est-a-dire

<. ->ExE— R
telle qu’en plus est linéaire par rapport aux deux variables, elle est :

Ve,ye E <zxz,y> = <y,x> Ssymétrique
VreE <xz,z> >0
Veelk <xz,x> >0 < x=0 définie positive
On dit que le couple (E,< -, >) est un espace préhilbertien si E est un espace vectoriel et
< -+, - > est un produit scalaire. Si l'espace E est de dimension finie, on appelle (E,< -, - >)
espace Fuclidien. De méme, si a la place du corps R on prend C, on aboutit a des espaces

préhilbertiens complexes.
La proposition suivante fait le lien entre les espaces préhilbertiens et les espaces normeés.

Proposition 1.2.1 Soit (E,< -,- >) un espace préhilbertien ; alors [’expression

|zl = V< z,2> (1.5)

définit une norme sur E. On dira que || - || est la norme associée au produit scalaire < -,- >.

Définition 1.2.6 On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert un espace préhilbertien
complet.
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Exemple 1.2.3 1. R™ muni du produit scalaire euclidien défini par :

Vﬂf:($1,$2,~-a$n)7y:(ylay%--'ayn)GRn (16)

on a
<X, Yy>=T-Y=x1Y1 +T2y2 + ...+ TpYn

2. Parmi les espaces l, définis plus haut, seulement l’espace ly est de Hilbert, et on a

Ve = (x1,22,. ., Ty )Y = (Y1,Y2, -+, Yny---) € lo (1.7)

on a : .
<z,y>= leyl (1.8)

i=1

3. L’espace Lo(2, %, 1) défini plus haut, constitué par les fonctions a carré intégrable
muni du produit scalaire

Vg€ Lo(y) < fig>= /Q F(@)g(x)du(z) (1.9)

est 'un des plus importants exemples d’espaces de Hilbert, la norme associée est
1

= V<F7>= ( / f2<x>du<x>)2 (1.10)

1.3 Formules et inégalités

Dans cette section, on va donner quelques inégalités utilisable & travers ce travail
L’inégalité de Holder Soient

a=(ay,...,ap),b=(b1,...,b,) ER™ et p>1

on a :

n n % n P
ot < (o) () (L)
k=1 k=1 k=1
ol les nombres p > 1 et p* > 1 sont liés par la relation
1 1
S+ = =1
p D
S

ou encore, pour toute fonction f € L,(1),g € Lp«(p) on a :
1
p

[ < ([ 1ropae)” ([laoran)” ae)

L’inégalité de Minkowski Soient
a=(a,...,an),b=(b1,...,bp) ER™ et p>1

on a :

(Z Jay +ka> T < (Z |ak|P> o (Z |bw> ! (1.13)
k=1 k=1

k=1
ou encore, pour toute fonction f,g € L,(u) et p>1ona:
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1.4 Topologie faible et faible-*

Soit (z,) une suite de points d’un espace vectoriel normé E. Soit f € E*, il se peut
arriver que (f(zy)) converge cependant que (z,) ne converge pas, d’ott les deux définitions
suivantes.

On définit sur 'espace de Banach E, en plus de la topologie forte (associée a la norme), la
topologie faible o(E, E*) notée w qui est la topologie la moins fine sur E rendant continues
toutes les formes linéaires sur F.
Soit (zp)pn une suite de E, et z € E. On dit que (z,), converge faiblement vers x si et
seulement si

(¥, x) = lim (2%, z,), Vz*e E" (1.15)

n—oo

Le méme, on définit sur I'espace de Banach E* la topologie faible-* ; pour chaque x € E
on considére ’application

Yy B — R
f—a(f) = (f,2).

La topologie faible-* notée o(E*, E) est la topologie la moins fine sur E* rendant continues
toutes les applications (¢;)zcp-
Soit (x} ), une suite de E*, et z* € E*. On dit que (z},), converge *-faiblement vers x* si
et seulement si

(*,z) = lim (z),z), VrekE. (1.16)

n—oo

Exemple 1.4.1 1. On définit ’espace des suites faiblement p-sommables. On dit
qu’une suite est faiblement p-sommable si

Z [(z*, zp)|P < 400, Vz*e E™. (1.17)
n=1

L’espace des suites faiblement p-sommables noté par

lp, w(E)

est un espace de Banach, ot la norme est définie par

=

(@) [lpw = sup (Z|<x*7wn>\p>p- (1.5) (1.18)

.’ﬂ*eBE* n=1

Dans le cas p = o0

loow(B) = loo(E) 0t |[[(#n )1 = (@) lloc- (1.6)
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1.5 Opérateurs linéaires
Soient E et F' deux espaces normés.
Définition 1.5.1 L’application

u: EF — F,
x — y = u(x)

s’appelle opérateur linéaire (ou plus simplement un opérateur) si elle vérifie :
Vzy, 20 € E, Va,8 €R ulaz) + fra) = au(xr) + fu(z2). (1.19)

D,, désigne le domaine de définition de l’opérateur u.
Par la suite, on va s’occuper aux opérateurs dits bornés.

Définition 1.5.2 Un opérateur u est borné s’il existe un réel M > 0 tel que :

lu(2)lF < M|z|p, V€ E.

Définition 1.5.3 Un opérateur u est continu en xog € E si :

Ve>0, 36>0, |lz—a0llpg<d=|ulx)—ulz)|r <e.

Théoréme 1.5.1 L’opérateur u est continu si et seulement st il est borné.

Définition 1.5.4 Soient E et F' deux espaces de Banach, u un opérateur linéaire borné,
on appelle opérateur adjoint de u et on le note par u* application :

u* B — E*
qui vérifie :

Vee E, Vy*eF*: (u(z),y*)= (x,u"(y*)).

Théoréme 1.5.2 Siwu est un opérateur borné, alors u* l’est aussi et on a :

ullz(e, /) = W]l 2(pe, B4 (1.20)
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1.6 Théorémes fondamentaux

Soit E un espace vectoriel sur R. Une forme linéaire sur E est une application linéaire
de E dans R.

Définition 1.6.1 Soit x,y € E, on appelle segment joignant les deux points x,y ’ensemble
de tous les éléments de la forme

ar+pPy; «a,f=20; a+f=1

Définition 1.6.2 Un ensemble M C E est dit conveze, si
Ve,y € M ; le segment joignant ces deux points est inclu dans M.

Définition 1.6.3 Soit A C E, on appelle enveloppe convexe de l’ensemble A le plus petit
conveze contenant A, et le note par conv(A).

Théoréme 1.6.1 (Théoréme de Hahn-Banach forme analytique).Soit
p: E—R
une application qui vérifie :
p(Az) = Ap(z); Vo € E et YA >0,

p(x+y) <p(z) +ply); Y,y € E.

Soit d’autre part, G C E un sous-espace vectoriel et soit g : G — R une application
linéaire telle que

g(x) <p(z); Vred.
Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, c’est-a-dire
g(x) = f(z); VYred.
et telle que
f(z) <p(xz); VrekE.
Remarque 1.6.1 Concernant le dual topologique d’un espace normé, on peut introduire
la norme moyennant le produit de dualité entre & et E* de la maniére suivante :

[z g+ = sup [(z,27)]. (1.21)
r€BER

Corollaire 1.6.1 Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une application
linéaire et continue de norme

g+ = sup [(z,g)|.
r€Bg

gl
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Alors, il existe f € E* qui prolonge g telle que :

11l = llgllc-

Posons p(z) = [|gl|g+||z]|. On a :
1. Vx,ye E

p(x+y) = llglla=llz + yll < lglle-|z|] + llyl])
< p(r) + p(y)
2.VA>0

p(Az) = [|glla=1[Az]| < llglla=Al|=|]
< Ap(x)

D’autre part, on a :

lgllg- = sup [{z, g)]
r€Bg

= sup [g(z)|
rEBg
l9(x)|
zec\{o} ||
Par conséquent,
|9(2)]
< lgllc-
|||

ce qui veut dire

l9(@) < llgll-[lzl|, vz e G\ {0}

(1.22)

En appliquant le théoréme (1.7.1), on constate qu’il existe une forme linéaire f qui prolonge

g, telle que
1f@)| <llglle=|lz||, VzeE
o |f ()]
x
B|f||p- = sup < llgllc,
z€E\{0} |||

Montrons lautre sens de linégalité (1.22). On a.
[ fllge <] car G C E.

Masis, et en vertu du prolongement, on a :

|f(z)] lg(z)]
[fllg- = sup = sup = llgllg-
G ey Izl sea—qoy Izl ¢
donc
lgllgs < If1l g«

et d’apres les formules (1.9) et (1.10), il résulte que
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9l = [1f]l &

Corollaire 1.6.2 Pour tout xg € E, il existe fo € E* tel que

1foll = llzoll et {fo,w0) = ||zol*.

Soit G = Rxg et g(txg) = t||xol|. Il est clair que G C E; 'application g est continue pour
tout tp € R car :

l9(two) — g(tozo)| = |tllwoll* — tollzol|*| = I(t — to)|zo|*| < e

Il suffit de choisir
€

0= .
2ol

D’autre part,
lg(two)l _ [tlllwoll® _
[[tzol| [t[[|zoll

lzoll = llgllc- (1.23)

donc, et d’aprés le corollaire (1.7.1), il existe fy € E* tel que
Ifoll = llzoll et {fo,20) = [lzoll*.
(pour la derniére égalité, on pose t = 1).

Corollaire 1.6.3 Pour tout x € E, on a :

ol = sup [(f,a)] = max [(f.) (1.24)

fE€BEpx
(le sup est atteint)

On suppose que x # 0, donc pour toute f € Bg+ on a d’une part :

[(f )| < I flll]) < [l (1.25)
c’est-a-dire
sup [(f,x)| < [|=|| (1.26)
fE€Bp«

et d’autre part, d’apres le corollaire (1.7.2), il existe une application fo € E* telle que
Lfoll = llzll et (fo,z) = [|l=[]*.
Si on pose f1 = ||z|| 7! fo, on remarque que ||fi]| =1 et {(f1,z) = ||z].

Définition 1.6.4 Soit E un espace normé, on appelle hyperplan d’équation

l’ensemble
H={z€eFE f(z)=a} (1.27)

avec f est une forme linéaire et a € R.
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Définition 1.6.5 Soit A C E et B C E. On dit que Uhyperplan H d’équation [f = «]
sépare A et B au sens

1. large si
flx)<a; VYxeA; et f(zr)>a; VreB,
2. strict st

>0, flx)<a—c; VzeA e f(r)>a+e; VreB.

Théoréme 1.6.2 (Théoréme de H-B premiére forme géométrique). Soit E un
espace normé et A, B C E deux ensembles convexes, non vides, disjoints. Supposons que
A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Notons qu’un hyperplan est fermé si et seulement si sa fonction f est continue.

1.7 Opérateurs Sous-Linéaires

Dans cette section on va rappeler les définitions des espaces de Banach réticulés (pour
en savoir plus, le livre de J. Lindenstrauss et L. Tzafriri [9]) suivies par I’étude d’une
classe d’applications bien particuliéres qui sont les applications sous-linéaires (pour de plus
amples connaissances sur ces applications, consulter [6] ou elles sont bien détaillées) et sa
relation avec la classe des opérateurs linéaires.

Définition 1.7.1 Soit X un espace de Banach réel partiellement ordonné. X est réticulé
(resp. complétement réticulé) si :
1. Vax,y € X,sup{z,y} € X etinf{x,y} € X (resp. VA(#£ 0), A majoré = supA € X)
2. vre X, |lall = o] (2l = sup{w, —2})
3. Vz,y € X,z <[yl = [zl < [lyl.

Définition 1.7.2 Soit T une application d’un espace de Banach X dans un espace de
Banach réticulé Y. T est sous-linéaire si :

1.VAeRy, VeeX, T(lx)=(x).
2.Ve,ye X, T(x+y) <T(z)+T(y).
On note par :
L(X,Y) = {applications linéairesu : X — Y'}.
et on dira si X est réticulé que u est positive si :
u(x) >0, Vx>0
SL(X,Y) = {applications sous linéairesT : X — Y'}.
et on le munit de 'ordre induit par Y : T <Th =T (a:) <715 (:c), Ve e X
et : VI ={ue L(X,Y): u<T(ieVre X,u(zx) <T(z))}.
Comme conséquence immédiate :
u<T S ulx) <T(xr), VreX
sSu(—z) <T(-x), VrelX
—u(z) <T(-z), VreX
u(z) < -T(—x), VeeX

<T
- (1.28)
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Maintenant, on va donner la remarque suivante :

Remarque 1.7.1 Soit T un opérateur sous-linéaires de X Banach dansY Banach réticulé.
T est borné (continu) < 3C > 0: Vo € X, || T(z)]| < Clz||.

Dans ce cas on pose :
IT|| = sup [|T(x)| (X* estlespace de Banach dual de X.)

llzll 5 . =1
qui est une norme sur SB(X,Y) ={T : X =Y sous-linéaires bornées} ; B(X,Y) = {u:
X =Y linéaires bornées}.

Remarque 1.7.2 i) VI' € SL(X,Y) et Vu € L(Y, Z) (positive) = uoT € SL(X, Z).
i) Vu e L(X,Y) et VT € SL(Y, Z) = T ou € SL(X, Z).
iii) T e SL(X,Y) (¢ L(X,Y)) = € X : —=T(—z) < T(x).
iv) YA € R,Vz € X, \T(z) < T(\z).

Nous utiliserons la généralisation suivante bien connue du théoréme de Hahn-Banach.

Théoréme 1.7.1 (extension du théoréme de Hahn-Banach auz applications sous-linéaires).

Soit X un espace vectoriel, Y compleétement réticulé, T € SL(X,Y) et Xo un espace
vectoriel de X. Soit u € L(Xo,Y) telle que u < T'. Alors, u se prolonge en un opérateur
linéaire u € L(X,Y) tel que u <T.

Corollaire 1.7.1 Soit T : X — Y un opérateur sous-linéaire. Alors, pour tout x dans X,

il existe uy € VT tel que T(x) = uz(x) i.e ( T(z) = sup u(z)) .
ueVT

Preuve 1 On pose :
Uz : Re —Y
Az = ug(Az) = \T'(z). (1.29)
ug est linéaire sur Xg = Rx et uz(Ax) = A\T'(z) < T'(Az),(d’aprés la remarque 1.4.iv).
Dong, il se prolonge en un opérateur noté encore u, € VI et T'(x) = uy(z). Le théoréme

suivant, qui sera utile pour le paragraphe 3, est le résultat essentiel de cette partie. L’'intérét
est qu’il établit un lien direct entre les opérateurs linéaires et les opérateurs sous-linéaires.

Théoréme 1.7.2 Soit X,Y deux espaces de Banach dont Y complétement réticulé et
T:X =Y un opérateur sous-linéaire continu. Alors,

i) T = sup [ul.
ueVT

ii) Vo € X, sup |Ju(x)| = sup{T(z), T(—=x)}, Yu € VT.
ueVT

Preuve 2 i) Soit x € X et u € VT. On a :

u(e)| < sup{(T'(x), T(-x)}

ce qui donne |u(x)| < T'(x) ou bien |u(z)| < |T'(—z)|. Donc, dans les deux cas on
aura : [lu(z) < [[T]|[] -

D’ou : |Jul]] < ||T||, et par conséquent, sup < ||T||.
ueVT
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On a:
Vo € X,Juy € VT tel que T(x) = ug(x). (1.30)

D’ou :
1T (@) = |lug(z)|| < [Juglll|z]] < sup [lulll|z]), (1.31)

ueVT
et donc :
1T < sup [[ul]. (1.32)
uevVT

ii) Soit x € X. On a d’une part :

1T(2)] = l[uz(z)]| < sup [Ju(@)] (1.33)
ueVT
et: [[T(=2)|u—=z)(=2)| < sup [lu(z)] (1.34)
uevVT

drot = sup{[[T'(z)[[, |T(==)[[} < sup [lu(z)}
ueVT

Et d’autre part, on a :

u(z)| < sup{T'(z), T(-xz)} (1.35)
Ce qui implique :
[u(z) || < llsup{T(x), T(—x)} < |lsup{T(x), ()|}l (1.36)
Donc :
sup [lu(z)|| < sup(|T ()|, [T(—z)]| (1.37)
ueVT

D’ott en combinant les deux inégalités :

sup [[u(z)]| = sup{||T(@)[, |T(==)[[} (1.38)
ueVT

Corollaire 1.7.2 Soit T : X — 'Y wun opérateur sous-linéaire.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. T continu,

2. Yu € VT, u est continu.



CHAPITRE 2

Les Opérateurs p-Sommants

-

\n 1955 - 1956, le mathématicien Grothendieck® a travaillée sur les opérateurs 1-

A _Jsommants dans son ouvrage intitulé Applications semi-intégrales a droite.

En 1966, Pietsch ? a fondé la théorie des opérateurs p-sommants (1 < p < oo). Ensuite, par
les deux mathématiciens Pelczynski® et Lindenstrauss*, parmi d’autres, la théorie a gagné
une attention particuliére dans la théorie des espaces de Banach et I'analyse fonctionnelle,
[1, 8, 9, 10]

L’idée principale de ce chapitre est d’illustrer le concept d’opérateur p-sommant. Pour
cette raison, dans la premiére section, on a défini les opérateurs en question, leurs classes
et les principaux théorémes relatifs.

Par la suite, dans la deuxiéme section, le Théoréme de Factorisation da a Pietsch va nous
permettre d’étudier les opérateurs p-sommants d’un autre point de vue, et il sera utile
dans le chapitre qui suit.

On désigne par la suite par E et F' deux espaces de Banach.

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1.1 Supposons que 1 < p < oo et u € L(E, F). On dit que l'opérateur u est
absolument p-sommant s’il existe une constante C' > 0, et pour toute suite finie (x)}_,
de E, on a :

P P

Yollu()P) <C sup D [aw, 2P| (2.1)
k=1 k=1

T*€EBpx*

L’ensemble de tous ces opérateurs est noté par m,(E,F) et on note par mp(u) la borne
inférieure des constantes C' vérifiant (2.1).

1. Alexandre Grothendieck né le 28 mars 1928 & Berlin a passé la majorité de sa vie en France.
Refondateur de la géométrie algébrique, il est considéré comme 'un des plus grands mathématiciens du
XXe siécle.

2. Albrecht Pietsch, mathématicien allemand, a joué un réle fondamental dans le développement de la
théorie des opérateurs p-sommants (1 < p < c0).

11 a travaillé sur une classe d’opérateurs qui porte son nom (les opérateurs idéaux au sens de Pietsch) et
son ouvrage est nommé "operator ideals".

3. Aleksander Pelczynski (1932 - 2012) est un mathématicien polonais. Pelczynski a étudié les mathé-
matiques de 1950 & 1956 a 'université de Varsovie et en 1958 a soutenu sa thése "Isomorphic properties of
Banach spaces connected with weak unconditional convergence of series" sous la direction de Stanislaw
Mazur.

4. Joram Lindenstrauss né le 28 Octobre 1936 a Tel Aviv. Il a obtenu son Doctorat en 1962 a 'université
de Jerusalem.
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Remarque 2.1.1 1. En vertu des formules (1.2) et (1.5), la formule (2.1) peut encore

s’écrire :
| (w(zk))izy lp < Cll(zk) =y llpw

Donc on peut tirer que les opérateurs p-sommants transforment des suites faiblement
p-sommantes vers des suites fortement p-sommantes.

2. Dans le cas p = 0o, la formule (2.2) s’écrit :
(@)1l < Cll(@R)F= lloow-

et en vertu de (1.6) on aura :

sup [u(zg)|| < C sup |zl (2.2)
1<k<n 1<k<n

On conclut que si p = oo, 'ensemble 7 (E, F') sera identique a L(E, F).
Enoncons maintenant une proposition importante qui fait la liaison entre 1’espace
mp(E, F) et 'espace L(E, F).

Proposition 2.1.1 Soit
u: E — F un opérateur lincaire.

St u est p-sommant, alors u est continu.
Démonstration. 1l suffit de prendre le cas n =1 dans (2.1). Soient

uvem(E,F) e xz€kE.
Donc

lu()]| < mp(u) sup [{z,27)] (2:3)
T*EBpx*

En vertu du Corollaire (1.7.3), on constate que
Ju(@)]| < mp(u)|]] (2.4)
ce qui exprime la continuité de u sur E. Avec l'inégalité intéressante
[Jull < mp(w). (2.5)

Proposition 2.1.2 L’ensemble m,(E, F) muni de l’addition et de la multiplication par un
réel est un espace vectoriel.

Démonstration. Il suffit de démontrer que 7,(E, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

1. mp(E, F) est non vide, car pour u = 0 (I'opérateur nul) on a :

n 1/17
0<C sup (Z |<$k,x*>v’) , VO >0. (2.6)
k=1

z*€BY,
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2. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, ot il existe C tel que :

n 1/p n 1/p
<ZHU(%)H”) < Cp sup (ZI(fvwf*Hp) (2.7)
k=1 k=1

r*EBpx*

et il existe Cs tel que :

n 1/p n 1/p
<Z \U(xk)Hp> < Cy sup (Z |<xk,x*>|p> (2.8)
k=1

k=1 I*GBE*

Si on applique I'inégalité de Minkowski, on trouve :

n 1/p n 1/p n 1/p
(ZII(U+U)($k)||p> < <ZIIU(mk)||p) + (lev(wk)llp>
k=1 k=1 k=1
n 1/?
<C sup <Z|<mk,m*>|p)
k=1

r*EBpx*

par conséquent,
u+v e m(E,F). (2.9)

3. Soient u un opérateur p-sommant et o un réel quelconque, donc il existe C' tel que

n 1/p n
<Z k(“ﬂ(%)’“) = |a (Z ku(:vk)k>
k=1 k=1
n 1/p
< |a|C sup (thk,x*i\p) )
k=1

1/p

(2.10)

z*€BE*
Par conséquent
(ou) € my(E, F).

Proposition 2.1.3 7, est une norme sur l'espace wp(E, F'). Démonstration pour tous u
et v deux opérateurs p-sommants et (xy)}_, une suite d’éléments de E, on a :

1. m(u) > 0 (puisque les constantes C' sont positives).

2. Simy(u) =0 donc

n 1/p
(Z HU(fL‘k)Ilp> =0 (2.11)
k=1

c’est-a-dire u est nul.

Si Uopérateur nul vérifie (2.1). Alors,

0<C sup [(z,2%)| VreFE. (2.12)
$*EBE*

1l est clair que la borne inférieure des nombres C' est 0, donc

mp(0) = 0.
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3. Soit o un réel quelconque, on va montrer que my(au) = |o|my(u).
Comme u € mp(E, F), on a d’apres Uinégalité (2.5)

mp(au) = inf(|a|C)
= |ainfC
= la|my(u).

4. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, on a d’apres linégalité (2.4) :
mp(u+v) < mp(u) + mp(v). (2.13)
Proposition 2.1.4 (m,(E, F'), mp) est un espace de Banach.

Démonstration. Montrons que si (uy), est une suite de Cauchy de m,(E, F'),
alors elle converge dans le méme espace.
On a:

Ve>0, Jjo, Vi>j>jo, mpuj—u;) <e.

Donc, pour toute suite définie (xy)}}_, d’éléments de E, on a :

(le(ug')(xk) - (uz')(wk)Hp> <&’ sup <Z|<wkaw*>lp>- (2.14)
k=1 k=1

z*€EBpx*

Sii— 400;

(Z I[(wj) (k) = U(xk)||p> < e’ sup (Z I(xk’x*ﬂ’”) - (2.6) (2.15)
k=1

k=1 r*€Bpx*

Et puisque 7,(E, F)) C L(E, F), on trouve u; — u dans L(E, F'), et d’aprés I'inégalité
(2.6)

uj > u dans wy(E,F).

Théoréme 2.1.1 (Théoréme d’Inclusion). Sil <p < q< 0,

alors
Tp(E, F) C mo(E, F).
En plus
o) < ().
Soient
(@R)fjoy CE et A = [lu(z)|»—1.
Donc

Ju(Arzi) [P = Apllu(ze) [P = Jlu(zg) |9,
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Par suite,
1
P

<ZHU(wk)!q>p = (Zuukaw) (2.16)
k=1 k=1
(2.7)

Siu e m(E, F), on aura

D=

(Z \U(Akwk)!!p>p < mp(U)SUDy-e e (Z Aﬁ\(ﬂﬂkaw*ﬂ”) : (2.17)

k=1 k=1

Moyennant la formule (2.7), on trouve

P

(ZIIU(ﬂfk)\q>péﬂp(U) sup (ZA§|<%$*>IP> : (2.18)
k=1 k=1

q a=p1 Pl
n p n q q p n q qp
(Z HMJEk)II") < mp(u) <Z(A§)‘H’> sup <Z|<fck,x ) )
k=1 k=1 :E*EBE* k=1
n . pg t% n q
< mp(u) < (lu(zp)ll» )H) sup <Z\<wk’fﬂ >\"> (2.19)
k=1 x*EBE* k=1
11
n P q
< 7p(u) < HU(wk)Hq> 15 [lg.0-
k=1
En multipliant les deux membres par
1_1
(= lluze) ([T 7,
on trouve
" 1
(ZIIU(%)HQ) < mp(u) | (k) llg,0- (2.8)
k=1
Donc

u € my(E,F)
et d’apres (2.8), on a
mq(u) < mp(u).

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Composition) Soit 1 < p < co.
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1. Siue L(E,F) etv e m(F,G). Alors,
vou € my(E,G) et mp(vou) < mp(v)|ull.
2. Siuemy(E,F)etve L(F,G). Alors,
vou € my(E,G) et mp(vou) < ||lv||mp(u).
Démonstration. 1. Supposons que
vEm(F,G)etue L(E,F) et (vx)f_, CE.

On trouve

n *( *) l/p
< mp(v)|[u*]| sup < T >|p)

(La formule (1.7)
Donc v ou € my(E, G) en plus

mp(v o u) < mp(v)|[uf.

2.Supposons que u € m,(E, F') et puisque v € L(E, F'), on obtient :

(v ou) (@) [P)P < [|oll (D llulze)P)' /P

k=1 k=1

< lollmp(u) sup > [k, %) P)HP.

r*EBpx* 1

]

D’aprés ce qui précéde,on tire que :
vou € m(E,G) mp(v o u) < mp(u)|lv|.

En vertu du Théoréme de Composition, on peut constater les deux propriétés importantes
suivantes .
Soient F, Ey, I, Fjy des espaces de Banach.

Proposition 2.1.5 (Propriété d’idéal). Si
u e E(E, F) et w e ﬁ(Eo,Fo)

Alors



2.2. Exemples 23

v e m(E, F) = ww € mp(Ey, Fy).

Proposition 2.1.6 (Propriété d’injectivité) Si F est un sous-espace de Fy et soit

l’isométrie
i: F— Fp.
Alors,
u e m(E, F) < iue m(E, Fp).
De plus,
mp(iu) = mp(u).
Démonstration.- Le premier sens est immédiatement tiré d’aprés la composition et on a :
mp(iu) < mp(u). (2.9)

- Soit iu € m,(E, Fy), donc pour toute suite (x)}_; C F, on a :

n 1/p n 1/p

Yol El” ) < mpliv) sup | Y [(ag, e : (2.21)

k=1 v €Bpr \j=1
Mais, comme

, 1
(ko i) @) [7)177 = (s ) )7

Donc

(ry (i) [P) P < mp(iu) sup (Sp_y g, 2*)[P) "7

z*€Bpx
c’est-a-dire
uem(E,F).
De plus, on a :
mp(u) < mp(iu). (2.10)
En vertu de (2.10) et (2.9), on trouve

(i) = 0y (w).

2.2 Exemples

Illustrons les opérateurs p-sommants par des exemples. Soient K un compact et la
fonctionnelle § définit, pour tout k € K, par :

5k : C(K) —>K,
f— Ok f) = f(k)

On remarque que 0 € C(K)*. Soit p une mesure de probabilité sur K et 1 < p < 0.
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1. L’opérateur suivant constitue un exemple de base pour les opérateurs p-sommants.
Soit, pour toute fonction ¢ € L, (K, p), 'opérateur de multiplication suivant :

My C(K) — Ly(K, ).
f— My(f) = fo

Cet opérateur est p-sommant, avec

(M) = [l¢llp-
En effet, soit (fx);_, € C(K), on a

1

(M) lup—(ZnM () ||P>
(annp)
(Z [ e iran)’
-(/ Zm Ple(t) Pap(t))

- ( it fk>|p!¢(t)|pdﬂ(t)> p

<sup(§jr<st,fk|p /I@ Pdu())”

RS

=

<llelh, s (Zm,fk )
< ||w||p||<fk>k:1||p,w.

Donc l'opérateur en question est p-sommant, et on a
mp(Mep) < llepllp-
mais, d’aprés 'inégalité (2.3), on a :
@p(Mep) = [[Mellp = [[ellp-
Par conséquent
mp(Mep) = llpllp-
2. 19, p. 270] Comme cas particulier, 'opérateur

Jy: CK) — Ly(K, )
f—Jp(f)=f

est p-sommant et de plus
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mp(Jp) = 1.

En effet, il suffit de prendre ¢ = 1 dans '’exemple précédent.
3. L’opérateur d’inclusion suivant

ip Loo(K,p) — Lp(K, p

)
f—ip(f) =11

est p-sommant et on a :
mp(ip) = 1.
En effet, en utilisant le fait que Lo (1) peut étre regardé comme étant C'(K), voir [1, p.

13)].

2.3 Théorémes de Domination et Factorisation de Pietsch

Le théoréme suivant caractérise les opérateurs p-sommants dus & Pietsch.

On rappelle qu’une mesure de probabilité sur un espace compact K est une mesure positive
de Radon pu € C(K)* telle que u(K) = 1.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de Domination de Pietsch). Soient
1<p<x et u€ L(E,F).

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. u est absolument p-sommant.

2. Il existe une mesure de probabilité y sur Bp~ et une constante C > 0

telles que :

hSA

la)l < C (fy,. iz a") Pdu(=")" s Ve E.
1 = 2) Soient
uemp(E,F) et mp(u) =1.

On considére les deux sous-ensembles suivants de C(Bg~) (I’espace des fonctions faible-x
continues sur Bp-«) :

Sy ={f € C(Bg); sup f(z*) <1};

z*€EBpx*

et
Sy =conv{f € C(Bg-); f(a") = [(z,2") ], Ju(z)|l = 1}.
Montrons que S] est convexe. Soient

fi,f2 €51 et 0<a<l.
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On a
sup {afi + (1 —a)fo}(z") < sup fi(z") + (1 —a) sup fo(z")
Tr*EBpx* T*EBpx* T*EBpx*
<a+1—«a
=1.

Donc, 57 est convexe, de plus il est ouvert.
Soit, d’autre part f € S, donc il existe une suite (x)}_; € E et des scalaires positifs
ALy -ees Ap AVEC

YoM =Llet |lu(zg)| =1; pour tout k=1,..,n
tels que
F@*) =30 el{xg, z*)|P (en vertu de la convexité).

donc

sup f(z%) = sup Z)\k’ (T, ") [P

r*€Bpx* z*€EBpx* k=1

— sup S ()

x EBE*k 1
1. E )\pxn

( d'aprs la formule (2.1)) Z)\k ()P

IN

=1

Par conséquent la fonction f n’appartient pas a 57, ce qui fait que les deux sous-ensembles
Sy et Sy sont disjoints. Par I'application du Théoréme de Hahn-Banach (1.7.2), il vient
qu’il existe A > 0 et une mesure de Radon p surBpg-«telles que :

f@)du(z™) <X Ve S et fa®)dp(z™) > X, Vf € S
B« Bp+

Comme d’une part, S7 contient toutes les fonctions négatives, la mesure p doit étre
positive, ce qui nous permet d’assurer qu’elle est une mesure de probabilité.
D’autre part, S contient la boule unité ouverte de C(BE*), donc...

fl@®)dp(z*) < sup f(z¥) <1 Vfels.

BE* $*EBE*

par conséquence A > 1.
D’aprés ce qui précéde, on peut dire que si z € E et ||u(z)|| = 1.

/ [z, 2™)[Pdp(z™) 2 1 = [lu(z)]]”.
By«

ce qui entraine (2.11).
2= 1) Soit (z)p_, C E, donc
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1
nm%wsc<é K%wmmMﬁO; Vk=1,..n.
E*

Ce qui entraine

|m@mw$cw<é <MJﬂwwuw> Vk=1,..n.
E*

Par sommation des membres de la suite, on obtient

ﬁéwwwﬂpécwﬁé(A%J®mfwﬂwwﬂ>-

k=1 k=1

et puisque la somme est finie
n n
St <X ([ fanrdne)
k=1 k=1 \/ Be+

gc&é <z]$m wwL>)

<mmzm,wdw>
By~

T*eE*

< CP sup Z| xp, ") [Pu(Be+)
x GE*

< CP sup Z] T, Y|P

T EE*
donc
n % %
>l ) <0 ( sup sumlon o)
h—1 z*eE*
1
n P
= C sup (Z (zg, p)
z*eb* b—1
ce qui implique que u est p-sommant.
Lemme 2.3.1 Soient (2,3, u) un espace mesuré, tel que
() < oo et l<p<g<oo.
1. Si f € Ly(p). Alors,
11
f € Ly(p) et lfllp < pu(Q)r 4l fllq- (2.12)

2. 81 f € Loo(). Alors,

Felymy et Iflly < p Q7 ||f]lo.
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Démonstration 9, p. 54]

Soit r = 7 ¢t puisque
1 1 —
1,1 _a-p . »_,
T o q q q

1. Par 'application de I'inégalité de Holder, il vient

It = ([ 1#7an)” |
- (/Qufrpdia)"
Uora (s
( / !f\qdu>

= ()71 £l

2. Si on pose ¢ = oo, il découle

2
q

3=

q.

»Q\»—A

1£1lp < Q)7 £]]oo-

D’ou le résultat.

Remarque 2.3.1 Par la suite on va donner une deuzxiéme démonstration du Théoréme
d’Inclusion en basant sur le Théoréme de Pietsch et le lemme précédent.
Soient u € mp(E, F) et 1 < p < g < oo donc

fut)l < mte) (/. } o) duta))

<m) ([ . r<x,x*>\qdu<x*>)’l’ .

Par conséquent u € m,(E, F'), et de plus

mq(u) < mp(u)

Citons quelques conséquences du Théoréme de Domination de Pietsch.
Théoréme 2.3.2 (Théoréeme de Factorisation). Soient l'injection isométrique
i: EFE—C (B E*)

x — i(x) = (x,z")
et Uapplication identique
Jp 1 C(Bp+) — Lyp(Bg=, p)
avec pu une mesure de probabilité. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. uem(E,F).
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2. Il existe une mesure de probabilité sur Bg+ et une application bornée
(jpoi)(E)=G — F
telle que
WO Jpot = u.
Dans ce cas, w est choisie telle que ||w|| = mp(u).

Le diagramme de cette factorisation est illustré par la figure (2.1).
Démonstration.[7,p. 279]
1 = 2) Soit u € m,(E, F'), on doit démontrer I'existence de 'application w définie ci-dessus.

Soit z,y € E, tel que jpoi(x)=jpoi(y) = f€ (jpoi(E))

donc

[u(z) = u(y)|| = [lu(z - y)|
(Théoréme de Pietsch (2.4.1)) < Wp(u)(/ |{(x — y,x*>|pd,u(x*))%

B«

1

<m@( [ lipoita=la)’
E*

< mp(u)ljp o i(x) = jpoi(y)lp
= 0.

Alors, on peut définir 'application w de j, o i(E) dans F par :

et on a
u=woj,oi et [w(f)lr <mplfly  (2.13)

Il vient de la derniére inégalité que ’application w est bornée.

E—T L F

(B — ., q

N N
C(Bps) —~ Ly(Bg+, )

FIGURE 2.1 — Diagramme de factorisation d’un opérateur p-sommant

2 = 1) On suppose qu'il existe une mesure i de probabilité sur By« et une application
w telle que
U= wo j,oi.

Mais, comme on a démontré que

Jp € mp(C(Bg+), Lp(Bes, 1)) et mp(jp) =1,
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il vient de la propriété d’idéal des opérateurs p-sommants que
uwem(E,F) et mp(u) <|w|. (2.14)
D’apres les inégalités (2.13) et (2.14), il découle que

[w]| = mp(w).

Remarque 2.3.2 A laide du diagramme illustré par la figure (2.2), on peut décomposer
un opérateur p-sommant autrement :

ipou=uboi,ow.

avec

1Br = {f:Bp. — K tel que sup f(z*)| < oo},
ZB*EBF*

et
v=Jc0i et |v]|=1 et mp(u)=|udbll. (2.15)

Le Théoréme de Composition.(2.2.2) Fait la composition des opérateurs p - sommants et
les opérateurs bornés. La Proposition suivante établit la composition des opérateurs p -
sommants et g - sommants.

Proposition 2.3.1 Soient 1 <p,q < oo et u € mp(E,F) et v € my(F,G) et

1. Si s> 1. Alors,
vou € ms(F,Q) et ms(vou) < my(v)mp(u).
2. 515 <1. Alors,
vouem(E,G) et m(vou) < mg(v)mp(u).

Démonstration.| 14 p. 101-102]
1. Sis>1.

Comme u € m,(E, F), donc il existe d’aprés le Théoréme de Factorisation (2.4.2),
une application bornée w sur G = (j, 0 1)(E) C Ly(Bg=, 1),

telle que
U= WO jpOti.

Soit y* € F*, donc

yrow: (jpoi)(E) C Ly(Bp+,p) — K
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cette application est continue. Moyennant le Corollaire (1.7.1) du Théoréme de Hahn-
Banach, on constate qu’on peut prolonger cette application sur tout ’espace Ly,(Bg-, ()

par une application continue g et telle que :

lglly = lly™ o wll, < mp(u)ly*]l- (2.16)
Remarquons d’une part que
g € LP*(BE*7M)7

et d’autre part
*

w* 1 F* —C Ly« (Bg=, 1),
yr—w (YY) =g
On peut conclure que
((wojpoi)(x),y)
((p o i) (@), w(y")) (2.22)
(x,z%) g(x)du(z*) VxeFE

(u(x), y*) =

B
Remarquons que
1 1 1 s s
- == —-4+-=1 (223)
p q s p g
et "
A= =
g2 P, P72
s*+q —1 7

sp—1) slp—1) +8(19—1) p—1

=1

En se basant sur l'inégalité de Holder, I'inégalité (2.17) implique :
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(2.24)



CHAPITRE 3

Applications

3.1 Lien avec Les opérateurs de Hilbert-Schmidt

[3] La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt présente une des plus importantes
classes d’opérateurs. Faisons par la suite le lien qui la relie avec les opérateurs p-sommants.
On désigne par Hy, Hy deux espaces de Hilbert et 1 < p < oco.

Pour commencer citons quelques préliminaires sur ces opérateurs.

Définition 3.1.1 (13, p. 67) On appelle opérateur de Hilbert-Schmidt tout opérateur
u € L(Hy, Ha) qui vérifie

o0

D llulen)]? < 0o

n=1
ot (en)0 est une base ortho normée de Hj.
La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt est notée HS(Hy, Ha).

Remarque 3.1.1 (16,p.67) La définition précédente ne dépend pas du choiz de la base
de Hy. En effet, soit (fn)22, une autre base orthonormée de Hy, donc

Do lllf)lP = > Kulfa)sem)® = D lu*(em)|?,
n=1 n,m=1 m=1

et on a, en vertu de la formule (1.7)

Dol (em) P =D lulem)l?,
m=1 m=1

ce qui entraine le résultat.
Le théoréme suivant caractérise les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théoréme 3.1.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

2. Il existe un systéme orthonormé complet (e,)2, de Hy, tel qu’on a
||UHHS < 0.

3. Pour tout systéme orthonormé complet(zy)>>, de Hy, on a

o0

D lluan)l® = Jlullds < oo

n=1
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4. Pour tous systémes orthonormés complets (e,)o>; de Hy, et (fm)oo_y de Ha, on a

SN Hulen), fud? = llulls < oo

n=1m=1

5. u* est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et on a
lu*llzs = llullzs-
Exposons quelques propriétés intéressantes des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

1. .[8, p. 84] La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt forme un espace de Hilbert,
ou le produit scalaire est donné par

(u,0) =) (ulen), vien))-
n=1

et la norme associée est

[

2

[ullzrs = (Z IU(en)ll2>
n=1

2. La classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt vérifie la propriété d’idéal.
En effet,
Soient w € HS(H1, Ha) et v € L(Hg, H3) et (e,)22, une base orthonormée dans Hj.
On a

oo o0
D lvou(en) > < [vl* Y llulen)lI* = [0l |ullFrs < oo
n=1 n=1

donc, vou € HS(Hy, H3) et de plus

lvoullus < vllllullas

Soient u € L(H;,H2) et v € HS(Hz, H3) et (n) une base orthonormée dans H;. Pour
montrer que v ou € HS(Hy, Hs), il suffit d’aprés I'assertion 5 du théoréme (3.3.1), de
montrer que

(vou)* =u"ov* € HS(Hs, Hy).

On a, d’apreés la formule (3.6)
vt e HS(Hg, HQ)

et, on sait que
= L(HQ,Hl)

donc, et d’aprés ce qui précéde, on tire que
u*ov* € HS(Hs, Hy)
ce qui fait le résultat. De plus, on a

lvoullms < [lulll|v]|ms-
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Lemme 3.1.1 Soient (e,) une base orthonormée de Hy et w € L(Hy, Hy). Alors, les deux

assertions suivantes sont équivalentes :

1. we HS(Hy, Hy).
2. Dica(pimy lulen)|” < oo
Le théoréme important suivant établit le lien entre les opérateurs p-sommants et les
opérateurs de Hilbert-Schmidt.
Théoréme 3.1.2 Soit u € L(Hy, Hy). Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :
1. L’opérateur u est de Hilbert-Schmidt.
2. L’opérateur u est 2-sommant.
Dans ce cas, on a :
ma(u) = [lullms.

Démonstration.|1,p, 35|
(1 = 2) Soient u € HS(H1, H2), (en), = 1°° un systéme orthonormé de H; et (z,) €
0y, w(H7). On définit I'opérateur v par :

v EQ — H1
Tell que

v (Z anen> = Zan:vn pour(ap)n>1 € 7
n n

, C'est-a-dire
viep) =z, VYn>1.
Alors,

lvlf= sup  sup
(@)l <1 = €Bm,

%)

= sup sup
z*€BH, |[(an)ll,<1
(3.1)
= sup  sup an (27, )
z*€Bh |[(an)<1 zn:
%
= sup  sup Qn, (x",%,))
a*€B ||(an)]|,<1 (znz
On déduit que
. 1
s 2
(Z | () H2> - (Z wevien ‘2>
n n
=l uov
[ s (3.2)

d’aprés la propriété d’idéal <[| u ||gs]|| v ||

=|lu s sup <Z|<$*,wn>l2>

CE*GBHl n



3.2. Opérateurs sous-Linéaires p-sommant 36

Ce qui signifie que u € mo(H7, H2) et on a

ma(u) < |lullgs-

(2 = 1) Soient u € mo(Hy, Ha) et (e,) un systéme orthonormé de H1. On a pour J
fini :

) 1
L 2
<Z | u(en) ||2> < ma(u) sup <Z‘ {en, @ >
ay x *€BH, neJ
< TFQ(U) ” (en)nEJ HZ,w
= 7T2(U)

donc uw € HS(Hy, Hs), on a:

llullgs < m2(uw).

Il résulte de que
ma(u) = ||ullms.

3.2 Opérateurs sous-Linéaires p-sommant

[5] Dans ce chapitre, on va présenté le travaile M.T.Bl les auteur ont été généraliser la
notion d’opérateurs p-sommants introduite par Pietsch aux opérateurs sous-linéaires et
donner son célébre théoréme de factorisation avec quelques propriétés fondamentales.

Proposition 3.2.1 Soit X,Y, Z trois espaces de Banach dontY réticulé, C une constante
positive et T : X — Y un opérateur sous-linéaire borné. Soit v : X — Z un opérateur
linéaire borné injectif tel que T'(x) < Cv(x). Alors, il existe T : v(x)Y = sous-linéaire tel
que :

T=TO0Ov et |T|<C.

Preuve 3 On pose : T(z) = T(v='(2)). Cette application est bien définie car le noyau de
v est inclus dans celui de T (d’apres Uhypothése v(z) = 0= T(x) = 0). T est sous-linéaire.
En effet, soient z1,zo dans v(X) ; x1,x2 dans X tels que v(x1) = z1,v(x2) = z9€tA > 0

T(Zl + 2’2)

T(v™ (zl + 29)),

IN
H 9494

(
(71 + 2),
(1) + T(x2), (3.4)
(v (=) + T(v ' (22))
(1) + T(22)
T(\z1) = T(\v(x)),
= Tv ' (Av(zy)),
= \T'(x1), (3.5)
— XTI (1)
= \T(z1)

IN A

|T|| < C évident.
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Définition 3.2.1 Soit X,Y deux Banach dont Y réticulé et T' € SB(X,Y). On dira que
T est p-sommant pour 0 < p < 00 st :

AC > 0, tel quevVn € N,V{z1,...,x,} C X

1 1
QT I (a)[[P)r < € sup (327 |< @i, & >[F)7
On note par mp(X,Y) = {T : X — Y sous-linéaires p-sommants} et mp(T) =
inf{C, vérifiant la définition 2.2}.

Remarque 3.2.1 i) Sip > 1, mp(.) est une norme sur mp(X,Y) et mp(X,Y) muni
de cette norme est espace de Banach.

it) Soit T € mp(X,Y), v: E — X linéaire continu et w: Y — F linéaire continu
positif (E et F' deuz Banach quelconques dont F' réticulé). Alors :
wTv est p-sommant e mp(wT'v) < ||w||my(T)|v||

La factorisation proprement dite. L’inégalité de Pietsch implique d’aprés la proposition 2.1
qu'il existe T' € BS(S,Y), tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X 15 v
3 [7
s 5,
N

avec : T5/SiT = m,. Ou : K(B,o(X*, X))
Ensemble des fonctions continues C(K) :

C(K) = {des fonctions continues K }

{z; : X = S,i} 2 = ¢ qui est une isométrie injective.

S ={¢s,x € X avec ¢, (&) = (x,£)} qui est un sous-espace fermé de C(K).
Jj: C(K) — L(K, \), est I'injection naturelle, et m,(j) =1 (j/S est j restreint a S).

—anLp(KA)
Sp=3(8)" .
Comme conséquence on a :

(X, Y) C(X,Y), et VT €mp(X,Y),my(T) < mp(T) ot 0<p<q< o

Corollaire 3.2.1 Si T est 2-sommant alors T se factorise par Loo(K, ) et La(K, \).
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Preuve 4 Reprenons le diagramme de la remarque 2.5 pour p = 2.

x L5 v
| [7
s 25, g,

N N
Loo(K,\) —2— L,(K,\)

p est la projection de Lo(K, A) dans So de norme < 1.
Le théoréme suivant est I’analogue du théoréme de Nachbin dans le cas linéaire.

Théoréme 3.2.1 Soit un sous-espace d’un Banach X, (2, 7T,u1) un espace mesuré
T : Xo = Loo(Q, T, 1) et un opérateur sous-linéaire continu. Alors il existe T:X —
Loo(Q, T, 1) sous-linéaire continu prolongeant T, (i.e.T|Xo = T)et||T|| < ||T|.

Preuve 5 Soit u € VT. D’apres le théoréeme de Nachbin il existe 4 : X — Loo(2, T, 1)
telle que ||| < ||u] et u|Xo = u.
Posons :

T = sup{a : ||| < ||lul|.@|Xo,uetu € VT}.
Alors T est sous-linéaire continu. En effet, pour tout x dans X :
|7@)| = sup )]
ueVT
< sup [|a]|z|
ueVT
< sup [|ul/]lz|
uevVT

< 17 [ el

Va € Xo,T(z) = sup u(z) = sup a(x) =T(x).
ueVT ueVT

Proposition 3.2.2 Soit Xy un sous espace d’'un Banach X et T € m3(Xo,Y).
Alors il existe une extension sous-linéaire de T, soit T : X — 'Y, 2-sommant et ma(T) <

mo(T).

Preuve 6 D’aprés le corollaire 2.6, T' se factorise par Lo (K, \) et La(KN) et par le

Loo(K,\) —1— Lo(K,\)
FIGURE 3.1 — Extension sous-linéaire de T'

théoreme 3.2.1, i se prolonge eni: X — Loo(K,\) avec |Ji|| <1 et | B|| < m2(T).
On pose T = Bji. Alors on aura mo(T) < ||B||ma(j)|i]| < ma(T).
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RESULTAT PRINCIPAL

Dans ce paragraphe, on étudie le probléme relationnel entre les opérateurs sous-linéaires
p-sommant de X espace de Banach dans Y espace de Banach complétement réticulé et les
opérateurs linéaires inférieurs ou égaux a T'. C’est une tentation logique de généralisation
du corollaire 1.8 pour p # co. Ce qui fait le résultat principal de ce papier.

Proposition 3.2.3 Soit X,Y deuz espaces de Banach dont' Y complétement réticulé et
T:X =Y un opérateur sous-linéaire continu.
SiT e€mpy, alors:ue VT, wueem(X,Y).

Preuve 7 Puisque T est p-sommant, donc d’aprés le théoréme 2.4 il existe une probabilité
de radon A sur (Bx~),o(X*, X)) tel que :

P

Ve e X, [lu(x)] <m(T) (/B (2, )" dA (5)) : (3.6)

*
X *

D’aprés le théoréme 1.7 on a pour tout x dans X et tout u dans VT :

[u(@)|| < sup {7 ()], [T (=)}

<m@( [ <o

D’ou : uwe VT, wemX,Y).
Le résultat essentiel de ce travail est d’établir la réciproque de la proposition 3.1.

dA(é)) ’

p

Malheureusement nous n’y sommes pas arrivés dans le cas général méme pour des espaces
bien particuliers (voir par exemple la question 2).

Mais sous certaines conditions, on arrive & montrer la réciproque, ce que nous allons voir
dans le théoréme 3.2 qui constitue le résultat essentiel de ce papier.

Théoréme 3.2.2 Soient X,Y deuz espaces de Banach dont'Y complétement réticulé et
T: X — Y un opérateur sous-linéaire continu. Supposons qu’il existe C > 0 et un filtre
d’opérateurs {u;}icr € VT tels que :

Viel,mp(u) <C et

Vo € X, u@)il| — 1T ()]

Alors : T em(X,Y) et mp(T)<C.

Preuve 8 Puisque u; est p-sommant, donc il existe une probabilité \; sur Bx+ telle que .

B =

Vre X, |T ()| <C (/

B«

[(, §)[" dA (E)) : (3.7)

Comme on a pour tout = dans X : ||u;(z)|| — |T'(z)]]
(2

donc :

3 =

Vee X, |T(z) gm@;c(/}g |<x,§>|pd)\(§)> . (3.8)

*
X *
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La boule unité Bx« est faiblement compacte donc \; converge faiblement vers une probabilité
A sur Bx+ et par conséquent :

P

Vo€ X, |rT<x>||sc< /| |<x,§>|pdA<5>> . (39)

X*

Ce qui entraine : m(T) < C.

(X lanP)?, si 0<p<oo
| {an}neN = (3.10)

sup |an , st p=o0

3.3 Opérateurs sous linéaires positifs de Cohen p-nucléaires

[4] Pour conclure cette section, nous rappelons la définition des opérateurs sous linéaires
p-sommés positifs, qui a été énoncée pour la premiére fois dans le cas linéaire par Blasco
dans [7].

Définition 3.3.1 Soit T : X — F, F est un opérateur sous linéaire positif. Nous dirons
que T est "p-summation” (1 < p < +00) (nous écrivons T € SIIP(X, F)), s’il existe une
constante positive C' telle que pour tout n € N et tout x1,...,x, € X, on a

(T (ifi))Heg(F) <C ||($i)||egw(x)- (4.2)

Nous mettons 7, (T) = infC' en vérifiant linégalité (4.2).

Nous introduisons ’extension suivante de la classe des opérateurs de Cohen p-nucléaires.
Nous donnons le théoréme de domination pour une telle catégorie.

Définition 3.3.2 Soit 1 < p < co. Un opérateur sous-linéaire positif T entre X et F' est
p-nucléaire s’il existe C' > 0 tel que pour tout n € N et x1,...,x, dans X, y1,...,yn dans
FT, nous avons :

n

Z <T($z) 7y;>

i=1

<C sup (Zaxiux*))?dm <x*>>p x

a*€BY. \i=1

N (3.11)
X sup (Z (u; (™))" dpsa <y**>>

y**eB;** i=1

Nous désignons par n;' (T) la plus petite constante C' qui a vérifié l'inégalité (I), appelée
norme p-nucléaire sur S’N;(X, F), Uespace de Banach de tous les opérateurs sublinéaires
positifs p-nucléaires. Si p = 1, nous obtenons le Banach ’espace de tous les opérateurs
sublinéaires positifs ¢ 1 sommation.

Définition 3.3.3 (Théoréme de composition). Soit X un espace de Banach, E et F
deuz réseauz de Banach. Soit T € SBT (X, E), u un opérateur positif en L(E,F) et v en
L(Y, X).
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1. 5i T est Cohen p-nucléaire, alors uT est opérateur sublinéaire positif p-nucléaire et
nt(uT) < [lulnit (T).

2. SiT est Cohen p-nucléaire, alors Tv est p-nucléaire positif opérateur sublinéaire et
ny (Tv) < |Jv[|lny (T).

Théoréme 3.3.1 Un opérateur sous-linéaire positif entre X, F est p-somme (1 < p <
+00), si, et seulement si, il existe une constante positive C' > 0 et une probabilité de Borel
Wosur B;E tel que

P

T o x| ()P dp (z*
17 @) 1< ,,<T></B+<r [ )P dn >>

E

pour chaque x € X.

En outre, dans ce cas nf (T) = inf{C > 0 : pour tous les C vérifiant I'inégalité (4.3)}.

Preuve 9 Il est similaire au cas linéaire (voir [7]).
Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2 Soit T' un opérateur sous-linéaire positif borné de X a F. Puis les deux
propriétés suivantes sont équivalent.

1. L'opérateur T est dans SN,5 (X, F).
2. Il y a un certain espace Banach Z, un opérateur sous-linéaire positif de p-somme
u:X a
Preuve 10 1) =)

2) On considére opérateur aug : x € X

, on remarque que krx C Cyy,(x), pour tout x € X, Soit Z un sous-espace fermé de
L,(p) tel que Z = aug(X), et soit u : X . Remarquez qu’u est un opérateur sous-linéaire
p-summing positif de X dans Z avec 71'1;Ir (u) < 1.
On écrit T écrire vu,Yv € Z, F). Si y € F*, alors

lo* (5) | = sup{I{u(@),o" NI} : lu(@)], < 1
= sam|<T<:c>,y*>|:/+ @ el dp (27) < 1

BY.
< c(/
B+

R

1
pT

(Y™, y™) [P dA(y**)>

Par le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs de sommation p positifs,
v E H;;(F, Z) et ﬂ;r(v) C C. Ceci implique que v est un opérateur positif fortement
p-Sommants.

2) =) 1) C’est claire

Le résultat principal de cette section est I’extension suivante du théoréme de domination
de Pietsch a cette classe d’opérateurs. opérateurs. Pour le prouver, nous utiliserons le
théoréme 4.5. Dans [6], Achour et al. a utilisé le lemme de Ky Fan pour prouver le théoréme
de domination. théoréme de domination.
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Théoréme 3.3.3 Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

1. T: X — F est un opérateur sous-linéaire de Cohen p-nucléaire positif et n;{(T) <
C.

2. Il existe une constante C > 0 et deux mesures de Radon positives, l'une sur B;E* et
Uautre sur BZE**, de telle sorte que pour tout x € E ety € FT, on a

1
*

B =

(T (z:),u7)| < C / (il (&))" dpa () / e (™) dpa () |
5t 5.
np(T) = inf{c > 0| pour tout C' vérifiant l'inégalité (J)}

Preuve 11 2) =)1) Soit z1,...,2, € X et y1,...,yn € F'T selon (J), on a

1
pr

(T (1) yi)| < C /(Ifcil(x*))pdul(:v*) /(yé‘(y**))p*duz(y**) :
Bl B,

Nous en déduisons

<CZ</ (|3l (2 ))pdul(:v*)>

<C (Z/ (il (z*))Pdpr ( )1 (Z/B+ (7 (y** )" dpa(y **)>p

< C sup (Z(wi\(af*))pdm(x*>>p Sup (Z(yi‘(y**))p*dm(y**))p

x*ij(* i=1 **GBF** i=1

n

Z xz yz

=
Y
T
+
—~~
<
Sy
—
Ned

*

*
S~—
S—

=
*
IS
=
)
—
<

*

*
S~—

v
S

Ceci implique que T est un opérateur sous linéaire positif p-nucléaire.
1. T e SN;(E,F), alors, d’aprés ce qui précéde, T = vu ou aux deux SH;‘(E, Z) et
v € Dj(Z,F) tels que
vem, (F, 2).
par Thm 2.4 et Théoréme 4.13, il existe une constante C' > 0, deux mesures de
Radon positives p1, po et s, et deux mesures de Radon positives ps et pug.

Mesures de Radon positives p; sur B?E" et o sur B;; dotées de
leurs topologies faibles, telles que pour tout = € E e y € FT.

(T(@),y) = [(vu(z),y")|
= (@), 0" (y"))
< Ju@)[v" @Ol

1
p*

S =

<c / (2], 2P dpss (7)) / (™) dp (")

BE* Bf.
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Nous sommes maintenant préts a utiliser le théoréme de Grothendieck-Maurey dans le cas

sous linéaire positif.

Théoréme 3.3.4 Soit &, F et G trois treillis de Banach ot G est un espace 2-concave.
Soit un opérateur sous-linéaire positif 2-régulier.

Alors vwT est un opérateur sous-linéaire positif de Cohen 2-nucléaire et
n + 2(vwT)d+2(v)CF2(w)p*(T).

Preuve 12 [’opérateur wt est sous-linéaire positif & 2 sommations et par le théoréme 4.5,
Popérateur Vw7 est sous-linéaire positif de Cohen 2-nucléaires .

Proposition 3.3.1 Nous avons :

SN (E,F) C SILY (B, F)and = (T) < nj} (T).

Preuve 13 Soit T un opérateur dans L(E,F'). Pour tout x € E, on a :
1T @)l = supyep:, (T (2),y7)]

< SUPy-cpr, n;;* (T) (/
e

&8

—~

8

=

3

QL

=

—

0

*
~
S =
VY

IA
S
S
=
7 N

p

nt (T x| (") duy (z*
< p<></g<|r< )P dp ( >)

T est un opérateur sous-linéaire & somme positive et 7 (T) € " (T).



Conclusion

Dans ce mémoire, on a essayé de généraliser quelques travaux déja faits sur le théoréme
de factorisation pour les opérateurs sous-linéaires de X, un espace de Banach, dans Ly (£, )
par Ly(€, p) avec % = % + % Puis, on a fourni un humble effort pour obtenir une relation
entre les opérateurs linéaires et sous-linéaires p-sommants concernant la notion de fortement
p-sommant. Dans le présent travail nous avons abordé I’étude des opérateurs p-sammants
(1 < p < +) et étudier leurs propriétés de base, ainsi, les deux concepts de domination et
de factorisation de Pietsch. Comme applications de ces opérateurs nous avons établi leurs
lien avec les opérateurs de Hilbert-Schmidt, les opérateurs sous-Linéaires p-sommants et

avec les opérateurs sous lineaires positifs de Cohen p-nucleaires .
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