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Abstract

This research focuses on Lipschitz (g, p)-mixing operators, a nonlinear generalization of the
(¢, p)-mixing operators introduced by Pietsch. Inspired by the works of Farmer Johnson, and
Chavez-Dominguez, this study lies within the framework of the theory of summing operators,
at the heart of analysis on Banach spaces.

We investigate the conditions for existence, identification criteria, and main characterizations
of these operators. This work aims to deepen the understanding of the connections between
summability, nonlinearity, and the geometry of Banach spaces.

Keywords : non linearity, Banach spaces, summing operators, Lipschitz operators, (¢, p)-mixing.

Résumé

Ce mémoire porte sur les opérateurs Lipschitziens (g, p)-mixing, une généralisation non li-
néaire des opérateurs (¢, p)-mixing introduits par Pietsch. Inspirée des travaux de Farmer John-
son et Chavez-Dominguez, cette étude s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs p-
sommants, au cceur de 1’analyse sur les espaces de Banach.

Nous analysons les conditions d’existence, les critéres d’identification et les principales ca-
ractérisations de ces opérateurs. Ce travail vise a approfondir la compréhension des liens entre
sommabilité, non-lin€arité et géométrie des espaces de Banach.

Mots-clés : non-linéarité , espaces de Banach, opérateurs Lipschitziens, (¢, p)-mixing, p-sommants.



Table des matieres

Table des notations
Introduction

1 Préliminaire
I[.1 Espacemétrique . . . . . . . . . . . . . . e e
1.2 Opérateurs lin€aires . . . . . . . . . . . . . . i it e
1.3 Les applications de Lipschitz . . . . . . . . .. ... .. ... .. ........
1.4 Espacede Lipschitz . . . . . . . . . . .. . ...
1.5 Espaces Lipschitz-libres . . . . . . . . . . ... .. ... .. ...
1.6 L’espace des molécules M(X;E) . . . . ... ...
1.7 Topologie faible et topologie =-faible . . . . . . . ... ... ... ... .....

2 Les opérateurs Lipschitziens (¢, p)-mixing
2.1 Opérateurs linéaires p-sommants . . . . . . . . . . . .. ...
2.2 Opérateurs Lipschitziens p-sommants . . . . . . . . ... .. ... ... ....
2.3 Opérateurs Lipschitz (¢, p)-mixing . . . . . . . .. .. ... ... ... . ....

3 Caractérisations
3.1 Domination . . ... L L e e
32 Lessuites (q, P)-MIXING . . . . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e
3.3 La norme de Chevet-Saphar et opérateurs Lipschitz (¢, p)-mixing . . . . . . . . .

Conclusion

Bibliographie

17
18
28
30

35
35
37
40

42

43



Table des notations

Symbole Signification
p* Conjugué d’un réel p, vérifiant ]lj + I% =1
K Le corps des nombres réels ou complexes
R L’ensemble des nombres réels
E F,G Espaces de Banach
L(E,F) Espace des opérateurs linéaires et bornés (continus)
X, Y, 7 Espaces métriques
E* Le dual topologique de
Bp = {z* € E*, ||z*|| < 1} Boule unité de E*
By La boule unité fermée de X"
o(X, X") La topologie faible
o(X*, X) La topologie *-faible
Lipo(X,Y) L’ensemble des opérateurs Lipschitziens entre X et Y s’annulant en 0
X" = Lipy(X,K) Le dual Lipschitzien de 1’espace métrique pointé X
(x, ") Crochet de dualité entre E' et £*
M(X) L’ensemble de toutes les molécules sur I’espace métrique X
Hﬁ L’ensemble de tous les opérateurs p-sommants strictement de Lipschitz
7T]j;’ La norme des operateurs Lipschitziens p — sommants de X dans Y
E(X) Espace d’Arens-Eells de X
F(X) Espace libre Lipschitzien de X
C(X) L’ensemble des fonctions continues sur le compact K
Jpy (1 <p<o0) L application d’inclusion canonique définie de C'(K') vers L, (1)
Iy L’application d’inclusion formelle définie
de Lo (1) vers Ly(p) pour (1 < p < 00)
? L’injection linéaire métrique
M} (X)Y) L’ensemble des opérateurs Lipschitz (g, p)-mixing.
my,(T) La norme des operateurs de Lipschitz (¢, p)-mixing de X dans Y.




Introduction

La théorie des opérateurs p-sommants occupe une place centrale dans la théorie moderne
des espaces de Banach, non seulement en raison de son €élégance intrinséque, mais aussi grace
a ses nombreuses applications dans divers domaines tels que la géométrie des espaces de Ba-
nach, I’analyse harmonique et la théorie des opérateurs. Lorsque 1’on manipule des opérateurs
p-sommants, il est fréquent de rencontrer un opérateur 7' possédant la propriété que S o T est
p-sommant dés que S est g-sommant. C’est précisément cette idée qui a conduit a la notion
d’opérateurs (g, p)-mixing , introduite et étudiée par Pietsch [14]. Par ailleurs, Farmer et John-
son [7] ont récemment proposé le concept d’opérateurs Lipschitziens p-sommants. Les opéra-
teurs Lipschitziens (¢, p)-mixing , quant a eux, représentent une généralisation de Lipschitz des
opérateurs linéaires (g, p)-mixtes et ont ét¢ définis par Chavez-Dominguez dans [3].

Dans ce travail, nous revisitons en détail cette généralisation et explorons certaines de ses pro-
priétés.
Ce travail est organisé en trois chapitres principaux :

1. Le premier chapitre est dédi¢ a la présentation de préliminaires utiles ainsi qu’a des

rappels de définitions essentielles pour une compréhension approfondie du manuscrit.

2. Le deuxiéme chapitre introduit la définition des opérateurs Lipschitziens (g, p)-mixing
, en mettant en avant une condition (ou critere) suffisante. Nous commengons par un rap-
pel sur les opérateurs Lipschitziens p-sommants, puis nous énongons quelques propriétés
relatives a la classe des opérateurs Lipschitziens (¢, p)-mixing .

3. Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude des caractérisations de ces opérateurs. Trois
caractérisations distinctes sont présentées : la premiere repose sur une inégalité intégrale
liée au théoréme de domination de Pietsch, la deuxiéme fait intervenir les suites (¢, p)-
mixing , et la troisieme s’appuie sur 1I’espace de Chevet-Saphar.



Chapitre 1:

Préliminaire

Ce chapitre a pour vocation de présenter les concepts fondamentaux et les outils théoriques qui
serviront de socle a ce mémoire.

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 (Distance) Soit X un ensemble quelconque. On appelle distance sur X une
fonction d : X x X — R avec les propriétés suivantes :

(1) d(z,z) =0,Vz € X etd(z,y) > 0,Vz,y € X,z #y.
(i) d(z,y) = d(y, z).
(ii1) Vx,y,z € X ona
d(x,y) +d(y,z) > d(xz,z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 (Espace métrique) Si X est un ensemble et d : X x X — R est une distance
sur X, le couple (X, d) s’appelle espace métrique.

Définition 1.1.3 (Espace métrique pointé) Pour plus de détails,voir[9]

On appelle espace métrique pointé tout triplet (X, d, e), ou (X, d) est un espace métrique et
e € X est un ¢lément distingué (appelé point de base). Si X est un espace normé, on choisit
généralement e = 0 comme ¢lément distingué.

1.2 Opérateurs linéaires

Soient E et F' des espaces normés.

Définition 1.2.1 L’application
u: FE—F
r—y=u(z)

est appelé opérateur lin€aire (ou plus simplement un opérateur) si elle vérifie :

Ve, 29 € E, VYo, €R  u(axy + fra) = au(xy) + Pu(xs).



Définition 1.2.2 Un opérateur u est borné, s’il existe un réel M > 0 tel que :
[u(x)lr < Ml|z|, Ve E.
Définition 1.2.3 Un opérateur u est continuen xo € F, si :
Ve>0, 30>0, |zx—xp<d = [ulx)—u(x)|r <e.

Théoréme 1.2.1 L’opérateur u est continu si et seulement si il est borné. Pour plus de détails
voir ([12], p.215-216).

Définition 1.2.4 ([12], p.223) Soient £ et F' des espaces de Banach, u un opérateur linéaire
borné, on appelle opérateur adjoint de u et on le note par u* I’application :

w F*— EF

qui vérifie :
Vee £, VyreF : (u(x),y’) = (z,u(y")).

Théoréme 1.2.2 ([12], p.224) Si u est un opérateur borné, alors v* I’est aussi eton a :

ullem,ry = [[u*llcsm)- (1.1)

1.3 Les applications de Lipschitz

Définition 1.3.1 Soient (X, dx) et (Y, dy) des espaces métriques. Une application f : X — Y
est dite de Lipschitz s’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous z,y € X, on ait :

dy (f(x), f(y)) < Cdx(z,y). (1.2)

La plus petite constante C' vérifiant cette inégalité est appelée constante de Lipschitz de f,
notée Lip(f). Elle est définie par :

o W) ()

= inf{C : C vérifie I'inégalité (1.2)}.

Si (X, dx,ex) et (Y,dy,ey) sont des espaces métriques pointés, on dit que f préserve le point
distingué si f(ex) = ey.

Proposition 1.3.2 Soit (X, e, d) un espace métrique pointé. Alors I’application f, : X — R,
définie par :
f(z) =d(x, z) —dle, z),

est une application de Lipschitz de constante de Lipschitz Lip(f,) = 1.



Preuve. D’aprés la seconde inégalité triangulaire, pour tout x,y, 2z € X, ona:

2(x) = f2(y)| = |d(, 2) = d(e, 2) = d(y, z) + d(e, 2)| < d(,y).

Ainsi, f, est une fonction non expansive, c’est-a-dire que Lip(f,) < 1. Pour démontrer I’inéga-
lité inverse, on observe que :

Lip(f,) = sup =1.
( ) TH#Yy d(JI, y) d(za y)
On déduit finalement que Lip(f,) = 1 [

Proposition 1.3.3 Soient X un espace métrique, et f, g des fonctions de Lipschitz de X dans R.
Alors : Pourtout A € R,on a:

Lip(Af) = Al Lip(f).
La somme f + g est également de Lipschitz, et :
Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).

Preuve. Pour tout A € R et pour tout z,y € X,ona:

A - A —

Lip(\f) = sup (Af(z) =AWl _ ] sup |f(z) = fy)]
THy dX('Tv y) TH#y dX (.73, y)

Ainsi, \f est de Lipschitz et :

= [Al Lip(f).

Lip(Af) = |A| Lip(f)
Pour tout z,y € X,ona:
[(f+9)(x) = (f +9) )| < |f(z) = FW)l + lg(x) — g(y)| < (Lip(f) + Lip(g)) dx (z,y)
Par conséquent, f + g est de Lipschitz et :

Lip(f +g) < Lip(f) + Lip(9)
|

Proposition 1.3.4 Soient X, Y et Z des espaces métriques, et f : X — Yetg:Y — Z des
applications de Lipschitz. Alors g o f : X — Z est également de Lipschitz, et sa constante de
Lipschitz vérifie :

Lip(go f) < Lip(g)Lip(f).
Preuve. Puisque f est de Lipschitz, pour tout z,y € X,ona:

dy (f(x), f(y)) < Lip(f)dx(z,y).

De méme, puisque g est de Lipschitz, pour tout u,v € Y,ona:

dz(9(u), 9(v)) < Lip(g)dy (u,v).

En appliquant g & f(x) et f(y), on obtient :
dz(9(f(2)), 9(f(v))) < Lip(g)dy (f(z), f(y))-

En combinant les deux inégalités, on a :

dz(g9(f(x)),9(f () < Lip(g)Lip(f)dx(x,y).
Cela montre que g o f est de Lipschitz avec une constante de Lipschitz au plus Lip(g)Lip(f).R
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1.4 Espace de Lipschitz

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant I’espace de tous les
fonctions de Lipschitz définit d’un espace métrique dans un espace de Banach.

L’espace Lip(X)

Soit X un espace métrique et £ un espace de Banach. On note par Lip( X, E) I’espace de toutes
les fonctions de Lipschitz bornées de X dans FE, c’est-a-dire :

Lip(X,E) ={f: X — E| f estde Lipschitz et bornée}.
Cet espace est muni de la norme :

1 |ipex. ) = max {[| flloo, Lip(f)} (1.3)
ou :
L. || flloc = sup,ex || f(2)| & est la norme uniforme (ou norme infinie),
2. Lip(f) = sup,, % est la constante de Lipschitz de f.

Si E =R, alors Lip(X,R) = Lip(X).
L’espace Lip(X) est un espace de Banach pour la norme (1.3), pour tout espace métrique X.
L’espace Lip,(X)

Soit (X, dx, e) un espace métrique pointé. L’espace Lip,(.X) est I’espace de toutes les fonctions
de Lipschitz f : X — R qui s’annulent au point de base e, c¢’est-a-dire :

Lip,(X)={f: X — R | f estde Lipschitz et f(e) = 0}.
La norme sur Lip,(X ) est donnée par la constante de Lipschitz :

/@) = I

1/ llzip = sup
P TH#Y dx(flf,y>

Lip,(X) = X*, est ’espace de toutes les formes de Lipschitz sur X. La norme sur X" est définie
de maniere similaire par la constante de Lipschitz :

# #
s sup @) =2
” ||Lp Ty dx<l',y)

Proposition 1.4.1 (Voir[4])
(a) Lip(X) est un espace de Banach, pour tout espace métrique X.

(b) Lipy(X) est un espace de Banach, pour tout espace métrique pointé X.

11



1.5 Espaces Lipschitz-libres

Dans la section précédente, nous avons vu que I’espace de Lipschitz Lip, (X ) est un espace de
Banach. Dans ce qui suit, nous démontrons le fait moins évident qu’il s’agit en réalité d’un espace
de Banach dual. Il existe plusieurs maniéres équivalentes de construire le prédual de Lip,(X).
La plus directe consiste a le définir comme I’espace linéaire engendré par les fonctionnelles
d’évaluation 6(z) € Lip,(X)*, données par :

(f,0(x)) = f(x)

pour f € Lipy(X) et z € X. En cohérence avec cette notation, on peut plus généralement
considérer 1’application
d: X — Lipy(X)*

qui associe a chaque = € X sa fonctionnelle d’évaluation §(x). Remarquons que 6(0) est sim-
plement I’élément nul de Lip,(X)*, car toute fonction f € Lip,(X) s’annule au point de base.
Notons également que les fonctionnelles d’évaluation sont linéairement indépendantes. En effet,
pour tout ensemble fini £ C X \ {0} et tout x € FE, la fonction qui prend la valeur 1 en x et
0 en tous les autres points de £ est de Lipschitz sur £ (toute fonction sur un espace métrique
fini est clairement de Lipschitz). D’aprées le théoréme de McShane, elle peut étre étendue en
une fonction f € Lip,(X) telle que (f,d(x)) = let (f,6(y)) = Opoury € E,y # z. Par
conséquent, 6(£) est un ensemble linéairement indépendant Voir[11].

Définition 1.5.1 Soit X un espace métrique pointé. L’espace Lipschitz-libre sur X, noté F(X),
est le sous-espace de Lip, (X )* défini par :

F(X) = veet{s, | € X},
ou I’application dx : X — F(X) est définie par dx(x) = &, pour x € X, telle que :
0p : X' =K, f e 0,(f) = fla).
On pose

[l 7o) = inf{z Al d(ﬂfz'ax;)} 7
=1

ou I’infimum est pris sur toutes les représentations de ;. sous la forme

p=> A6y, — 0u).
=1
On note que I’espace Lipschitz-libre est introduit par G.Godefroy et J.Kalton en 2003 (voir[6]).

Proposition 1.5.1 Soit X un espace métrique pointé. Les espaces X" et F(X) sont isométri-
quement isomorphiques. C’est-a-dire, X* = F(X).

12



Preuve. Etape 1 : On définit I’application S : F(X) — Lipy(X) comme suit :

Pourtout z € X, ouyp € F(X)eta’ estun point fixé de X. Nous allons maintenant vérifier que
S(p) € Lipo(X), c’est-a-dire que S(¢p) est une fonction de Lipschitz de constante < 1. Pour
x,x' € X,ona:
1S(p)(x) = S(@) ()] = lp(z) — p()]
< llplld(z, ')
Cela montre que S(p) € Lipo(X) et que ||S(¢)]| < [|¢]], ce qui implique que S est une appli-
cation linéaire et non expansive.

Etape 2 : On définit maintenant I’application R : Lipy(X) — F(X) comme suit :
R(f)(e) =D ai(fx:) — f(a})
=1

pour f € Lipy(X) et p € F(X), ot x; et x} sont des points de X et «; des coefficients associés
aux points. On vérifie que R(f) € F(X) et que la norme de R(f) est majorée par la norme de
f.Eneffet,ona:

R = D leullf(w:) = f(a)]

<> ladll flld(zs, z7)
=1

Cela montre que R(f) € F(X)etque ||R(f)] < ||f|l, ce qui implique que R est une application
linéaire non expansive. Etape 3 : Enfin, on montre que R o S = idrx) et S o R = idx+. Pour
0 € F(X),ona(RoS)(p) = ¢, ce qui montre que Ro S est Iidentité sur F(X). Pour ¢ € X*,
ona (S o R)(¢) = ¢, ce qui montre que S o R est I’identité sur X*. Puisque R o S = idx(x)
et S o R = idy+, cela montre que R et S sont des bijections inverses I'une de I’autre. Par
conséquent, X* et F(X) sont isométriquement isomorphiques, et donc X* = F(X). |

Proposition 1.5.2 (Voir [10]) Soit (X, d) un espace métrique pointé. L’application
ox : X = F(X)

est une injection isométrique non linéaire de X dans F(X).
Soit ' : X — E une application de Lipschitz telle que 7'(e¢) = 0. Alors il existe une unique
application linéaire

TL : .F(X) —F

telle que 7' = T, o dx et || TL|| = Lip(T).

F(X)

axﬁ



Preuve. Pour tout z, 2’ € X, et pour tout f € Lip,(X), ona

|0x (z) — 0x (") | rx) = |02 — Oar|| 7(x)
= sup  [{6x — 0pr, )|

PEBF(x)x

= sup [(0; —0x,R(9))|, R(g9)=¢

R(g)€Br(x)*

= sup [(p — 0ar, g)|

geBx#

< sup [g(x) — g(z)|

gEBx#

< sup Lip(g) - d(z, ")

gEBx#

<d(z,2"),

ce qui implique
16x (2) — 0x(2") | r(x) < d(z,2").

Donc §x est de Lipschitz et Lip(dx) < 1. Pour I’inégalité inverse, pour tout x,z’ € X, on a

1x(x) = 0x (2l 7x) = 1102 = bar | 7o) = sup {0z — dur, )]

feB
= [{0e = 0o, fa)| = |fal@) — fal2)]
On obtient finalement que
16x (2) = 0x ()| px) = 162 — burl| 7x) =z, 2')

etLip(f) = 1. |

1.6 L’espace des molécules M (X; F)

Nous commengons par rappeler la définition et les propriétés de I’espace d’Arens-Eells.
Nous référons a [13] pour plus de détails.

Définition 1.6.1 Soit (X, dx) un espace métrique. Une molécule sur X est une fonction m :
X — R a support fini et satisfaisant

Z m(x) = 0.

xE€supp(m)

Désignons par M (X) I’espace vectoriel de tous les molécules définies sur X. On peut écrire

m=Y m@)lyy =) mE)l,,

xE€supp(m) =1

ousupp(m) = {x1,...,x,} et 1y, désigne la fonction caractéristique de {x}.

14



Remarque 1.6.1 On peut montrer que tout m € M (X) s’écrit sous la forme

n

i=1,m(x;)>0 i=1,m(x;)<0 i=1

Cette écriture n’est pas unique.

Définition 1.6.2 Soit (X, dy) un espace métrique. Munissons 1’espace des molécules M (X) de
la norme suivante :

! l
[mllamnex) = inf{z Nl y5) cm= " A (L — 1{%})} :

7j=1 7=1
Lespace (M(X), | - [[a(x)) est un espace normé. Notons Z£(X) la complétion de I’espace
normé (M(X), || - [ mcx))- Pour tout 2,y € X, on définit la molécule m,, par

Mgy = gy — 1yyy.

Définition 1.6.3 (Voir [3])

(a) Soit (X, dy) un espace métrique et £ un espace de Banach. Une E-molécule sur X est
une fonction m : X — E a support fini et satisfaisant )  _, m(x) = 0. Désignons par
M(X; E) I’espace vectoriel de tous les F-molécules définies sur X.

(b) Une E-atome est une fonction de la forme vm,,» ouv € E, x,2’ € X. Toute molécule
P s N - n
est une somme d’atomes, ¢’est-a-dire m = > 7, vy 0

On définit le crochet (-, -) de Lip,(X; E*) et M(X; E) par :

(T,m) => (T(x),m(x)), meM(X,E), T e Lipy(X,E").

zeX

Pour tout atome m = vm,, et T' € Lip,(X; E*),

(Tym) =Y (T(x),0mary(x))

= (T(2"), v mary () + (T (W), v mary (V)
= (T(z') =T(y), v).

Dans ce cas, pour m =}, v;m; 1, ona

(Tym) = (T(x) = T(}),v5). (1.4)

J
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1.7 Topologie faible et topologie x-faible

Soit X un espace de Banach. La boule unité de X sera notée Byx. Le dual topologique de X,
c’est-a-dire I’espace des formes linéaires continues sur X muni de la norme duale, est noté¢ X*.
La norme duale est définie par :

/]

x = sup |f(@)]

rEBx
Les ¢léments de X* sont généralement notés x*. Le bidual de X, noté X**, est le dual de X*
(c’est-a-dire X** = (X*)*). Pour chaque = € X, I’application z* — (x* ) de X* dans R est
une forme linéaire continue sur X*, donc un élément de X**. On écrit souvent (z*, x) au lieu
de z*(x).

Topologie faible o (X, X*)

La topologie faible sur X est la topologie la moins fine sur X qui rend continues toutes les
applications ¢ € X*. Elle est notée (X, X*).

Topologie x-faible o(X*, X)

Pour chaque = € X, on considére I’application ¢, : X* — K définie par :

©.(f) = (f,z) pour f € X*.

La topologie *-faible sur X* est la topologie la moins fine sur X* qui rend continues toutes les
applications (. ).cx. Elle est notée o(X*, X). Sur X*, on définit trois topologies : la topologie
forte, la topologie faible o (X*, X**), et la topologie x-faible o (X *, X ). Remarquons que chaque
.. est continue en tant que forme linéaire sur X* (avec la topologie forte) et donc ¢, € X**.
Par conséquent, o, est continue pour la topologie faible o(X™*, X**), et par définition de la
topologie *-faible, on obtient que la topologie *-faible est moins fine que la topologie faible,
qui elle-méme est moins fine que la topologie forte. L’importance de la topologie *-faible est
sans aucun doute contenue dans le théoreme de Alaoglu-Banach-Bourbaki (voir [1]).

Théoréme 1.7.1. (Alaoglu-Banach-Bourbaki)
L’ensemble By« = {¢ € X* : ||¢|| < 1} est compact pour la topologie *-faible o(X*, X).
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Chapitre 2:

Les opérateurs Lipschitziens (g, p)-mixing

Dans ce chapitre, nous allons exposer 1I’ensemble de toutes les notions de base utilisées dans
notre travail, a savoir les définitions importantes et les théorémes fondamentaux (voir [7, 2]).
Nous rappellons quelques propriétés des opérateurs Lipschitziens p-sommants et nous définis-
sons les opérateurs Lipschitziens (g, p)-mixing.

Convergences forte, faible et faible-*

On a définition des Convergences forte, faible et faible-* . pour plus de détails, voir [1]

Convergence forte . Soit X un espace de Banach (ou de Hilbert), et soit (x,,) une suite dans X.
On dit que la suite (x,,) converge fortement vers = € X, et on écrit :

r, — x fortement

si:
|z, — || = 0 lorsque n — 0.

Convergence faible . Soit X un espace de Banach, et soit (z,,) une suite dans X.
On dit que (z,,) converge faiblement vers © € X, et on note :

Ty —
si pour tout f € X* (le dual de X),ona:
f(x,) — f(x) quand n — co.

Convergence faible-* . Soit X un espace de Banach, et soit ( f,,) une suite dans X*.
On dit que (f,,) converge faiblement-* vers f € X*, et on écrit :

fo = f

sipourtoutxr € X,ona:
fn(z) = f(x) lorsque n — oco.
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2.1 Opérateurs linéaires p-sommants

Rappelons la définition d’un opérateur linéaire p-sommant introduite par Grothendieck pour
p = 1 dans son mémoire 1955. En 1967, Pietsch était le premier qui a généralisé la notion des
opérateurs p-sommants, il a défini la classe des opérateurs p-sommants et a montré quelques
propriétés intéressantes, parmi les principaux résultats parus dans [15] on peut trouver les théo-
rémes de domination, factorisation, les théorémes d’inclusions...

Définition 2.1.1 Soit 1 < p < o0. On dit que 'opérateur v : X — Y est dit absolument
p-sommant (u € II,(X,Y")) s’il existe une constante positive C' telle que pour toute suite finie
(x;);de X ona:

(ZHU(%)II”) < Oll@@)italley, W00 (2.1)
i=1

la plus petite constante C' vérifiant (2.1), notée m,(u). On note par (IL,, 7,(-)) la classe des
opérateurs p-sommants. Pour p = oo, ona Il (X,Y) = L(X,Y).

Corollaire 2.1.1 (Voir [1] ) Pour tout x € F ona:

Jall = sup [(f.2)] = max |{f.q)]|.

fEBR*
(le sup est atteint)

Corollaire 2.1.2 Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une application
linéaire et continue de norme

o= = sup [(z,9)]

r€Bg

Alors, il existe f € E™ qui prolonge g telle que :

/]

Remarque. On définit I’espace des suites faiblement p-sommables. On dit qu’une suite est fai-
blement p-sommable si

Ex —

Z|x Tn)P < 400, Vz*e E.

n=1

L’espace des suites faiblement p-sommables noté par ¢, ,,(F) est un espace de Banach, ou la
norme est définie par

() |lpw = *sup (Z |<$*,$n>|p> ' )

Dans le cas p = oo

loouw(E) = loo(E) 00 [[(Z0)|ltne e = [[(20) | oo-

Proposition 2.1.1 Soit u : £ — F un opérateur linéaire. Si u est p-sommant. Alors, u est
continu.

Preuve. On a

n

(i||u<u>||ﬁ)””sc swp (3 [war) 22)

r*EBpx* i=1
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11 suffit de prendre le cas n = 1 dans (2.2). Soient
well(E,F) e xze€kE
donc

lu(@)]| < mp(u) sup |(z,27)].
(L*GBE*

En vertu du Corollaire (2.1.1), on constate que
[u(@)]| < mp(u)]|]]
qui exprime la continuité de v sur . Avec I’inégalité intéressante
[ull < mp(w). (2.3)
[

Proposition 2.1.2 L’ensemble 11, (£, F') muni de 1’addition et de la multiplication par un réel
est un espace vectoriel.

Preuve. I suffit de démontrer que I1,(E, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F').

1. IL,(E, F) est non vide, car pour u = 0 (I’opérateur nul) on a :
n 1/p
0<C sup (> [aw, 29" ., VC>0
{E*EBE* k=1
2. Soient u et v des opérateurs p-sommants, ou il existe ' telle que :
n 1/p n 1/p
(Z HM%)H”) <Cy sup (Z [(zk; x*>!p> :
1 z*E€Bgx* 1
et il existe (5 telle que :
n 1/p n 1/p
(Z Hv(:'fk)llp> <Oy sup (Z [ (2%, x*>\p> :
—1 x*EBpx* 1

Si on applique I’inégalité de Minkowski, on trouve :

n 1/p n 1/p n 1/p
(ZH(U+U>(%)IV) < (Z\\U(xk)|!p> + <Z\!v(wk)\\p>

n 1/p
=C suwp (Z!<xk,x*>|p) 2.4)
k=1

T*€Bpx*

par conséquent
u+vell,(E,F).

3. Soient u un opérateur p-sommant et o un réel quelconque, donc il existe C' telle que

n 1/p n 1/p
<Z II(OéU)(wk)II”) = |o| (Z ||U(f€k)|\”>

n 1/p
<lalC sup (Z |<xk,x*)|p> . (2.5)
k=1

z*EBpx*

Par conséquent
(au) € IL,(E, F). ]

19



Théoréeme 2.1.1 (Théoréme d’Inclusion) Si1 < p < g < . Alors,
IL(E, F) CII,(E, F).

En plus
Tq(u) < my(u).

Preuve. Soient \
(T)p—y CE et A= [Ju(ay)|»

Donc
[u(Arzi)[[” = Aplu(ze) |7 = [lu(ze) ||

Par suite . N
(Z HU(fck)H") = (Z HU(Akwk)H”> (2.6)
k=1 k=1

Siu e 1l,(E, F), on aura

1 1

(Z HU(Am)II”> < 7p(u) sup (Z Nl x*>\p>
1 r*€Bpx* 1

Moyennant la formule (2.6), on trouve

(Z\IU(xk)llq)péﬂp(U) sup (ZAi|<$k,x*>lp>

T*EBpx*

hSAL

Soit d’autre part o = # et f = Z%‘ Comme

on peut appliquer I’inégalité de Holder :

(Z ||u<xk>||q>p < my(u) (Zu@q%) " (Z |<xk,x*>rq) N

k=1 I*EBE* k=1

En remplagant \;, par sa valeur ||u(zy)l| »~1, on obtient :

< () (Z ||u<xk>||q>p @)l

Multipliant les deux membres par

(Z |IU(Ik)II"> :

(Z HMM)H") < (W] (@) |- 2.7

-
3 =

on trouve finalement :
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Donc

et d’apres (2.7) on a

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Composition). Soit 1 < p < oc.
1. Siue L(E,F)etv e ll,(F,G). Alors,

vou€ell,(E,G) et my(vou) < my(v)|ul.
2. Siuell,(E,F)etv e L(F,G). Alors,
vou€ll(E,G) et my(vou) < |v|m(u).
Preuve. 1. Supposons que
vell,(F,G) et ueL(EF) et (vy)i_, CE.

On trouve

1/p
(la formule (1.1)) < m,(v)||u| sup ( |(xy, :c*)]p> :
* * [

Donc v o u € IL,(E, G), en plus
mp(v 0 u) < my(v)l|ull.

2. Supposons que u € II,(E, F) et puisque v € L(F, G), on obtient :

n 1/p n 1/p
(Z H(vou)(xk)llp> < lv| (Z HM%)H”)
n 1/p
< |lv]lmp(u) sup (Zl@kﬁc*ﬂp) :
k=1

I*EBE*
b A . JP . .
D’apreés ce qui précéde, on tire que :

vou€ll,(E,G) et my(vou) < m,(u)l|v|.
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Théoréme 2.1.3 (Théoréme de Factorisation) Soit I’injection isométrique

x—i(x) = (x,z")
et I’application identique
Jp : C(Bp+) — Lp(Bp~, )
avec u est une mesure de probabilité. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. uwell,(E,F).

2. Il existe une mesure de probabilité sur B+ et une application bornée
w: (jpoi)(E) =G — F,
telle que
wo J,01=u.
Dans ce cas w est choisie, telle que ||w|| = m,(u).

Preuve. Voir la référence suivante ([8],p.279).

Proposition 2.1.3 7, est une norme sur I’espace IL,(E, F').

Preuve. Pour tous u et v des opérateurs p-sommants et (zj)7_, une suite d’éléments de F, on
a:

1. m,(u) >0 (puisque les constantes C' sont positives).
2. (a) Simy(u) =0donc

n 1/p
(Z IIU(%)II”> =0

c’est-a-dire u est nul.
(b) Si I’opérateur nul vérifie (2.1). Alors,

0<C sup [(x,z%)] Vze kL.
Il est clair que la borne inférieure des nombres C' est 0, donc 7,(0) = 0.

3. Soit v un réel quelconque, on va montrer que m,(au) = |a|m,(u). Comme u € I1,(E, F),
ona

~—

= inf(|a|C)
= |a|infC

= [almy(u).

mp(ou

4. Soient u et v des opérateurs p-sommants, on a :

mp(u + ) < mp(w) + 7y (v).
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Proposition 2.1.4 (IL,(E, F'), 7,) est un espace de Banach.

Preuve. Montrons que si (u,,), est une suite de Cauchy de II,(E, F'), alors elle converge dans
le méme espace. On a :

Ve > 0, Hjo, A4 > 7 2 Jo, 7Tp('LLj — Ul) <€,
donc, pour toute suite finie (xy)}_, d’éléments de £ on a :
1/p n 1/p
(Z Cuz) () Uz)(xkz)Hp) <€ sup (Z |<¢Bk793*>|p> :
r*EBpx* k=1

Sit — 400,

3

1/p n 1/p
( () —u<xk>up) <esup (Zuxk,x*w) e
k=1 *€By \ =1

Et puisque II,(E, F') C L(E, F), on trouve u; — w dans L(E, F), et d’aprés I’inégalité (2.9)

u; — u dans IL,(E,F).

[
Proposition 2.1.5 (Propriété d’idéal) Si
ue L(FFy), et weL(Ey,E),
Alors,
vell,(E, F) = ww € IL,(Ey, Fp).

Proposition 2.1.6 (Propriété d’injectivité) Si /' un sous-espace de Fj et soit I’isométrie

1: F— Fp.
Alors,

well,(E,F) <= iouecll,(F, F).
En plus,
mp(i o u) = mpy(u).
Preuve.
* Le premier sens est immédiatement tiré d’apres la composition et on a :
mp(iou) < my(u). (2.10)

* Soitiowu € 1I,(E, Fy), donc pour toute suite (z;)7_, C £, ona:

n 1/p 1/p
S llou) (@) | < mpliou) sup Z |y, @ .
k=1 T*EBpx*

Mais, et comme
n 1/p n 1/p
(Z I u)(u)ll”) = (Z ||“($k>||p> )
k=1 k=1
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donc
n 1/p n 1/p
(Znum)up) <mfiou) s (z|<xk7x*>|p) |
]{321 CC*EBE* k:].

c’est-a-dire
uell,(E,F).

en plus,ona:
mp(u) < my(iow). (2.11)

En vertu de (2.11) et (2.10) on trouve

p(1) = mp(u).

Proposition 2.1.7 Soient 1 < p,q < coetu € IL,(E, F)etv € II,(F,G) et

=4 =
p q

1 1 1
s
1. Sis > 1. Alors,
vouell(E,G) et ms(vou) <my(v)my(u).
2. Sis < 1. Alors,
vouelli(E,G) et m(vou) < my(v)m(u).

Preuve. 1). Sis > 1. Comme u € II,(E, F'), donc il existe d’aprés le Théoréme de Factorisation
(2.1.3), une application bornée w sur G = (j, 0 1)(E) C L,(Bg«, u), telle que

U= wo j,0l.

Soit y* € F*, donc

y*ow: (po)(E) C Ly(Bpr, 1) — K

cette application est continue. Moyennant le Corollaire (1.7.1) du Théoréme de Hahn-Banach, on
constate qu’on peut prolonger cette application sur tout I’espace L, ( B+, 1) par une application
continue g et telle que :

g1l = lly™ o wllpe < mp(u) |y (2.12)

Remarquons d’une part que

g € LP(BEaM)7

et d’autre part

w*: F* — G* C Ly(Bp-, 1)

y—w(y") =g
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On peut conclure que

(u(x),y") = ((wojpoi)(z),y")
= (Upoi)(z),w"(y"))
= (x,x")Yg(x")du(x*) Vr e E. (2.13)
B
Remarquons que
1 1 s s
S o= 4o =1
p q s P q
v f LA
S q —1 q
_p(s—1) p
Tsp-D -1
_ps-D p (}_1)
sip—1) (=1 \s »p
__ps P p 1
sip—1) sp—1) slp—-1) p-1

En se basant sur I’inégalité¢ de Holder, I’inégalité (2.13) implique :

(u(z), 57| < / %) 5 (2% g (o) [da ")

B~

: </BE \(:c,a:*)]sdu(g;*)>’l’ /B;E* |<5C,:L'*>|qq*|g(x*)\p*du(:z:*)>;*

<

<(/ e
([ tata i aua)”

Soit la suite (zx)}_; € E, et on pose

N
o
&

B
S
U
—
Y
=
]
=
N——

S =
/N N /N
m\

les]
B
]
*
-~
m‘%
=
S
*
—
5
=]
<y
—~
5
*
.ﬁ*
Y
=
]
=
N——

N——
B =

P

2K = Tk </ ](xk,x*ﬂsd,u(x*)) ;. k=1,2,...,n
BE*

25



Avec cette notation, le systeme précédent s’écrit

w0 < ([ i oy ante)) ([ i (o) Pl "))

1
£

([ i |g<x*>|p*du<x*>)s

IN

X

(g, )] g(a)[”" du(w*>>q'

X
Bp
Ce qui implique
a_
el < ([ o) au@)” [ lfowa)lo)
BE* BE*
it
([ Ny pduten)
B+
Mais, par hypothese on a
5 q q
—+-—=1=>===-1
P q p S
p p \s p p
-5 s s s
LT _s.d4_ 9,5 5.4 g
P p p p p p P

Donc

g

)< ([l due))”

Par sommation des deux membres, on aboutit a

@

( @ >); ([ temaraue)
(

/ o)l

—s

(x

X

9.

|=

(2.14)

1

[k @) o) dpa") )

1

) lg(a )Ip*du(l’*)y



Comme v € II,(F,G) on a

(Z lvo u(azwns) s

al’aide de (2.12)

Ce qui exprime que

2).Sis < 1.

C’est-a-dire

s

- (Z (nv cutl ([ ) <ack,w*>SczM(am)p))l
(Hélder s + S 1>
q p

s(vaowk ||q> (Z [ ot >)1

1
n 3
< my(v) sup ( ) sup (Z|<$k,x*|5>
v €Bps \ i1 o*€B g -
. :
< me) sup ap (Zm, ) .
y*EBpx Tz*EBpx* k=1

ZZ‘*EBE*

n 5
X sup (Z\(xk,xﬂs)
k=1

1
q n
< my(v) sup E (g, @ sup sup (Y |(wx, 27|
T*EBpx y*EBpx z*€Bgx* =1
1
S
< my(v) sup E |(xy, x sup
T*EBpx* y*€Bpx

< 7y(v) sup (ZK%JJ*)P) ().
k=1

CU*EBE*

vou€ll(E,G) et my(vou)<m,(u)m(v).

v
—_

1
> —
p*

D=
| =
'-QlP—‘

1<g<p" <oo.

Par I’application du Théoréme d’inclusion (2.1.1), on tire que

D’autre part on a % +

vell«(F,G) et my(v) <my(v).

# = 1. On applique la premiére partie de cette démonstration avec :

p=q et s=1
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On trouve :

vou €I (E,G).

Et d’apres la dernicre inégalité

m1(vou) < my(u), (v).

2.2 Opérateurs Lipschitziens p-sommants

Nous présentons ici la version non linéaire d’opérateurs p-sommants (Voir [7]) que nous
appelons les opérateurs Lipschitziens p-sommants. Puis nous présentons le théoréme de domi-
nation/factorisation de Pietsch et quelques propriétés sur ces opérateurs. Soit (X, dx) un espace
métrique pointé. La boule unité By+ de X* est compacte pour la topologie de convergence
simple de X.

Définition 2.2.1 Une application de Lipschitz 7" : X — FE est dite de Lipschitz p-sommant
(1 < p < ), 8’1l existe une constante C' > 0 telle que Vn € N, V(z;)1<i<n, (¥i)1<i<n C X, et
V(Oéi)lgign C RJ'_, on ait

Zaz T(y;))" < C” sup Zaz|f (z3) — fwa)]P- (2.1)

fex# =1

La classe des opérateurs Lipschitziens p-sommants de X dans Y est notée par Hzf(X ,Y'). Muni
de la norme
72(T) = inf{C : C vérifiant I’inégalité (2.1)}.

P

Théoréme 2.2.1 Soit 1 < p < oo et T un opérateur linéaire borné de £ dans F'. Alors

Preuve. Voir la référence suivante ([7],Théoréme 2)

Remarque 2.2.1 Dans la définition, on peut prendre les o; = 1 d’ou Lip(T') < 7}(T), pour tout
T € IE(X,Y).

Proposition 2.2.1(Propriété d’idéal) Soient XY, E| F' des espaces métriques. Soit v : £ —

X,w :Y — F des fonctions de Lipschitz et 7" : X — Y un opérateur Lipschitz p-sommant.
Alors I’opérateur wT'v est Lipschitz p-sommant et

m, (wTw) < Lip(w)m, (T)Lip(v).
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Preuve. Soit (2;)1<i<n » (¥i)1<i<n C F.Ona

Zd wTv(x;), wTv(y;))? < Lip(w Zd To(x;), Tv(y;))P

i=1 =1

< Lip(w) L zlép Z | f(v(z;)) (v(ya))[?
fo(x)  fl) "

Lip(v)  Lip(v)

< Lip(w)?m}(T)Lip(v)” sup Z

JeBxt =1

< Lip(w)Pr (T)L1p( )P sup Z\g v(z;)) — g(v(y:))[”-

9€Bpt =1

D’ou
wTv € 7 (E, F) et (wT'v) < Lip(w)m(T)Lip(v). B

Proposition 2.2.2 (Injectivité) L’espace (I}, w) est injectif.

Preuve. Soient i : £ — F I’injection linéaire métrique, et " € Lip,(X, E) tel que i o T €
Hﬁ(X , E). Puisque ¢ est une injection, pour (z;);<n, (¥:)i<n C X, nous obtenons

<2NT@ ywﬂ (Xmﬂmz ﬁ%mﬂ

L(iT) sup (Z\f&;l z\>p.

f€Bxr \ =1
Par conséquent, T € II}(X, E) et n(T) < nl(iT'). La propriété d’idéal donne I’inégalité in-

verse, et donc 7/ (T') = 7} (i o T'). Cela montre que II] est injective. |

Le théoréme suivant donne la caractérisation des opérateurs Lipschitz p-sommants. Rappe-
lons qu’un espace métrique Z est injectif si pour tout sous-espace Fj d’un espace métrique F’ et
pour tout w € Lip(Fy, Z), w admet un prolongement w € Lip(F, Z) avec Lip(w) = Lip(w).

Théoréme 2.2.2 Soient 1 < p < co, C > 0etT : X — Y un opérateur entre les espaces
métriques X et Y. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Lopérateur T est Lipschitz p-sommants et 7 (T') < C.
(b) 1l existe une mesure de probabilité réguliere i sur By« telle que :

Hﬂ@—T@NSC<A

(Théoréme de Domination de Pietsch)

3=

|[f(x) = F(y)f du(f))

x#

(c) Pour toute isométrie J de Y dans un espace injectif Z, le diagramme suivant commutatif':

| s

Jp

LOO(BX#a,u) —_— Lp(Bx#,lu)

avec Lip(A)Lip(B) < C. (Théoréme de Factorisation)
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Théoréme 2.2.3 (Théoréme d’inclusion) Soient X, Y des espaces métriques et
1 <p<q<+oo.Alors
TH(X,Y) C i (X,Y)

et

7TqL (T) < WII;J

(T') pourtoutT € ﬂ,’f(X, Y).

2.3 Opérateurs Lipschitz (¢, p)-mixing

Définition 2.3.1 Soit 1 < p,q < oo. On dit que "opérateur 7' : X — Y est Lipschitz (¢, p)-
mixing avec constante k, si pour tout espace métrique Z et tout opérateur Lipschitz g-sommant
S Y — Z, la composition S o T" est un opérateur Lipschitz p-sommant et

ﬂlf(S oT) < /qu(S).

La plus petite constante k sera notée m/,,(T'). On note M, (X,Y") I'espace des opérateurs Lip-
schitz (¢, p)-mixing.

Remarque 2.3.1 Pour tout 7' € M/ (X,Y),ona
Lip(T) < «h(T) <ml (T). (2.2)

Exemple 2.3.1 Un premier exemple apparait déja dans [2], ou un résultat non linéaire de Gro-
thendieck est prouvé. C’est-a-dire, 1’opérateur Lipschitz 7' d’un espace métrique X dans un
espace de Hilbert H est Lipschitz 1-sommant et en fait

7T1L(S oT) < kgLip(T),

ou kg est la constante de Grothendieck. Ce résultat implique que I’identité sur X est (2, 1)-
mixing avec cette constante.

Preuve. En effet, soient Y un espace métrique et S : X — Y Lipschitz 2-sommant. Alors,
d’apres le théoréme de factorisation, on a le diagramme commutatif suivant :

X SN Vg N4

| s

J
Loo(Bx#, 1) —=— Ly(Bxs 1)

Comme J, o A est un opérateur de X dans I’espace de Hilbert Lo, alors J, o A est Lipschitz
1-sommant et 7&(Jy o A) < kgLip(A). Donc, d’aprés la propriété d’idéal et I’injectivité, on
trouve

mi(Solx)=nl(JoSolx)= 5(3 o(JyoA)olyx) < KgLip(A)Lip(B).

Ce qui implique que
Th(S 0 Ix) < kamh(S).

D’ou Ix est (2, 1)-mixing. [ |
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Lemme 2.3.1 Pour montrer que 7" : X — Y est Lipschitz (g, p)-mixing, il suffit de considérer
sa composition avec des opérateurs de Y dans ¢, (ou tout autre espace L, de dimension infinie).
Preuve. Premi¢rement, nous pouvons supposer sans perte de généralit¢ que X et Y sont des
espaces métriques finis. Maintenant, supposons que

T (RoT) < Crml(R) pourtout R:Y — (. (2.3)

Soit S : Y — Z une application Lipschitz g-sommant. Soit J : Z — W D’injection isométrique
de I’espace métrique Z dans ’espace 1-injectif 1¥/. Par le théoréme de factorisation pour les
opérateurs Lipschitz g-sommants, on a

Loo(p) —— Ly(n)

A E

Y S vz 4 o w

avec Lip(A)Lip(B) = w[(S). Puisque Y est un ensemble fini, le rang de I 4 © A est un sous-
ensemble fini de L,(x) et donc est presque isométrique a un sous-ensemble de ¢,. On a donc
I 4 o A estune application de Lipschitz de Y dans ¢, alors la condition (2.3) donne

T (lgo0 Ao T) < Cﬂ(f(_foqq o A).

p
D’apres la propriété d’idéal pour les applications deLipschitz g-sommants, on a
ﬂ;(]oo,q 0A) < CLip(A)W;J(IOOVq) = CLip(A).
Alors que la propriété d’idéal pour les applications de Lipschitz p-sommants nous donne
ﬂzf(JoSoT) :ﬂ]f(Bo]oqquoT)
< Lip(B)m} (Incqo Ao T)

< Lip(B)CLip(A)
= Crl(9).

Comme J est une injection isométrique, on a
ti(JoSoT)=nl(SoT).
p p

Donc nous concluons que
T (SoT) < Crl(9).

C’est-a-dire que 7" est Lipschitz (g, p)-mixing. [ |

La propriété d’idéal pour les opérateurs Lipschitz p-sommants donne :

Proposition 2.3.1 Pour tout opérateur 7', on a
(1) m.,(T) = Lip(T) pour tout g > p.

Donc, dans ce cas, la seule possibilité qui donne quelque chose de nouveau est ¢ > p.
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Preuve.
1) 11 suffit de montrer que m/ (T') < Lip(T). Si ¢ > p, alors IT}(X,Y) C IL(X,Y) et
m}(R) < ml(R) pour tout R € I1,.

p
L
Donc pour tout 7" € my,,(T'), on a

Tl (SoT) <7i(SoT) < Lip(T)rk(S).

Ce qui implique que

mp (T) < Lip(T).
2) 1 suffit de montrer que m%, ,(T') < n}(T). Soit T € II}(X,Y"), alors pour tout espace
métrique Z et S € 1L (Y, Z) = Lip(Y, Z),on a

ml(SoT) < Lip(S)m(T) = my(T)mk ().

p

D’ou

Proposition 2.3.2 Soient X, Y, E, F' des espaces métriques. Soit B: £ — X, A: Y — F des
fonctions de Lipschitz et 7' : X — Y un opérateur Lipschitz (g, p)-mixing. Alors 1’opérateur
Ao T o B est Lipschitz (¢, p)-mixing et

mqﬁp(A oToB)< sz(A)mgp(T)Llp(B).

Preuve. Soient X, Y, F, F' des espaces métriques. Soit B : £ — X, A : Y — F des fonctions
de Lipschitz et T : X — Y un opérateur Lipschitz (g, p)-mixing. D’aprés la définition des
opérateurs (¢, p)-mixing, on obtient

(S0 (AoT o B))

mp((SoAoT)oB)
mp(S o Ao T)Lip(B)
7 (S o A)ymk(T)Lip(B)

Lip(A)r“(S)m®(T)Lip(B).

p

VAN VAN VAN

D’ou
mk (AoT o B) < Lip(A)ym} (T)Lip(B).1

Proposition 2.3.3 Soient X, Y et Z des espaces métriques et p, q,r € [1,00]. SiT : X — Y est
Lipschitz (p, r)-mixing et S : Y — Z est Lipschitz (g, p)-mixing, alors la composition S o T’
est Lipschitz (g, r)-mixing et

mk (S0 T) < mk,(S)mk, ().

p?T

Proposition 2.3.4 Soient X, Y des espaces métriques. Soit 7" € MqLQ’m(X, Y).Sips < pyet
q1 = ¢2, alors
ME (X,)Y)C ML (X,Y).

q2,P2 q1,P1
et
L L
Mo (T) < g, (T)), pour tout g > gz et py = py.
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Preuve. Soient X, Y des espaces métriques. Soient 7" : X — Y et S : Y — Z des applications
Lipschitz (¢, p)-mixing. On a :

ME (X,)Y) C ME_(X,Y)

q1,P1 q2,p2

RE(ST) < mh,, (T)nh(S)

q1,P1 q1
< mg,p, (T)7g, (S), pour 1 > g
et ) )
Tp(SoT) < my(SoT)
< quLpl(T)WqLQ(S), pour py > Py
tl(SoT) < mk, (T)rE(S).
D’ou
My, (X,Y) C M, (X,Y)
et

my, (T) <mj , (T), pour tout q; > gy et py > py.

Théoréme 2.3.1 Soient 1 < p,q,r < 00 avec % + % = %. Alors toute application Lipschitz
p-sommante T : X — Y est Lipschitz (¢, p)-mixing et vérifie

mé,(T) < (7)) Lip(T)P/"

Preuve. Le fait que 7" soit (¢, p)-mixing découle immédiatement de la propriété d’idéal des
opérateurs Lipschitz p-sommants. Soient maintenant xy, ..., Z,, 2}, ..., 2, € X. Pour toute

mesure de probabilité i sur By+, de I’inégalité ponctuelle |g(y) — g(v')| < Lip(g9)d(y, /)
pour tout 3,/ € Y et g € Y*, on obtient :

- p/a] VP
2 </B l9(T2;) = g(T5)[" du(g)) (1)
j:1 v#
- p/4 1/p
<2 (/B |9(T;) — g(Ta))[" du(9)> d(Ta;, Ta,) @ PP/
j:1 v#

En remarquant que (¢ — p)r/q = p, I'inégalité de Holder permet de majorer cette derniére
expression par

1/q n 1/r
[Z / 9(Tx;) - <Tx;->\pdu<g>] [Z d(Tx;, T 2)
j=1
D’une part, le fait que 7" soit Lipschitz p-sommante implique que
n 1/r 1/r
> d(Ta;, TP | < 7(T)P" sup Z |f(x;) — f(2)]" 3)
j=1 fE€Bx# | 5=
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et d’autre part, une simple estimation ponctuelle donne

1/q
[Z / §(T;) — <Tx;>\”du<g>]

<wirr s (Y1506~

fEBx#

En combinant (1), (2), (3) et (4), on obtient

(]

Jj=1

1/p

v#

r/q
\g(Tx;) — g(Ta)|* d#(g))

< wH(TP" Lip(T) sup [Z\f )

feBx#
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Chapitre 3:

Caractérisations

Nous présentons ici trois caractérisations différentes des opérateurs Lipschitz (g, p)-mixing,
toutes inspirées par des résultats analogues dans le cas linéaire.

3.1 Domination

La premiére caractérisation est proche dans 1’esprit de la caractérisation des opérateurs Lip-
schitz p-sommant par le théoréme de domination (Voir [2]).

Théoréme 3.1.1 Soient 1 < p < ¢ < 00, T : X — Y un opérateur Lipschitzien et C' > 0. Les
propriétés suivantes sont équivalentes

1. T est Lipschitz (¢, p)-mixing avec m/ (T') < C.

2. Pour toute probabilité x sur By+, il existe une probabilité v sur By« telle que, pour tout

x,x’ € X on ait
/

3. Pourtout zy, ..., Zpm, 2}, ..., 2, € Xetgy,...,g, € Y¥,

q

<C

p

[ /B 9(T) — g(Ta") %du(g)

v#

() = f(w')l”dV(f)]

X#

1
P

Q[

Z[ng(trxj)—gk(trxmq sclzup@k)q]qfsgp [Z|f(xj)—f(x})\p]

j=1 Lk=1 €Bx# | j=
4. Pour tout 1, ..., &y, 2, ...,z € X et toute probabilité u sur By+,
> [/ |9(Txy) — g(Tx})\qdu(g)] < C sup [Z | f(2;) — f(xé)\p] :
jzl BY# fGBX# j:].

Dans ce cas, mip(T) est égal a I’infimum de ces constantes C' dans soit (2), (3) et (4).
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Preuve. Le cas ¢ = oo se réduit au théoréme de domination pour les opérateurs Lipschitz p-
sommants (d’apres la Proposition 2.2.1), donc on va supposer que 1 < p < ¢ < oo.

(1) = (2) Supposons que 7' : X — Y est Lipschitz (g, p)-mixing et soit x une mesure de
probabilité sur By+. L’inclusion canonique j, : C'(k) — L, () est un opérateur Lipschitz g-
sommant de norme 7T§’ (4.) < 1. Donc, la composition j,, o T" est Lipschitz p-sommante. Par le
théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs Lipschitziens p-sommants, il existe une
mesure de probabilité v sur By« telle que pour tout z, 2’ € X,

J

B =

17 0 T(x) = G o T(a")l, ) < 7y o T)

() = ) dV(f)]

x#

1.€.,

Q=
3 =

/

Donc, on a la condition (2) avec

Ty (G 0 T) < myy (T)mg (5) < migp(T).-

(2) == (3) On peut supposer sans perte de généralité que

> Lip(gi)? =
k=1

Alors 11 := Y7 Lip(gx)%0gy /Lip(gr) (0 4 est la mesure de Dirac en g € Y*) est une

l9(Tx) — g(Ta")|* du(g)] <7y (juoT)

éuw—mwmﬂ

Y# X

mesure de probabilité sur By+. D’autre part,

p

mcrx>—gcrf>wduu»]q

_ G i q|_ 9k ) — Ik - !
e ]

- ; ;Lip(gk)q (Tzg) = 9u(T;)

-y Z}gk Ty) - (T[]

Alors, d’apres la condition (2) on a

<m2/ () du( )
ngWW—
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Donc on a la condition (3) avec la méme constante C'.

(3) = (4) La condition (3) signifie que toutes les mesures de probabilité 1 a support fini sur
By+ satisfont I’inégalité (3.1). Puisque I’ensemble de toutes les mesures de probabilité a support
fini sur By+ est o (C'(By+)*, C(By+)) dense dans I’ensemble de toutes les mesures de probabilité
sur By+, alors I’inégalité (3.1) est satisfaite pour toute mesure de probabilité 1 sur By+.

(4) = (3) Soit S : Y — Z est Lipschitz g-sommant. D’apres le théoréme de domination, il
existe une mesure y telle que pour tous y, 3y’ € Y

/B l9(y) — g(y)lqdu(g)]

P

d2(S(y), SW)) < THSY q

Y

On fixe 1, ..., Ty, 2}, . ..,z € X. Alors, d’apres ’inégalité précédente,

1 b

[Zdz (T'z;)) (S(Tﬂfé)))”r <T(S) D] [/B lg(ij)—g(Tﬂf})lqdu(g)]

Avec (3.1), on obtient

RSA

1
P

feBx#

[Z 42(S(Tx,)) = (S(T})))

< Cry(S) sup [ZIf(I)—f(x’)!p]

Donc S o T est Lipschitz p-sommant et
T (SoT) < Crl(9).

D’ou T est Lipschitz (g, p)-mixing et

3.2 Les suites (q, p)-mixing

Les opérateurs linéaires (¢, p)-mixing ont été données par Pietsch (Voir [15]). Parce qu’un
opérateur linéaire est (¢, p)-mixing si et seulement si I’opérateur linéaire transforme les suites
faiblement p-sommables en des suites (g, p)-mixing. Le résultat analogue dans le cas Lipschit-
zien découlera par le théoréme précédent, car nous trouvons une contrepartie non linéaire appro-
priée de suite (¢, p)-mixing. Nous utiliserons le lemme de Ky Fan minimax voir ([15], Lemme
E.4.2).

Une famille A de fonctions réelles définies sur un ensemble K est appelée concave si donnée
Gr,- s Pn € Actay,...,a, > Otelque Y 7 oy = 1, il existe ¢ € A satisfaisant ¢(z) >
> iy a;joi(z) pour tout x € K.

Maintenant nous prouvons un résultat analogue a [[15], Thm. 16.4.3].
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Proposition 3.2.1  Soit 1 <p < ¢ < ocoet = _+ . Pour tous points

P e N A <. @
b L
sup Z [/B |f(z;) — f(a:;-)|qdu(f)] : u est une probabilité sur By# » (3.2)
j=1 x#

= inf lz/\;] figp [Z,\ q|ij ,|q] A >0
i=1 X

r

Preuve. On définit o le supremum du c6té gauche (3.2) (on note qu’il est fini). Soit u = set
v = %, donc % + % = 1. Nous considérons maintenant le compact, sous-ensemble convexe

K= {f = ()Y g <otetg; > 0} -3

j=1
Pour £ > 0 et 1 une probabilité sur By, I’équation

n

oE) =S+ o) / () — )] du(f)

J=1 BX

définit une fonction convexe continue ¢ sur /K. On prend le vecteur £ € R™ avec

@:<A

Alors £ € Ket¢(¢) < oP. Puisque la famille A de toutes les fonctions ¢ obtenue de cette
maniére est concave, d’aprés le lemme de Ky Fan, nous pouvons trouver £ € K tel que ¢(£°) <
o® pour tous ¢ € A. En particulier, considérant la mesure de Dirac d; en f € By« nous obtenons

1

Flay) — F(@) du(f)) -

xX#

n

D (& + &) f () = flah)]e < o”.

j=1

On pose () == (£9 + €)7. Alors

lim
e—0

ZM@T]T - [Zf}r - [Z%‘]T <ot =ot

j=1 J=1

et, pour f € By+, ona

[Z)‘ S fg) = S 3)!‘1] — [Z(f? +6) 7" f(z) — f($§)|q] <ot =t

=1

Donc, le coté droit de (3.2) est inférieur ou €gal au coté gauche.
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Inversement, soit \; > 0 est arbitraire. Par ’inégalité de Holder pour toute mesure de probabi-
lité p sur Bx- nous avons

LA

P

q

|/ (5) = f(%‘})!qdu(f)]

hSA

p

Q

A () = ()l du(f))

(Z / A1 () (x})lqdu(f)>

=X (/ A1) - (w})lqdu(f)>

Q=

IA
3:

3=
Qe

Lj=1 By j=1
[ n 7 % n %
< [DoN| sup <ZA;q\f(rcj) —f(:r;-)|q> .
L=t 1 JEBx =
Ce qui termine la démonstration. |

Le Théoréme 3.1.1 et la Proposition 3.2.1 nous donnent immédiatement une autre caractérisa-
tion des opérateurs Lipschitz (g, p)-mixing, indiquée ci-dessous.

Corollaire 3.2.1: Soit 1 < p < g < coet Ilj = % + %. Un opérateur de Lipschitz T : X — Y est
(¢, p)-mixing si et seulement s’il existe une constante C telle que pour tout x1, ..., T, 2}, ..., 2/, €
X, on ait

q

I)\j>0

QEBx#

inf [ZA?] sup [Z)\ Ng(Tx;) — (Tx;)|q

B =

fEBx#

< C sup [ZIf ;) = f( j)|p]

Dans ce cas, qup(T) égale a I’infimum des constantes C.
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3.3 La norme de Chevet-Saphar et opérateurs Lipschitz (¢, p)-
mixing
Soient (A;); C R, (x;); et (); dans X, on définit

wi® (A, 25, 25);) = sup
x#

1) = @), |

Définition 3.3.1 Soit m € M(X, E), on définit la norme p-Chevet-Saphar sur M (X, F) par :

csp(m) = 1nf{H()\ w15 1lp w, Lip (A g, a));) sm = Zvjmxjxfj, Aj > O} , pour 1 < p < oo,
J
et
csi(m) = inf{z vl dx (a,25) :m = Zvjmxjx;, } , pourp =1,
Jj=1 J

et

CSoo(m) = mf{ sup ZHU]H | f(z;) = f(@))] :m = Zvjmw;, },pourp: 00.

fe x# ; ]

Théoréme 3.3.1 Pour tout 1 < p < o0, csp(.) est une norme sur M (X, £). On dénote par
CS,(X, E) 'espace normé (M (X, E), cs,(.)) qui s’appelle ’espace de p-Chevet-Saphar.

Théoréme 3.3.2 Les espaces C'S, (X, E)* et 11 (X, E*) sont isométriquement isomorphes. Main-
tenant, nous arrivons a la troisiéme caractérisation des opérateurs de Lipschitz (g, p)-mixing.
Rappelons que pour tout espace de Banach E et tout opérateur Lipschitz 7" : X — Y, on définit
I’opérateur linéaire T : M (X, E) — M (Y, E) par

. (Z Vit ) B Z Vi ()T ()

j=1 j=1
Théoreme 3.3.3 Soit 7' : X — Y une opérateur de Lipschitz. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. T est Lipschitz (¢, p)-mixing et m” (T) < C.

2. Pour tout espace de Banach G (ou seulement G = ¢,+), I'opérateur T; : C'S,« (X, G) —
CS, (Y, G) est continu.

Dans ce cas,

mi (T) = ||Ty,. : CSpe (X, lg-) — CSge

q,p

|> T : CSp (X, G) = CSp (Y, G)|| -
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Preuve. Premiérement, supposons que 7" est Lipschitz (g, p)-mixing. Soit ¢ € (CS- (Y, G))*
avec ||| < 1. Comme (C'S-(Y,G))* = IIL(Y, G*), on peut identifier ¢ avec un opérateur
L, € (Y, G*) tel que 77 (Ly,) = [|l| < 1. Soitm =37, vym, o € M(X,G). Alors

Tg(m> = Zj Ujmeij;, et

(¢, Ta(m)) = <ZL¢(T%) - Lw(Tx;-),vj> = (L, oT,m)

et ainsi

[{#, Ta(m))| = [(Ly o T, m)]
» (L o T) csy-(m)
(T)esp:(m)

T
ch (Lw)mg,p
qup(T)csp* (m)

VAR VANRPVAN

En prenant le supremum sur tous les ¢, on aura
csg (Ta(m)) < mb (T)esy-(m)
ainsi
Te: CSp (X, G) = CSx(Y,G)
est continu et
176l < mg,(T).
Inversement On suppose que Ty, : C'Sp- (X, £yx) — OSy-(Y,€,) est continu et a une norme

C,etsoit S : Y — {, un opérateur g-sommant. Il suffit de montrer que S o T" est p-sommant.
Soit m € M(X, {4-), on prend m = 3, vy, 00 v; € Ly et xj, x5 € X. Alors

J

(SoT.m) =3 (v, (STa,) — S(Ta})) = <s, > UjmejT$3_> - <S, T, (m)>

De la dualité entre la norme g-sommant et la norme ¢* —Chevet-Saphar,
(S o Tm)] = {8, Ty,.(m))| < TH(S) 5y (T, (m)) < 7HS) C e (m),

Prenant le supremum sur tous les m avec c¢s,«(m) < 1 et en invoquant la dualité entre la norme
de Lipschitz p-sommant et la norme p*-Chevet-Saphar, nous concluons que

T (SoT) < Crl(9).

D’apres le lemme 2.3.1 (la condition suffisante), nous concluons que 7" est Lipschitz (g, p)-
mixing avec m, < C. |
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Conclusion

Les opérateurs Lipschitziens de type (¢, p)-mixing constituent une généralisation non linéaire
de leurs équivalents linéaires en analyse fonctionnelle. Ils ont été initialement introduits par le
mathématicien Chavez-Dominguez en 2012 comme cadre théorique pour 1’étude de cette classe
d’opérateurs.

Dans ce travail, nous nous appuyons sur la théorie fondamentale des opérateurs Lipschitziens
p-sommants pour en donner une définition rigoureuse. Nous présentons ensuite trois caractéri-
sations €quivalentes :

1. Une caractérisation intégrale : via une inégalité basée sur le théoréme de domination de
Pietsch

2. Une caractérisation séquentielle : liée aux propriétés des suites (¢, p)-mixing

3. Une caractérisation géométrique : s’appuyant sur la structure de I’espace de Chevet-
Saphar

Ces différentes formulations offrent des outils flexibles pour analyser le comportement de ces
opérateurs dans divers contextes.
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