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Résumeé :

Dans ce travail, on a étudie quelques équations aux dérivées partielle en utilisant
la méthode des différences finies cette derniere est une technique courante de re-
cherche de solutions approchées des équations aux dérivées partielles qui consiste a
résoudre un systeme de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions
inconnues en certains points suffisamment proches les uns des autres.

Abstract :

In mathematics, finite-difference methods (FDM) are numerical methods for solving
differential equations by approximating them with difference equations, in which fi-
nite differences approximate the derivatives. FDMs are thus discretization methods.
FDMs convert a linear (non-linear) PDE (Partial differential equations) into a sys-
tem of linear (non-linear) equations, which can then be solved by matrix algebra
techniques.
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Introduction

La compréhension des phénomenes du monde réel ainsi que le développement de
la technologie sont aujourd’hui en grande partie basées sur les Equations aux Déri-
vées Partielles (E.D.P). C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomenes ; a
travers des équations aux dérivées partielles qui nous permettent de comprendre le
role de tel ou tel parametre et surtout obtenir des prévisions parfois extrémement
précises. En particulier (E.D.P) modélise plusieurs phénomenes naturels en :Phy-
sique, Chimie, Biologie...etc

Au cours de I'histoire, les méthodes de calcul ont été ’expression de pratiques
sans cesse renouvelées. Le développement de I'informatique a largement contribué a
une rapide progression de I’ensemble des techniques numériques.

Cet mémoire porte sur quelques équations aux dérivées Partielles (E.D.P). Nous
nous sommes intéressés particulierement a la méthode des différences finies ; portant
il existe plusieurs méthodes pour résoudre (E.D.P).

Dans ce mémoire, nous avons considéré méthode des différences finies et quelques
applications aux equation différentielles. Notre travail est divisé en trois chapitres.

Avant d’entamer méthode des différences finies et quelques applications aux equa-
tion différentielles, il est nécessaire de faire rappel de quelques notions de calcul
différentielle tels que :les équation aux dérivées partielles(EDP), les méthode des
différences finies, consistance, convergence et stabilité.

Le deuxieme chapitre présente des méthodes qui permettant d’obtenir des solu-
tions explicites des équations aux dérivées partielles.



TABLE DES MATIERES

Dans le troisieme chapitre nous allons faire une application des ’équation des
ondes et de la méthode de différences finies.

On termine ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre nous allons définir les équations aux dérivées partielles, et citer
les différents types de cette derniere. Nous allons ainsi présenter la méthode des
différences finies, aussi quelques équations aux dérivées partielles classique.

1.1 Equation aux dérivées partielles(EDP)

Il existe une infinité d’équations aux dérivées partielles. Il n’existe pas une mé-
thode universelle pour résoudre toutes celles-ci. Il faut donc se résoudre a restreindre
notre champ d’étude. On réalisera ceci en exigeant que I’équation satisfasse certaines
propriétés, par exemple qu’elle soit linéaire. Nous énumérerons aussi quelques-unes
des équations aux dérivées partielles classiques. Beaucoup de domaines sont forte-
ment dépendants de la théorie des équations aux dérivées partielles. L’acoustique,
I'aérodynamique, la dynamique des fluides, 1'élasticité, 1’électrodynamique, la géo-
physique, la mécanique quantique, la météorologie, I'océanographie, la physique des
plasmas sont quelques-uns de ces domaines.

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique conte-
nant en plus de la variable dépendante (u ci-dessous) et les variables indépendantes
(x,9y,...ci-dessous) une ou plusieurs dérivées partielles. Cette équation est ainsi de



1.1. EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES(EDP)

la forme :

2 2 2
ou Ou 0y 0°u 0%u ):0.

(x7y7 7u7 ax7 ay7 7ax278x8y7 ayQ?

(1.1)
ou F est une fonction de plusieurs variables. Si n est le nombre de variables indé-
pendantes, alors nous considérons le n—tuplet de variables indépendantes (z,v, . ..)
comme appartenant a un domaine D convenable de R". Nous utiliserons EDP comme
abréviation d’équation aux dérivées partielles.

Une solution de 'équation 1.1 est une fonction v = u(z,y, ...) des variables in-
dépendantes x, ¥, . . . dont les dérivées partielles apparaissant dans I’équation existent
aux points de D et telle qu’apres avoir substitué cette fonction et ses dérivées par-
tielles dans I'équation 1.1, celle-ci est satisfaite.

Définition 1.1. L’ordre d'une EDP est l'ordre de la dérivée partielle d’ordre le plus
élevé.

un opérateur L désignera une transformation qui associe a toute "bonne" fonc-
tion u = u(x,y,...) de plusieurs variables z,y, ... sur un domaine D : une fonction
Lu = Lu(x,y,...) sur ce méme domaine. Le qualificatif "bonne" signifie ici que
Lu est bien définie. Parfois il faudra exiger que les dérivées partielles de u existent
jusqu’a un certain ordre. Si u = u(x,y), alors

_(9u

Lu— 2=
b ox

est un exemple d’opérateur. Cependant pour que Lu soit bien définie, il est nécessaire
que la dérivée partielle de u par rapport a x existe sur le domaine D; c’est ce
qui signifie "bonne" dans ce cas-ci. L’équation 1.1 peut donc s’écrire sous la forme
L(u) = f(z,y,...) ou f(x,y,...) est une fonction des variables indépendantes, L est
un opérateur et u est une fonction a déterminer.

Définition 1.2. Un opérateur L est linéaire si et seulement si L(au+bv) = aL(u)+
bL(v) quels que soient les nombres réels a, b et les "bonnes" fonctions u, v. Implici-

tement nous supposons que la fonction au 4 bv est aussi une "bonne" fonction.
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Définition 1.3. Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(z,y,...)
ou L est un opérateur linéaire, f(z,vy,...) est une fonction des n variables indépen-
dantes, (x,y,...) appartient & un domaine D convenable de R" et u est la fonction

recherchée.

Si f(z,y,...) =0, on dit alors que I’équation est linéaire homogéne. Sinon elle est
non-homogene.

Une EDP linéaire d’ordre 2 avec n variables indépendantes sera donc de la forme :

" 0*u " Ou
Aji——— Bi—+Cu=0D 1.2
1,]= 1=
ou A;j, B;, C' et D sont des fonctions des variables indépendantes 1, o, ..., Zy.

Dans cette situation, nous supposerons que les solutions recherchées u ont toutes
leurs dérivées partielles
ou 0%u

(93(:2- ot 8%8:{:3

Vi,j, 1<i4,7<n

continues sur D. Ceci a comme conséquence que

Pu  Ou
c%zﬁxj N 8%(%2

Vi, i, 1<i,j<n.

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que A;; = Aj;. Il suffit de
remplager chacune des fonctions A;; avec ¢ # j par (A4;; + Aj;)/2.
LEDP n’est pas modifié et alors nous avons bien avec ces nouvelles fonctions que
Aijj = Aj. Si D =0, alors I'équation 1.2 est linéaire homogene.

On va donner quelques exemples sur EDP :

Exemples A’EDP

1. Equation de propagation (ou équation des cordes vibrantes) est :
Cette EDP, appelée équation de propagation des ondes, décrit les phénomenes
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de propagation des ondes sonores et des ondes électromagnétiques.
La fonction d’onde inconnue est notée u(z,y, z,t), t représentant le temps :

0*u 2<82u *u  0%u

oz ¢ 8x2+8y2+8z2

52 ) =0 ou u=u(zrvy,zt) (1.3)

Le nombre ¢ représente la célérité ou vitesse de propagation de 'onde w.

2. Equation de Fourier est :

2 2 2
<8u 0“u 8u>_3u (1.4)

0x? * 0y? * 0:2) ot

Cette EDP est également appelée équation de la chaleur. La fonction u
représente la température. La dérivée d’ordre 1 par rapport au temps traduit
Iirréversibilité du phénomene. Le nombre k est appelé diffusivité thermique
du milieu.

3. L’équation de Laplace ou du potentiel est : L’équation de Laplace est
une EDP de base trés importante :

Pu  0*u  O*u
+ + =0 ou u=u(rvy,zt 1.5
(89&2 Oy? 822) (#y,21) (1.5)
4. Equation d’advection est :
L’équation d’advection en dimension 1 d’espace et de temps décrit le trans-
port de la quantité u(zx,t) par la vitesse d’advection a

ou ou B

E‘I—(l%—o

L’équation d’advection joue un role fondamental dans I’étude des méthodes
de résolution numérique par la méthode des volumes finis des systemes hyper-
boliques de lois de conservation comme les équations d’Euler en dynamique
des fluides compressibles.

Dans cette section nous allons présenter I'une des méthodes utilisées dans la
résolution des équations aux dérivées partielles, la méthode des différences finies.
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1.2 Meéthode des différences finies

La méthode des différences finies est 'une des techniques de recherche de solu-
tion approchée d’équations aux dérivées partielles qui consiste résoudre un systéme
de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains
points suffisamment proches les uns des autres. En apparence, cette méthode est en
général simple a mettre en ceuvre, elle procede en deux étapes :

1. La discrétisation du domaine d’étude (’espace discrétisé ou maillage) et des
opérateurs de dérivation/différentiation. Une discrétisation des opérateurs
différentiels (dérivées premieres, secondes, etc, dérivées partielles) peut étre
obtenue par les formules de Taylor, en particulier celle de Taylor avec reste
intégral permet de mesurer les erreurs.

2. La convergence du schéma numérique ainsi obtenu (lorsque la distance entre
les points diminue).

Définition 1.4. Pour la méthode des différences finies, un maillage est un ensemble
de points isolés (appelés noeuds) situés dans le domaine de définition des fonctions
assujetties aux équations aux dérivées partielles, une grille sur les seuls nceuds dans
laquelle sont définies les inconnues correspondant aux valeurs approximatives de
ces fonctions. Le maillage comprend également des nceuds situés sur la frontiere du
domaine
(ou au moins « proches » a de cette frontiere) afin de pouvoir imposer les conditions
aux limites et/ou la condition initiale avec une précision suffisante.

1. A priori, la premiére qualité d’'un maillage est de couvrir au mieux le do-
maine dans lequel il se développe, de limiter la distance entre chaque nceud
et son plus proche voisin. Cependant, le maillage doit également permettre
d’exprimer la formulation discréte des opérateurs de différentiation : pour
cette raison, les noeuds du maillage sont le plus souvent situés sur une grille
dont les directions principales sont les axes des variables.

Définition 1.5. On appelle pas du maillage la distance entre deux nceuds voisins
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situés sur une droite parallele I'un des axes. Dans ce sens, le pas est une notion a la
fois locale et directionnelle.
On parlera de pas global pour désigner le plus grand pas local, une notion qui reste

directionnelle.

1.3 Schémas de différences finies

Les schémas de différences finies sont obtenus grace aux formules de Taylor.
Formule de Taylor d’ordre 1 :

uw(x + h) = u(z) + hu'(x) + O(h) (1.6)

Formule de Taylor d’ordre 2 :
2

w(z + h) = u(z) + hu'(x) + };u”(ﬁ) + O(h?) (1.7)

En un point z € [[; L] et pour une valeur h du pas de discrétisation donné par
h = L—1

=5~ tel que u est une fonction une fois dérivable.
La formule 1.6 nous permet d’approximer u’(x),

u(x + h) —u(zx)

. ~u' () (1.8)
u(@) —u(x—h)
: ~ u'(z) (1.9)

Et se basant sur 1.7 et 1.9 nous obtenons I'approximation suivante de u”(z)(2)
(x 4+ h) —2u(z) + u(x — h)

W (z) ~ = (1.10)

Notons
i) — L@ —u(hw) +u(z —h) (1.11)
z) = w(z + h) — 21;(;) +u(x — h) (1.12)

10
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FIGURE 1.1 — Solutions exacte, numérique et discrete

CONSISTANCE, CONVERGENCE ET STABILITE

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux
dérivées partielles (EDP) au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois
principales sont la convergence, la stabilité et la consistance. Ces trois propriétés
permettent de relier la solution exacte des équations continues a la solution exacte
des équations discrétisées et a la solution numérique obtenue. Ces différents liens
figure 1.3 :

Définition 1.6. (la stabilité) :
c’est la propriété qui assure que la différence entre la solution numérique obtenue et

la solution exacte des équations discrétisées et bornée.

Définition 1.7. (la consistance) :
c’est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discrétisées tende
vers la solution exacte des équations continues lorsque le pas de discrétisation (Atet

Ax) tendent vers zéro.

Définition 1.8. (la convergence) :
c’est la propriété qui assure que la solution numérique tende vers la (ou une) solution

exacte des équations continues. C’est évidemment la propriété la plus recherchée!

11
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1.4 Stabilité — Estimation d’énergie discrete

En plus de la consistance définie précédemment, une autre notion fondamentale
dans 'analyse d’un schéma numérique est sa « stabilité ».

Définition 1.9. (Stabilité d’un schéma aux différences finies)
Un schéma numérique est dit stable si la solution discrete u,, a I'instant ¢ est bornée
indépendamment des parametres de discrétisation Az et At.

L’équation des ondes se préte mal a des estimations en norme infinie (on a remar-
qué précédemment ’absence d’un principe du maximum pour la solution exacte).
On se place ici dans le cadre de I'analyse de stabilité £2. On recherche donc une
borne en norme £2 de la solution.

Pour tout instant n € N, on assimile la solution numérique (u7) a un élément de

1/2
£2([0,1]) en posant : ||u"| = (fol la(t", x)]2dx) 5 @(t™, .) est la fonction constante

sur chaque intervalle |x;, x;41] égale & u?.

[

2
Autrement dit, ||u"|| = ( - |u§L|2Aac) 2 On considere également le produit sca-
laire associé :

J
(u,v) = > wv;Az

j=0

[’analyse de stabilité est obtenue ici sur la base de la propriété de conservation de
I’énergie. On montre plus précisément que le schéma préserve une énergie discrete.

Lemme 1.1. (Conservation de l’énergie discréte)

Soient u’ et u' dans L£*([0,1]) et soit (u}) la solution numérique du schéma 3.5. On

pose
et —u™2 1
En+1/2 —— (A" n+1
oA, T,
2
avec (Au™); = —p(ug“rl —2u™); +u");_1. Alors Uénergie discréte EMTY/2 est une
x

12
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quantité indépendante de n :

En+1/2 — E1/2

Démonstration : On part de I’équation 3.5 multipliée par la dérivée discrete

mth 1) /(2At), on obtient alors pour tout j et n :

centrée (u] ]

1, n+l —1 +1 —1
it = 2uy T ul T — ol 2 uiq = 2uf +uigult —uy }Aw _0
At? 2A¢ Ax? 2A¢

2 Hun . unfl

At

ut — )2 — (0 — w2 1 (Hu"“ —un

T
J J _
jzo 2AL3 Ar = 2AL At

)

Le second terme donne :

1
2 n n n n+1 n n n n—1
1
2 n n n n+1 n—1 n—1 n—1\, n
1

— Q—N((Au”, u"t) — (Au"_l,u”))

En rassemblant les morceaux, on obtient finalement

En+1/2 — En71/2

13



Chapitre 2

DISCRETISATION DES EDP

Dans ce chapitre, nous présenterons des méthodes qui permettent d’obtenir des
solutions explicites d’équations aux dérivées partielles. Dans ce cas, nous pouvons
calculer exactement la solution étant donnée la température initiale connue. Nous
serons ainsi en mesure de comparer la solution explicite obtenue des méthodes nu-
mériques avec la solution exacte et d’analyser I’erreur due a ’approximation liée aux
méthodes numériques.

Les différences finies.

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées

au combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points

discrets ou nceuds du maillage.

Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.

Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte
des conditions aux limites de type Neumann.

2.1 Principe - ordre de précision

La méthode des différences finies consiste a approximer les dérivées des équations
de la physique au moyen des développements de Taylor et se déduit directement de
la définition de la dérivée. Elle est due aux travaux de plusieurs mathématiciens du
18eme siecle (Euler, Taylor, Leibniz...).

14



2.2. NOTATION - CAS 1D

Soit u(z,y, z,t) une fonction de I'espace et du temps. Par définition de la dérivée,
on a:
Ou : U(aj—i—Ax,y,z,t)—u(:U,y,z,t)
— = lim
or Az—0 Ax

Si Az est petit, un développement de Taylor de u(x + Az, y, z,t) au voisinage de x
donne :

N T
2 Ox2 Y2 6 Ox3

En tronquant la série au premier ordre en Az, on obtient :

0
u(r + Ax,y, z,t) = u(z,y, 2, t) + A:va—u(:v, Y, 2, t) +
x

u(e + Azyy,zt) — ule,y,2,1) O

L’approximation de la dérivée %(w) est alors d’ordre 1 indiquant que l'erreur de

troncature O(Ax) tend vers zéro comme la puissance premiere de Azx.

Définition 2.1. la puissance de Az avec laquelle I'erreur de troncature tend vers

zéro est appelée 'ordre de la méthode.

2.2 Notation - cas 1D

Considérons un cas monodimensionnel ot ’on souhaite déterminer une grandeur
u(z) sur intervalle [0, 1]. La recherche d’une solution discrete de la grandeur u
amene a constituer un maillage de 'intervalle de définition.

On considére un maillage (ou grille de calcul) composé de N + 1 points z; pour
i =0,..., N régulierement espacés avec un pas Ax. Les points x; = iAx sont appe-
1és les nceuds du maillage.

Le probleme continu de départ de détermination d'une grandeur sur un ensemble
de dimension finies se ramene ainsi a la recherche de N valeurs discretes de cette
grandeur aux différents noeuds du maillage.

Notation on note u; la valeur discrete de u(x) au point z;, soit u; = u(x;). De
méme pour la dérivée de u(x) au nceud x;, on note (g; = gz> = u}. Cette

T=x; 7

notation s’utilise de fagon équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de

la grandeur wu.

15
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2.3. SCHEMA D’ORDRE SUPERIEUR

Le schéma aux différences finies d’ordre 1 présenté au-dessus s’écrit, en notation
indicielle :

ou U1 — Uy
(893)1 Az +0(Az)

Ce schéma est dit "avant" ou "décentré avant' ou upwind.

Il est possible de construire un autre schéma d’ordre 1, appelé "arriere" :

(9u U; — Uj—1
) =l on
(m:)i A OB

2.3 Schéma d’ordre supérieur
pour ler dérivées

Des schémas aux différences finies d’ordre supérieur peuvent étre construits en ma-
nipulant des développement de Taylor au voisinage de x;. On écrit :

ou Az? (0% 3
Uip1 = u(z; + Azx) = u; + Ax(&:g>z + 2(81;2)2 + O(Az?)
ou Az? 0% 3

La soustraction de ces deux relations donne :
Uiy — Ui = 2Aa:<gg“) +0O(Az?)
T

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la
dérivée premiere de u :

ou Uiy — Uj
+1 i—1
aiL’ : QAI’

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noeuds voisins de x; . Le
nombre de points nécessaire a I’écriture du schéma s’appelle le stencil. Par exemple,
un schéma aux différences finies d’ordre 3 pour la dérivée premiere s’écrit :

(8u> T U2 + 6Ui+1 — 3u; — 2u;_9

ou 3
ox 6Az +O(Ax7)
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2.4. DERIVEE D’ORDRE SUPERIEUR

2.4 Dérivée d’ordre supérieur

Le principe est identique et repose sur les développements de Taylor au voisinage
de x;. Par exemple pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde
de u, on écrit :

ou Az? (0%u Az? (Du 4
”’“‘“ﬁAm(ax)ﬁ 2 (8:1:2)2- 6 (aﬁ)ﬁo(m)
ou Az? (9% Az? (9P 4
““_“"_Am(aa)ﬁ 2 (aﬁ)f 6 (aﬁ)ﬁo(m)

En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit a :
Ujr1 — Uj—1 — 2uZ = A:L‘2 (gif;) + O(ALE4)
i

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la
dérivée seconde de u :

(aQU) Ui — 22U+ Ui
ox?); Az?

+ O(Az?)

Il existe aussi une formulation "avant' et "arriere" pour la dérivée seconde, toute
deux d’ordre 1 :

d%u Uiy — 2Ujp1 + Ui

(G2), = As? +O(As)
82’& U; — 2ui,1 + Uj—2

<(9:1:2)Z N Ax? +O(A)

Il est également possible de construire, par le méme procédé, des schémas aux dif-
férences finies d’ordre supérieur pour les dérivées deuxieme, troisieme, etc...

2.5 Généralisation de la notation indicielle

Dans le cas 1D instationnaire, considérons I’évolution d’une grandeur u(z,t) en
fonction de 'espace et du temps. Le domaine de définition de u est décomposé en
N nceuds x; répartis régulierement avec un pas d’espace Ax. De méme, le temps est
décomposé en intervalle élémentaire de pas constant At. On notera un ) la valeur
discrete de la grandeur u(x,t) au neeud z; et au temps nAt.
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2.5. GENERALISATION DE LA NOTATION INDICIELLE

Dans le cas 2D, considérons une grandeur u(z,y) définie sur un certain domaine.
Ce dernier est décomposé en N x P nceuds (x;,y;) répartis régulierement avec un
pas d’espace Az dans la direction x et Ay dans I'autre direction. On notera u;; la
valeur discrete de la grandeur u(z,y) au noeud (x;,y;).

De fagon similaire, dans le cas 2D instationnaire, on notera un u;; la valeur
discrete de la grandeur w(zx,y,t) au nceud z;,y; et au temps nAt. Et dans le cas
3D instationnaire, on notera un uf, la valeur discréte de la grandeur u(x,y, 2,t) au
noeud (x;,y;, 2z) et au temps nAt.
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2.5. GENERALISATION DE LA NOTATION INDICIELLE

Quelques schémas en 1D

Ui | Ujt1 | Ui+2 | Uit3 | Uitda

Azu, | -1] 1

Ax?ul 1 -2 1

Ax3u || -1 3 -3 1

(2

Artu® 1] 4| 6 | -4 | 1

1

FIGURE 2.1 — Différences finies avant, ordre 1

Uj—g | Uj—3 | Uj—2 | Uj—1 | Uy

Axu 11
Az?ul 1| -2 |1
Azdull -1 31 -3 |1

(2

Arie® || 1 | -4 | 6 | 4 |1

1

FIGURE 2.2 — Différences finies arriere, ordre 1

Uj—2 | Uj—1 | Ui | Uil | Ui2

2Azu; -1 1

Az 1 -2 1

1

203U | -1 2 10| -2 1

Arie®™ | 1 | 4 6| 4| 1

2

F1GURE 2.3 — Différences finies centré, ordre 2
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2.6. DERIVEES CROISEES

Ui—3 | Uj—2 | Uj—1 | Ui | Uil | U2 | Uig3

12Azu; 1 -8 10 8 -1

12Ax%u! -1 16 |-30| 16 -1

8Az3u! || -1 -8 1310 | -13] 8 -1

6Az Y | -1 | 12 | 39 |56 | -39 | 12 | -1

FIGURE 2.4 — Différences finies centré, ordre 4

2.6 Dérivées croisées

’ . . . V4 . 7z . /7 2 .
Déterminons une approximation de la dérivée croisée (?Tafy de la fonction de 2

variables f(z,y). La discrétisation du domaine de calcul est bidimensionnelle et fait
intervenir deux pas d’espace supposés constants Az et Ay dans les directions z et
Y.

Le principe est toujours basé sur les développements de Taylor :

L of of (le)2(62f>
F(@ist, Yjrm) = fl20,y5) + le(al‘)i " mAy(&y)j e o),
+(mAy)2 (62f> n QTTLZAIAy< 82f >
D) 0y? ) 2 0x0y / ij
Au voisinage du point (7, j)
B of of Pf > (Ax)? (82f) (Ay)? <82f )
fivvgnn = fiy +Ax<8x)i+Ay<8y>j+AxAy<8x8y z,j+ 2 0x? ¢+ 2 oy*/
. 0 of PPN, (AR r\ (AP (0
Jivizt = i _A“'(ax)i_Ay<6y)g+Amy(axay>z,j+ > (5:2), 75 <8y2>g
B of of 02 f (Ax)2<82f> (Ay)z(a2 )
firrj-1 = fw—i_Ax(@x)i Ay( y)j AxAy(axay)i,j+ 2 Ox? "+ 2 0y*/ j
) ) e ()
gt = i Ax(8x>i+Ay<8y)j AZEAy(@xay m‘+ 2> \a2), " 2 0/

En effectuant une combinaison linéaire des quatre équations précédentes ((1)4(2)-
(3)-(4)), nous obtenons une approximation de la dérivée croisée a l'ordre 1 :

( 0% f ) _ firrj+1 — fivrj—1 — ficij + fic1j—1
8:583; i,j 4A$Ay
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2.6. DERIVEES CROISEES

Exemple simple 1D avec conditions de Dirichlet

Considérons 1’équation différentielle suivante :

—u" = f(x)
{u(O) =a et u(l)y=p z €01

ou f est une fonction continue.

Le maillage est construit en introduisant N + 1 nceuds x; avec ¢ = 0,1, , N,
régulierement espacés avec un pas Az. La quantité u; désignera la valeur de la
fonction u(x) au nceud ;. L’équation a résoudre s’écrit, sous forme discréte en
chaque noceud z; :

d*u

—(de>Z = f(z:) = [i

Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré a I'ordre 2 :

<d2u> C Ujpr — 22U+ U
dz? ) ; Ax?
L’équation discrétisée est ainsi :

2 — Ui — Uiy

A2 =f; ;pour ¢ variant de 1 a N — 1
x

Il est tres pratique d’utiliser une formulation matricielle en faisant apparaitre le
vecteur des inconnues discréetes :

2 -1 0 -+ 0 U [ f1 + o)/ Az?]
1 -1 2 -1 --- 0 U2 f2
A2 | IR - : = :
0 0 -1 2 —1| |uy_s SN2
i 0 0 0 -1 2 i _UNfl_ i fol

Exemple simple 1D avec conditions mixtes Dirichlet-

Neumann

Considérons I’équation différentielle suivante :
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2.7. DISCRETISATION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR 1D

—u" = f(z)
{U(O) =a et u'(1) =45 z €01

ou l'on a cette fois une condition de Neumann en z = 1.

Les modifications du probléme discrétisé par rapport au cas précédent sont les sui-
vantes. Tout d’abord, le nombre d’inconnues a changé. Il y a une inconnue au bord
en r = 1. Le probleme discret a donc maintenant, sur la base du méme maillage que
précédemment, N inconnues u; pour ¢ variant de 1 a N.

D’autre part, il faut discrétiser la condition de Neumann (1) = f;. Plusieurs choix
sont possibles pour approximer cette dérivée premiere. C’est un des inconvénients
de la méthode des différences finies : elle ne donne pas de facon naturelle une bonne
approximation des conditions de Neumann. Dans notre cas, utilisons une approxi-

mation d’ordre 1 :
’ UN —UN-1
u(l) = ——F—

Ax
Sous forme matricielle, on obtient :

(2 -1 0 - 0 0] w | [f1 + a/ Az
-1 2 -1 --- 0 0 U2 f2
Lofe s e e e :
Az2 |0 0 -1 2 =1 0| |un_s fn_s
0 0 0 —1 2 0 UN-1 fN—l
0 0 0 0 -1 1] |un ]| | pB/Ax

2.7 Discrétisation de I’équation de la chaleur 1D

Considérons le probleme monodimensionnel de la conduction de la chaleur dans
une barre de 1m de longueur. Le champ de température T'(x,t) vérifie I'équation
de la chaleur :

oT o*T

—_— = —

ot ox?
ou « est la diffusivité thermique.

A cette EDP s’ajoute deux conditions aux limites aux extrémités de la barre 7'(0,¢) =
T, et T'(1,t) = T, ainsi qu'une condition initale T'(x,0) = T5.
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2.8. DISCRETISATION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR 2D STATIONNAIRE

L’intervalle [0, 1] est discrétisé en N + 1 nceuds de coordonnées x; (i variant de 0 &
N) régulierement espacés. Notons Ax le pas d’espace. Le temps est discrétisé en
intervalles de pas constant At. Notons 77" la température au nceud z; = iAx et a
Iinstant t = nAt.

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation de la chaleur. La
premiere dite explicite utilise une discrétisation au nceud z; et a l'itération
courante n :

() =5 ).
ot i_a 0x? /;

Et la seconde dite implicite utilise une discrétisation au nceud x; et a l'itération
n+1:
o7\ ntl 82T n+1
—_— — a —_—
( ot )l ( 0x? )l

2.8 Discrétisation de I’équation de la chaleur 2D

stationnaire

Considérons le probléeme bidimensionnel stationnaire de la conduction de la chaleur
dans un domaine rectangulaire [0, L,] x [0, L,]. Le champ de température T'(x,y)
vérifie I’équation de Laplace :

AT=92+95=0 , (2,9)€[0,Ls]x[0,L,]

T(o,y) =T, et T(L,,y) =1, 0<y <Ly,

T(z,0)=T, et T(x,L,) =T, o<z <L,

Le domaine de calcul est discrétisé en (N + 1) x (P + 1) nceuds (z;,y;) (¢ variant
de 0 a N et j variant de 0 a P). On supposera que les pas d’espace dans chaque
direction Az et Ay sont constants. La température discrete au noeud (z;,y;) sera
notée T;; = T'(z4, ;).
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2.8. DISCRETISATION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR 2D STATIONNAIRE

Nous utilisons un schéma centré d’ordre 2 pour approximer les dérivées secondes
en espace :

(32T) Tivh; =205+ T
ij

Ox2 Az?
<32T) _ T = 2T+ T
oy* ) ij Ay?

La formulation discrétisée est alors, pour ¢ variant de 1 a N - 1 et j variant de 1 a
P-1:

Ay (Tiry — Timrj) + Ax*(Tijr — Tijor) — 2(A2” + Ay?) T, =0

Soit sous forme matricielle, pour N = P = 4, en posant A = Az? + Ay? :

24 Ay 0 A2 0 0 0 0 0 7[T] FAZ2 Ty, + AT,
Ay? —2A Ay* 0 Az 0 0 0 0 T Ax*T,
0 Ay 24 0 0 A2 0 0 0 ||m Az?Ty + Ay*Ty
Az?2 0 0 —24 Ay? 0 Az? 0 0 Ts Ay*T,
0 A2 0 Ay 24 A2 0 Az2 0 | |Tw| =- 0
0 0 Az2 0 Ay? 24 0 0  Ax?| T Ay?*Ty
0 0 0 Az 0 0 24 Ay> 0 T3 Az*T), + Ay*T,
0 0 0 0 Az? 0 Ay? =24 Ay?| [Tos Az?T,
0 0 0 0 0 A2 0 AR —24] Ty |AZ2T, + ATy

Dans le cas ou les pas d’espace sont identiques Ax = Ay, la formulation devient,
pour ¢ variant de 1 a N -1 et j variant de 1 a P - 1:

Tivij+Tija+Tia;+Ti0 —41; =0

Soit sous forme matricielle, pour N = P =4 :

—4 1 0 1 0 0 0 0 07][Tu] Ty + T,
1 =4 1 0 1 0 0 0 O0]}]|Tn Ty
0 1 -4 0 0 1 0 0 O0]}]|Ty T, + T,
1 0 0 -4 1 1 0 0 0]|Ts T,
0 1 0 1 -4 1 0 1 0||Twl=-| o0
0 0 1 0 1 —4 0 0 1]||Ts T,
0 0 0 1 0 0 —4 1 0|7 Ty, + T,
0 0 0 0 1 0 1 —4 1|7y T
0 0 0 0 0 1 0 1 -4 |Ty] T, + T,
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2.8. DISCRETISATION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR 2D STATIONNAIRE

Notons I la matrice identité d’ordre 3 et D la matrice de dimension 3 définie par :

-4 1 0
D=]1 -4 1
0O 1 —4

Notons T1,T5 et T3 les vecteurs a 3 composantes définis par :

T11 T12 T13
Ty = |Tn Ty = T2 T3 = |12
T3 T3 T3

Le systeme peut s’écrire sous la forme matricielle bloc suivante :

D I 0] |1y By
I D 1| |Ty| =—|DBs
0 I D |T; B3

La matrice obtenue est tridiagonale et chacun de ses blocs est tridiagonal. La ré-
solution du systéme peut s’effectuer par une méthode de Thomas matriciel ou une
méthode itérative matricielle (méthode de Gauss-Seidel).
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, on appliqué la méthode de différences finies sur quelques équa-
tions aux dérivées partielles par exemple 1’équation des ondes, et chaleur ...ect.

3.1 Equation des ondes

Il est question dans ces notes de 1’équation des ondes linéaire homogene, en
dimension un d’espace :

Pu  ,0%u

et éventuellement en dimension deux ou trois d’espace. Apres avoir situé quelques
problémes physiques faisant intervenir I’équation des ondes, nous analyserons le pro-
bleme de Cauchy monodimensionnel. Nous aborderons ensuite quelques méthodes
de résolution numérique. Si nous avons le temps enfin, nous présenterons quelques
éléments de théorie relatifs aux cas des dimensions d’espace deux ou trois.
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3.2. SCHEMA NUMERIQUE AUX DIFFERENCES FINIES

3.1.1 L’équation des ondes en domaine borné

Dans cette partie, on considere I’équation des ondes 1D posée sur le domaine
d’espace normalisé [0, 1]

Pu 0%

- — = 1 )
BT c 52 0, t >0,z €]0,1], (3.2)
avec les conditions initiale :
ou
u(z,0) = g(z), a(z, 0) = h(z), =z €]0,1], (3.3)

et par exemple les conditions de bord de Dirichlet homogene

w(0,8) = u(1,) =0, t>0. (3.4)

3.2 Schéma numérique aux différences finies

On souhaite résoudre de maniere approchée I'équation des ondes posée sur le
domaine borné en espace |0, 1] avec conditions aux limites périodiques
Pu_2%u—0, t>0,2¢0,1],
u(t,1+ ) = u(t, ), t >0,z €]0,1],
u(0,x) = g(x), = €]0,1],
%(O,x) = h(x), z€]0,1].

Les fonctions g et h sont supposées admettre des prolongements 1-périodiques de
classe C? et C! respectivement. On propose un schéma numérique pour approcher la
solution u aux points

rg=0,2; =jAz,j=0,...,5+1,2;51 =1,

aux instants

t" =nAt, neN.
S’appuyant sur des développements de Taylor de la solution exacte u au voisinage
du point (z,t).
Le schéma aux différences finies proposé calcule des valeurs un u} approchant la
valeur exacte u(t", z;).
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3.2. SCHEMA NUMERIQUE AUX DIFFERENCES FINIES

Définition 3.1. (Schéma centré pour ’équation des ondes)

On définit le schéma centré pour I’équation des ondes par :

n+l n n—1 n _ n n
uit T 2up Uy W — 205 U
At? Ax?

=0, n>1, 0<j<J,  (35)
avec les données initiales

u? = g(z;), ujl = u? + Ath(z;), 0<j <,
et une condition de périodicité :

n _.n
Ui =uy, n=1

C’est un schéma explicite :

AL

n+1:2n n—1
+A:v2

U uj Uy (U = 2uf +ujy)
Les données initiales sont construites sur la base du développement de Taylor de u
a l'ordre 1 en t = 0, mais pour approcher la donnée initiale u! a 'ordre 2, on peut

préférer définir :

2

At
uj = u + Ath(z;) + ¢

0 0 0

Consistance - Erreur de troncature

Définition 3.2. (Erreur de troncature)
On appelle erreur de troncature I’erreur commise en supposant que la solution exacte

réalise le schéma numérique :

o u(w;, ") — 2u(x;, ") +u(zy, ) 21, 1") — 2ul@y, t7) + u(z-1,1")
i At? Ax?
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3.2. SCHEMA NUMERIQUE AUX DIFFERENCES FINIES

Le schéma est dit consistant si 'erreur de troncature tend vers 0 lorsque At et Ax
tendent vers 0.

On appelle ordre de consistance du schéma en espace p et en temps m les entiers
tels que

" = O(AF™ + Az?)

J

Attention : I'erreur de troncature n’est pas 'erreur entre la solution exacte et
celle approchée par le schéma. Nous verrons plus loin cette « erreur de convergence
», mais il y a un peu de travail avant de pouvoir la quantifier précisément.

Lemme 3.1. Le schéma centré 3.5 est consistant d’ordre 2 en espace et 2 en temps.

Démonstration :
En utilisant la formule de Taylor pour la solution exacte u supposée suffisamment
réguliére, on trouve :
u(z;, ") — 2u(x;, t") + u(z,;, t" ! ou M*u
(] ) (] )+ (Ja ) (I,tn)—}- At2 (
At? oo ot
Wi, t") — 2u(z;, t") +u(xj_q1,t") Ou , 0tu 4
N = 5.2 (xj,t") —|— Ax ﬁ(xj,t") + O(Azx")
Puisque u est solution, les premiers termes disparaissent; il reste alors une erreur
de troncature

.1 ou " , 0*u n
ef = E(Atz 5 —(z,t") — *Az? ﬁ(l’j7t )) + O(At* + Ax?)

D’ou le résultat.

t") + O(AtY)

Remarque :

. oM oM

A noter que si v est de classe C* alors on peut facilement obtenir que i ct 3
x

Le choix particulier At = ¢Ax permet ainsi d’annuler exactement le terme résiduel

dans la formule ci-dessus de maniére a obtenir une erreur de troncature en

O(At* + Az?)

En réalité pour le choix At = cAx, 'erreur de troncature est exactement nulle, on

peut s’en convaincre a partir de la décomposition en somme d’ondes progressives

de w.
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3.3. CONVERGENCE

3.3 Convergence

Définition 3.3. (Erreur de convergence)
On appelle erreur de convergence la différence entre la solution exacte et la solution

numeérique

el = u(x;,t") —u}

. On dira que le schéma est convergent si pour tout 17" > 0

lim su H(u”—u:ct”) H =
At—0 n>13 J (5,1") jeZl2
AI‘)Otn>0

En fait, 'erreur de convergence est alors du méme ordre que ’erreur de troncature

si les données initiales sont approchées au méme ordre.

Théoréme 3.1. (Convergence du schéma centré - Admis)(5)
Si la solution u du probléeme de Cauchy est assez réguliere, et sous la condition CFL

cAt < Az, le schéma centré 3.5 est convergent.

APPLICATION NUMERIQUE

Comparons les trois méthodes de discrétisation sur le cas simple précédemment
exposé. On choisit comme fonction f(x) = sin(z). L’équation différentielle a
résoudre est donc :

—u” = sin(nx) , 2 €]0,1]
u(0) =u(1l) =0
La solution analytique au probleme est u(z) = 5"1757;”") Notons par un indice ’a’ la

solution analytique.
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3.3. CONVERGENCE

T 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Uu; 0.0316 | 0.06 | 0.0826 | 0.09716 | 0.010216 | 0.09716 | 0.0826 | 0.06 | 0.0316
(1) 0.0313 | 0.0595 | 0.082 | 0.09636 | 0.010113 | 0.09636 | 0.082 | 0.0595 | 0.0313
lerreur|1072 | 9.6 8.4 7.3 8.3 11072 8.3 7.3107% | 84 9.6

FIGURE 3.1 — Méthode des Différences Finies

Divisons lintervalle ]0,1[ en dix segments réguliers de pas h = 0,1. Pour les
discrétisations avec les Différences Finies, il y a N = 9 nceuds de calculs.
La solution discrete obtenue avec les Différences Finies est reportée dans le tableau :
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons considéré méthode des différences finies et quelques
applications aux equation différentielles. Et appliquons la méthode de différences fi-
nies sur equation des ondes.

32



Bibliographie

[1] G. Allaire, Analyse numérique et optimisation , Editions de I'Ecole Polytech-
nique, 2012.

2] J.A. Desideri, Introduction a l’analyse numérique, INRIA, 1998.
(3] E. Hairer, Méthodes numériques, Cours de 'université de Genéve, 2004.

[4] P. Lascaux and R. Theodor, Analyse numérique matricielle appliquée a l'art de
lingénieur, tomes I et II, Masson, Paris, 1986.

[5] A. Quarteroni, Analyse numérique, Cours de 'EPFL, 2003.
(6] P. Viot, Méthodes d’analyse numériques, Cours de DEA de Jussieu, 2003.

33



