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Résumé :

Le travail principal de ce mémoire, est de présenter des concepts et des théorèmes de som-

mabilité, initiés par A. Grothendieck en 1950 et développés plus tard par A. Pietsch et plu-

sieurs auteurs dans les années suivantes. Ces développements et généralisations concernent

les opérateurs multilinéaires, Ou nous avons introduit et étudié l'idée d'opérateurs m-

linéaires fortement p-sommant ou nous présentons la relation entre ceux-ci et les opérateurs

p-sommants, et nous prouvons le théorème de domination pour cette classe.

Mots clés : Opérateur multilinéaire- Opérateur p-sommant- Opérateur fortement p-

sommant-Théorème de domination- Opérateur multilinéaire Cohen fortement p-sommant.

Abstract :

The main work of this thesis is to develop summability concepts and theorems, initia-

ted by A. Grothendieck in 1950 and later developed by A. Pietsch and several authors in

the following years. These developments and generalizations concern multilinear operators,

where we introduced and studied the idea of strongly p-summing m-linear operators where

we present the relation between these and p-summing operators, and we prove the theorem

of dominance for this class.

Key words : Multilinear operator- p-summing operator-Strongly p-summing operator- Do-

mination theorem- Strongly p-summing Cohen multilinear operator.
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Notations

X, Y : Deux espaces de Banach.

X∗, Y ∗ : L'espace dual de X, Y respectivement.

L(X, Y ) : L'espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .

BX : La boule unité de X.

p∗ : Le conjugué de p i.e., 1
p
+ 1

p∗
= 1).

πp(X, Y ) : La classe des opérateurs p-sommants de X dans Y .

Dp(X, Y ) : La classe des opérateurs fortement p-sommants de X dans Y .

L (X1, . . . , Xm;Y ) : L'espace des opérateurs m−linéaires bornés.

B(X, Y ) : L'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y .

lp(X) : L'espace des suites (xi) dans X absolument p-sommables.

lωp (X) : L'espace des suites (xi) dans X faiblement p-sommables.

L(X, Y ) : L'espace des opérateurs linéaires.

Dm
p (X1, . . . , Xm;Y ) : L'espace des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1, . . . , Xm dans Y .
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Introduction

Le travail de ce mémoire se situent dans le cadre de l'analyse multilinéaire et sont dé-

diés aux développements de quelques théorèmes de sommabilité, ainsi que les théorèmes

de dominations dans le cas multilinéaires. Ce travail est basé sur l'étude des opérateurs p-

sommants, les opérateurs fortement p-sommants au sens de Cohen. L'idée de l'introduction

des ces classes d'opérateurs est motivée par les études suivantes. Dans la théorie des opé-

rateurs p-sommants étudiés en premier lieu par Pietcsh en 1967 , il est dé�ni la classe des

opérateurs absolument p-sommants et est montré quelques propriétés intéressantes, parmi

les principaux résultats parûs dans [9] on peut trouver les théorèmes des dominations "fac-

torisations", les théorèmes d'inclusions, les propriétés des compositions et les relations avec

les autre classes d'opérateurs linéaires. Aussi, Pietsch a montré que l'identité de l1 dans

l2 est 2 -sommant mais l'opérateur adjoint n'est pas 2-sommant. Pour cela, le concept des

opérateurs fortement p-sommants (1 ≤ p ≤ ∞) a été introduit par Cohen [4] comme une

caractérisation des conjugués des opérateurs p∗− sommants. Cohen introduit la famille des

espaces des suites, tels que l'espace des suites faiblement p-sommables, l'espace des suites

absolument p-sommables et l'espace des suites fortement p-sommables. Notre travail est dé-

visé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, dans ce chapitre on dé�nit et étudie les di�érents concepts de

sommabilité dans la catégorie des suites qui s'appellent les espaces des suites. On donnera

une comparaison entre ces concepts. Dans une seconde partie, on rappellera la sommabilité

de ces opérateurs exactement les opérateurs absolument p-sommants suivis par quelques

propriétés utiles, tels que quelques résultats récents relatifs à cette classe d'opérateurs.

Dans le deuxième chapitre, nous allons donner la notion des opérateurs p-sommants intro-

duite par Pietcsh [1] et le théorème de factorisation avec quelques propriétés fondamentales.

Dans le troisème chapitre, nous introduisons la généralisation suivante de la classe d'opéra-

teurs Cohen fortement p-summants dé�nit en 1973 par Cohen [2].
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Chapitre 1

espace des suites

Dans ce chapitre on dé�nit et étudie les di�érents concepts de sommabilité dans la ca-

tégorie des suites qui s'appellent les espaces des suites. On donne une comparaison entre

ces concepts. Dans une seconde partie, on rappelle la sommabilité de ces opérateurs exacte-

ment les opérateurs absolument p-sommants suivis par quelques propriétés utiles, tels que

quelques résultats récents relatifs à cette classe d'opérateurs.

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1.1. (espace topologique) On appelle espace topologique un couple (X, T )

ou X est un ensemble et T une famille de parties de X véri�ant :

1. O ∈ T , X ∈ T .

2. Une intersection �nie d'éléments de T appartient a T .

3. Une réunion quelconque d'éléments de T appartient a T .

On appelle T la topologie sur X.

Dé�nition 1.1.2. (espace de Hilbert) Soit E un espace vectoriel sur le corps K (R ou C),
un produit scalaire sur E est une application, notée ⟨., .⟩ de E × E à valeurs dans K, telle

que pour tout x, y, z ∈ E et α ∈ K, on ait :

1. ⟨x, x⟩ ⩾ 0 et, si ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0 ;

2. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ; ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ et ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ ;

3. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩

Dans la deuxième point ⟨y, x⟩ et α sont les conjugués dans C de ⟨y, x⟩ et α, lorsque K = R,
ces barres du conjugaison sont inutiles.

3



1.2. espaces des suites p-sommables

Dé�nition 1.1.3. (espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé

(evn) complet.

1.2 espaces des suites p-sommables

On commence ce paragraphe par introduire quelques dé�nitions, propriétés et notations

concernant les espaces des suites. Pour plus de détails voir [2] et [4]. On désigne par X et

Y deux espaces de Banach, et X∗, Y ∗ sont leurs espaces duaux. La boule unité de X sera

désignée par BX = {x ∈ X/∥x∥< 1}.
Soient n un entier, X un espace de Banach et 1 ⩽ p ⩽ +∞ (où p∗ est le conjugué de p i.e.,
1
p
+ 1

p∗
= 1).

On note par lp(X)( resp. lnp (X)) l'espace des suites (xi)( resp. (xi)1⩽i⩽n) dans X absolument

p-sommables, muni de la norme :

∥(xi)∥lp(X) = (
∞∑
i=1

∥xi∥p)
1
p < ∞, 1 ⩽ p < ∞,

∥(xi)∥lp(X)= sup
i
∥xi∥, p = ∞ .

(resp. ∥(xi)1⩽i⩽n∥lnp (X) = (
∞∑
i=1

∥xi∥p)
1
p ).

D'une façon analogue, on désigne par lp l'espace des suites scalaires (λi) telle que
∞∑
i=1

|λp
i | <

∞. C'est un espace de Banach pour la norme

||(λi)||lp = (
∞∑
i=1

|λp
i |)

1
p < ∞, 1 ⩽ p < ∞.

L'espace l∞ est l'espace des suites scalaires (λi) bornées, normées par

||(λi)||l∞ = sup
i

|λi|.

L'espace l∞ est complet pour cette norme. L'espace c0 est l'espace des suites scalaires (λi)

telle que lim
i
λi −→ 0. C'est un sous espace fermé de l∞, donc un espace de Banach. On

note par lωp (X) ( resp. lnω
p (X) ) l'espace des suites (xi) ( resp.(xi)1⩽i⩽n ) dans X faiblement

p-sommables, muni de la norme

∥(xi)∥lωp (X) = sup{(
∞∑
i=1

|x∗(xi)|p)
1
p : ∥x∗∥ ⩽ 1}, 1 ⩽ p < ∞,

= sup{sup
i
{|x∗(xi)| : ∥x∗∥ ⩽ 1}}, p = ∞,

(resp. ∥(xi)1⩽i⩽n∥ln ω
p (X) = sup

∥ξ∥X∗=1

(
n∑

i=1

∥⟨xi, ξ⟩∥p)
1
p ).

4



1.2. espaces des suites p-sommables

On sait (voir [6] ) que lp(X) = lωp (X) pour tout 1 ⩽ p < ∞ si et seulement si dim(X) est

�nie. Si p = ∞, on a l∞(X) = lω∞(X). Maintenant nous pourrons dé�nir un nouvele espace

des suites qui a été introduit par Cohen [4].

Dé�nition 1.2.1.

Soit 1 < p < ∞. Une suite (xi) est dite fortement p-sommable, si pour toute suite (x∗
i ) ∈

lωp∗(X
∗), la série

∞∑
i=1

x∗
i (xi) est convergente. Dans ce cas, on note par lsp(X) l'espace des

suites (xi) dans X fortement p-sommables.

Théorème 1.2.1.

L'espace lsp(X) est un espace normé et la norme est donnée par

∥(xi)∥lsp(X) = sup

{∣∣∣∣ ∞∑
i=1

x∗
i (xi)

∣∣∣∣ : ∥(x∗
i )∥lωp∗ (X∗) ⩽ 1

}
.

Démonstration.

Soit (xi) ∈ lsp(X) . On doit montrer que ∥(xi)∥lsp(X) est �nie. La suite (xi) peut être considérée

comme une forme linéaire T de lωp∗(X
∗) dé�nie par

T ((x∗
i )) =

∞∑
i=1

x∗
i (xi).

On dé�nit la suite (Tn) des formes linéaires sur lωp∗(X
∗) par

Tn((x
∗
i )) =

n∑
i=1

x∗
i (xi).

On peut voir que Tn. D'après l'isométrie de lωp∗(X
∗) et B(lωp , X

∗) , lωp∗(X
∗) est donc complet.

Le théorème de Banach-Steinhaus implique que T est continu et

∥(xi)∥lsp(X) = ∥T∥ < ∞.

On peut conclure facilement que ∥(xi)∥lsp(X) est une norme. Les relations entre les di�érents

espaces sont données par le théorème suivant.

Théorème 1.2.2. [4]

(1) Pour 1 ⩽ p ⩽ ∞, on a lsp(X) ⊆ lp(X) ⊆ lωp (X), de plus

∥(xi)∥lωp (X) ⩽ ∥(xi)∥lp(X) ⩽ ∥(xi)∥lsp(X).

(2) Si p = 1 ; on a ls1(X) = l1(X) et

∥(xi)∥ls1(X) = ∥(xi)∥l1(X).

(3) Si p = ∞ ; on a l∞(X) = lω∞(X) et

∥(xi)∥l∞(X) = ∥(xi)∥lω∞(X).

5



1.3. Rappels sur les opérateurs linéaires

1.3 Rappels sur les opérateurs linéaires

1.3.1 Opérateurs Continus

Dé�nition 1.3.1. (Continuité des opérateurs linéaires)

Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur linéaire u dé�ni de X dans Y est dit

continu au point x0 de X si, on a la propriété suivante :

Pour toute suite (xn) de X converge vers x0 ; la suite (u(xn)) converge vers u(x0) c'est à

dire

lim
n−→∞

u(xn) = u( lim
n−→∞

xn) = u(x0).

L'opérateur linéaire u est dit continu sur X ; s'il est continue en chaque point de l'ensemble

X. On note L(X, Y ) l'ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y . On écrira L(X) à

la place de L(X,X).

On note L(X, Y ) l'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y .

On écrira L(X) à la place de L(X,R), l'ensemble des formes linéaires sur X. Le triplet

(L(X, Y ),+,×) est un espace vectoriel sur K.

Dé�nition 1.3.2.

1) Un opérateur linéaire u : X −→ Y est inversible s'il existe un opérateur linéaire noté

u−1 : Y −→ X tel que u−1 ◦ u = idX , et u ◦ u−1 = idY , où idX(idY ) est un opérateur

d'identité sur X (sur Y ) .

2) Un opérateur linéaire u : X −→ Y entre deux espace normés X et Y est un isomorphisme

si u est une bijection continue dont l'inverse u−1 est également continu. Dans ce cas les

espaces X et Y sont isomorphes, de plus si

∥u(x)∥ = ∥x∥ ; pour tout x ∈ X ; alors u est un isomorphisme isométrique.

1.3.2 Adjoint d'un opérateur borné

Soit u un opérateur linéaire borné dé�ni d'un espace normé X à valeurs dans

un espace normé Y ; alors pour tous x ∈ X et y ∈ Y ; on dé�nit les fonctionnelles

linéaires bornées U ∈ Y ∗ = L(Y ;K) et V ∈ X∗ = L(X;K) comme suit

U : Y −→ K

y 7→ U(y)

6



1.3. Rappels sur les opérateurs linéaires

et

V : X −→ K

x 7→ V (x)

L'opérateur noté u∗ dé�ni de Y ∗ dans X∗ est dit opérateur adjoint de u si l'on a, pour tous

U ∈ Y ∗ et V ∈ X∗

u∗ : Y ∗ −→ X∗

U 7→ u∗(U) tel que u∗(U)(x) = U(u(x)) = V (x),

De sorte que ∥u∗∥ = ∥u∥.

Les opérateurs m-linéaires

On considère le produit cartésien

X1 × . . .×Xm = {(x1, . . . , xm) : xj ∈ Xj, 1 ⩽ j ⩽ m},

qui est un espace normé muni de la norme

∥(x1, . . . , xm)∥ := max{∥xj∥ : xj ∈ Xj}.

L'opérateur T : X1×. . .×Xm −→ Y est appelé multilinéaire (ou m-linéaire) si les opérateurs

Tj : Xj −→ Y

xj 7→ T (x1, . . . , xj, . . . , xm)

sont linéaires pour chaque xj ∈ Xj, 1 ⩽ j ⩽ m, en d'autres termes

T (x1, . . . , λxj + yj, . . . , xm) = λT (x1, . . . , xj, . . . , xm) + T (x1, . . . , yj, . . . , xm),

pour tous λ ∈ K et xj, yj ∈ Xj .

L(X1, . . . , Xm, Y ) est l'espace vectoriel de tous les opérateurs m-linéaires de X1 × . . .×Xm

de Y , muni par les deux opérations

(T1 + T2)(x
1, . . . , xm) =T1(x

1, . . . , xm) + T2(x
1, . . . , xm).

(λT1)(x
1, . . . , xm) =λT1(x

1, . . . , xm).

7



1.4. Topologie faible et faible−∗

Si Y = K, on écrit L(X1, . . . , Xm), l'espace des formes multilinéaires.

Dé�nition 1.3.3.

L'opérateur m-linéaire T : X1× . . .×Xm −→ Y est continu s'il est continu comme une fonc-

tion entre deux espaces normés. Une conséquence de cette dé�nition est l'égalité suivante :

T (x1, . . . , xm)− T (y1, . . . , ym) =

T (x1 − y1, x2, . . . , xm) + T (x1, x2 − y2, x3, . . . , xm) + . . .+ T (x1, . . . , xm−1, xm − ym).

Similaire au cas linéaire. Nous avons ce théorème qui caractérise les opérateurs multili-

néaires continu :

Théorème 1.3.1. (Multilinéaire continu )

Pour tout T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) les a�rmations suivantes sont équivalentes :

1) T est continu pour X1 × . . .×Xm ;

2) T est continu en (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m fois

) ;

3) Il existe une constante C > 0, telle que :∥∥T (x1, . . . , xm
)∥∥ ≤ C

∥∥x1
∥∥× · · · × ∥xm∥ , (1.1)

pour tout xj ∈ Xj . Dans ce cas, on pose

∥T∥ = sup
xj∈BXj
1⩽j⩽m

∥∥T (x1, . . . , xm
)∥∥ .

On note par L (X1, . . . , Xm;Y ) l'espace vectoriel de tous les opérateurs m -linéaires continus

(ou bornés) de X1 × · · · × Xm dans Y . Si Y = K, on écrit L (X1, . . . , Xm), et pour sim-

pli�cation si X1 = · · · = Xm = X on écrit L (mX;Y ). On peut voir que ∥T∥ = inf{C : C

véri�ant l'inégalité (1.1)}.

Dans [10], l'adjoint d'un opérateur m -linéaire T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) est dé�ni par :

T ∗ : Y ∗ −→ L (X1, . . . , Xm) , y
∗ 7−→ T ∗ (y∗) : X1 × · · · ×Xm −→ K

tel que T ∗ (y∗) (x1, . . . , xm) = y∗ (T (x1, . . . , xm)) .

1.4 Topologie faible et faible−∗

Soit X un espace de Banach, La boule unité de X sera notée BX . On désigne par X

le dual topologique de X, l'espace des formes linéaires continues sur X muni de la norme

duale
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1.4. Topologie faible et faible−∗

∥f∥X∗ = sup
x∈BX

|f(x)|.

Les éléments de X∗ seront le plus généralement notés par x∗ .

On note par X∗∗ le bidual de X∗(X∗∗ = (X∗)∗). Soit x ∈ X l'application

x∗ −→ ⟨x∗, x⟩ de X dans R est une forme linéaire continue sur X∗ ; donc un élément de X∗∗

, on désignera souvent ⟨x∗, x⟩ au lieu de x∗(x).

La topologie faible σ(X,X∗)

La topologie faible sur X est la topologie la plus faible sur X rendant continues toutes

les applications φ ∈ X∗. On la note σ(X;X∗).

La topologie faible-∗ σ(X∗, X)

Pour chaque x ∈ X, on considère l'application φx : X∗ −→ K dé�nie par

φx(f) = ⟨f, x⟩ avec f ∈ X∗ .

La topologie faible-∗ sur X est la topologie la plus faible sur X qui rend continues toutes

les applications (φx)x∈X . On la note σ(X∗, X).

On dé�nit sur X∗ trois topologies. la topologie forte, la topologie faible σ(X∗, X∗∗) et la

topologie faible-∗ σ(X∗, X).

Notons que chaque φx est continue comme forme linéaire sur X∗ (avec la topologie forte) et

donc φx ∈ X∗∗. Ainsi φx est continue pour la topologie faible σ(X
∗, X∗∗) et par dé�nition de

la topologie ∗-faible, on obtient que la topologie faible-∗ est plus faible que la topologie faible
qui elle-même est plus faible que la topologie forte L'importance de la topologie faible-∗ est

sans aucun doute contenue dans le théorème de Alaoglu-Banach-Bourbaki voir [3].

Théorème 1.4.1. (Alaoglu-Banach-Bourbaki)

L'ensemble BX∗ = {φ ∈ X∗ : ∥φ∥ ⩽ 1} est compacte pour la topologie faible-∗ σ(X∗, X).
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Chapitre 2

opérateurs fortement p-sommants

2.1 opérateurs p-sommants

Nous allons donner la notion des opérateurs p-sommants introduite par Pietcsh [1] et le

théorème de factorisation avec quelques propriétés fondamentales.

Dé�nition 2.1.1. Soient X, Y deux espaces Banach et T ∈ L(X, Y ). On dira que T est

p-sommant pour 0 < p < ∞ si :


∃C > 0, telle que ∀n ∈ N, ∀{xi, . . . , xn} ⊂ X( n∑

i=1

∥T (xi)∥p
) 1

p

⩽ C sup
ξ∈BX∗

( n∑
i=1

|⟨xi, ξ⟩|p
) 1

p (2.1)

On note par

πp(X, Y ) = {T : X −→ Y linéaires p-sommants}.

et

πp(T ) = inf{C, véri�ant l'inégalité (2.1) }.

Exemple 2.1.1. Soit K un espace compact de Hausdor�, soit µ une mesure sur K et soit

1 ⩽ p < ∞.

(1) Pour chaque φ ∈ Lp(µ) ; on dé�nit l'opérateur de multiplication

Tφ : C(K) −→ Lp(µ)

f 7→ f · φ

cet opérateur est p-sommant de plus πp(T ) = ∥φ∥p.
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2.1. opérateurs p-sommants

(2) L'opérateur canonique

Jp : C(K) −→ Lp(µ)

f 7→ f

est p-sommant de plus πp(Jp) = µ(K)
1
p .

2.1.1 Propriété d'idéal

Proposition 2.1.1.

Soient T ∈ πp(X, Y ), v : E −→ X linéaire continu et ω : Y −→ F linéaire continu (X, Y, E,

et F sont des espaces de Banach quelconques ). Alors,

ωTv est p-sommant et

πp(ωTv) ⩽ ∥ω∥πp(T )∥v∥.

Démonstration.

On a

∥wTv(x)∥ ⩽ ∥w∥∥T (v(x))∥ , ∀x ∈ E.

Soit n ∈ N et {x1, . . . , xn} dans E alors {v(x1), . . . , v(xn)} ⊂ X, donc

(
n∑

i=1

∥T (v(xi))∥p)
1
p ⩽ πp(T ) sup

ξ∈BX⋆

(
n∑

i=1

|⟨v(xi), ξ⟩|p)
1
p ,

⩽ πp(T ) sup
ξ∈BX⋆

(
n∑

i=1

|⟨xi, v
⋆(ξ)⟩|p)

1
p .

On pose η = v⋆(ξ)
∥v∥ ∈ BE⋆ , donc

(
n∑

i=1

∥T (v(xi))∥p)
1
p ⩽ πp(T )∥v∥ sup

η∈BX⋆

(
n∑

i=1

|⟨xi, η⟩|p)
1
p .

d'où

(
n∑

i=1

∥wT (v(xi))∥p)
1
p ⩽ ∥w∥πp(T )∥v∥ sup

η∈BX⋆

(
n∑

i=1

|⟨xi, η⟩|p)
1
p .

et par conséquent wTv ∈ πp(E,Z) et

πp(wTv) ⩽ ∥w∥πp(T )∥v∥.

Ce qui termine la démonstration.
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2.1. opérateurs p-sommants

Corollaire 2.1.1.

Soit X0 un sous espace d'un Banach X et T ∈ πp(X, Y ). Alors

T/X0 ∈ πp(X0, Y ) et πp(T/X0) ⩽ πp(T ).

Corollaire 2.1.2. (Injectivité)

Si i : Y0 −→ Y est une isométrie, alors

T ∈ πp(X, Y0) ⇔ iT ∈ πp(X, Y ).

Dans ce cas, on a πp(T ) = πp(iT ).

Proposition 2.1.2.

Soient 1 ⩽ p ⩽ ∞ et X, Y deux espaces de Banach. Alors, les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(1) l'opérateur T ∈ πp(X, Y ) et πp(T ) ⩽ C.

(2) Pour tout n dans N et tout v : lnp∗ −→ X, on a

πp(Tv) ⩽ C∥v∥.

Démonstration.

(1) ⇒ (2) Supposons T ∈ πp(X, Y ) et πp(T ) ⩽ C. Soit n ∈ N et v : lnp∗ −→ X, d'après la

propriété d'idéale on a

Tv ∈ πp(l
n
p∗ , Y ) et πp(Tv) ⩽ C∥v∥.

(2) ⇒ (1) On dé�nit v par v(ei) = xi, i ∈ {1, . . . , n} et xi ∈ X, où (ei) est la base canonique

de lnp . On a

∥v∥ = sup
ξ∈BX∗

(
n∑

i=1

|⟨xi, ξ⟩|p)
1
p .

Alors

(
n∑

i=1

∥T (xi)∥p)
1
p = (

n∑
i=1

∥T (v(ei))∥p)
1
p ,

⩽ C∥v∥,

⩽ C sup
ξ∈BX∗

(
n∑

i=1

|⟨xi, ξ⟩|p)
1
p .

D'où T est p-sommant et πp(T ) ⩽ C.
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2.2. Caractérisations des opérateurs p-sommants

Théorème 2.1.1. (Théorème d'inclusion)

Soit T ∈ L(X, Y ), on a

πp(X, Y ) ⊂ πq(X, Y ).

et

∀ T ∈ πp(X, Y ), πq(T ) ⩽ πp(T ).

où 0 < p < q < ∞.

2.2 Caractérisations des opérateurs p-sommants

Dans cette section, nous donnons le théorème fondamental de Domination de Pietsch

pour les opérateurs p-sommants. Pour la démonstration, nous renvoyons le lecteur aux

références [6, 9, 10]

Théorème 2.2.1.

Soit T : X −→ Y un opérateur linéaire p-sommant et 0 < p < ∞. Alors, il existe une

probabilité de radon λ sur (BX∗ , σ(X∗, X))telle que

∀x ∈ X, ∥T (x)∥ ⩽ πp(T )(

∫
BX∗

|⟨xi, ξ⟩|dλ(ξ))
1
p . (2.2)

Inversement, s'il existe une probabilité de radon λ sur (BX∗ , σ(X∗, X)) et C > 0 telle que

la formule citée au dessus est véri�ée, alors T est p-sommant et πp(T ) ⩽ C.

Théorème 2.2.2.

Soient 1 ⩽ p < ∞, T : X −→ Y un opérateur linéaire (où X, Y sont des espace de

Banach), est p-sommant si et seulement si T ∗∗ : X∗∗ −→ Y ∗∗ est p-sommant de plus, on a

πp(T ) = πp(T
∗∗).

2.3 opérateurs fortement p-sommants

2.3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.3.1.

Un opérateur linéaire T : X −→ Y (X, Y sont des espaces de Banach arbitraires ) est
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2.3. opérateurs fortement p-sommants

fortement p-sommant, 1 < p ⩽ ∞ si et seulement si, il existe une constante positive C telle

que pour tout x1, . . . , xn ∈ X, et tout y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗, on a

∥(⟨T (xi); y
∗
i ⟩)∥ln1 ⩽ C(

n∑
i=1

∥xi∥pX)
1
P sup

y∈BY

∥y∗i (y)∥lnp∗ . (2.3)

Encore une fois la classe d'opérateurs fortement p-sommants de X dans Y , qui est notée

par Dp(X, Y ) est un espace de Banach muni de la norme

dp(T ) = inf {C véri�ant l'inégalité (2.3)}.

Théorème 2.3.1.

Soit 1 < p ⩽ ∞ et X, Y deux espaces de Banach

(1) Dp(X, Y ) est un espace normé.

(2) Si T ∈ Dp(X, Y ) , alors T est continu et ∥T∥ ⩽ dp(T ).

Proposition 2.3.1.

Soit T ∈ L(X, Y ) et v : lnp −→ Y ∗ un opérateur linéaire borné, l'opérateur T est fortement

p-sommant si et seulement si

n∑
i=1

|⟨T (xi), v(ei)⟩| ⩽ C(
n∑

i=1

∥xi∥p)
1
P ∥v∥. (2.4)

Pour p = 1, on a D1(X, Y ) = L(X, Y ).

Proposition 2.3.2.

Soient T ∈ B(X, Y ), R ∈ B(Y, Z) et S ∈ B(E,X).

(1) Si T est fortement p-sommant, alors R ◦T est fortement p-sommant et dp(R ◦T ) ⩽
∥R∥dp(T ).

(2) Si T est fortement p-sommant, alors T ◦S est fortement p-sommant et dp(T ◦S) ⩽
∥T∥dp(S).

Démonstration.

(1) Soient n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X et z∗1 , . . . , z
∗
n ∈ Z∗. Il su�t de montrer que

n∑
i=1

|⟨R ◦ T (xi), z
∗
i ⟩| ⩽ C(

n∑
i=1

∥xi∥pX)
1
p∥v∥.
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2.4. La Relation entre Dp(X, Y ) et πp(X, Y )

où v : Z −→ lnp∗ tel que v(z) =
n∑

i=1

z∗i (z)ei.

On a

n∑
i=1

|⟨R ◦ T (xi), z
∗
i ⟩| =

n∑
i=1

|⟨T (xi), R
∗(z∗i )⟩|,

⩽
n∑

i=1

∥xi∥pX)
1
p∥w∥.

où

w(y) =
n∑

i=1

⟨R∗(z∗i ), y⟩ei,

=
n∑

i=1

⟨z∗i , R(y)⟩ei,

= ∥R(y)∥
n∑

i=1

⟨z∗i ,
R(y)

∥R(y)∥
⟩ei.

Ce qui implique

∥w∥ ⩽ ∥R∥ sup
z∈BZ

∥(z∗i (z))1⩽i⩽n∥ln1 ,

⩽ ∥R∥∥v∥.

(2) Soient n ∈ N, e1, . . . , en ∈ E, et y∗1, . . . y
∗
n ∈ Y ∗. On a

n∑
i=1

|⟨T ◦ S(ei), y∗i ⟩| =
n∑

i=1

|⟨T (S(ei)), y∗i ⟩|,

⩽ dp(T )(
n∑

i=1

∥S(ei)∥pX)
1
P ∥v∥)(v(y) =

n∑
i=1

y∗i (y)ei),

⩽ dp(T )(∥S∥p
n∑

i=1

∥ei∥pE)
1
p∥v∥,

⩽ dp(T )∥S∥(
n∑

i=1

∥ei∥pE)
1
p∥v∥.

Ce qui entraîne que, dp(T ◦ S) ⩽ dp(T )∥S∥ ceci termine la démonstration.

2.4 La Relation entre Dp(X, Y ) et πp(X, Y )

Le théorème suivant donne une caractérisation des opérateurs fortement p∗-sommants.

Théorème 2.4.1. Soit X, Y deux espaces de Banach. Alors,
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2.4. La Relation entre Dp(X, Y ) et πp(X, Y )

(1) Soit 1 ⩽ p < ∞. L'opérateur T est p-sommant de X dans Y si et seulement si

l'opérateur adjoint T ∗ est fortement p∗-sommant de Y ∗ dans X∗ et dp∗(T
∗) = πp(T ).

(2) Soit 1 < p ⩽ ∞. L'opérateur T est fortement p-sommant de X dans Y si et seule-

ment si l'opérateur adjoint T ∗ est p-sommant de Y ∗ dans X∗ et dp(T ) = πp∗(T
∗)

.

Démonstration.

(1) Soit 1 ⩽ p < ∞ et soit T ∈ πp(X, Y ). On va montrer que T ∗ ∈ Dp∗(Y
∗, X∗) . Si

y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗ et (x∗∗

i ) ⊂ X∗∗, on a

n∑
i=1

|⟨T ∗(y∗i ), x
∗∗
i ⟩| =

n∑
i=1

|⟨y∗i , T ∗∗(x∗∗
i )⟩|,

⩽
n∑

i=1

∥y∗i ∥∥T ∗∗(x∗∗
i )∥, (2.4)

⩽

( n∑
i=1

∥y∗i ∥p
∗
) 1

p∗
(
∥T ∗∗(x∗∗

i )∥p
) 1

p

.

Puisque T est p-sommant, il résulte que T ∗∗ est p-sommant, de plus πp(T ) = πp(T
∗∗). On

trouve ( n∑
i=1

∥T ∗∗(x∗∗
i )∥p

) 1
p

⩽ πp(T ) sup
ξ∈BX∗

( n∑
i=1

|⟨x∗∗
i , ξ⟩|p

) 1
P

. (2.5)

En remplaçant l'inégalité (2.4) dans (2.5), on aura

n∑
i=1

|⟨T ∗(y∗i ), x
∗∗
i ⟩| ⩽ πp(T )

( n∑
i=1

∥y∗i ∥p
∗
) 1

p∗

sup
ξ∈BX∗

∥(x∗∗
i (ξ))∥lnp

Ce qui implique que T ∗ ∈ Dp∗(Y
∗, X∗) et dp∗(T

∗) ⩽ πp(T ).

Inversement. On suppose que T ∗ ∈ Dp∗(Y
∗, X∗), soit x1, . . . , xn ∈ X, et soit (y∗i ) une suite

�nie dans Y ∗, on a

∣∣ n∑
i=1

⟨Txi, y
∗
i ⟩
∣∣ ⩽

n∑
i=1

|⟨xi, T
∗(y∗i )⟩|,

⩽ dp∗(T
∗)
( n∑

i=1

∥y∗i ∥p
∗) 1

p∗ sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

|⟨xi, x
∗⟩|p
) 1

p .

Puisque (lnp (X))∗ = lnp∗(X
∗),

( i.e.,(
n∑

i=1

∥T (xi)∥p)
1
p = sup

{∣∣y∗i (Txi)
∣∣ : y∗1, . . . , y∗n ∈ Y ∗,

( n∑
i=1

|⟨xi, x
∗⟩|p
) 1

p ⩽ 1

}
Nous faisons entrer le suprême sur la boule unité sur lnp∗(X

∗), on trouve
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2.5. Caractérisations des opérateurs fortement p-sommants

( n∑
i=1

∥T (xi)∥p
) 1

p ⩽ dp∗(T
∗) sup

x∗∈BX∗

( n∑
i=1

|⟨xi, x
∗⟩|p
) 1

p .

Ce qui implique que T est p-sommant et πp(T ) ⩽ dp∗(T
∗).

(2) De la même façon que (1).

2.5 Caractérisations des opérateurs fortement p-

sommants

On va maintenant présenter le théorème de domination concernant cette classe d'opéra-

teurs.

Théorème 2.5.1. Un opérateur T ∈ B(X, Y ) est fortement p-sommant, 1 ⩽ p ⩽ ∞, si

et seulement si , il existe une probabilité de Radon µ sur BY ∗∗ et une constante positive C,

telle que pour tout x ∈ X, on a

|⟨T (x), y∗⟩| ⩽ C∥x∥(
∫

BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗))
1
p∗ . (2.6)

Démonstration. Premièrement on commence par montrer la réciproque. Soient (xi) ⊂ X et

y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗ . D'après (2.6), on a

|⟨T (xi), y
∗
i ⟩| ⩽ C∥xi∥(

∫
BY ∗∗

|y∗i (y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗ .

pour tout 1 ⩽ i ⩽ n On aura donc

n∑
i=1

|⟨T (xi), y
∗
i ⟩| ⩽ C

n∑
i=1

(∥xi∥(
∫

BY ∗∗

|y∗i (y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗ ),

⩽ C(
n∑

i=1

∥xi∥p)
1
p (

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|y∗i (y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗ ),

⩽ C(
n∑

i=1

∥xi∥p)
1
p sup
y∈BY

∥y∗i (y)1⩽i⩽n∥ln
p∗
.
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2.5. Caractérisations des opérateurs fortement p-sommants

Ce qui implique que T ∈ Dp(X, Y ) et dp(T ) ⩽ C .

On démontre la première implication. On a, T est fortement p-sommant ⇐⇒ T ∗ est p∗-

sommant et dp(T ) = πp∗(T
∗),

|⟨T (x), y∗⟩| ⩽ |⟨x, T ∗(y∗)⟩|

⩽ ∥x∥∥T ∗(y∗)∥

⩽ dp(T )∥x∥(
∫

BY ∗∗

|y∗∗i (y∗)|p∗dµ(y∗∗))
1
p∗ .

D'où le résultat.
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Chapitre 3

opérateurs multilinéaires Cohen

fortement p-sommants

3.1 opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-

sommants

Nous introduisons la généralisation suivante de la classe d'opérateurs Cohen fortement

p-summants dé�nit en 1973 par Cohen [2].

Dé�nition 3.1.1. Un opérateur m-linéaire T : X1×. . .×Xm −→ Y (Xj, ((j = 1, . . . ,m), Y

sont des espaces de Banach arbitraire et m ∈ N) est Cohen fortement p-sommant, 1 ⩽

p ⩽ ∞ si, il existe une constante positive C telle que pour tout xj
1, . . . , x

j
n ∈ Xj, et tout

y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗, on a :

∥∥(〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉)∥∥

ln1
≤ C

(
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p
Xj

) 1
p

sup
y∈BY

∥(y∗i (y))∥ln
p∗
. (3.1)

Encore une fois la classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1 ×
. . . ×Xm dans Y , qui sera noté par Dm

p (X1, . . . , Xm;Y ) est un espace de Banach muni de

la norme :

dmp (T ) = inf{C véri�ant l'inégalité (3.1)}.

Exemple 3.1.1.

L'opérateur T : l1× l1 −→ l1 donne par T (x, y) = (xkyk)k est Cohen fortement 1-sommant.
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3.1. opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants

Démonstration.

Soit

T : l1 × l1 −→ l1

(x, y) 7→ (xkyk)k

Pour tout x = (x1
i )i, y = (x2

i )i ⊂ l1. Alors, pour tout n ∈ N et tout y∗1, . . . , y
∗
n ∈ l∞, on a :

n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , x

2
i

)
, y∗i
〉∣∣ ≤ n∑

i=1

∥∥T (x1
i , x

2
i

)∥∥ ∥y∗i ∥ ,
=

n∑
i=1

∥∥∥(x1
i,kx

2
i,k

)
k

∥∥∥
l1
∥y∗i ∥ ,

≤

(
n∑

i=1

(
∞∑
k=1

∣∣x1
i,kx

2
i,k

∣∣) sup
i

∥y∗i ∥

)
,

≤
n∑

i=1

(
∞∑
k=1

∣∣x1
i,k

∣∣2) 1
2
(

∞∑
k=1

∣∣x2
i,k

∣∣2) 1
2

sup
i

(
sup
y∈Bl1

|y∗i (y)|

)
,

≤
n∑

i=1

2∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥
l2
· sup
y∈Bl1

(
sup
i

|y∗i (y)|
)
,

≤
n∑

i=1

2∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥
L1

· sup
y∈Bl1

∥y∗i (y)∥l∞ .

Alors T est Cohen fortement 1-sommant.

Proposition 3.1.1. Soit T ∈ L(X1, . . . , Xm, Y ) et v : lnp −→ Y ∗ un opérateur linéaire

borné. L'opérateur T est Cohen fortement p-sommant si est seulement si :

n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, v (ei)

〉∣∣ ≤ C

(
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p
Xj

) 1
p

∥v∥. (3.2)

Pour p = 1, on a Dm
1 (X1, . . . , Xm, Y ) = L (X1, . . . , Xm;Y ) .

On va donné maintenant propriété d'idéal des opérateurs Cohen fortement p−sommant.

Proposition 3.1.2. (propriété d'idéal)

Soient T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) , R ∈ B(Y, Z) et Sj ∈ B (Ej, Xj) (1 ≤ j ≤ m)

(1) Si T est Cohen fortement p−sommant, alors R ◦T est Cohen fortement p−sommant et

dmp (R ◦ T ) ≤ ∥R∥dmp (T ).
(2) Si T est Cohen fortement p−sommant, alors T ◦ (S1, . . . , Sm) est Cohen fortement

p−sommant et dmp (T ◦ (S1, . . . , Sm)) ≤
m∏
j=1

∥Sj∥ dmp (T ).
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Démonstration.

(1) Soient n ∈ N, xj
1, . . . , x

j
n ∈ Xj et z

∗
1 , . . . , z

∗
n ∈ Z∗. Il su�t d'après (3.2) de montrer que

n∑
i=1

∣∣〈RT
(
x1
i , . . . , x

m
i

)
, z∗i
〉∣∣ ≤ C

(
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p
Xi

) 1
p

∥v∥.

Où v : Z −→ lnp∗ tel que v(z) =
n∑

i=1

z∗i (z)ei.

On a :
n∑

i=1

∣∣〈RT
(
x1
i , . . . , x

m
i

)
, z∗i
〉∣∣ = n∑

i=1

∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, R∗ (z∗i )

〉∣∣ ,
≤

(
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p
Xj

) 1
p

∥w∥.

où

w(y) =
n∑

i=1

⟨R∗ (z∗i ) , y⟩ ei,

=
n∑

i=1

⟨z∗i , R(y)⟩ ei,

= ∥R(y)∥
n∑

i=1

〈
z∗i ,

R(y)

∥R(y)∥

〉
ei.

Ce qui implique

∥w∥ ≤ ∥R∥ sup
z∈Bz

∥∥(z∗i (z))1≤i≤n

∥∥
ln1
,

≤ ∥R∥∥v∥.

(2) Soient n ∈ N, ej1, . . . , ejn ∈ Ej et y
∗
1, . . . , y

∗
n ∈ Y ∗. On a :

n∑
i=1

∣∣〈T ◦ (S1, . . . , Sm)
(
e1i , . . . , e

m
i

)
, y∗i
〉∣∣ = n∑

i=1

∣∣〈T (S1

(
e1i
)
, . . . , Sm (emi )

)
, y∗i
〉∣∣ ,

≤dmp (T )

(
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥Sj

(
eji
)∥∥p

Xj

) 1
p

∥v∥

(
v(y) =

n∑
i=1

y∗i (y)ei

)
,

≤dmp (T )

(
m∏
j=1

∥Sj∥p
n∑

i=1

∥∥eji∥∥pEj

) 1
p

∥v∥,

≤dmp (T )
m∏
j=1

∥Sj∥

(
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥eji∥∥pEj

) 1
p

∥v∥.
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Ce qui entraîne dmp (T ◦ (S1, . . . , Sm)) ≤
m∏
j=1

∥Sj∥ dmp (T ) et ceci terminé la démonstration.

3.1.1 Théorème de Domination

On présente maintenant le théorème de domination . Avant ceci, on donne le lemme de

Ky Fan pour utilité dans la démonstration du théorème. Pour la preuve le lecteur pourra

consulter [6].

Lemme 3.1.1. Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C une partie convexe com-

pacte de E. Soit M un ensemble des fonctions dé�nies sur C à valeurs dans (−∞,∞)

véri�antes les propriétés suivantes :

(a) Tout f ∈ M est convexe et semi continue inferierment.

(b) Si g ∈ conv(M), il existe f ∈ M telle que g(x) ⩽ f(x), ∀x ∈ C.

(c) S'il existe r ∈ R telle que pour tout f ∈ M , f(x) ⩽ r. Alor il existe x0 ∈ C telle que

f(x0) ⩽ r pour tout f ∈ M.

Théorème 3.1.1. Un opérateur m-linéaire T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) est Cohen fortement p-

sommant, 1 < p < ∞ s'il existe une probabilité de Radon µ sur BY ∗∗ telle que pour tout

(x1, . . . , xm) ∈ X1 × . . .×Xm, on a :

∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤ dmp (T )

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥ ∥y∗∥Lp∗(BY ∗∗ ,µ)

. (3.3)

Inversement, s'il existe une constante positive C et une probabilité de Radon µ sur BY ∗∗

telles que pour tout (x1, . . . , xm) ∈ X1 × . . .×Xm , on a :

∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤ C

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥(∫

BY ∗

|y∗ (y∗∗)|p
∗
dµ

) 1
p∗

. (3.4)

alors T ∈ Dm
p (X1, . . . , Xm;Y ) et dmp (T ) ≤ C.

Démonstration. Premièrement on commence par montrer la réciproque. Soient xj
1, . . . , x

j
n ∈

Xj, j = 1, . . . ,m et y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗. On a :

|⟨T (x1
i , . . . , x

m
i ) , y

∗
i ⟩| ≤ C

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥(∫
BY ∗

|y∗i (y∗∗)|
p∗ dµ (y∗∗)

) 1
p∗

.

pour tout 1 ⩽ i ⩽ n. Donc :
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n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣ ,

≤C
n∑

i=1

(
m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥(∫
BY ∗∗

|y∗i (y∗∗)|
p∗ dµ (y∗∗)

) 1
p∗
)
,

( par Hölder ) ≤C

(
n∑

i=1

(
m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥)p) 1
p
(

n∑
i=1

(∫
BY ∗∗

|y∗i (y∗∗)|
p∗ dµ (y∗∗)

)) 1
p∗

,

≤C
n∑

i=1

(
m∏
j=1

(∥∥xj
i

∥∥p) 1
p
sup
y∈BY

∥∥(y∗i (y))1≤i≤n

∥∥
ln
p∗

)
.

Ce qui implique que T ∈ Dm
p (X1, . . . , Xm;Y ) et dmp (T ) ≤ C. Pour prouver la première

implication, soit K = BY ∗∗ . On considère l'ensemble C des mesures de probabilité sur

C(K)∗. L'ensemble C est un convexe compact dans C(K)∗ muni de sa topologie ∗ faible

σ (C(K)∗, C(K)). Soit M un ensemble des fonctions dé�nies sur C à valeurs dans R de la

forme :

f((xj
i),(y∗i ))

(µ) =
k∑

i=1

(∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y∗i , y∗∗⟩|
p∗ dµ (y∗∗)

)
.

(3.5)

où
(
xj
i

)
1≤i≤n

⊂ Xj 1 ≤ j ≤ m et (y∗i )1≤i≤n ⊂ Y ∗. Ces fonctions sont convexes et continues.

On applique le lemme de Ky Fan avec E = C(K)∗. Soient f, g dans M et α ∈ [0, 1], telle

que :

f((x′j
i ),(y′∗i ))

(µ) =

k∑
i=1

(∣∣〈T (x′1
i , . . . , x

′m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥x′j
i

∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y′∗i , y∗∗⟩|
p∗
dµ (y∗∗)

)
,

g
((
x′′j
i

)
, (y′′∗i )

)
(µ) =

l∑
i=1

(∣∣〈T (x′′1
i , . . . , x′′m

i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥x′′j
i

∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y′′∗i , y∗∗⟩|p
∗
dµ (y∗∗)

)
.
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Il s'ensuit que :

αf =

k∑
i=1

α

(∣∣〈T (x′1
i , . . . , x

′m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥x′j
i

∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y′∗i , y∗∗⟩|
p∗
dµ (y∗∗)

)
=

k∑
i=1

(∣∣∣〈T (α 1
mpx′1

i , . . . , α
1

mpxm
i

)
, α

1
p∗ y∗i

〉∣∣∣
−C

p

m∏
j=1

∥∥∥α 1
mpx′j

i

∥∥∥p − C

p∗

∫
K

∣∣∣〈α 1
p∗ y′∗i , y

∗∗
〉∣∣∣p∗ dµ (y∗∗)

)
.

et
(1− α)g =

l∑
i=1

(1− α)

(∣∣〈T (x′′1
i , . . . , x′′m

i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥x′′j
i

∥∥p
−C

p∗

∫
K

∣∣∣〈(1− α)
1
p∗ y′′∗i , y∗∗

〉∣∣∣p∗ dµ (y∗∗)

)
=

l∑
i=1

(∣∣∣〈T ((1− α)
1

mpx′′1
i , . . . , (1− α)

1
mpx′′m

i

)
, (1− α)

1
p∗ y∗i

〉∣∣∣
−C

p

m∏
j=1

∥∥∥(1− α)
1

mpx′′j
i

∥∥∥p − C

p∗

∫
K

∣∣∣〈(1− α)
1
p∗ y′′∗i , y∗∗

〉∣∣∣p∗ dµ (y∗∗)

)
.

Finalement on a

αf + (1− α)g =

n∑
i=1

(∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y∗i , y∗∗⟩|
p∗ dµ (y∗∗)

)
.

avec n = k + l,

xj
i =

{
α

1
mpx′j

i si 1 ≤ i ≤ k,

(1− α)
1

mpx′′j
i si k + 1 ≤ i ≤ n.

et

y∗i =

{
α

1
px y′∗i si 1 ≤ i ≤ k,

(1− α)
1
p∗ y′′∗i si k + 1 ≤ i ≤ n.

Soit y0 ∈ BY ∗∗ tel que :

sup
∥y∥=1

(
n∑

i=1

|⟨y∗i , y⟩|
p

) 1
p∗

=

(
n∑

i=1

|⟨y∗i , y0⟩|
p∗

) 1
p∗

.
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et f de la forme (3.5). On a :

f (δy0) =

n∑
i=1

(∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y∗i , y∗∗⟩|
p∗ dδy0 (y

∗∗)

)
n∑

i=1

(∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p − C

p∗

n∑
i=1

|⟨y∗i , y0⟩|
p∗

)
.

(δy0 est la mesure de Dirac supportée par y0). En utilisant l'identité élémentaire

∀α, β ∈ R∗
+ αβ = inf

ϵ>0

{
1

p∗

(α
ϵ

)p
+

1

p∗
(ϵβ)p

∗
}
. (3.6)

nous trouvons
n∑

i=1

(∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p − C

p∗

n∑
i=1

|⟨y∗i , y0⟩|
p∗

)
≤

n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣− C

 n∑
i=1

(
m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥p) 1
p

·

(
n∑

i=1

|⟨y∗i , y0⟩|
p∗

) 1
p∗
 .

et ceci d'après (3.3) est inférieur ou égale à zero. D'après le lemme de Ky Fan, il existe µ ∈ C
telle que f(µ) ≤ 0 pour tout f ∈ M . Si on prend x = (x1, . . . , xm) ∈ X1, . . . , Xm et y∗ ∈ Y ∗

on a :
f(µ) = f(x,y∗)(µ) =∣∣〈T (x1, . . . , xm

)
, y∗
〉∣∣− C

p

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥p − C

p∗

∫
K

|⟨y∗, y∗∗⟩|p
∗
dµ ≤ 0.

D'où ∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤ C

(
1

p

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥p + 1

p∗

∫
K

|⟨y∗, y∗∗⟩|p
∗

)
dµ.

Fixant ϵ > 0 et en remplaçant xj par 1

ϵ
1
m
xj, y∗ par ϵy∗ et en prenant l'inf pour ϵ > 0 voir

(3.6), on trouve :∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤C

(
1

p

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥p + 1

p∗

∫
K

| ⟨y∗, y∗∗⟩p
∗
dµ

)
,

≤C

(
1

p

m∏
j=1

∥∥∥∥ xj

ϵ
1
m

∥∥∥∥p + 1

p∗

∫
K

|⟨ϵy∗, y∗∗⟩|p
∗
dµ

)
,

≤C

1

p

[∏m
j=1 ∥xj∥

ϵ

]p
+

1

p∗

(
ϵ

(∫
K

|⟨y∗, y∗∗⟩|p
∗
) 1

p∗
)p∗
 .

≤ C

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥(∫

K

|⟨y∗, y∗∗⟩|p
∗

)
)

1
p∗ .
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Ce qui implique ∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤ C

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥ ∥y∗∥L

p∗(BY ∗∗,µ).

Ce qui termine la démonstration.

Corollaire 3.1.1.

Soient 1 ≤ p1, p2 < ∞ tels que p1 ≤ p2. Si T ∈ Dm
p2
(X1, . . . , Xm;Y ) alors T dans

Dm
p1
(X1, . . . , Xm;Y ) et

dmp1(T ) ≤ dmp2(T ).

Démonstration. Elle est immédiate par l'inégalité (3.3).

Théorème 3.1.2. Soit 1 < p ≤ ∞. Soit T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) et T ∗ son adjoint. On a T

∈ Dm
p (X1, . . . , Xm;Y ) si, et seulement si, T ∗ ∈ πp∗ (Y

∗,L (X1, . . . , Xm)) et on a :

dmp (T ) = πp∗ (T
∗).

Démonstration. Supposons que T ∈ Dm
p (X1, . . . , Xm;Y ). Par (3.4) on a

∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤ dmp (T )

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥(∫

BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ (y∗∗)

) 1
p∗

.

pour tout xj ∈ Xj(1 ≤ j ≤ m) et y∗ ∈ Y ∗. En prenant le supremum sur toutes les séquences

(xj)1≤j≤m avec ∥xj∥ ≤ 1, on obtient

sup
∥x1∥...,...,∥xm∥≤1

∣∣T ∗ (y∗)
(
x1, . . . , xm

)∣∣ ≤ dmp (T )

(∫
BY ∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ (y∗∗)

) 1
p∗

.

puis

∥T ∗ (y∗)∥ ≤ dmp (T )

(∫
BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ (y∗∗)

) 1
p∗

.

D'après le théorème de Domination Pietsch, T ∗ ∈ πp∗ (Y
∗,L (X1, . . . , Xm)) et on a πp∗ (T

∗) ≤
dmp (T ). L'inverse, supposons que T ∗ ∈ πp∗ (Y

∗,L (X1, . . . , Xm)). On a :∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ = ∣∣T ∗ (y∗)

(
x1, . . . , xm

)∣∣ ,
≤ ∥T ∗ (y∗)∥

m∏
j=1

∥∥xj
∥∥ .

En utilisant le théorème de Domination pour Pietsch les opérateur multilinéaire p∗-sommant,

nous obtenons :∣∣〈T (x1, . . . , xm
)
, y∗
〉∣∣ ≤ πp∗ (T

∗)
m∏
j=1

∥∥xj
∥∥(∫

BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ (y∗∗)

) 1
p∗

.

ainsi par (3.4) T et Cohen fortement p∗-sommant dmp (T ) ≤ πp∗ (T
∗).
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