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Résumé

Dans ce travail on s’intéresse a la caractérisation concrete des espaces de Besov lo-
calisés uniformes, on établit que les espaces , sont décrits sans utiliser une fonction
de classe C* et support compact pour s > 0. Dans une autre partie on s’intéresse
aux opérateurs de composition sur certains espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel.
On ¢établit la nécessité de la condition de Lipschitz.

Mots-clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opérateurs de compo-

sition, localisation uniformes.
Abstract

In this work we are interested in the concrete characterization of uniform localized
Besov spaces, we establish that spaces, are described without using a class function
with C*° and compact support for s > 0. In another part, we are interested in com-
positional operators in some areas of Besov and Lizorkin-Triebel. The necessity of
the condition of Lipschitz is established.

Keywords: Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Composition operators, localisa-

tion uniformes.
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Introduction

Ce mémoire est consacré a 1’é¢tude de localisations uniformes et composition
dans les espace de Besov et Lizorkin-Triebel qui est un sujet intéressent et d’actua-
lité. Cette étude utilise des techniques de plusieurs parties d’analyse pour prouver
les résultats présentés a savoir la théorie des opérateurs, 1’analyse fonctionnelle, la
théorie de la mesure.

L’étude des localisations uniformes et composition dans les espace de Besov
a été ’objet d’¢études de plusieurs mathématiciens, voir par exemple les articles [3],
[4], [15], [13].

Notre travail est divisé en quatre chapitres :

— Dans le premier chapitre, on présente quelques propriétés sur les séries de
Littlewoodpaley, les espaces de Besov, les espaces de Lizorkin-Triebel, in-
¢galités classiques et nous terminerons par un exemple d’une fonction dans
I’espace de Besov.

— Dans le deuxieéme chapitre, dans cette partie selon la preuve théoréme située
dans [3], en tenant compte n = 1 on obtient :

Théoréme 01  On suppose s = 11) et g > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans
le cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n vérifient
k = n = 1. Si la fonction f : R — R opére sur E> (R) alors f’appartient

a E;"'(R), localement uniformément.
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— Le troisiéme chapitre est consacré a la Localisation uniforme des espaces
de Besov et de Lizorkin-Triebel et & des remarques sur la propriété de com-
position dans I’espace B; (R) et dans ce travaille, nous avons démontre les
trois théoremes suivants :

Théoreme 02 Si0 < s < 1, alors B, q(R)lu est ’ensemble des fonctions

f telles que

o dt 1/q
sup (/0 (t wp,B+a(f,t))qt> + | fllz, @) < o0 (1)

a€R

De plus "expression ci-dessus est une norme équivalente sur By (R)y.
Théoreme 03 Si0 < s < 1,alors F; (R),. Est!’ensemble des fonctions

f telles que

1 7 q¢\ 11
sup | ([ (7572 [ 18070l ) T ) a1l < oo
2)
De plus ’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F; (R)g,.
Théoreme 04 Soientl < p < q < oo, (d + 119) < s < d+ 1, pour
un entier d > 1. Pour toute fonction f € B; (R) telle que f(0) = 0, et

f:R — R, et toute fonction g € B; (R), a valeurs réelles,on a

Ty(g) € B, ,(R).
De plus il existe une constante ¢ = ¢(s, p,q) > 0 tel que

1T (935,00 = 1F © glly @) < el llpszr ey (1 + llgllsy @)~/

»q

— Dans le quatrieme chapitre en ¢étudie la propriété de composition dans les
espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel localisés uniformes, ou on a dé-
montré les théorémes suivants :

. 1 ) .
Théoréeme 05 Soients = 2>’ f R — R.S1T} envoie (F2(,11/2) N Loo> (R)

2



Introduction

dans Bé,lcfoz) (R)1u, alors f est localement lipschitzienne.

) 1
Théoreme 06  Soient s = 2>’ f : R — R. On suppose que Fz(ll/ 2)(IR)lu ¢
Lo (R) (autrement dit : Lo (R);, = Loo(R)). Si Ty envoie F2(11/ 2 (R),, dans

Bélo/oz ) (R)1u, alors f est globalement lipschitzienne.




Notations

* Nous notons E; (R) := B, (R) ou F; (R) I’espace de Besov ou I’espace

de Lizorkin-Triebel.

* Sif : R — Cestune fonction, le supportde f est suppf = {x € R: f(x) # 0}.
* D(R) est I’espace des fonctions C>°(R) a support compact.
* D'(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distributions sur R.
» S est I’espace des fonctions C*°(R) a décroissance rapide sur R.
* §’'(R) est le dual de S(R), est appelé¢ espace des distributions tempérées sur
R.

* Si f € S(R) sa transformée de fourier est :

(FH©) = [ e ¢f(@)de

et sa transformée de Fourier inverse est :

(FHE) = @m)7 [ e f(2)da.
* Co(R) est un espace de fonctions continues et a support compact.
* (f*g)(x) = [z f(x—1y)g(y)dy estle produit de convolution des fonctions
fetg.
* Le symbole — désigne I’'inclusion avec continuité de I’injection canonique.
* Pour une distribution f définie sur R et @ € R, on définit I’opérateur de
translation par
Tof(x) = f(x — a), Vz € R.

4



Notation

* Nous notons T} I’opérateur de composition, défini par T¢(g) = f o g.

* Q={x €R:|x—a| <r}estlintervale de centre a et de rayan » > 0.
- Q+ =0, 1].

‘- E q(R)lu I’espace de Besov ou Lizorkin-Triebel localisée uniforme.

* Soient s € Retp,q € [1,+00], €2 (R) désigne ’espace des distributions

s
P9

tempérées a valeurs dans R
e, (R) = E; (R) N Lo (R).

* Pour tout m € N, on désigne par P,,, des fonctions polynomiales sur R, de
degré < m.
* Pour tout p € [1, oc], toute fonction mesurable f sur R et tout ¢ > 0, on

pose

1/p
wp(f1) = sup ([ 18nf(@)Pde)

m(£.0) = sup ([ 183 f@)raz)"".




Chapitre 1

Définition et propriétés des espaces

de Besov et de Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, nous aborderons quelques concepts de base et les caracté-
ristiques de chacun des espaces de Besov, espaces de Lizorkin-Teirbel, Littlewood-
paley, Besov homogenes, Lizorkin-triebel homogénes, Besov généralisé, Lizorkin-

Teirbel généralisé et certaines propriétés importantes.

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

1.1.1 Séries de Littlewood-Paley

Les séries de Littlewood-Paley jouent un role important dans la définition des
espaces de Besov homogeénes et non homogeénes. Nous allons rappeler la définition
de la décomposition de Littlewood-Paley d’une distribution temperée.

Soit une fonction p paire p € C>*(R"™),0 < p < 1. Autrement dit p est une fonction

de classe C*, positive, radiale sur R™
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i.e: p(&) = ¢(|&]), avec ¢ € D(R™) telle que

1 st|€| <1,

p(§) = 3
0 sil¢] > 2

On définit :
v(§) = p(§) — p(2¢), V€ € R™

La fonction v € S(R"™) est telle que :

1. suppy C {6 .- < €] < 3}.
2 2

2. 4(€) > 0 pour - < [¢] < 2.
2 3

3. Yjezv(277€) = L,VE €R™\ 0.

Ona:p(€) =1—Y,czv(277¢), et on obtient la fonction p € C°(R")est telle que

supppc{ EeR: gl < } (L1)

Donc pour tout £ € R™, on a la partition de 1’'unité non homogene suivante :
p(€) + 3 7(279€) = 1.
j>1
Si & # 0, alors Y ez, v(277€) = 1 est appelée partition de ’unité homogene. A la

partition (1.1), on associe une suite d’opérateurs de convolutions notés :

Q; :S8'(R") = C=(R"),
Sk : 8'(R™) — C>=(R"™),
définis par
Qif(x) =F 1(v(27.))* f(zx) j =1
Sef(@) = F(p(27)) = f(x) k >0,

ou

F(Qif)(€) =~(2776)F(¢) j>1
F(Suf)(€) =p(27*)f (&) k> 0.

7
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avec la notation : Qo = Sy

Si dans la relation (1.1) on change & par 277¢ et on multiplie par £(&) ,on obtient

F&p27") + f(&) Y. v(277¢) = f(9). (1.2)

jzk+1

En appliquant 1’application F~* sur (1.2), on obtient

Sef+ ) Q;f=Ff (1.3)
j>k+1
Pour k = 0, on trouve
Sof +>_Qif = f.
j=1

Pour toute f € S’'(R™), la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors 1’iden-
tité

> Qif =f (1.4)

Jj=0

La série (1.4) converge au sens des distributions tempérées.

de (1.3) et (1.4) alors

k
Sef+ > Qif=>_Q;f+ > Q;f

j=k+1 7=0 j>k+1

Donc

k
Scf =3 Q;f.

7j=0
Pour toute f € S’(R™), la décomposition de Littelwood-Paley de f est donnée par

f=Qf+ > Q;f (1.5)

j>k41

La série (1.5) converge au sens des distributions tempérées.

1.2 Une variante de la décomposition de Littlewood-
Paley

Dans certains cas, il est utile de remplacer les fonctions standard ~ et ¢ par des

fonctions produits tensoriels. Telle que R™ = R™ x R™™ pour toutes fonctions f, g

8
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définies sur R™ et R*~™, on pose
(f ®9)(t, z) = f(t)g(x). V(t,z) € R™ x R"™™.

Définition 1.2.1.

Po = Pm Q@ Pn-my M1 =Pm(2(:)) @ Yn-ms H2="Tm ® Pn-m
Alors, nous avons

po(t,x) — po(2t,2x) = pq(t, ) + pa(t,x), V(t,x) € R™ x R"™™,
Nous définitions les opérateurs Uy et U, ;(j > 1, = 1.2) sur 8'(R™) par
Ua,j = 1a(277D),Us = po(D).

Proposition 1.2.1. Soient 1 < m < n et s € R. Alors une distribution tempérée

f € B (RY)et f € F; (R") si et seulement si

1Uofllp + > (3@ Ua fllp) )YV < +o00, (1.6)
a=1,2 j>1
1Uofllp + > 102 (2¥Uay f)D Y4l < +o0. (1.7)

a=1,2 j>1
les expressions ci-dessus sont des normes équivalentes sur By (R™)et F; (R"), res-

pectivement .

Démonstration. Voir [1]. ]

1.3 Opérateur de différences finies

Pour toute distribution f sur R et tout h € R, on pose A, = 7_,f — f, on
considere aussi les puissances successives de I’opérateur A, définie inductivement

par
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Al = Apet AP = Apo AT, Vm € N*,
On vérifie aisément la formule suivante :

& f(@) = f(@+h) - f(a), 2,h €R

k
A f(x) = 20 o (—1)F T_knf-

1.4 Décomposition du produit f.g

Soient f et g deux fonctions dans S’(R™), on définit le produit f.g par :

fg= jli_r&(ij)'(ng)’

lorsque la limite existe dans S’(R"™).

1.5 Interpolation

Soient Ag, A; deux espaces de Banach, 0 < 6 < 1,onditque a € Ay =
(Ap.A1) si et seulement s’il existe une fonction f défini sur C telle que
1) f(z) est analytique sur la bonde z € C 0 < Re(z) < 1 et a valeur dans
Ay + A, continue et bornée sur la bonde z € C 0 < Re(z) < 1.
1) f(k+ it) (ou k = 0, 1) continue sur Ay tel que tend 0 si || — +oo.
iil) a = f(0).

On munit A par la norme

lally = inf max(sup [[£(iy) |40, sup [[£(1 + iy)]la,)

Proposition 1.5.1. Ay est un espace de Banach.

Démonstration. Voir [15]. ]
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1.6 Inégalités classiques

Proposition 1.6.1. (Inégalit¢ de Holder)

Sotent1 < p,g < copour f € L,(R) etg € L,(R) alors

f.g € L,(R),

et

1 £-gll- < [ £llollgllq-

Proposition 1.6.2. (Inégalité¢ de Young)
Soient 1 < p<ooetl <g<ooetl<r<ootelsquel+ =

alors pour toute fonction f € L,(R*) etg € L,(R") ona
f*g€L.(R"),

et

1 = gllr < 1 Flpllgllq-
Démonstration. On fixe g € L,(R) et on considére I’opérateur Tf = f * g, on a
Tf(z) = | FW)g(@—y)dy
= [ (f@)igl@ — y)(f(y)7dy

Alors
Tr@)I < [ 15 @)l lg@ — )l ()7 dy,

par I’inégalité¢ de Holder, on obtient

TE@I <A [ 1 @lla( — v)ldy,

11
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donc

ITFII < lgllqll£ll2-

D’autre part I’inégalité¢ de Holder, donne

ITf ()] < llgllqll £llq-

En appliquant le théoréme de Riesz-Thorin on obtient

T :L;(R") — L,(R")

: Ly(R") — Loo(R)

) 1 1—-6 1 0
[l vient T : L,(R") — L,(R"),avec — =0+ ——, — = —, 6 €]0,1[,ona
b q r q
1 — 1 1
—=0+—— =>-—=0+1+6)(1—-)
p q p q
1 0
= =0+1—-—0+—
117 q q
= - =+41——+ -
Db q 4q
0 1 1
= -—+1=-+"-
q p 4q
1 1 1
= -+1==+".
r p gq

Proposition 1.6.3. (Inégalit¢ de Minskowski)
Soient p, g € [1, oc] tels que %+% = 1. Alors pour toutes fonctions mesurables

frg: X —-Rona

1F +gllo < [ £ll» + llgllg

Démonstration. On démontre d’abord I’inégalité de Holder. Sans perte de généralité,
on peut supposer que || f||, = ||g|l; = 1. Pour tous z,y > Oon a

xP x9
xy < —+ —.
D q

12
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Il s’ensuit que

’/ fgdu' < [ Ifglan < [ (IJ‘I”+I9I"> L Il Nally

b q

Montrons maintenant I’inégalit¢ de Minkowski. En utilisant I’inégalité de Holder,

on obtient

If +gllz = [ 1F +gldu < / IF + gl (1f1 + lgl) dpe
< ([ 17 +orrau) ” {(/ rpaz)” + ([ lglaa)’ } -
Cette inégalité¢ implique immédiatement le résultat recherché. ]

Proposition 1.6.4. (Inégalité¢ de Bernstein )

Soient 1 < p < r < oo, 1l existe ¢ > 0 telle que
VR > 0O et toute f € L,(R"),

avece
suppf C {€ € R": |¢| < R},
ona

11 n
£, < eR*GTHH £, Yo € N

Démonstration. Soit ¢ € S(R"™) telle que ¢(&) = 1 pour |€] < 1, on pose

on(6) = 6(5),
alors :
f - ¢R.f7
et:
f(a) — (]:—1¢R)(a) * f.

Par I’inégalité de Young, on obtient

13
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1 1 1
1F g < I(F 1 pr) @l £1lp, avec 1 + i T

Comme pour tout x € R”
(F o) (z) = R"((F'¢) ™ (Rx),

il vient
(F ¢pr) @, = R*H=7||[(F 1)@ ],

Ce qui donne le résultat. ]

1.7 Localisation d’un espace de distribution

Définition 1.7.1. Soit E un E.B.D sur R™. On dit qu’une distribution f € D’'(R"™)
appartient localement & E si ¢f € E pour toute ¢ € D(R™), I’ensemble des telles

distributions est notée E;,..

Proposition 1.7.1. Soit E un E.B.D sur R", si E est un D(R") module et s1 f €

D’ (R™), alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(i) f € Eie.
(11) I1 existe une fonction positive non nulle o, € D(R™), telle que (Ta0) f €
FE pour toute a € R"™.

(i11) Pour toute @ € R™, il existe une boule ouverte B, contenant a et g € E

tels que g|p = f|B.

Un E.B.D E est isométriquement invariant par translation, si 7,f € E et
|7 flle = || fllg pour tout f € E ettout a € R™. Si E est plus un D(R™)-module

on a la propriété suivante
V¢ € D(R"), Va eR", |7mdlmm = |olmm- (1.8)

Démonstration. Voir [3]. ]
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Proposition 1.7.2. Soit Eun E.B.D sur R". Si E estun D(R"™) module, alors 1’opé-

rateur linéaire f — ¢ f est borné sur E, pour toute ¢ € D(R"™).

Sous les hypotheses de la Proposition 1.7.2, on posera :

|@llramy = sup{lléflle = f € E, ||flle =1}
Démonstration. Voir [3]. ]

Proposition 1.7.3. Soit E un D(R™)-module isométriquement invariant par transla-
tion. Pour toute distributionf, les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(1) II existe une fonction positive non nulle ¢o € D(R™), telle que (To00) f €

E pour tout a € R"”, et

sup |(Ta0) fllE < +o00.
acR”

(i1) Pour toute ¢ € D(R™), on a (7,¢)f € E pour toute a € R, et

sup ||(1.¢) fllg < +o0.
acR™

Définition 1.7.2. Un espace de Banach de distributions (E.B.D) dans D’(R") est
un sous espace vectoriel E de D’(R™)muni d’une norme compléte || — || telle que

I’injection canonique E — D’(R™) soit continue.

1.8 [Espaces de Besov

1.8.1 Définition et proposition des espaces de Besov

Définition 1.8.1. Soit s € R et p, g € [1, oo], I’espace de Besov not¢ B; (R) est
I'ensemble des f € S'(R) telle que || f|| s (r) < co ou

1
(Crzo 2°M|QrfI2)s, pour g # oo,
I fllBs, &) =

supy>02%|Qr f |5 pour q = oo.

15
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Définition 1.8.2. Soient s € R,p,q € [1,+o0]. I'espace de Besov B (R") est

I’ensemble des f € S’(R™) telles que

£

B &) = (D (27]1Q; f1l,) ) < 4o0.

7>0
Proposition 1.8.1. Soient £ un entier, et p,q € [1,00],st 0 < s < £, alors I’es-

pace de Besov B>9(R) est I’ensemble des distributions tempérées f vérifient

4 dh\4
||f||B;;"’(R) = ||fll, + (./1R|h|_sq (/R|Aflf($)|pdx) |h|"> .

Démonstration. Voir [16]. ]

Proposition 1.8.2. Soit s > 0, alors une distribution f € B, (R") si est seulement

si f € L,(R") et 8;f € By '(R") pour toute j = 1, ..., n. De plus I’expression

'q

171+ 3 105 ey
j=
est une norme équivalente dans By (R™).
Démonstration. Voir [2]. ]
Proposition 1.8.3. Soit s € R, alors
S(R") — B; (R") — S'(R™).
Démonstration. Voir [17]. []
Proposition 1.8.4. - Soients e R, 1 < p<ooetl <gqg < oo, alors

R") — F; (R") — B} R™),

;,min(p,q) ( ;max(p,q) (

- Solent —co <o <s<ooetl <p,r,t<oo,alors

B, .(R") — B/ (R"),
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-solents e R, 1 <r<t<ooetl <p< oo,alors
B, .(R") — B, ,(R"),
- Sotent1 < py < p < ooets—%z.so—pﬁo,alors

B2 (R") < B: (R™),

Po.q

—Soients>%—%,1ngooetlgp<ooous=%—%etq§r,
alors
B; (R") < L,.(R").
Démonstration. Voir [2]. ]

Définition 1.8.3. Soit B,  est I’espace de Besov. On dit que B,  est une algebre de
Banachsi B, . B, < B, . De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour

toute f et g appartenant a B;’q ona

1£-gll5;, < ellflls,-llglls,-

p,q —

Proposition 1.8.5. Soient s € Ret 0 < p,q < oo. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes

- B, estune algebre

-0<p< o0, 0<g< 0ets >n/poud<p<oo,0<qg<1let

s =mn/p.

1.8.2 Les espaces homogénes

Définition 1.8.4. Soient 0 < s < 1, p,q € [1,+oc], alors ’espace de Besov

homogenes B;q(R") est I’ensemble des fonctions f vérifient

+oo dt)\ «
170y o o= ([0 )" < o (1.9)

17
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Définition 1.8.5. Soient s > 1 etm I’entiertel que m < s < m+1, alors B;’ .(R™)

est ’ensemble des fonctions f telles que

1Fllsy ey == 30 IF @ gom ey < +oo.

|a|=m

Ce espace est qualifi¢ d’homogene en raison de I’importante propriété suivante
VA> 0 VFE B (R IFAO) gy am = XN F gy oy (110)

Définition 1.8.6. On dit qu’une distribution f € D’(R™) tend vers 0 a I’infini, si on
a

}\l_r%f(/\) =0 dans D'(R").

Proposition 1.8.6. Soient p € [1, +oo[ et 0 < s < n/p. Désignons par €; (R")
I’ensemble des fonctions f € B;’ ,(R™) qui tendent vers 0 au sens des distribution,

suivant la définition précédente alors

B? (R™) = €Z7q(Rn) @D Pls-

p.q

Muni de la norme || — ”Bg’q(R")’ ’espace e,  (R™) estun E.B.D sur R", et ¢’est un

D(R™)-module, invariant isométriquement par translation.

Démonstration. Voir [3]. ]

1.8.3 Les espaces non homogenes

Définition 1.8.7. Soient s > 0, p, g € [1, +oo], ’espace de Besov inhomogene est
B: (R™) = B: (R") N L,(R"),
il est muni de la norme

£

Bs &) = [[Fllp + 1 fll s cemy-

18
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Proposition 1.8.7. Soient p € [1, +oo] et 0 < s < n/p. Alors B; (R") se plonge

continiment dans e (R").

Démonstration. Voir [3]. []

1.8.4 Espace de Besov généralisé

Définition 1.8.8. Soit v : [0, co[— R une fonction positive et 0 < p,q < oo,
I’espace de Besov genéralise not¢ By (R) est I'ensemble des f € S'(R) telle

que || fll sy, =) < oo, ou

(5 @@ M@l pour g oo,
17l = 4 ¥
supv(2 M) [Qufll,  powr = oo
k>0

1.8.5 Les espaces a valeur vectorielle

Définition 1.8.9. On désigne par B} (R",R*) I’ensemble des fonctions

f: R* — RF

T — (fl(m)v afk(m))a

pour lesquelles les fonctions coordonnées fi,--- , fx appartiennent a B, (R"), la
1

k 2
norme de f dans B; (R",R*) étant définie par (Z ||fj||]23§’q(Rn)) :

j=1
Définition 1.8.10. Pour s € R, p,q € [1,+o0], on deéfinit espace €]  (R",R™)

comme ’ensemble des distributions tempérées a valeurs dans R™, f telles que

1f

e @ &™) = || fllec@rmy + || fllB; 7 m) < +o00.

On pose B, (R") = B, (R",R).
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1.9 Espace de Lizorkin-Triebel

1.9.1 Définition et proposition des espaces de Lizorkin-Triebel

Définition 1.9.1. Soits e R, 1 < p< ooetl < g < oo, ’espace de Lizorkin-

Triebel, noté F; (R), est ’ensemble des f € S'(R) telle que :

1]

Fs (R) < OO,

ou

> 1
I(X, 2M1Quf17) 7 lp>  pour g+ oo,
Iflleg 0 = §
| sup 2*1Qiflll,» ~ pour g = oo,
k>0

Définition 1.9.2. Soient s € R, p, g € [1, +-00], I'espace de Lizorkin-Triebel F; (R™)est

I’ensemble des f € S’(R™) telles que

171

ey = 1O (299Q, £V, < +oo.

320
Proposition 1.9.1. Soient £ un entier, et g € [1,00],etl < p < ocosi 0< s < ¥,
alors I’espace de Lizorkin-Triebel. F;»9(R) est ’ensemble des distributions tempé-

rées f vérifient
' Al Ydh ey
sy = e ( : = :

g = Wl 1 (677 ([, 1AGFOlran) ) < o0
Démonstration. Voir [16]. ]
Proposition 1.9.2. soit s € R, alors

n S n / n
S(R") — F,; (R") — S'(R")
Démonstration. Voir [2]. ]
Proposition 1.9.3. Soients > » — 2,1 < g < ocoetl < p <r < oo, alors

p

F: (R") < L,(R").
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Définition 1.9.3. Soit F;; est ’espace de Lizorkin-Triebel. On dit que F;; est une
algebre si F; . F7 — F; . De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour

toute f et g appartenant a Flf’q ona

1f-glles, < cllflrg,llg]

b, —

Foaqt
Proposition 1.9.4. Soient s € R,1 < p < coetl < g < oo, alors F;_ est une

algebre si et seulement si

l1<p<qg<ooets>n/p

ou

1<g<p<ooets>n((1/p)+(1/q))/2.

1.9.2 Les espaces homogénes

Définition 1.9.4. Soient0 < s < 1, p € [1,+00[, g € [1,+40oc], alors ’espace de

Lizorkin-Triebel homogene F;’ ,(R™) est "'ensemble des fonctions f verifient
o0 sem q dt £ P
Wi o= (L (£ (0 g 1anrnan) )" ) < e
(1.11)

Définition 1.9.5. Soient s > 1 et m Dentier tel que m < s < m+1, alors 13’;  (R™)

est ’ensemble des fonctions f telles que

£ sy my = 22 NF Ol ey < o0 (1.12)

|a|=m

Ce espace est qualifi¢ d’homogene en raison de I’importante propriété suivante
YA >0 VFEFL(RY) PO iy @ = AT PN gy oy (113)

La fonctionnelle || — ||z (zny n’est pas une norme, puisque || f|lzs gy = O si et
p,q p,q
seulement si f € Pyy. Pour éliminer cette difficulté, il est utile d’introduire la notion

suivante :
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Définition 1.9.6. On dit qu’une distribution f € D’(R™) tend vers 0 a I’infini, si on

a

lim f (/\

A—0

)zO dans 7D'(R").

Proposition 1.9.5. Soient p € [1, +oo[ et 0 < s < n/p. Designons par €; (R")
I’ensemble des fonctions f € sz,q (R™) qui tendent vers 0 au sens des distribution,

suivant la définition précédente, alors

E: (R") =€) (R") @ Py

pq

Muni de la norme || — ”F;’q(R")? 'espace €,  (R™) estun E.B.D sur R™, et ¢’est un

D(R™)-module, invariant isométriquement par translation .

1.9.3 Les espaces non homogenes

Définition 1.9.7. Soient s > 0, p € [1,+o0[, g € [1,+0o0], ’espace de Lizorkin-

triebel inhomogene est
F: (R™) := F? (R™) N Ly(R"),
il est muni de la norme

1F Wy ey 2= IF Nl + 1 1L oo

Proposition 1.9.6. Soient p € [1, +00] et 0 < s < n,/p. Alors F; (R") se plonge

MM s n
continiment dans e,  (R") .
Démonstration. Voir [3]. ]

Proposition 1.9.7. Pour tous s > 0, p,q1,q2 € [1,+00] (p < 4+ocdans le cas de Lizorkin-Triebel),

et @ € ]0, 1], il existe ¢ > 0 tel que

Vi€ (LN EL )R 1 fllsg, e < el fl gl FIb e

P.q2

Démonstration. Voir [3]. ]
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1.9.4 Espace de Lizorkin-Triebel généralisé

Définition 1.9.8. Soit v : [0, co[— R une fonction positive et 0 < p < 00,0 <
g < oo. L’espace de lizorkin-triebel généralise noté F (R) est I’ensemble des f €

S'(R) telle que || f|| 7y, &) < oo, 0U

(I 2 (07)1QrND el pour g # oo,
I FllFe, ) = -
Isupo(27)|Quflll,,  pour q=oo.
k>0

1.9.5 Les espaces a valeur vectorielle
Définition 1.9.9. On désigne par F; (R", R*) I’ensemble des fonctions

f:R" — Rk

z— (fi(z),-- -, fu()).

Pour lesquelles les fonctions coordonnées fi, - , fi appartiennent a F; (R"), la
1

k 2
norme de f dans F; (R", R*) étant définie par (Z | f; ||§;,q(Rn)) .
Jj=1

Définition 1.9.10. Pour s € R, p,q € [1,+o0], on definit Iespace €7  (R",R™)

comme ’ensemble des distributions tempérées a valeurs dans R™, f telles que :

1 Flley @ my = [ Fll o @nrmy + 1 F |l (n my < 00

On pose F; (R") = F,; (R",R).

1.10 Exemple de fonctions dans I’espace de Besov
Example 1.10.1. Si f = é € S8’(R™) (la masse de Dirac)

ij = (fa 7_17(2j(m - ))> ’
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alors
Q;6 = (6, F (2 (x — .)))
= F'y(2 (z — 0))
= F '~v(2'x)
Donc
ni +o0 1 ) %
1Q;8ll, =2 ([ 17 y(2a)lrda)

: 1 +o0 %
= 2907 ([ 17 yw)Pay)
= 200 | F 2y,

Alors
1Q;6l, = c2™(*=3), 0 < p < co.
Ona

1Q;6l, = e21(+=5)

2%|Q;6||, = c2(stn(1-3))i

1

(Z (289‘||Qj5||,,)"> e (Z 2(s+n(1—;))jq) -

j=0 =0
<Zj20 2(s+"(1_11>))jq); converge
1. Sis+mn (1 — %) < Oalorss < n (% — 1) , alors & € B (R™).
2. Sis—}—n(l—%) :Oalorss:n(%—l),alors
29 Q;6ll, = ¢ Vj > 0.

= sup 27(|Q;dl,
Vj>0

= 1915,
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Donc

0 € B? St s<n(%—1),1<p,q<oo.

p.q

e B Si 3:n(%—1),1<p<oo,q:oo.

p.q
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Chapitre 2

Composition dans les espaces de

Besov et de Lizorkin-Triebel

On considére les opérateurs de composition Ty := f og agissant sur les espaces
de Besov et de Lizorkin-Triebel a valeurs vectorielles. On suppose que les entiers,
p,q € [1,+o0let que s = ;. Si f est une fonction de R dans R telle que T} envoie
B: (R) dans B (R), alors f’ appartient localement uniformément a B;_*(R). La
méme assertion est vraie en remplagant By (R) par F; (R). Dans ce chapitre, on

abordera la démonstration de la théorie suivante :

n
Théoréme 2.0.1. [3] On suppose s = — et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le
p
cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n vérifient 1 < k < n.
Si fonction f : R* — R opére sur EZ (R",R¥) alors V f appartient a E5”_*(R*, R¥),

localement uniformément.
On prend n = k = 1, ou le théoréme précédent devient de la forme suivante :

1

Théoréme 2.0.2. On suppose s = — et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le
b

cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n vérifient k = n = 1.

: : . . ) e
Si fonction f : R — R opére sur E; (R) alors f’appartient a E;7*(R), localement
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

uniformément .

2.1 Composition dans les espaces de Besov

Lemme 2.1.1. pour tout réel a et tout ¢ € |1, +oo], il existe une constante ¢ =

c(a, q) > Otelle que
1
+o0 dt\« +o0 dt
( / (t“h(t))q) <ec / toh(t) ",
0 t 0 t
pour toute fonction positive monotone h sur |0, +oo.
Démonstration. Voir [3]. ]

Lemme 2.1.2. soient & €]0,1[ et b > 0. Il existe une fonction k, de I’intervalle

]0, +o00o[ dans lui-méme, telle que
Va > 0,Vt > 0: (t < a(1+bt’) &t <k(a)).
Démonstration. 11 suffit d’observer que la fonction
u(t) = t(1 4+ bt?)7 1,

est continue, strictement croissante, de I’intervalle |0, +oo[ dans lui-méme, et qu’elle

vérifie u(0) =0, wu(+o00) = +oo.

On montre que u est continue, on a

t
u(t) = m»
On pose f(t) = t, f est continue sur |0, +oo|.
On pose,
g(t) =1+ bt?,
on a aussi g est continue sur |0, +oo|.

f(t)

Alors u(t) = ~—-= continue sur |0, +oo|.
g(t)
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

croissante

)= ——
ult) = 5 + btb’
, 1+ bt? — t(bOto1)
u'(t) =
(1 + bt?)?

Ona (1 + bt%)?2 > 0 sur ]0, +ool.

nous avons 1 + bt? — b6t? > 0, car
1+ bt —b6t° =14+ bt°(1 — 6) > 0.

Puisque bt? > 0 et (1 — 0) > 0, alors w’(¢) > 0 sur |0, oo .

Donc wu(t) strictement croissante sur |0, +o0o].

u(0) = 0 et u(+o0) = oo, car

Alors

. . t
u(0) = }tl—{IOlu(t) - }51—r>r01 1+ bt? =0,
u(+oo) - tEEloo u(t) - tEEloo 1 + bt? = +oo
u(0) =0,

u(4+o0) = 400
[]

Lemme 2.1.3. Soit 0 < r < 1. Soit f une fonction de classe C*, a support compact

sur R. Alors la fonction

F(z) =supt™" [ |A,f(2)|dh,
t>0 tQ

appartient a L,(R) pour tout p € [1, +o0].

Démonstration. Voir [3]. []
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2.1.1 Normes des produits

Définition 2.1.1. Les différences premicres et secondes des produits tensoriels obéissent

aux reégles de calcul suivantes. Pour tous x et h, éléments de R, on a
(Anf.9)(z) = f(z + h).g(z) — (f.9)(). 2.1)
(AL f.9)(z) = Apf(z + h).g(z) — Anf(z).g(z). (2.2)
Proposition 2.1.1. Si f, g sont des fonctions définies respectivement sur R, on a
1£ 15 elal < 1F-glls; - 23)

Démonstration. A toutz € R, on associe Z := = € R. Soita € N.Ona (f.g)® =

f@.g. Les formules (2.1) et (2.2) se simplifient en
VheR: A} ((£9)®) =4 (£9)-g. (2.4)
pour » = 1, 2. Du théoréme de Fubini et de la formule (2.4), il résulte que
YheR:  [|ALF DL, lal = 18 ((F X @) Iz,
En prenant la borne supérieure pour les h € tQ, on obtient
VE>0: w, (Ft) gl <w, ((f x 9@, ¢)
. La méme estimation est satisfaite par n,,. L’inégalité (2.3) en résulte aussitot. [

Proposition 2.1.2. On suppose s > 0 non entier, 1 < p < +oo. Soit m = [s].
I1 existe une constante ¢ = c¢(p) > 0 telle que, pour toutes fonctions f, g définies

respectivement sur R , on a

£l wylgl < e(IIf x gl

Fao®) T ||f||WgL(R)|Q|> . (2.5)

Démonstration. On utilisera I’opérateur de Hardy-Littlewood

M (@) :=supt™ [ |f(z+h)|db,
t>0 [—t.t]
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et I’inégalité maximale
||Mf||Lp(]R) < CP"flle(R)' (26)

Soit & € N tel que |a| = m. Larelation (2.1) nous conduit a I’'inégalité¢ A < B+ C,

ou I’on a posé

Nl @ " dt
A= /( / (t [_t/ﬂ |An(F )(m)g(wndh) t) dx |

q

q
¢ / IAh(f(“)Xg)(w)Idh> it) dx |

[_tvt]

QIS
L

I3
Bl

N

I
B —
O\—é—

Q3
=

O\—é—

et If(“)(fv+h)g(w)ldh) f) ax|

[_tat]

=l

Une double application du théoréme de Fubini nous donne

e " at
A = |g]L,® X /(/ (tm‘s‘l/lAh(f(“’)(w)ldh> t) dx
tQ

R 0

Q3

pour estimer C, on observe que

tQ tQ tQo

< Mi(F) (@) (tm-s / |Ahg(m)|dh).

tQo

En appliquant (2.6) , on conclut que
C < el fl,mlgl-
En sommant sur tous les « , on obtient I’inégalité (2.5). ]

Proposition 2.1.3. Soient m € Netl < p < +4oo. Soit e €]0;1]. Il existe une

constante ¢ = ¢(p,e) > 0 telle que, pour toutes fonctions f, g définies respective-
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ment sur R, on a

£ 1y ey gl < c<||f X gll gty + 1l oyl

PN\
amte et A dh| d .
+ ||f||Bp1+ (R) (R/ (Stgg / | h9($)| ) X) )

tQo

Démonstration. Soita € Ntel que || = m. En utilisant la relation (2.2), on obtient

1Flg] < ell(f X 9)*l4a_ ) + A+ B,

ou I’on a posé

A= i 2 RANNE
- R/ O/ ¢ /|f (z+2h)A%g(2)ldn | —| ax|

tQ

Qg

r P

e " at
B:= /(/ (t2/|Ah(f(°‘))(:c—|—h)Ahg(sc)|dh) t) ax |

0 tQ

_Q

pour estimer A, on procede comme pour estimer C dans la preuve de la Proposi-

tion 2.1.2 il vient
A < el F L@ lgl-
pour estimer B, on utilise le Lemme 2.1.1, ce qui revient a remplacer B par

e a) )’
B = (/ (/ t2/|Ah(f("))(a:—|—h)Ahg(w)|dht) dx) .
R tQ

0

Posons
G(x) :=supt! / |Apg(x)|dh.
t>0
tQo

Il vient

=

e dt )’
B, < |G| ( / ( [ [1an(r@) @ + h)|dht) dx)

0 tQ
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Pour tout h € R, on pose |h|. = max(]h|). On a

+oo P P

/ /t_€_1/|Ah(f(a))(ac+h)|dh(1t dx
iQ

R 0
P
/ ( [18) @ + h)||h|;€—1dhc:°) dx)

R R

=(e+1)"" (

<+ (/lAh(f‘“))(w+h)|de) bl ~*dh
R

R
=+ ( / ||Ah<f<a>)L,,(R)|||h|;§—1dh) :
R

La derniére expression est estimée par || £(¥|| 5. _(®)» €€ qui permet conclure. []
P,

Dans I’application que nous ferons des deux propositions précédentes, la situa-

tion sera plus simple, car on supposera g € D(R).

Corollaire 2.1.1. Soits > 0,1 < p < 4oo. Il existee > 0¢c = ¢(p,&) > 0 etune
semi-norme NN sur D(R), invariante par translation, tels que, pour toutes fonctions

feF; (Ryetge D(R),ona

”f"Fg,q(R)'g' < c|lf x g”Fqu(R) + N(Q)”.f“B;’—lE(R)-

Démonstration. Supposons d’abord s non entier. On pose m = [s] ete = s — m.

On définit la semi-norme N par

N(g) :=lgl.
L’inégalité souhaitée résulte alors de la Proposition 2.1.2 et des plongements clas-
siques :
By =Bl — WP — WP,
Supposons maintenant s entier. On pose m = s — 1 et e = ;. On définit la semi-

norme N par
p

N(g):=lgl+ | [ |supt=® [ |Aug(a)ldn| dx
) tQo

el
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Le fait que IV soit une semi-norme sur D(R) résulte du Lemme 2.1.3 L’invariance
de NN par translation se vérifie aisément. L’inégalité souhaitée résulte de Proposi-
tion 2.1.3 et des plongements :

-
p,1

B,,? — W™ — WP,

B =Bl o Bl

p,1 p,1 p,1

du Théoreme : le cas des espaces de Besov

. 1 : .
Soient donc s = —,q > 1 (dans le cas Besov ), p > 1 (dans le cas Lizorkin-
b
Triebel) f : R — R une fonction telle que Ty envoie B, (R)dans B, (R). Dans
un travail antérieur [1] on a établi que f est lipschitzienne et que f appartient loca-
> : ; N s—1
lement a B; (R). On va maintenant prouver que f appartient a By * localement
uniformément.

D’un lemme classique, résulte I’existence de ¢y, c; > 0 tels que

llg| Bs (R) S C1 = |f o gl Bs (R) < C2, (2.7)

Pour toute fonction g € B; (R) dont le support est inclus dans 2Q.
Considérons maintenant une suite (-, ),>ode fonctions de classe C>°, portées par 2Q,

telle que v, (x) = 1 sur le cube 277Q et

lim |||

v——+4o00

B:,@® =0, (2.8)
On définit la fonction ¢ € D(R, R) par

$(2) = Yu(3)a.
Par définition de v,,, on a

Ve € Q: ¢(x) = . (2.9)

33



Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

Pour a € R, on définit la fonction g, par

ga(x) = bp(2"x) + 7, ()a. (2.10)

On peut déterminer b > 0 et v € N de sorte que

Va € R: |lg.

Bs (R) < Ci- (2.11)
11 suffit pour cela de définir b par I’égalité
2b||9|| s, (v) = €1,
puis, grace a la (2.8), de choisir v = v(a) > 0 tel que
2|alllwllBy ) < €1

L’estimation (2.11) résulte alors de la Proposition 1.8.6, compte tenu de la condition

1
s = —.
p

On calcule I’image d’un nombre 2¥x par une fonction ¢ c’est a dire : de la (2.9) et

du choix de la fonction «,, pour tout x € 2Q. Il résulte que :
¢(2"x) = 2"x
Yw(z) =1
De la (2.10) alors
ga(x) = b9(2"x) + v, (x)a.

par remplacer, on trouve :

go(x) = b2 + a,
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puis on calculer (f o g,)(x), telle que

(f 0 9a)(z) = f(ga(x))

= f(b2"x + a),

apré ¢a on dériver la composons de deux fonctions :

Vx € 2VQ,

(f 0 94) (2) = g, () F'(ga())

= b2" f'(b2"x + a),
et donc
(fo ga)'(w)ipk(Z”w) = b2V f'(b2"x + a)Yr(2"xz), Vx € R

On introduit alors les fonctions

pa(y) = f'(y)v (b (y — a)),
va(y) = (fog.) (b7 (y — 277a),

wa(y) =¥~ (y — a)).
On put
ga() = v,
etona:

go(x) = b2 + a,
y = b2"x + a,
y—a="b2x,

2"z = b '(y — a).

(2.12)
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Puis le premier nombre de 1égalité : (2.12) on a :

Vy €R (f 0 ga) (2)(2") = f'(ga(x)) (2" x) (2.13)

= pa(y), (2.14)

et le deuxieéme nombre parmi les on a

Y(2"z) = P(b ' (y — a)) = wa(y), (2.15)
etona:
y = b2z +a
Y2 = 2",
alors
x=b"1(2"y — 27%a),
ona:
(foga) (x) = (foga) (b7 (27"y1 — 27"a))
= va(27"y),
on obtient

(f 0 ga) (z) = b2" f'(b2"x + a)

f(b2°xc +a) =b"'27"(f o ga)'(m),

f(b2°x + a) = b 1270, (27"y), (2.16)

donc par (2.13), (2.15) et (2.16)on a :

Vy ER: pa(y) = b7 12704 (27 y)wa(y)- (2.17)
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Du fait que f appartient localementa B} (R), il résulte que p, appartienta B> (R)

puisque f est lipschitzienne, on a f’ € L et

tall, @) < b2 (| F ool Il e - (2.18)
Compte tenu de la Proposition 1.8.6 et de la relation (1.8), appliquée B = ¢ , il
existe une constante C' > 0 tell que
Va €R, Vx € €' (R) ¢ lwaxllpgpe < Ol (219
Grace a (2.11), (2.8), et a la Proposition 1.8.7, il vient
sup 1Vl -1y < o0 (2.20)

En combinant la Proposition 2.1.1 et les propriétés (1.10), (2.17) et (2.19), il vient

el gzt ey < l#tall gz @) < CO7 M Ivall gyt )

alors

lall gzt ) < < Cb v,

Bs 1 (R)

alors la propriété (2.20) nous donne :

-1
i‘é}g | peal BAR) S i‘el]g(Cb ||Ua||B;;,1(R)

-1
< Cb ilelﬂg(llvd B2 (®))

<C SUP(”’Ua”BS < (R)

< oo,

en combinant propriété a (2.18) , il vient
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sup ([l all gy ) < +o005
/
sup([[ £l 52wy < +o05
15 551 ) sup l¥llz, @ < oo,

||f'||Bf,qu(R) S +oo.

Preuve du Théoréme : le cas des espaces de Lizorkin-

Triebel

. 1
Soientdoncs = —,p > 1
p
f : R — R une fonction telle que Ty envoie F,; (R) dans F; (R). Dans un travail
antérieur [1] on a établi que f est lipschitzienne et que f appartient localement a
s : ’ . h\ s—1 : A
F; ,(R). On va maintenant prouver que f’ appartient a F,;* localement uniforme-
ment.

D’un lemme classique, résulte I’existence de ¢;, c; > 0 tels que

lgllFs, @) < ec1 = [|f o gllrs, @) < c2 (2.21)

pour toute fonction g € F; (R) dont le support est inclus dans 2Q.
Considérons maintenant une suite (v, ).,>o de fonctions de classe C*°, portées par

2Q telle que ~, () = 1 sur le cube 277Q et

lim v |lgs, & =0, (2.22)

v——4o00

On définit la fonction ¢ € D(R) par

b(@) = ¥(3)a.
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Par définition de 1, on a :

Ve € Q: ¢(x) = .

Pour a € R, on définit la fonction g, par

go(x) = bp(2"x) + v (x)a.

On peut déterminer b > 0 et v € N de sorte que
Va € R : ||ga||Fps’q(R) < e
I1 suffit pour cela de définir b par I’égalité
2b|| || Fs,r = €1,

puis, grace a la (2.22), de choisir v = v(a) > 0 tel que

2|all|lvllFs, @) < c1-

(2.23)

(2.24)

(2.25)

L’estimation (2.25) résulte alors de la Proposition 1.9.5, compte tenu de la condition

1
s = —.
p

On calcul I’'image d’un nombre 2z par une fonction ¢ c’est a dire : de la (2.23) et

du choix de la fonction «,, pour tout x € 2Q. Il résulte que :

o(2Vx) = 2"z,
'711(33) = 1.

De la (2.24), alors

go(x) = bp(2"x) + v, (x)a.

Par remplacer, on trouve :

go(x) = b2"x + a,
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puis on calcule
(f 0 ga)(x)

telle que

(f 0 ga)(x) = f(ga(x))

= f(b2"x + a)

apres ¢a on dérive la composante de deux fonctions :

Ve € 2°Q : (f 0 9a) (x) = g,(x) f'(ga(x))

= b2V f'(b2"x; + a),

et donc

(f 0 ga) (z)(2°x1) = b2 f (b2 + a)h(2”x), VY € R.

On introduit alors les fonctions
ta(y) = ' () (b~ (y — a)),
va(y) = (F094) (b7 (y —27a),
wa(y) = (b7 (y — a)).
ona:
ga() =y
on obtint :
go(x) = b2 + a,
y = b2’z + a,
y —a = b2z,

2"r = b '(y — a).

(2.26)
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Puis le premier nombre de 1égualité (2.26), on a

Vy €R: (foga) (2)9(2"2) = f'(ga(2))9(2") (2.27)

= Ha(Y), (2.28)

et le deuxiéme membre parmi les on a donné

Y(2'z) = P07 (y1 — a)) = wa(y), (2.29)
etona:
y = b2"z + a,
alors
x=>b1(2""y — 27%a),
on obtient
(foga)(x) = (foga) (b7 (27"y — 27"a))
= vq(27"y),
ona

(f 0g2) (x) = b2" f'(b2"x + a)

f(b2'x + a) = b 127(f 0 ga) (x)

f(b2°x + a) = b 1270, (27"y), (2.30)

donc par (2.27), (2.29) et (2.30) on a :

Vy ER pa(y) = b7 1270, (27"y)wa(y)- (2.31)
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Du fait que f appartient localementa F;? (R), il résulte que p, appartient a 7' (R)

puisque f est lipschitzienne, on a f’ € L et

lalle, e < b7 1 F ool ]l - (2.32)

Compte tenu de la Proposition 1.9.5 et de la relation (1.8), appliquée F = ¢ , il

existe une constante C' > 0, telle que

Va € R, Vx € ¢;, 1(]R) lwax!| el (g) S < Cllx|l =1 () - (2.33)
Grace a (2.25), (2.22), et a la Proposition 1.9.6, il vient
sgﬂg Vall -1y < 4o00. (2.34)

On utilise a nouveau (2.31) et (2.33), ainsi que le Corollaire 2.1.1. Il existe e > 0 et

une constante ¢ = ¢(f) > 0 tels que

Va € R ualliggi < clvalliz: o + Il o)

En combinant la Proposition 1.9.7 et les estimations (2.32) et (2.34), on obtient

“HGHF;,;l(R) = ”Na”Lp(R) + ”Na”F;,;l(R)
< tallz, @ + cllvall g1 my + [[Hall gr=1-<(z))
< ||Na||Lp(R) + C”l’l’a”Bg,_ql_e(]R) + C“Ua”F;;l(R)

< C”Na”Lp(R) + C||Na||B;;11—€(R)'

Onsupposes — 1 —e= (s —1)0

Cllrallz, @ + C”.Ua”B;’—ql—e(R) < Cllpallz,@ + C”ll'a”BI(:;l)"(R)
< Cllpallz,@ + Cllttall s @) 1l oy
< lallzy@ (1 + llpallfes g llall )

< OO+ lptallfe s )-
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Grace au Lemme 2.1.2 , on en déduit que

7]
@;m)<§£CX1+HmM¢g%Q

q

sup || sl
a€R
<C

< +o0,

alors

SUp [[tall gy < +00

/
?zlel%k? | F'eb| Eam < T00
1 g1y 510 1l 0 < +oo
||f/||F;,;1(R) < +oo.

alors f’ appartient localement uniformément a F;" *(R).
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Chapitre 3

Localisation uniforme des espaces de
Besov et de Lizorkin-Triebel et

composition dans ’espace de Besov

Ce chapitre est consacré a 1’étude sur la Localisation uniforme et la composition

dans I’espace de Besov telle que

1. On établit des caractérisations intrinséques des versions localisées-uniformes
des espaces de Besov B;  (R), avec p, q € [1, +o0], et de Lizorkin—Triebel
F; (R) avec g € [1,+o0] et p € [1,+o00[, quel que soit le nombre réel

s > 0.

2. On s’intéresse aux opérateurs de composition T¢(g) = f o g sur certains
espaces de Besov . Nous donnons des conditions suffisantes pour que 1’opé-

rateur Ty opere sur B, (R).
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3.1 Localisation uniforme des espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel

3.1.1 Généralités sur la localisation uniforme

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) sur R est un sous-espace vec-
toriel E de D’(R) muni d’une norme compléte || — || g telle que I’injection canonique
E — D’(R) soit continue.

On dit que I’espace E est un D(R)-module si ¢ f € E pour tout ¢ € D(R™) et tout
f € E.Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si 7,f € E et

|7 flle = || f|l pour tout f € E et tout a € R.

Lemme 3.1.1. pour tout g € [1, o0 et tout réel a, il existe ¢ > 0 tel que

dt\ "
sup t*u(t) <c (/(t“u(t))q> ,
o<t<l t

pour toute fonction positive croissante w sur ’intervalle ]0, 1].

Démonstration. Voir [16]. ]
Proposition 3.1.1. soient ! une entier et 0 < s < I, alors I’expression

1w (f, 1)\ dt
i+ () (2502) )

est une norme équivalent dans B; (R), ou
. 1/p
wpa(F3) 1= sup ([ |ALf ()| dx)
h<t \/R
Démonstration. Voir [19]. []

Proposition 3.1.2. Soit E un D(R)-module isométriquement invariant par transla-

tion. Pour toute distribution f les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
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1) Il existe une fonction positive non identiquement nulle ¢ € D(R) vérifiant

1flle., = sup | (Tatp) Flle < +o0. (3.1)

i1) Pour toute fonction ¢ € D(R),on a (1,¢)f € E pour touta € R et

sup ||(7a®) flle < +oo.
acR

Démonstration. Voir [4]. ]

Remarque 3.1.1.

1. On dit que f appartient localement uniformément a E, s’il satisfait I’une
des deux conditions équivalentes de la Proposition 3.1.2.

I’ensemble de ces distributions est noté Ej,.

2. Si¢ € D(R) fonction positive non identiquement nulle, E;, estun E.B.D.

pour la norme

| £l £, 2= sup [[(Tap) f| -
a€R

Remarque 3.1.2.

1. De la preuve de la Proposition 3.1.2, il résulte qu’ a équivalence prés, la

norme de Ej, ne dépend pas du choix de la fonction .

2. Si E estun E.B.D. et m un entier positif, on peut considérer 1’espace de

Sobolev W™ (E) d’ordre m de base E, a savoir
W™(E) :={f € D'(R) : £ € E pour tout |ar| < m}.

W™(E) estun E.B.D. Pour la norme

£ llweney = > I1Fle-

jal<m
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Proposition 3.1.3. Si E est un D(R)-module, isométriquement invariant par trans-

lation, il en est de méme pour W™ (E) et on a
(W™(E)), = W™ (Eiw),
avec des normes €quivalentes.
Démonstration. Voir[4]. ]

Proposition 3.1.4. Soit p € [1, +oo[. Soit I un intervalle ouvert dans R. Alors une

fonction mesurable f sur R appartient a L, (R);, si et seulement si

sup </I—|—a |f(;1:)|10d:13> v < +o0, (3.2)

a€cR

de plus ’expression ci-dessus est équivalente a la norme Lo (R)y.. -
17( )lu

Démonstration.

Soit I un intervalle ouvert.

Etape 1

Supposons que f vérifie la propriété (3.2). Soit ¢ € D(R) une fonction non nulle a

support dans I’intervalle I, on obtient

o)l = ([ 1) siaz)
< ([, 1e@—aris@pra) ",
< ([, elis@paz)”",
<ol ([, 1r@raz)”

< +o0.

D’apres la Proposition 3.1.2, nous obtient

sup 1(rap) fllz, < +o0.
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Alors d’apres la Remarque 3.1.1, f € L,(R)y,
Etape 2
Supposons que f € L,(R);,. En choisissant la fonction ¢ € D(R) de telle sorte que

@(x) = 1 sur I. On obtient
1/p

(/1+a |f(w)|pdw) = (/Ha £ (z)p(z — a)lpdw)yp
- </I+a |f(w)(7'a<P)(a;)|pdw>1/P

< sup || (7y9) fllp-
yER

3.1.2 Définitions des espaces fonctionnels

A toute fonction f et g, définie sur R et tout A € R, on associe la fonction Ay, f,

définie par :

Apfi=710f — f; (3.3)
An(fg) = (Anf)(T-rg) + f(Arg); (3.4)
AL(fg) = (ALS)(T-20n9) + (ALG)(T-rf) + (Anf)(Arg). (3.5

Pour tout p € [1,+oc], et tout ensemble borélien A de R, toute fonction

mesurable f sur R et tout ¢ > 0, on pose

1/p
wp,a(fyt) = supjn<t (/A |Ahf(a:)|pdw>
1/p
= SUPn|<t (/A |f(x+h) — f(:c)|”da:) ,
9 1/p
Np,a(f5t) = suppi<t ( /A IAhf(w)Ipdw> .
On note simplement que :
(.dp = wp,R,

Np = Tlp,R-
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Définition 3.1.1. Soient 0 < s < 1,p € [1,+0o0] et g € [1,+0oc]. L’espace de

Besov B, (R) est I’ensemble des fonctions f verifiant

1 dt\'1
P lag 0 = 171+ [ (o) < oo

Définition 3.1.2. Soient s > 1etmunentiertelque m < s < m+1. Alors B, (R)
est I’ensemble des fonctions f telles que f(* € B ™(R) pour tout || < m. Cet
espace est muni de la norme suivante :
S 1F g
la|<m
Remarque 3.1.3. Venons-en a la description intrinseéque des espaces localisés-uniformes.
On se limitera au cas 0 < s < 1, puisqu’il suffit d’appliquer la Proposition 3.1.3

pour obtenir le cas général.On supposera p, q € [1, +o0].

Définition 3.1.3. Soient 0 < s < 1,q € [1,+00],1 < p < oo. L’espace de
Lizorkin-Triebel F; (R) est I’ensemble des fonctions f verifiant :
1/p

1 7 qt p/q
Fe @) = |[Fllp + ((/0 (t_s_l/wq |Ahf(a:)|qdh> t) da:) < +oo.

Définition 3.1.4. Soient s > 1 et m Ientier tel que m < s < m + 1. Alors F; _(R)

1]

est ’ensemble des fonctions f telles que f(* € F:_™(R) pour tout || < m. Cet
espace est muni de la norme suivante :
> I grom -
laj<m
Remarque 3.1.4. Venons-en a la description intrinséque des espaces localisés-uniformes.
On se limitera au cas 0 < s < 1, puisqu’il suffit d’appliquer la Proposition 3.1.3
pour obtenir le cas général. Dans les énoncés suivants I désignera une intervalle fixé

de R. On supposera p < oo et g € [1, +o0].
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3.1.3 Enoncés des théorémes

Dans cette section, nous allons démontrer les résultats suivantes :

Théoréme 3.1.1. [4] Si0 < s < 1, alors B, q(R)lu est ’ensemble des fonctions f

telles que

1 dt\ /4
sup (/0 (t_swp,I—i-a(.fa t))qt> + ||f||LP(R)lu < 4o0. (36)

a€R

De plus I’expression ci-dessus est une norme équivalente sur B, (R)y,.

Théoreme 3.1.2. [4] Si0 < s < 1, alors F; (R)y,. est I’ensemble des fonctions f

telles que

1 o q dt 1/q
sup | ([ (#7572 [, 180701 ) F ) ryarsnr + 1, < +o0. 3.1

a€eR

De plus I’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F* (R);,.
p,q

Preuves des théoréemes

Sans perte de généralité, on peut supposer que I est I’intervalle unité de R. Dans
cette section, on fixe deux fonctions g et ¢; dans D(R), telles que :
— 0 < o < 1, pg est non identiquement nulle et portée par 1 /4,

— 1 = 1sur4l.

Preuves des Théoréme 3.1.1

On utilisera la formule suivante, valable pour tout h € R et toutes fonctions f

etgsurR:

An(f(z)g(x)) = (Anf(2))(T-rg(x)) + f(z)(Ang(z))- 3.8)

Etape 1 :

Soit f une fonction telle que f € L,(R),,. Par la formule (3.8), on a pour tous

50



Chapiter 3 : Localisation uniforme des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel et composition dans 1’espace Besov

a,h € Ret |h| <t < 1/2nous avons

1/p
([ 1an(rapo) £) (@) de
1/p
< /|Ah-f(w)(7-—h(7-a900)(w))+‘f($)(Ah(Tach(33)|pdm)

(

< ([ 180F @) nsaipo) @) + F(@) (An(rapo(a) Paar) "

(/ (ALF(Z)po(x + h — a)|? + | £(@)|P[(An(Tapo(x)[?) da;)l/p
<(

/ |Arf(z)po(x + h — a)|Pda3>1/P + (/R If(m)|P|Ah(7-a¢0)(m)|pdm>1/p
= </I+a lAhf(x)lpd‘r)l/p + t]|plloo (/H—a |f(a:)|pdw) "
<o ([ 1aws@rae)” vo([ @)’

< e(Wprta(fy t) + t| FllLo@))-

Par la condition s < 1, on a donc
1/2 dt 1/q
([ e enror )

<()" (t sup ([ 1aus@paz)”) ‘f>/

th 1/q

< ([ (7 (clprsar) + o)) )
dt 1/q

< ([ (rectnrnntf.0 + U lmen)" )

dt\ '/ 1/2 dt\ '/
<c[ewratror )+ ([T @ ) e

dt\ 1
S (& ((/0 (t_swp,l—f—a(f, t))qt> + ||f||LP(R)lu) .

Par les Proposition 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.4, en déduit

1 dt 1/q
”(TaQOO)fHB;’q(]R) S c ((/0 (t_swp,1+a(f’ t)>q t) + ”-f”Lp(R)lu) *
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Alors
1 ¢ dt\ '
sup [|(rao) Fllg 0 < esup | | [ (¢ wprnal£50)" )+ 1y
a€cR ’ acR 0 t

1 q dt q
<c (SUP (/0 (t_swp,l—l-a(fa t)) t) + ”f”Lp(R)m) :

a€R

Etape 2 :

soit f € B, q(R)lu. On voit aussitot que
Ap((tap1) f)(x) = Apf(x), pour touta € R, ettout x € I + a, ettout |h| < 1.
On obtient ainsi I’inégalité
wp,r+a(fyt) < wp((Tatpr) f5 1),

pourtouta € R,0 <t < 1.D’ou

(/01 (t*wp 140 (f, t))th> 1/q

t
0 dt\ /4
< ( /1 (t*wp((Tatp1) £ t))"t>
< [(map1) Fll B, )5

pour tout @ € R. On peut conclure que

1 AN
sup ([ wpreatf.0) ) < calls

acR

Bpq (R
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Preuves du Théoreme 3.1.2

Etape1:

Soit f une fonction telle que f € L,(R),,. Par la formule (3.8) nous avons

/h, <t |Ar((Tao) f) () |dh

|Anf (@) (T-n(Tapo) (%)) + f(2) (An(Tapo) (x)) [dh

|h|<t

|Anf (®) (Ta—ntpo) (2) + f () (An(Tapo)(2)) |dh

Ih|<t

([Anf(@)po(x + h — a)| + | f(2)||An(Tao) (z)]) dh

lh|<t

|Anf(z)||¢o(x + h — a)|dh + / |f (@) ||An(Tatpo) (x)|dh

Ih|<t

< |Anf(®)|¢o(z + h — a)dh + | f(z)] / |An(Tapo()|dh,

|h|<t

alors

/h|< |An((Tapo) f) () |dh

i<t |Anf(x)|po(z + h — a)dh + If(w)l < |An(Tapo()|dh.

On obtient :

(/R ([ (7 [, L satraporn @lan) ‘ff>/ dm)

1/p

< V2 (s A h dh "t p/qd l/p
<(L([7 (7 ] L 1anr @l + b - @lan) ) s
2 a g4\ P/ 1/p
T (/}R ([ (@1 ], 1aneo@lan) ) d:v) ,
alors,
1/p

/ 74 p/q
/R /012 15 1 |Ahf(m)||goo(m—l—h—a)|dh> :) d:v)

< (/I+a (/ (t—s 1/ |St|Ahf(:c)|dh>qu>p/q d:c) "
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sc¢ (/z+a </01/2 (t_s_l /|h|3t lAhf(w”dh)q Cit>p/q dm) Up’ G2

et
1/p

(/R (/01/2 (t—s 1|f(ac)|/ |Ah(Ta¢0(m)|dh>q ?)p/q dm)
(/ (/ t il <p0||00|f(m)|) dt>p/qdw)1/p

<e([ Wr@hyaz)”
<e([ 1r@pa)” (3.10)

Par la formule (3.9) et (3.10), on obtient :

(/R </01/2 (t L |Ah<(rasoo)f><x)|dh>" cit>/ dw)
= (/I+a </01/2 (t_s_l /|h|St |ARf () Idh> ' ?)p/q da:) 1/1’

ve(f w@pa)”

1/p

Ce qui nous donne

sup ”(Ta‘PO)f”F;,q(R) < o0,
a€R

alors

[(Tap0) f ”Fg’q(R)

1 o th 1/q
c(” (/ <t = /Ihlgtmhf(.ndh) t) ||L,,<I+a>+||f||L,,<R>m),

on voit que

sup ||(Tao) f || s, (®)
a€R

1 7 g4\ Ve
sigﬂgc(n ([ (e [ 1anroian) ) ||L,,<I+a>+||f||L,,(Rl)m)
d
t

q t 1/q
< —ot .)|dh a :
c(igkgu ([ (e ], 1anrlan) ) ||L,,<I+>+||f||Lp<R>m)
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Etape 2 :

Supposons que f € F; (R)i. On voit aussitot que
Ap((Tap1) f)(x) = Apf(x), pour tout a € R, ettout x € I + a, et tout |h| < 1.

On a

([ (e anoan) ) e
<1 ([ (e L angonoran) ),

pour tout @ € R. On conclut que

a€eR

1 7 g\ Ve
sup | ([ (¢ [ 1801 ) T ) s < cosup o)l oo
0 |h|<t t a€Rn

3.2 Propriété de composition dans ’espace B, (R)

Notre objectif est ici de donner des conditions suffisantes pour les fonctions
qui operent par composition a gauche, sur les espaces de Besov By (R), avec p, g €

. o 1 1
[1, +o00]. On se limitera la preuve du Théoreme 3.2.1, au cas — < d + —. cas car
b p
I’existence de fonctions non triviales opérant sur BZ*(1/P)((R), dans le cas ou — >
’ p

1 . . .
d+ —,etd =1,2,---, estune question ouverte. Nous allons démontrer le résultat
b

suivant :

: 1 .
Théoréme 3.2.1. [11] Soient1 < p < g < o0o,d+ — < s < d + 1, pour un entier
p
d > 1. Pour toute fonction f € B, (R) telle que f(0) = 0, et f: R — R, et toute

fonction g € B; (R), & valeurs reelles,on a
Ty(g9) € B, ,(R).

De plus il existe une constante ¢ = ¢(s, p, q) > 0 tel que

1T ()15, = 1F 0 gllms, ) < el llps-1 ey (L + llgllm, @) =P
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Corollaire 3.2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.1, si les fonction f; et fo, a

valeurs réelles, appartiennent a B, , (R) 0, 1l €n est de méme pour f; o fo.

3.2.1 Définitions des espaces de Besov

Définition 3.2.1. Pour p € [1, +oc[, on définit I’espace £, . (R) comme I’ensemble

des fonctions mesurables f : R — R, qui vérifient

17 = ([ 1£@ray) " < +oo,

Définition 3.2.2. Soient g : R — R et h > 0, on note v,(g, h) la borne supérieure

des nombres
N 1/p
(Z lg(t) — g(tk_1)|p> ,
k=1

pour toutes les suites to < t; < --- < ty telles que tp, — tp_y < h, pour k =

1,---, N.Ondit que la fonction g : R — R, est a p-variation bornée si
|ullsms, (R) = supry(g, h) < oo.
h>0
On désigne par BB (R) I'ensemble des fonctions boréliennes
u:R — R,

telles que v’ € BB, (R).

On munit BB (R) de la semi-norme
lullsore) = || |lss,®-
:= sup v,(g, h)
h>0

= sup (SUP (i lg(t) — g(tk—1)|p> l/p)

k=1
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Définition 3.2.3. Si f est une fonction localement intégrable sur R, on définit le

module de continuité

1/p
Q,(f,t) == </R Oiﬁﬂt |f(z+ h) — f(w)|pdm> .

3.2.2 Propriétés des espaces de Besov
pour t > 0, on dispose de la caractérisation suivante :

1 .
Proposition 3.2.1. Pourtousp > 1, — < s < 1, q € [1, 0], alors une fonction
p

f € B; (R) si et seulement si

oo (Q(f,t)\? dt) "
i+ (7 (20 ) <o

De plus I’expression ci-dessus est équivalente a la norme || f|

B;’q(]R)-
Théoréme 3.2.2. [14] Soit p €]1, +oo[. Ona:

B,(R) = (Loo(R,BViR), .

= (BVw(R), BVi(R)),,,, = BVi(R) — U,(R) — B;{OI;(R).
Démonstration. Voir[14]. ]

1 . .
Proposition 3.2.2. Pourtous p > 1, — < s < 1,q € [1,00], 1l existe ¢ =
p

c(s,p,q) > 0tel que

/a
e Vp(g, h) ! dh ! S
([(2%0) %) < clallson Vo€ B, @,

Démonstration. D’apres le théoréme de plongement de Peetre Théoréme 3.2.2, il

existe ¢ = ¢(s,p,q) > 0 tel que

vp(9,h) < ellgllpipy V9 € ByY(R). (3.11)
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En raisonnant comme dans la preuve du Proposition 3.2.2, nous obtenons
vp(g,h) < B OPgllwawy, Vh >0, Vg€ Wi(R). (3.12)

L’inégalité de Holder, nous donnera

l9(tk) — g(te-1)]

= [1(g(tx) — g(tk-1))|

th 1—(1/p) th 1/1’
< (/ |1|1/(1—(1/p>)dw> (/ |g/(m)|pdm>
tr—1 te—1

"t 1/p
< (tx — tk_1)1_(1/p) </t |gl(m)|pda)> ,
k

pour toutg € W (R). Si on définit @ €]0, 1[ par I’égalit¢ 6(1— (1/p)) = s—(1/p),
ona
B; ,(R) = (B, (R), W, (R)),

par définition, il existe des familles des fonctions (u;)¢>o €t (v¢)¢>0 telles que

g = u; + v et
”ut”B;/lp(R) + t”’UHWT}(R) S 2K(t,g), vt > 0,

out — K(t,g) est la K-fonctionnelle de g relative au couple (le,,/lp (R), W, (R)).

D’aprés les inégalités (3.11) et (3.12) on a
vo(g:h) < ellgll gipys VR >0, g € Wi (R)

h(l/p)—syp(g’ h) S h(l/P)—sc”g”B;’/lp(R)

/P =y, (g, h) < RO/P=%c|luy + vy||

P(R)"

Donc on a

RO =0, (g, h) < ROP=e (o + ol oy ) (B113)
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et
vp(g,h) < hPllgllwa@), VR >0, Vg€ W)(R)
R/ =5y, (g, k) < RA/PD R0/ g| | g
< Bllgllwae
< B lug + vl lwa e
<t 'hl=%t (Ilutllwg(R) + ||Ut||W;(R)> .
Donc, on a

hO/P =2y, (g, h) < ¢7R' (Hlwllwy e + Hlvellwae)) (3.14)

D’apres les inégalités (3.13) et (3.14) on a
h/P) =%y, (g, h)
< (WP 4t R ) ((IlutIIle)’/lp(R) + tlvellwae) + (lvellgre ey + t||“t||W,}(R))>
< max(1,c) (R/P7* 4 t7h' %) (2K (t,9) + 2K (t, 9))
< 4max(1,c) (h(l/p)_s + t_lhl_s) K(t,g)
< e K(t,g)(RO/P)~5 4 p1=5¢71),
on conclut que

hA/P =5y, (gsh) < 2K (t,g)(RY/P~° + h1=t~1), Vh,t > 0.

Grace au choix t := h'~(/P) ona

Vpm(g; h)

(1/p)—s _
h Vp,m(g7 h) - hS—(l/P)

< 02K(h1_(1/p), h)(h(l/p)‘s + hl—sh(l/p)—l)

IA

CzK(hl_(l/p), h)(h(l/p)—s + h(l/p)—S)

IA

c22h(1/p)_sK(h1_(1/p) h)

K (h*~(/P) h)
hs—1/p)

X C3
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Par intégration, nous avons :

> me(ga h) 7 dh /a oo K(hl—(l/p)’g) 9 ah 1/q
/ aryscy=ull B <ecs / - )
0 hs—@1/p) h o hi—(1/p) h

Ona
t = h1—@/p)
dt = (1 — (1/p))h~"?dh
dt
h =
(1—(1/p))h~1/P
h=0=t=0
h=o0c0=1t= oc.
Alors, on a

K(t’ g)

% (Vpm(g,h)\? dh 1/q< o
/0 - ) B =©8 /0 RO(—(1/p)

q dt 1/q
(A-@/p)h=t/»
) )

<es (/Ooo (K(;,g)

;

dt )1/‘1
(1 — (1/p))h'-C/P)

cu ([ (52 2)”

< ClgllBs,®)-

Preuve du Théoreme 3.2.1

Lemme 3.2.1. Soient p € [1,+00],h > 0, et x — g(x), une fonction analytique

réelle. Alors

1/p
(i sy 1@+ 1) = Fla@)Plg @Pde ) < (@) 078, ah).

Ou le complémentaire de 1’ensemble des zéros de g’ est la réunion d’une famille

{I:}1en d’intervalles ouverts disjoints et a; = sup,¢j, |g’|-
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Preuve 3.2.1. On a g; := g | I, est un difféomorphisme de I; dans g(I;). posons
Il :==I;\ [sup I, — h,sup I,] # 0,
il vient alors
l9(g7 (=) + h) — x| < a;h pour z € g(I))

ou g; ! la fonction réciproque de g;, ce qui donne
1/p
(If'(g(z + ) — f'(g(x))|Plg’ (x)|dz)""" < </1 |f'(g(x + h)) — f’(g(w))lplg'(wﬂdm)

1/p
< qt"0m ( [ sup If’(w+t))—f’(:v)|”dw> -

0<|t|§alh
Venons-en a la preuve du Théoréme 3.2.1 dans le cas d = 1.

Etape 1 : Par I’hypothese sur f, nous obtenons

1fogll, < IV fllollgllz,@-
Puisque
An((fog)) (@) = An(g' (@) f 0 g(x))
=g'(x+h)f' og(z +h) —g'(x)f o g(z)
= (g'(x+h) —g'(z) +g'(x)) f'og(x + h) — g'(x)f o g(x)
= (g (x+h)—g(z)) foglxz+h)+dg'(x)(f(z+h) - f(z)
= flog(x+h)- Ang'(z) + An(f' 0 g)(x) - g'(2),

donc, on obtient

vp((fo9)sh) < ||f lleotp(g’s ) + U (h),
ou

Uh) = |An(f 0 9) - g'llscp

= ([ 1 (6@ + 1) ~ Fla@)Plg @)pdz)
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Etape 2 : Nous définissons les intervalles (I); > 0 suivantle Lemme 3.2.1. La condi-
tion g > p permettant d’utiliser I’inégalité de Minkowski, et par le Lemme 3.2.1, on

a

a/p 1/q
Y ETT——

< ) . ! h / Pl ()P /P qh 1/q
< (h“-”p;/z;'(f (9(x + h)) — F(g(2)|g' ()| w) 3
b ! 1/p\ P\ 4/P dh 1/q
< b Lo ((/p|<f’<g<w+h)> —f’(g(w)l”lg'(az)lpdw> ) ) h)
l 1
> 1 1-(1 p 9P gp 1/q
= /0 h(s—Dp Z(al (/p)ﬂp(f',alh)) > h)
1
> 1 1 /P gp 1/q
= /o (h(s—l)pzaf_ Qﬁ(f’,azh)> h)
1

/a\ 1/P
e 1 q/p dh P
p—1Op ) ah
= zz:(/o (h(s—l)pa’ Qp(f’alh)> h> ) .

Posons

alh:t
t
h=—
a;

dt
dh = —
a

h:ooﬁt:oo.
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Alors
00 q/p dh /4
' Plo’ P -
(/0 (h(s 5 2 [, 180 0 9) @)1y’ (@) daz) h)
/q\ /P
1 a/p dh p
P—1eyp( ¢/ -
< Zl: (/0 (h(s—l)pal Qp(faalh)> h)
~ a(s—l)p a/p dt p/a\ M/P
l p—l p -
<|X / (t(s Sap (s, t)) :
’ a/p /a 1/p
<[ / a0 S5 (f, )\ dt
—\g 0 t(s—1)p n

o) ()
) ()2

< ellf gt zy 2 (sup g’ (y) |~ /7.
’ 1 yel

Le fait que g’ s’annule aux extrémités de I;, donc il existe ¢; € I;N[sup I;—h, sup I}]

tel que g’(x;) = 0, et par ’inégalité (3.11), on obtient

Zsup 1g'(z) ") =" |g/(x) — g ()|~ /P
l

xzel;
—(1
< |lg' Il
1
< lgl s ey

Maintenant par la condition sp — 1 > p, on a le plongement
S o(R) = Bsp Sfll (R) — BB,,_,(R), (3.15)

on conclut que

_ s—(1
S sup |g' ()|~ < ellgll 5, )

1 xel;

Etape 3 :On note I;” I’ensemble des éléments de I; dont la distance a I’extrémite droit

de I, est au plus h et on pose I} = I; \ I}'. Puisque |I; N [sup I; — h,sup I;]|, pour
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tout I € N, on peut appliquer la Proposition 3.2.2, on obtient

a/p 1/q
(/000 <h<1> >, 1 e+ ) - f(g(w))lplg'(w)lpdw> | CZL)

1/q

0o 1 a/p dh

’ /\p _

< cllf ( / (h(s_l)p S suplgl” [, 1da:) h)

1/q

0o 1 a/p dh
/ - /\p -
< ell 'l (/0 (h(s_l,p_l > sg,,p|g|) h)

00 1 “dh\ "
<cllflle (/0 <hs—1—(1/p)yp(gl’h)> h)

< cl| 'l llgll By, -

Par les étapes 1, 2 et 3, et les Proposition 3.2.1 et (3.2.2), la preuve du Théoréme 3.2.1

en découle aussitot.

Remarque 3.2.1. Le cas general d > 1 est immédiat car B, (R) est une algebre de

1
Banach pour s > —.
p

64



Chapitre 4

Une propriété de composition dans
certains espaces de Lizorkin-Triebel

localisé uniforme

Dans ce chapitre on va étudier la composition dans I’espace de Lizorkin-Triebel
L . 1
localisé uniforme Flf’q(R)lu ous = 5,p =2ctq=1.
On cherche a caractériser les fonctions qui opérent, par composition a gauche sur
I’espace F2(11/ 2)(R)lu. On montrera que les conditions de Lipschitz sont nécessaires
1
our s = —.
P 2
Nous notons que I = [—%, %} et It = [O, %]

Nous allons alors démontrer les résultats suivants :

) 1 ) )
Théoréme 4.0.1. Soient s = 2>’ f : R — R. S1 Ty envoie (Fz(,ll/z) N Loo> (R);,, dans

Bé,lo/f)(R)lu, alors f est localement lipschitzienne.

) 1
Théoréme 4.0.2. Soient s = 2’ f : R — R. On suppose que Fz(ll/ 2) (R)iw € Lo(R)
(autrement dit : Loo(R)w = Loo(R)). Si Ty envoie FLy? (R), dans BSZ? (R)y,

alors f est globalement lipschitzienne.
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4.1 Quelques fonctions de test

: 1 . o
Lemme 4.1.1. Soit s = 2>’ siu € S(R), 1l existe une constante ¢ = c¢(u) > O telle

que

. l . .
12 2 (2 () = B)llpepn gy, < ell 2 > an22u( () = k)l po/m

>0 kez §>0 keZ

>0 \kez

(1/2)
<cd () (Z |ajk|2)

12> aru(27(.) — DIFOCESES D3PS ajru(2’(.) — k)|l g/ (=)

>0 kez >0 kez

<l X2 > (leyrl292 X (27 () — K)||2-
j>0 kez
ou X désigne la fonction caractéristique de I.

Démonstration. Voir [1]. ]

Lemme 4.1.2. Pour toute fonction v € S(R), 1l existe une constante ¢ = c(u) > 0

telle que
1> anu(- = k)l garm g, < N X cwul = k)l gas g
kEZ : kEZ :
(1/2)
<c Z || .
ke
Démonstration. En faisant 7 = 0 dans le Lemme 4.1.1, on a le résultat. ]

) 1 .
Lemme 4.1.3. Soit s = 2 on suppose que Eéll/ 2)(IR{)lu ¢ Loo(R),, (autrement dit :
g > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-Tribel), alors il existe une
suite (¢n),,», de fonctions de classe C*°, portees par I, telles que ¢, (z) = 1 sur

I’intervalle 271 et

nl—1>TOO ||¢n||Eé:}{2)(R)lu =0.

Démonstration. posons

Pn(x) =n"" > @(2x).

1<j<n
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On adonc ¢, (x) = 1 sur 271 et ¢,(x) = 0 hors de I.
Le Lemme 4.1.1 donne les inégalités
I6allago@, = 177" 3 e@0)lapm ),
1<j<n

-1 i

1<j<n

< en1/?),
De méme
||¢n||F2(,11/2)(R)lu = ||n—1 Z QO(ij)”Fé’ll/z)(R)lu

1<j<n

-1 j
< ln K]Z_<n90(2 )| 5/ )

<en | Y 202,
1<5<n

ou X; désigne la fonction caractéristique du cube 2771. Pour estimer la norme L.

qui apparait au second membre, on pose
Sp=2"kr\27*1'1, k=1,-.-,n—1,
et
S, =27"I.

La fonction 3", <, 2U9/?) X; valant constamment 3", < j<,, 2(9/%) sur Si, on obtient

(1/2)
||¢n||F2(11/2)(R)zu <en?t ( Z 2k|Sk|)

1<k<n

< en~1/2),

Alors

nl_l)r_'{loo ||¢n||E2,(),11/2)(R)lu == 0'
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4.2 Résultats préliminaires

) 1
Lemme 4.2.1. Soit s = 2’ f : R — Rtelle que f(0) = 0.
T envoie (Fz(ll/ 2N Loo> (R)s, dans Bé}o/oz) (R) . Alors il existe des nombres M > 0

et & > 0 tels que ’implication

I8 ) o, < 8= 1 0 9lproy, < M-

Soit vérifiée par toute fonction g portée par I.

Deémonstration.
Supposons, au contraire, que, pour tout intervalle J et tous nombres M et §, on

puisse trouver une fonction g, portée par J, telle que

||g||(F2<}1/2)me>(R)lu < det|fogllpgm g, > M-

Donnons-nous une suite (J;) jey de intervalles disjoints et des fonctions ; € D(R), (57 >
1

0) telles que ¢;(x) = 1 sur EJj, et ¢;(x) = 0 hors de J;. On note M, la norme de

(1/2)

2,00

I’opérateur g — ;g, agissant sur B; /7 (R);,, et on choisit des fonctions

gj:R%R’jZOa]-’""
telles que

< 2_-7’ ||f Og”Bé,lo/f)(R)zu > jM]

1
suppg; C EJja ||g||<F§}1/z>me)(R)lu =

Alors la fonction g = 3,5 g, appartient a <F2(’11/2) N Loo) (R)ietonag;(fog) =
f og;.Donc

ij < ”(fog)goj”Bé,lg)(R)lu < Mj”fog”Bé,lo/:)(R)lua pour tout 7,

ce qui est absurde. [
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. 1
Lemme 4.2.2. Soit s = 2’ f : R — Rtelle que f(0) = 0.
T envoie F2(11/ 2) (R)s, dans Bé,lo/oz) (R) . Alors il existe des nombres M > 0etd > 0

tels que I’implication
91l z0/2 @y, < 0= I1f 0 gllpo ), < M-
soit vérifiée par toute fonction g portée par I.
Démonstration. En utilisant la méme démonstration comme le Lemme 4.2.1. ]

) 1 )
Lemme4.2.3. Soients = 2’ f : R — R. Supposons que Ty envoie (Fz(ll/ 2N Loo) (R)

dans Bé}cfoz) (R)w, alors quel que soit @’ € R, il existe un opérateur non linéaire
Uw ¢ (F51® 0 Loc) (R)iw = B3 (R)ius

et des nombres d, M > 0 tels que
Uwg(z) = f(a' +g(z)) — f(a), Vz €1,

et

||Ua/g||B§’1°/°2)(R)lu < M,

pour toute fonction g € D(R), a support dans I, satisfaisant

gl (P& 0r) @1 =9

Démonstration. Considérons 1I’opérateur non linéaire

Vog(z) = ¢(x)(f(a’ + g(x)) — f(a’), Vo €R.

On a alors

Vag(z) = o(z)(f(p(z/2))(a’ + g(2))) — f(p(z/2)a’)), Vz €R.
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V,» envoie donc <F2(11/ 2N Loo) (R), dans Bélo/f ) (R) €t, en raisonnant comme dans
la preuve du Lemme 4.2.1, on voit qu’il existe un intervalle J C I et des nombres

d, M > 0 tels que

191 ) e, S 8 = IVe0lagn o, < M
pour toute fonction g € D(R) telle que suppg C J.Posons J = rI+b,avecr > 0
etb e R, et
Uwg(z) = Vo (9(r 7' (- = b)) (rz + b), Vz € R.
Alors
Uwg(z) = o(rz + b)f(a’ + g(x)) — f(a’)), Vo € R.
Par ’inclusion J C I, nous avons p(rx + b) = 1sur I,

Donc

Uwg(z) = f(a'/ —|—g(£l?)) - f(a/)a Ve € 1.

4.3 Preuve du Théoreme 4.0.1 et du Théoreme 4.0.2

Soient b, b’ dans R, N > 1 et r, v qui seront choisis en fonction de b et b’. Nous

considérons I’ensemble.
Ay ={ke€Z:|k| <N},

et nous définissons

1
o = )
20+ 1

\ : . 1 :
ou [ est un entier fixé tel que I > 2’ et la fonction

s@ = 3 oo (T-0)) @ -+ @ @

keAn r
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Le Lemme 4.1.2 donne I’inégalité

1Y e (5 (G=0)) g, <0 S @ (0 (5 =0)) lago @2

kEAN r k€An

< N/ (4.3)

Preuve du Théoréeme 4.0.1

Supposons que I’opérateur T envoie I’espace de Besov localisé uniforme Béll/ ?) (R)
dans Bé}(foz) (R) s, (c’est suffisant puisque I’espace Béll/ 2) (R) s se plonge dans tous les
(F2(11/ 2N Loo) (R))- Soit un nombre réel a’ qui reste fixé dans la suite de la preuve.
Alors nous obtenons un opérateur U, et des constantes d, M selon le Lemme 4.2.3.

Onprendn = 1et
1

T= .
6N

. 1 . .
Puisque a < >’ les intervalles r(2aI + k), k € Z, sont deux a deux disjoints. Par

définition de r, nous avons r(I + k) C I/2, pour tout k € Ay. Alors

Uyg(xz) = f(a' +b") — f(a), six € r(al + k) pour k € Ay, (4.4)

Uwg(z) = f(a' +b) — f(a'), siz € (I/2) \ Upeayr (20l + k). (4.5)

Grace au choix de 7, on a
—1n7—(1/2) L/ —1n7(=1/2) ’
TN Y (= (k) ) e = TNV < €
keEAN r

On obtient

1 .
1S (a (= - k))) s gy, < 1N/,

keAn r
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En utilisant la relation entre » et N, nous obtenons

1 .
191l 50/ gy, = 1| 22 <a (T - k))) (0" = b) + P (@)bll gy ),

keAN

<y @(i (é"“)» (6 =)+ dnl@llsen ey

keAn

1 .
<=l 5 ¢ (o (7)) laggoie + Pl

keAn

IA

6" — b| (caN/2)) + clb|
< N2 b — b| 4 c,|b|

< ca (VNY —b| + |b]) .

Maintenant on suppose

0
max (1bl, b — ¥]) < -,

C2

et on définit NV par la propriété :

0
N2 <« = (N +1)/2,
- 2C2|b — b'l ( + )

Remarquons que la définition de NV implique

N@/2) > 0 .
= 26/2¢ey|b — b

Par la condition (4.6) et par définition de IV, nous avons

”g”Bé,ll/z)(R)zu < ||g||B§}{2)(R)

c2 (VNI — b + |b])

IN

< o N2 Y — b| + c,|b|

< |b" — b| + 0
e — — C R

= 2(b/ — b *2¢,
5 6

< 4 -

-2 2

<é

(4.6)

(4.7)
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Puisque le support de g est inclus dans I, on en déduit
||Ua'g||Bg’1£)(R)m < M. (4.8)
Pour tout € r(alI™ + k), nous avons
z+jraer(I+k), Vj=0,---,1,
z+jradral +k), Vj=1,---,1.
(4.4) et (4.5) donne aussitot

AL (Uxg) ()| = | Z:(—l)j(j,l)(Uafg)(fB + (1 —j)ra)l

= |([Uwg)(z) + > (1) (4, 1) (Uwg)(z + (I — j)ra)|

i=1

= |f(a’ +¥) — f(a’ + b)|

Par la Proposition 3.1.1, nous obtenons

(1/2)
Al (Uyg)(x)|*dx

Ul gy, = (re) T2 (
keAn

(1/2)
N N ECEROEE(CE b)|2dw)

keAN

> cs|f(a’ +b) — fa' +b)|rCVIN/Dp0/2)
= cz|f(a’ +b') — f(a’ + b)| N1/

= c3V'N|f(a' + V) — f(a' +b)|
0

/ / /
= @ 26/265[b — b @+ = Ja+ 0l

En prenant en compte les inégalités (4.7) et (4.8), nous voyons que la condition (4.6)

implique

26/2)¢,

|f(a” +b") — f(a' 4+ b)| <
< 2(3/2)M02

b = bIUxgll po/2 z

b—b
o ! E

qui signifie que f est lipschitzienne dans un voisinage de a’.
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Preuve du Théoréme 4.0.2

Soit f une fonction satisfaisant I’hypothese du Théoréme 4.0.2, on se propose

de mettre en évidence des constantes o > 0 et K > 0 telles que |b' —b| < J entraine
|F(®') — f(b)| < K|V — bl

quels que soient b et b’ dans R.
Soit la fonction g telle que
1 /x ,
9@ = > ¢ (5 -k)) ¥ = b)+ gul@p.
kEAN a AT
Les entiers positifs n et IV, ainsi que le nombre r €]0, 1], seront précisés dans un
instant.

Le Lemme 4.1.3 nous autorise a choisir n tel que

<

|b| ”Cbn”E;’llﬂ)(R)m < 5,

de sorte que IV et r devront satisfaire les relations :

SBIY — b))t < et N2 < 5 (216 —b|) 7, (4.9)

rN < 272, (4.10)
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L’estimation (4.3) et la relation (4.9) entraineront

190 (. Y, = W91, + gl
< llglpgrm sy + Nl

< ||g||F2(}1/2)(R)mLoo(R)

S ”9”35,11/2)(1&)

1 /.
<> e (a (r - k)) (b' —b) + ¢nb||B§}l/2>(R)

kGAN

1 .
<=0l 3 o (2 (5= %)) laggoe + P16l

k:EAN

)
< |b' = bleN/2 4 2

0

< 5(21Y — b)Y — b+
ol —b] , &
=21 —b| | 2

6 0
< —4—-=24.
_2+2

L’inégalité (4.10) nous garantit 1’inclusion

r(I +k) C27"1, pour k € Ay (4.11)

et par conséquent
g(x) =V, six er(al +k), k€ An, (4.12)
g(x) =0b, six € 2_,I\ Ugecayr(2al + k). (4.13)

: 1
Supposons maintenant s = 2
: o . : : .
Si|o) —b| < 3’ il est possible de trouver un entier N > 1 tel qu’on ait (4.9), on

choisit alors r assez petit pour avoir (4.10). 11 vient alors

”f og”Bé,lo/:)(R)lu < M.
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Pour tout z € r(alI* + k),nous avons
x+ jra € r(I 4+ k) \ Ugeanr(2al + k), Vj=1,---,L
Alors (4.11), (4.12) et (4.13) nous donnent
AL (foa)@)] = LG 00) o+ (= dyran)|
i=
= |f(b) — F(b)I.

Par la Proposition 3.1.1, nous obtenons

(1/2)
1£ 0 gllpo/m g, = (ra)H? ( 1AL (Fo g)(m)|2daz)

>

kEAN (alt+k)

|

kEAN (alt+k)

(1/2)
= (ra)=1/? ( |F () — f(b)|2dw)

(1/2)
_ (—1/2) AN 2
= (ra) M| F(¥) = F ()] (keZAN [ dw)

(1/2)
= (ra) VA £(b') — f(b)] ( > |mI+|)

kGAN

(1/2)
= (ra) V| F(b) = f(B)][ralt| O/ ( > 1)

kGAN

— () = FBIEN + D) (ra) YD rar |0/,

L’encadrement (4.9) implique

Fb)] < 1 0 gllpgr» z),,
~ (2N + 1)1/2) (ra)-1/2) |ral+|1/2)

£ (b)) —
< et MN~-(1/2)

< ;MUY — bl

qui signifie que f est globalement Lipschitzienne.
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