
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 
 

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE 
 

ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LAGHOUAT 

 

 
 
 
 

DEPARTEMENT : MATHEMATIQUES  
 

MEMOIRE DE MAGISTER 
 
 

En vue de l’obtention du diplôme de Magister en Mathématiques 
 
 

Option :Analyse Fonctionnelle Et EDP 

 
 

THEME DU PROJET :  
 
 
 

 

Caractérisation concrète des espaces de Besov localisés                                                      

uniformes et composition dans les espaces de Besov 

 

 
 
 

Présenté par :                    Dirigé par:  

Mr. Laouidji Elaid                                       Mr. Salah Eddine ALLAOUI 
 

 
Devant les membres du jury 

 

Mme. Bendaoud Zohra M.C.A, Université de Laghouat Présidente 

M. Salah Eddine Allaoui        Professeur, Université de Laghouat Rapporteur 
M. Abdelkader Mokhtari Professeur, Université de Laghouat Examinateur 

M. BentobacheMohand M.C.A, Université de Laghouat Examinateur 

  

 

 

Année universitaire : 2019-2020 



Remerciements

Avant toute chose, je remercie mon Dieu De mous donné la force

Et le courage d’aboutir à ce travail.

Je remercie notre encadreur Salah Eddine Allaoui.

Je remercie touts les membres de jury d’avoir accepter de présider

et examiner notre travail.

Merci pour toutes les personnes qui nous ont aidée

1



Résumé

Dans ce travail on s’intéresse à la caractérisation concrète des espaces de Besov lo-

calisés uniformes, on établit que les espaces , sont décrits sans utiliser une fonction

de classe C∞ et support compact pour s > 0. Dans une autre partie on s’intéresse

aux opérateurs de composition sur certains espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel.

On établit la nécessité de la condition de Lipschitz.

Mots-clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opérateurs de compo-

sition, localisation uniformes.

Abstract

In this work we are interested in the concrete characterization of uniform localized

Besov spaces, we establish that spaces, are described without using a class function

with C∞ and compact support for s > 0. In another part, we are interested in com-

positional operators in some areas of Besov and Lizorkin-Triebel. The necessity of

the condition of Lipschitz is established.

Keywords: Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Composition operators, localisa-

tion uniformes.
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Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude de localisations uniformes et composition

dans les espace de Besov et Lizorkin-Triebel qui est un sujet intéressent et d’actua-

lité. Cette étude utilise des techniques de plusieurs parties d’analyse pour prouver

les résultats présentés à savoir la théorie des opérateurs, l’analyse fonctionnelle, la

théorie de la mesure.

L’étude des localisations uniformes et composition dans les espace de Besov

a été l’objet d’études de plusieurs mathématiciens, voir par exemple les articles [3],

[4], [15], [13].

Notre travail est divisé en quatre chapitres :

— Dans le premier chapitre, on présente quelques propriétés sur les séries de

Littlewoodpaley, les espaces de Besov, les espaces de Lizorkin-Triebel, in-

égalités classiques et nous terminerons par un exemple d’une fonction dans

l’espace de Besov.

— Dans le deuxième chapitre, dans cette partie selon la preuve théorème située

dans [3], en tenant compte n = 1 on obtient :

Théorème 01 On suppose s =
1
p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans

le cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n vérifient

k = n = 1. Si la fonction f : R → R opère sur Es
p,q(R) alors f ′appartient

à Es−1
p,q (R), localement uniformément.
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Introduction

— Le troisième chapitre est consacré à la Localisation uniforme des espaces

de Besov et de Lizorkin-Triebel et à des remarques sur la propriété de com-

position dans l’espaceBs
p,q(R) et dans ce travaille, nous avons démontre les

trois théorèmes suivants :

Théorème 02 Si 0 < s < 1, alorsBs
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions

f telles que

sup
a∈R

(∫ 1

0
(t−sωp,B+a(f, t))q

dt

t

)1/q

+ ∥f∥Lp(R)lu
< +∞. (1)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur Bs
p,q(R)lu.

Théorème 03 Si 0 < s < 1, alors F s
p,q(R)lu. Est l’ensemble des fonctions

f telles que

sup
a∈R

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(B+a)+∥f∥Lp(R)lu
< +∞.

(2)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F s
p,q(R)lu.

Théorème 04 Soient 1 < p ≤ q ≤ ∞, (d +
1
p

) < s < d + 1, pour

un entier d ≥ 1. Pour toute fonction f ∈ Bs
p,q(R) telle que f(0) = 0, et

f : R → R, et toute fonction g ∈ Bs
p,q(R), à valeurs réelles,on a

Tf(g) ∈ Bs
p,q(R).

De plus il existe une constante c = c(s, p, q) > 0 tel que

∥Tf(g)∥Bs
p,q(R) = ∥f ◦ g∥Bs

p,q(R) ≤ c∥f ′∥Bs−1
p,q (R)(1 + ∥g∥Bs

p,q(R))s−(1/p).

— Dans le quatrième chapitre en étudie la propriété de composition dans les

espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel localisés uniformes, où on a dé-

montré les théorèmes suivants :

Théorème 05 Soient s =
1
2
, f : R → R. SiTf envoie

(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu

2



Introduction

dans B(1/2)
2,∞ (R)lu, alors f est localement lipschitzienne.

Théorème 06 Soient s =
1
2
, f : R → R. On suppose que F (1/2)

2,1 (R)lu ⊈

L∞(R) (autrement dit : L∞(R)lu = L∞(R)). Si Tf envoie F (1/2)
2,1 (R)lu dans

B
(1/2)
2,∞ (R)lu, alors f est globalement lipschitzienne.
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Notations

• Nous notons Es
p,q(R) := Bs

p,q(R) ou F s
p,q(R) l’espace de Besov ou l’espace

de Lizorkin-Triebel.

• Si f : R 7→ C est une fonction, le support de f est suppf = {x ∈ R : f(x) ̸= 0}.

• D(R) est l’espace des fonctions C∞(R) à support compact.

• D′(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distributions sur R.

• S est l’espace des fonctions C∞(R) à décroissance rapide sur R.

• S ′(R) est le dual de S(R), est appelé espace des distributions tempérées sur

R.

• Si f ∈ S(R) sa transformée de fourier est :

(Ff)(ξ) =
∫
R
e−ix.ξf(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est :

(F−1f)(ξ) = (2π)−1
∫
R
e−ix.ξf(x)dx.

• C0(R) est un espace de fonctions continues et à support compact.

• (f ∗g)(x) =
∫
R f(x−y)g(y)dy est le produit de convolution des fonctions

f et g.

• Le symbole ↪→ désigne l’inclusion avec continuité de l’injection canonique.

• Pour une distribution f définie sur R et a ∈ R, on définit l’opérateur de

translation par

τaf(x) = f(x− a), ∀x ∈ R.

4



Notation

• Nous notons Tf l’opérateur de composition, défini par Tf(g) = f ◦ g.

• Q = {x ∈ R : |x− a| ≤ r} est l’intervale de centre a et de rayan r > 0.

• Q+ =
[
0, 1

2

]
.

• Es
p,q(R)lu l’espace de Besov ou Lizorkin-Triebel localisée uniforme.

• Soient s ∈ R et p, q ∈ [1,+∞], εsp,q(R) désigne l’espace des distributions

tempérées à valeurs dans R

εsp,q(R) = Es
p,q(R) ∩ L∞(R).

• Pour toutm ∈ N, on désigne par Pm des fonctions polynomiales sur R, de

degré ≤ m.

• Pour tout p ∈ [1,∞], toute fonction mesurable f sur R et tout t > 0, on

pose

ωp(f, t) = sup
h∈tQ

(∫
R

|∆hf(x)|pdx
)1/p

,

ηp(f, t) = sup
h∈tQ

(∫
R

|∆2
hf(x)|pdx

)1/p
.
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Chapitre 1

Définition et propriétés des espaces

de Besov et de Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, nous aborderons quelques concepts de base et les caracté-

ristiques de chacun des espaces de Besov, espaces de Lizorkin-Teirbel, Littlewood-

paley, Besov homogènes, Lizorkin-triebel homogènes, Besov généralisé, Lizorkin-

Teirbel généralisé et certaines propriétés importantes.

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

1.1.1 Séries de Littlewood-Paley

Les séries de Littlewood-Paley jouent un rôle important dans la définition des

espaces de Besov homogènes et non homogènes. Nous allons rappeler la définition

de la décomposition de Littlewood-Paley d’une distribution temperée.

Soit une fonction ρ paire ρ ∈ C∞(Rn), 0 ⩽ ρ ⩽ 1. Autrement dit ρ est une fonction

de classe C∞, positive, radiale sur Rn

6



Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

i.e : ρ(ξ) = ϕ(|ξ|), avec ϕ ∈ D(Rn) telle que

ρ(ξ) =


1 si|ξ| ⩽ 1,

0 si|ξ| ⩾
3
2

On définit :

γ(ξ) = ρ(ξ) − ρ(2ξ), ∀ξ ∈ Rn.

La fonction γ ∈ S(Rn) est telle que :

1. suppγ ⊂
{
ξ :

1
2
⩽ |ξ| ⩽

3
2

}
.

2. γ(ξ) ⩾ 0 pour
1
2
⩽ |ξ| ⩽

2
3
.

3. ∑j∈Z γ(2−jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rn \ 0.

On a : ρ(ξ) = 1 − ∑
j∈Z γ(2−jξ), et on obtient la fonction ρ ∈ C∞(Rn)est telle que

suppρ ⊂
{
ξ ∈ Rn : |ξ| ⩽

3
2

}
(1.1)

Donc pour tout ξ ∈ Rn, on a la partition de l’unité non homogène suivante :

ρ(ξ) +
∑
j⩾1
γ(2−jξ) = 1.

Si ξ ̸= 0, alors ∑j∈Z γ(2−jξ) = 1 est appelée partition de l’unité homogène. A la

partition (1.1), on associe une suite d’opérateurs de convolutions notés :

Qj : S ′(Rn) → C∞(Rn),

Sk : S ′(Rn) → C∞(Rn),

définis par

Qjf(x) = F−1(γ(2−j.)) ∗ f(x) j ⩾ 1

Skf(x) = F−1(ρ(2−k.)) ∗ f(x) k ⩾ 0,

où
F(Qjf)(ξ) = γ(2−jξ)f̂(ξ) j ⩾ 1

F(Skf)(ξ) = ρ(2−kξ)f̂(ξ) k ⩾ 0.

7



Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

avec la notation : Q0 = S0

Si dans la relation (1.1) on change ξ par 2−jξ et on multiplie par f̂(ξ) ,on obtient

f̂(ξ)ρ(2−kξ) + f̂(ξ)
∑

j⩾k+1
γ(2−jξ) = f̂(ξ). (1.2)

En appliquant l’application F−1 sur (1.2), on obtient

Skf +
∑

j⩾k+1
Qjf = f. (1.3)

Pour k = 0, on trouve

S0f +
∑
j⩾1
Qjf = f.

Pour toute f ∈ S ′(Rn), la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors l’iden-

tité ∑
j⩾0
Qjf = f. (1.4)

La série (1.4) converge au sens des distributions tempérées.

de (1.3) et (1.4) alors

Skf +
∑

j⩾k+1
Qjf =

k∑
j=0

Qjf +
∑

j⩾k+1
Qjf

Donc

Skf =
k∑
j=0

Qjf.

Pour toute f ∈ S ′(Rn), la décomposition de Littelwood-Paley de f est donnée par

f = Qkf +
∑

j⩾k+1
Qjf. (1.5)

La série (1.5) converge au sens des distributions tempérées.

1.2 Une variante de la décomposition de Littlewood-

Paley

Dans certains cas, il est utile de remplacer les fonctions standard γ et φ par des

fonctions produits tensoriels. Telle que Rn = Rm × Rn−m pour toutes fonctions f, g
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Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

définies sur Rm et Rn−m, on pose

(f ⊗ g)(t, x) = f(t)g(x). ∀(t, x) ∈ Rm × Rn−m.

Définition 1.2.1.

µ0 = φm ⊗ φn−m, µ1 = φm(2(.)) ⊗ γn−m, µ2 = γm ⊗ φn−m

Alors, nous avons

µ0(t, x) − µ0(2t, 2x) = µ1(t, x) + µ2(t, x), ∀(t, x) ∈ Rm × Rn−m.

Nous définitions les opérateurs U0 et Uα,j(j ≥ 1, α = 1.2) sur S ′(Rn) par

Uα,j = µα(2−jD), U0 = µ0(D).

Proposition 1.2.1. Soient 1 ≤ m < n et s ∈ R. Alors une distribution tempérée

f ∈ Bs
p,q(Rn)et f ∈ F s

p,q(Rn) si et seulement si

∥U0f∥p +
∑
α=1,2

(
∑
j≥1

(2sj∥Uα,jf∥p)q)1/q < +∞, (1.6)

∥U0f∥p +
∑
α=1,2

∥(
∑
j≥1

(2sj|Uα,jf |)q)1/q∥p < +∞. (1.7)

les expressions ci-dessus sont des normes équivalentes surBs
p,q(Rn)et F s

p,q(Rn), res-

pectivement .

Démonstration. Voir [1].

1.3 Opérateur de différences finies

Pour toute distribution f sur R et tout h ∈ R, on pose △h = τ−hf − f , on

considère aussi les puissances successives de l’opérateur △h définie inductivement

par

9



Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

△1
h = △h et △m+1

h = △h ◦ △m
h , ∀m ∈ N∗.

On vérifie aisément la formule suivante :

△h f(x) = f(x+ h) − f(x) , x, h ∈ R

△mh f(x) = ∑m
k=0(−1)k

 k
m

 τ−khf.

1.4 Décomposition du produit f.g

Soient f et g deux fonctions dans S ′(Rn), on définit le produit f.g par :

f.g = lim
j−→∞

(Qjf).(Qjg),

lorsque la limite existe dans S ′(Rn).

1.5 Interpolation

Soient A0, A1 deux espaces de Banach, 0 < θ < 1, on dit que a ∈ A[θ] =

(A0.A1)θ si et seulement s’il existe une fonction f défini sur C telle que

i) f(z) est analytique sur la bonde z ∈ C 0 < Re(z) ⩽ 1 et à valeur dans

A0 +A1, continue et bornée sur la bonde z ∈ C 0 ⩽ Re(z) ⩽ 1.

ii) f(k + it) (où k = 0, 1) continue sur Ak tel que tend 0 si |t| → +∞.

iii) a = f(θ).

On munit A[θ] par la norme

∥a∥[θ] = inf
f

max(sup ∥f(iy)∥A0, sup ∥f(1 + iy)∥A1)

.

Proposition 1.5.1. A[θ] est un espace de Banach.

Démonstration. Voir [15].
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Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

1.6 Inégalités classiques

Proposition 1.6.1. (Inégalité de Hölder)

Soient 1 ⩽ p, q ⩽ ∞ pour f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) alors

f.g ∈ Lr(R),

et

∥f.g∥r ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

Où
1
p

+
1
q

=
1
r
.

Proposition 1.6.2. (Inégalité de Young)

Soient 1 ⩽ p ⩽ ∞ et 1 ⩽ q ⩽ ∞ et 1 ⩽ r ⩽ ∞ tels que 1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q
,

alors pour toute fonction f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn) on a

f ∗ g ∈ Lr(Rn),

et

∥f ∗ g∥r ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

Démonstration. On fixe g ∈ Lq(R) et on considère l’opérateur Tf = f ∗ g, on a

Tf(x) =
∫
Rn
f(y)g(x− y)dy

=
∫
Rn

(f(y))
1
q g(x− y)(f(y))

1
q′ dy

Alors

|Tf(x)| ⩽
∫
Rn

|f(y)|
1
q |g(x− y)||f(y)|

1
q′ dy,

par l’inégalité de Hölder, on obtient

|Tf(x)|q ⩽ ∥f∥
q
q′
1

∫
Rn

|f(y)||g(x− y)|qdy,

11



Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

donc

∥Tf∥ ⩽ ∥g∥q∥f∥1.

D’autre part l’inégalité de Hölder, donne

|Tf(x)| ⩽ ∥g∥q∥f∥q′.

En appliquant le théorème de Riesz-Thorin on obtient

T : L1(Rn) → Lq(Rn)

: Lq′(Rn) → L∞(Rn)

Il vient T : Lp(Rn) → Lr(Rn), avec
1
p

= θ +
1 − θ

q′
,

1
r

=
θ

q
, θ ∈]0, 1[, on a

1
p

= θ +
1 − θ

q′
⇒

1
p

= θ + (1 + θ)(1 −
1
q

)

⇒
1
p

= θ + 1 −
1
q

− θ +
θ

q

⇒
1
p

= +1 −
1
q

+
θ

q

⇒
θ

q
+ 1 =

1
p

+
1
q

⇒
1
r

+ 1 =
1
p

+
1
q
.

Proposition 1.6.3. (Inégalité de Minskowski)

Soient p, q ∈ [1,∞] tels que 1
p
+ 1

q
= 1. Alors pour toutes fonctions mesurables

f, g : X → R on a

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥q

Démonstration. On démontre d’abord l’inégalité de Hölder. Sans perte de généralité,

on peut supposer que ∥f∥p = ∥g∥q = 1. Pour tous x, y ≥ 0 on a

xy ≤
xp

p
+
xq

q
.

12



Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

Il s’ensuit que

∣∣∣∣∫
X
fgdµ

∣∣∣∣ ≤
∫
X

|fg|dµ ≤
∫
X

(
|f |p

p
+

|g|q

q

)
dµ =

∥f∥pp
p

+
∥g∥qq
q

= 1.

Montrons maintenant l’inégalité de Minkowski. En utilisant l’inégalité de Hölder,

on obtient

∥f + g∥pp =
∫
X

|f + g|pdµ ≤
∫
X

|f + g|p−1 (|f | + |g|) dµ

≤
(∫

X
|f + g|pdµ

)p−1
p

{(∫
X

|f |pdx
)1

p

+
(∫

X
|g|pdx

)1
p

}
.

Cette inégalité implique immédiatement le résultat recherché.

Proposition 1.6.4. (Inégalité de Bernstein )

Soient 1 ⩽ p ⩽ r ⩽ ∞, il existe c > 0 telle que

∀R > 0 et toute f ∈ Lp(Rn),

avec

suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ⩽ R} ,

on a

∥f (α)∥r ⩽ cRn( 1
p

− 1
r

)+|α|∥f∥p, ∀α ∈ Nn.

Démonstration. Soit ϕ ∈ S(Rn) telle que ϕ(ξ) = 1 pour |ξ| ⩽ 1, on pose

ϕR(ξ) = ϕ(
ξ

R
),

alors :

f̂ = ϕRf̂ ,

et :

f (α) = (F−1ϕR)(α) ∗ f.

Par l’inégalité de Young, on obtient

13
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∥f (α)∥q ⩽ ∥(F−1ϕR)(α)∥r∥f∥p, avec 1 +
1
q

=
1
p

+
1
r

Comme pour tout x ∈ Rn

(F−1ϕR)(α)(x) = Rn((F−1ϕ)(α)(Rx),

il vient

∥(F−1ϕR)(α)∥r = Rn+|α|− n
r ∥(F−1ϕ)(α)∥r.

Ce qui donne le résultat.

1.7 Localisation d’un espace de distribution

Définition 1.7.1. Soit E un E.B.D sur Rn. On dit qu’une distribution f ∈ D′(Rn)

appartient localement à E si ϕf ∈ E pour toute ϕ ∈ D(Rn), l’ensemble des telles

distributions est notée Eloc.

Proposition 1.7.1. Soit E un E.B.D sur Rn, si E est un D(Rn) module et si f ∈

D′(Rn), alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(i) f ∈ Eloc.

(ii) Il existe une fonction positive non nulle φ0 ∈ D(Rn), telle que (τaφ0)f ∈

E pour toute a ∈ Rn.

(iii) Pour toute a ∈ Rn, il existe une boule ouverte B, contenant a et g ∈ E

tels que g|B = f |B.

Un E.B.D E est isométriquement invariant par translation, si τaf ∈ E et

∥τaf∥E = ∥f∥E pour tout f ∈ E et tout a ∈ Rn. Si E est plus un D(Rn)-module

on a la propriété suivante

∀ϕ ∈ D(Rn), ∀a ∈ Rn, ∥τaϕ∥M(E) = ∥ϕ∥M(E). (1.8)

Démonstration. Voir [3].

14
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Proposition 1.7.2. SoitE unE.B.D surRn. SiE est un D(Rn) module, alors l’opé-

rateur linéaire f 7→ ϕf est borné sur E, pour toute ϕ ∈ D(Rn).

Sous les hypothèses de la Proposition 1.7.2, on posera :

∥ϕ∥M(E) = sup{∥ϕf∥E : f ∈ E, ∥f∥E = 1}.

Démonstration. Voir [3].

Proposition 1.7.3. Soit E un D(Rn)-module isométriquement invariant par transla-

tion. Pour toute distributionf , les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(i) Il existe une fonction positive non nulle φ0 ∈ D(Rn), telle que (τaφ0)f ∈

E pour tout a ∈ Rn, et

sup
a∈Rn

∥(τaφ0)f∥E < +∞.

(ii) Pour toute ϕ ∈ D(Rn), on a (τaϕ)f ∈ E pour toute a ∈ Rn, et

sup
a∈Rn

∥(τaϕ)f∥E < +∞.

Définition 1.7.2. Un espace de Banach de distributions (E.B.D) dans D′(Rn) est

un sous espace vectoriel E de D′(Rn)muni d’une norme complète ∥ − ∥E telle que

l’injection canonique E ↪→ D′(Rn) soit continue.

1.8 Espaces de Besov

1.8.1 Définition et proposition des espaces de Besov

Définition 1.8.1. Soit s ∈ R et p, q ∈ [1,∞], l’espace de Besov noté Bs
p,q(R) est

l’ensemble des f ∈ S ′(R) telle que ∥f∥Bs
p,q(R) < ∞ où

∥f∥Bs
p,q(R) =


(∑∞

k=0 2skq∥Qkf∥qp)
1
q , pour q ̸= ∞,

supk≥02sk∥Qkf∥p, pour q = ∞.

15
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Définition 1.8.2. Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞]. l’espace de Besov Bs
p,q(Rn) est

l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) telles que

∥f∥Bs
p,q(Rn) = (

∑
j≥0

(2sj∥Qjf∥p)q)1/q < +∞.

Proposition 1.8.1. Soient ℓ un entier, et p, q ∈ [1,∞], si 0 < s < ℓ, alors l’es-

pace de Besov Bs,q
p (R) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifient

∥f∥Bs,q
p (R) = ∥f∥p +

(∫
R

|h|−sq
(∫

R
|∆ℓ

hf(x)|pdx
) q

p dh
|h|n

)1
q

.

Démonstration. Voir [16].

Proposition 1.8.2. Soit s > 0, alors une distribution f ∈ Bs
p,q(Rn) si est seulement

si f ∈ Lp(Rn) et ∂jf ∈ Bs−1
p,q (Rn) pour toute j = 1, ..., n. De plus l’expression

∥f∥p +
n∑
j=1

∥∂jf∥Bs−1
p,q (Rn),

est une norme équivalente dans Bs
p,q(Rn).

Démonstration. Voir [2].

Proposition 1.8.3. Soit s ∈ R, alors

S(Rn) ↪→ Bs
p,q(R

n) ↪→ S ′(Rn).

Démonstration. Voir [17].

Proposition 1.8.4. - Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, alors

Bs
p,min(p,q)(R

n) ↪→ F s
p,q(R

n) ↪→ Bs
p,max(p,q)(R

n),

- Soient −∞ < σ < s < ∞ et 1 ≤ p, r, t ≤ ∞, alors

Bs
p,r(R

n) ↪→ Bσ
p,t(R

n),

16
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- soient s ∈ R, 1 ≤ r ≤ t ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors

Bs
p,r(R

n) ↪→ Bs
p,t(R

n),

- Soient 1 ≤ p0 < p ≤ ∞ et s− n
p

≥ s0 − n
p0
, alors

Bs0
p0,q

(Rn) ↪→ Bs
p,q(R

n),

- soient s > n
p

− n
r
, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p < ∞ ou s = n

p
− n

r
et q ≤ r,

alors

Bs
p,q(R

n) ↪→ Lr(Rn).

Démonstration. Voir [2].

Définition 1.8.3. SoitBs
p,q est l’espace de Besov. On dit queBs

p,q est une algèbre de

Banach si Bs
p,q. Bs

p,q ↪→ Bs
p,q. De plus, il existe une constante c > 0 telle que pour

toute f et g appartenant à Bs
p,q on a

∥f.g∥Bs
p,q

≤ c∥f∥Bs
p,q
.∥g∥Bs

p,q
.

Proposition 1.8.5. Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. Alors les deux propriétés

suivantes sont équivalentes

- Bs
p,q est une algèbre

- 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ et s > n/p ou 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1 et

s = n/p.

1.8.2 Les espaces homogènes

Définition 1.8.4. Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞], alors l’espace de Besov

homogènes Ḃs
p,q(Rn) est l’ensemble des fonctions f vérifient

∥f∥Ḃs
p,q(Rn) :=

(∫ +∞

0
(t−sωp(f, t))q

dt
t

)1
q

< +∞. (1.9)

17
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Définition 1.8.5. Soient s > 1 etm l’entier tel quem < s ≤ m+1 , alors Ḃs
p,q(Rn)

est l’ensemble des fonctions f telles que

∥f∥Ḃs
p,q(Rn) :=

∑
|α|=m

∥f (α)∥Ḃs−m
p,q (Rn) < +∞.

Ce espace est qualifié d’homogène en raison de l’importante propriété suivante

∀λ > 0 ∀f ∈ Ḃs
p,q(R

n) ∥f(λ(.))∥Ḃs
p,q(Rn) = λs−(n⧸p)∥f∥Ḃs

p,q(Rn). (1.10)

Définition 1.8.6. On dit qu’une distribution f ∈ D′(Rn) tend vers 0 à l’infini, si on

a

lim
λ→0

f
( .
λ

)
= 0 dans D′(Rn).

Proposition 1.8.6. Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 < s < n⧸p. Désignons par εsp,q(Rn)

l’ensemble des fonctions f ∈ Ḃs
p,q(Rn) qui tendent vers 0 au sens des distribution,

suivant la définition précédente alors

Ḃs
p,q(R

n) = εsp,q(R
n) ⊕ P[s].

Muni de la norme ∥ − ∥Ḃs
p,q(Rn), l’espace εsp,q(Rn) est un E.B.D sur Rn, et c’est un

D(Rn)-module, invariant isométriquement par translation.

Démonstration. Voir [3].

1.8.3 Les espaces non homogènes

Définition 1.8.7. Soient s > 0, p, q ∈ [1,+∞], l’espace de Besov inhomogène est

Bs
p,q(R

n) = Ḃs
p,q(R

n) ∩ Lp(Rn),

il est muni de la norme

∥f∥Bs
p,q(Rn) := ∥f∥p + ∥f∥Ḃs

p,q(Rn).
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Proposition 1.8.7. Soient p ∈ [1,+∞] et 0 < s < n⧸p. Alors Bs
p,q(Rn) se plonge

continûment dans εsp,q(Rn).

Démonstration. Voir [3].

1.8.4 Espace de Besov généralisé

Définition 1.8.8. Soit v : [0,∞[−→ R une fonction positive et 0 < p, q ≤ ∞,

l’espace de Besov généralise noté Bv
p,q(R) est l’ensemble des f ∈ S ′(R) telle

que ∥f∥Bv
p,q(R) < ∞, où

∥f∥Bv
p,q(R) =


(

∞∑
k=0

(v(2−k)∥Qkf∥p)q)
1
q , pour q ̸= ∞,

sup
k≥0

v(2−k)∥Qkf∥p, pour q = ∞.

1.8.5 Les espaces à valeur vectorielle

Définition 1.8.9. On désigne par Bs
p,q(Rn,Rk) l’ensemble des fonctions

f : Rn −→ Rk

x 7−→ (f1(x), · · · , fk(x)),

pour lesquelles les fonctions coordonnées f1, · · · , fk appartiennent à Bs
p,q(Rn), la

norme de f dans Bs
p,q(Rn,Rk) étant définie par

 k∑
j=1

∥fj∥2
Bs

p,q(Rn)


1
2

.

Définition 1.8.10. Pour s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞], on définit l’espace εsp,q(Rn,Rm)

comme l’ensemble des distributions tempérées à valeurs dans Rm, f telles que

∥f∥εs
p,q(Rn,Rm) = ∥f∥L∞(Rn,Rm) + ∥f∥Bs

p,q(Rn,Rm) < +∞.

On pose Bs
p,q(Rn) = Bs

p,q(Rn,R).
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1.9 Espace de Lizorkin-Triebel

1.9.1 Définition et proposition des espaces de Lizorkin-Triebel

Définition 1.9.1. Soit s ∈ R , 1 < p < ∞ et 1 < q ≤ ∞, l’espace de Lizorkin-

Triebel, noté F s
p,q(R), est l’ensemble des f ∈ S ′(R) telle que :

∥f∥F s
p,q(R) < ∞,

où

∥f∥F s
p,q(R) =


∥(

∞∑
k=0

2skq|Qkf |q)
1
q ∥p, pour q ̸= ∞,

∥ sup
k≥0

2sk|Qkf |∥p, pour q = ∞.

Définition 1.9.2. Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞], l’espace de Lizorkin-TriebelF s
p,q(Rn)est

l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) telles que

∥f∥F s
p,q(Rn) = ∥(

∑
j≥0

(2sjq|Qjf |q)1/q∥p < +∞.

Proposition 1.9.1. Soient ℓ un entier, et q ∈ [1,∞], et1 ≤ p < ∞ si 0 < s < ℓ,

alors l’espace de Lizorkin-Triebel. F s,q
p (R) est l’ensemble des distributions tempé-

rées f vérifient

∥f∥F s,q
p (R) = ∥f∥p + ∥

(∫ 1

0
t−s−n

(∫
|h|≤t

|∆ℓ
hf(.)|qdh

)q dt
t

)1
q

< ∞.

Démonstration. Voir [16].

Proposition 1.9.2. soit s ∈ R, alors

S(Rn) ↪→ F s
p,q(R

n) ↪→ S ′(Rn)

Démonstration. Voir [2].

Proposition 1.9.3. Soient s ≥ n
p

− n
r
, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p < r < ∞, alors

F s
p,q(R

n) ↪→ Lr(Rn).
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Définition 1.9.3. Soit F s
p,q est l’espace de Lizorkin-Triebel. On dit que F s

p,q est une

algèbre si F s
p,q. F s

p,q ↪→ F s
p,q. De plus, il existe une constante c > 0 telle que pour

toute f et g appartenant à F s
p,q on a

∥f.g∥F s
p,q

≤ c∥f |F s
p,q

∥g∥F s
p,q
.

Proposition 1.9.4. Soient s ∈ R, 1 < p < ∞ et 1 < q ≤ ∞, alors F s
p,q est une

algèbre si et seulement si

1 < p < q ≤ ∞ et s > n/p

ou

1 < q ≤ p < ∞ et s > n((1/p) + (1/q))/2.

1.9.2 Les espaces homogènes

Définition 1.9.4. Soient 0 < s < 1, p ∈ [1,+∞[ , q ∈ [1,+∞], alors l’espace de

Lizorkin-Triebel homogène Ḟ s
p,q(Rn) est l’ensemble des fonctions f vérifient

∥f∥Ḟ s
p,q(Rn) :=

∫
Rn

(∫ +∞

0

(
t−s−n

∫
tQn

|∆hf(x)|dh
)q dt

t

)p
q

dx


1
p

< +∞.

(1.11)

Définition 1.9.5. Soient s > 1 etm l’entier tel quem < s ≤ m+ 1, alors Ḟ s
p,q(Rn)

est l’ensemble des fonctions f telles que

∥f∥Ḟ s
p,q(Rn) :=

∑
|α|=m

∥f (α)∥Ḟ s−m
p,q (Rn) < +∞. (1.12)

Ce espace est qualifié d’homogène en raison de l’importante propriété suivante

∀λ > 0 ∀f ∈ Ḟ s
p,q(R

n) ∥f(λ(.))∥Ḟ s
p,q(Rn) = λs−(n⧸p)∥f∥Ḟ s

p,q(Rn). (1.13)

La fonctionnelle ∥ − ∥Ḟ s
p,q(Rn) n’est pas une norme, puisque ∥f∥Ḟ s

p,q(Rn) = 0 si et

seulement si f ∈ P[s]. Pour éliminer cette difficulté, il est utile d’introduire la notion

suivante :
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Définition 1.9.6. On dit qu’une distribution f ∈ D′(Rn) tend vers 0 à l’infini, si on

a

lim
λ→0

f
( .
λ

)
= 0 dans D′(Rn).

Proposition 1.9.5. Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 < s < n⧸p. Désignons par εsp,q(Rn)

l’ensemble des fonctions f ∈ Ḟ s
p,q(Rn) qui tendent vers 0 au sens des distribution,

suivant la définition précédente, alors

Ḟ s
p,q(R

n) = εsp,q(R
n) ⊕ P[s].

Muni de la norme ∥ − ∥Ḟ s
p,q(Rn), l’espace εsp,q(Rn) est un E.B.D sur Rn , et c’est un

D(Rn)-module, invariant isométriquement par translation .

1.9.3 Les espaces non homogènes

Définition 1.9.7. Soient s > 0, p ∈ [1,+∞[ , q ∈ [1,+∞], l’espace de Lizorkin-

triebel inhomogène est

F s
p,q(R

n) := Ḟ s
p,q(R

n) ∩ Lp(Rn),

il est muni de la norme

∥f∥F s
p,q(Rn) := ∥f∥p + ∥f∥Ḟ s

p,q(Rn).

Proposition 1.9.6. Soient p ∈ [1,+∞] et 0 < s < n⧸p. Alors F s
p,q(Rn) se plonge

continûment dans εsp,q(Rn) .

Démonstration. Voir [3].

Proposition 1.9.7. Pour tous s > 0, p, q1, q2 ∈ [1,+∞] (p < +∞dans le cas de Lizorkin-Triebel),

et θ ∈ ]0, 1[, il existe c > 0 tel que

∀f ∈ (Lp ∩ F s
p,q1

)(Rn) ∥f∥Bsθ
p,q2

(Rn) ≤ c∥f∥θF s
p,q1

(Rn)∥f∥1−θ
Lp(Rn.

Démonstration. Voir [3].
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1.9.4 Espace de Lizorkin-Triebel généralisé

Définition 1.9.8. Soit v : [0,∞[−→ R une fonction positive et 0 < p < ∞,0 <

q ≤ ∞. L’espace de lizorkin-triebel généralise noté F v
p,q(R) est l’ensemble des f ∈

S ′(R) telle que ∥f∥F v
p,q(R) < ∞, où

∥f∥F v
p,q(R) =


(∥

∞∑
k=0

(v(2−k)|Qkf |)q)
1
q ∥p, pour q ̸= ∞,

∥ sup
k≥0

v(2−k)|Qkf |∥p, pour q = ∞.

1.9.5 Les espaces à valeur vectorielle

Définition 1.9.9. On désigne par F s
p,q(Rn,Rk) l’ensemble des fonctions

f : Rn −→ Rk

x 7−→ (f1(x), · · · , fk(x)).

Pour lesquelles les fonctions coordonnées f1, · · · , fk appartiennent à F s
p,q(Rn), la

norme de f dans F s
p,q(Rn,Rk) étant définie par

 k∑
j=1

∥fj∥2
F s

p,q(Rn)


1
2

.

Définition 1.9.10. Pour s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞], on définit l’espace εsp,q(Rn,Rm)

comme l’ensemble des distributions tempérées à valeurs dans Rm, f telles que :

∥f∥εs
p,q(Rn,Rm) = ∥f∥L∞(Rn,Rm) + ∥f∥F s

p,q(Rn,Rm) < +∞.

On pose F s
p,q(Rn) = F s

p,q(Rn,R).

1.10 Exemple de fonctions dans l’espace de Besov

Example 1.10.1. Si f = δ ∈ S ′(Rn) ( la masse de Dirac )

Qjf = ⟨f,F−1γ(2j(x− .))⟩ ,

23



Chapiter 1 : Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

alors

Qjδ = ⟨δ,F−1γ(2j(x− .))⟩

= F−1γ(2j(x− 0))

= F−1γ(2jx)

Donc

∥Qjδ∥p = 2nj
(∫ +∞

−∞
|F−1γ(2jx)|pdx

)1
p

= 2nj(1− 1
p)
(∫ +∞

−∞
|F−1γ(y)|pdy

)1
p

= 2nj(1− 1
p)∥F−1γ∥p,

Alors

∥Qjδ∥p = c2nj(1− 1
p), 0 < p ⩽ ∞.

On a

∥Qjδ∥p = c2nj(1− 1
p)

2sj∥Qjδ∥p = c2(s+n(1− 1
p))j

∑
j≥0

(
2sj∥Qjδ∥p

)q
1
q

= c

∑
j≥0

2(s+n(1− 1
p))jq


1
q

.

(∑
j≥0 2(s+n(1− 1

p))jq
)1

q

converge

1. Si s+ n
(
1 − 1

p

)
< 0 alors s < n

(
1
p

− 1
)
, alors δ ∈ Bs

p,q(Rn).

2. Si s+ n
(
1 − 1

p

)
= 0 alors s = n

(
1
p

− 1
)
, alors

2sj∥Qjδ∥p = c ∀j ≥ 0.

= sup
∀j≥0

2sj∥Qjδ∥p

= ∥δ∥Bs
p,q
,
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Donc 
δ ∈ Bs

p,q Si s < n
(

1
p

− 1
)
, 1 ⩽ p, q ⩽ ∞.

δ ∈ Bs
p,q Si s = n

(
1
p

− 1
)
, 1 ⩽ p ⩽ ∞, q = ∞.
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Chapitre 2

Composition dans les espaces de

Besov et de Lizorkin-Triebel

On considère les opérateurs de composition Tf := f ◦g agissant sur les espaces

de Besov et de Lizorkin-Triebel à valeurs vectorielles. On suppose que les entiers,

p, q ∈ [1,+∞]et que s =
1
p
. Si f est une fonction de R dans R telle que Tf envoie

Bs
p,q(R) dans Bs

p,q(R), alors f ′ appartient localement uniformément à Bs−1
p,q (R). La

même assertion est vraie en remplaçant Bs
p,q(R) par F s

p,q(R). Dans ce chapitre, on

abordera la démonstration de la théorie suivante :

Théorème 2.0.1. [3] On suppose s =
n

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le

cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n vérifient 1 ⩽ k ⩽ n.

Si fonction f : Rk → R opère sur Es
p,q(Rn,Rk) alors ∇f appartient à Es−1

p,q (Rk,Rk),

localement uniformément.

On prend n = k = 1, où le théorème précédent devient de la forme suivante :

Théorème 2.0.2. On suppose s =
1
p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le

cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n vérifient k = n = 1.

Si fonction f : R → R opère sur Es
p,q(R) alors f ′appartient à Es−1

p,q (R), localement
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

uniformément .

2.1 Composition dans les espaces de Besov

Lemme 2.1.1. pour tout réel a et tout q ∈ ]1,+∞[, il existe une constante c =

c(a, q) > 0telle que(∫ +∞

0
(tah(t))q

dt

t

)1
q

⩽ c
∫ +∞

0
tah(t)

dt

t
,

pour toute fonction positive monotone h sur ]0,+∞[.

Démonstration. Voir [3].

Lemme 2.1.2. soient θ ∈]0, 1[ et b > 0. Il existe une fonction k, de l’intervalle

]0,+∞[ dans lui-même, telle que

∀a > 0, ∀t > 0 : (t ⩽ a(1 + btθ) ⇔ t ⩽ k(a)).

Démonstration. Il suffit d’observer que la fonction

u(t) = t(1 + btθ)−1,

est continue, strictement croissante, de l’intervalle ]0,+∞[ dans lui-même, et qu’elle

vérifie u(0) = 0, u(+∞) = +∞.

On montre que u est continue, on a

u(t) =
t

1 + btθ
,

On pose f(t) = t, f est continue sur ]0,+∞[.

On pose,

g(t) = 1 + btθ,

on a aussi g est continue sur ]0,+∞[.

Alors u(t) =
f(t)
g(t)

continue sur ]0,+∞[.
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

croissante

u(t) =
t

1 + btθ
,

u′(t) =
1 + btθ − t(bθtθ−1)

(1 + btθ)2
.

On a (1 + btθ)2 > 0 sur ]0,+∞[.

nous avons 1 + btθ − bθtθ > 0, car

1 + btθ − bθtθ = 1 + btθ(1 − θ) > 0.

Puisque btθ > 0 et (1 − θ) > 0, alors u′(t) > 0 sur ]0,+∞[ .

Donc u(t) strictement croissante sur ]0,+∞[.

u(0) = 0 et u(+∞) = +∞, car

u(0) = lim
t→0

u(t) = lim
t→0

t

1 + btθ
= 0,

u(+∞) = lim
t→+∞

u(t) = lim
t→+∞

t

1 + btθ
= +∞.

Alors 
u(0) = 0,

u(+∞) = +∞

Lemme 2.1.3. Soit 0 < r < 1. Soit f une fonction de classe C1, à support compact

sur R. Alors la fonction

F (x) = sup
t>0

t−r−1
∫
tQ

|∆hf(x)|dh,

appartient à Lp(R) pour tout p ∈ [1,+∞].

Démonstration. Voir [3].

28



Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

2.1.1 Normes des produits

Définition 2.1.1. Les différences premières et secondes des produits tensoriels obéissent

aux règles de calcul suivantes. Pour tous x et h, éléments de R, on a

(∆hf.g)(x) = f(x+ h).g(x) − (f.g)(x). (2.1)

(∆2
hf.g)(x) = ∆hf(x+ h).g(x) − ∆hf(x).g(x). (2.2)

Proposition 2.1.1. Si f, g sont des fonctions définies respectivement sur R, on a

∥f∥Ḃs
p,q(R)|g| ≤ ∥f.g∥Ḃs

p,q(R). (2.3)

Démonstration. À tout x ∈ R, on associe x̄ := x ∈ R. Soit α ∈ N. On a (f.g)(α) =

f (α).g. Les formules (2.1) et (2.2) se simplifient en

∀h ∈ R : ∆r
h̄

(
(f.g)(ᾱ)

)
= ∆r

h

(
f (α)

)
· g. (2.4)

pour r = 1, 2. Du théorème de Fubini et de la formule (2.4), il résulte que

∀h ∈ R : ∥∆r
hf

(α)∥Lp(R)|g| = ∥∆r
h̄

(
(f × g)(ᾱ)

)
∥Lp(R).

En prenant la borne supérieure pour les h ∈ tQ, on obtient

∀t > 0 : ωp
(
f (α), t

)
|g| ≤ ωp

(
(f × g)(ᾱ), t

)
. La même estimation est satisfaite par ηp. L’inégalité (2.3) en résulte aussitôt.

Proposition 2.1.2. On suppose s > 0 non entier, 1 < p < +∞. Soit m = [s].

Il existe une constante c = c(p) > 0 telle que, pour toutes fonctions f, g définies

respectivement sur R , on a

∥f∥Ḟ s
p,q(R)|g| ≤ c

(
∥f × g∥Ḟ s

p,q(R) + ∥f∥Ẇm
p (R)|g|

)
. (2.5)

Démonstration. On utilisera l’opérateur de Hardy-Littlewood

Mf(x) := sup
t>0

t−1
∫

[−t,t]
|f(x+ h)|dh,
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

et l’inégalité maximale

∥Mf∥Lp(R) ≤ cp∥f∥Lp(R). (2.6)

Soit α ∈ N tel que |α| = m. La relation (2.1) nous conduit à l’inégalité A ≤ B + C,

où l’on a posé

A :=

∫
R

+∞∫
0

tm−s−1
∫

[−t,t]

|∆h(f (α))(x)g(x)|dh


q

dt
t


p
q

dx


1
p

,

B :=

∫
R

+∞∫
0

tm−s−1
∫

[−t,t]

|∆h(f (α) × g)(x)|dh


q

dt
t


p
q

dx


1
p

,

C :=

∫
R

+∞∫
0

tm−s−1
∫

[−t,t]

|f (α)(x+ h)g(x)|dh


q

dt
t


p
q

dx


1
p

,

Une double application du théorème de Fubini nous donne

A = |g|Lp(R) ×

∫
R

+∞∫
0

tm−s−1
∫
tQ

|∆h(f (α))(x)|dh


q

dt
t


p
q

dx


1
p

.

pour estimer C, on observe que

tm−s−1
∫
tQ

|f (α)(x+ h)∆hg(x)|dh =

t−1
∫
tQ

|f (α)(x+ h)∆h|dh


tm−s

∫
tQ0

|∆hg(x)|dh


≤ M1(f (α))(x)

tm−s
∫
tQ0

|∆hg(x)|dh

 .
En appliquant (2.6) , on conclut que

C ≤ c∥f (α)∥Lp(R)|g|.

En sommant sur tous les α , on obtient l’inégalité (2.5).

Proposition 2.1.3. Soient m ∈ N et 1 < p < +∞. Soit ε ∈]0; 1[. Il existe une

constante c = c(p, ε) > 0 telle que, pour toutes fonctions f, g définies respective-
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

ment sur R, on a

∥f∥Ḟm+1
p,q (R)|g| ≤ c

∥f × g∥Ḟm+1
p,q (R) + ∥f∥Ẇm

p (R)|g|

+ ∥f∥Ḃm+ε
p,1 (R)

∫
R

sup
t>0

tε−1
∫
tQ0

|∆hg(x)|dh


p

dx


1
p .

Démonstration. Soitα ∈ N tel que |α| = m. En utilisant la relation (2.2), on obtient

|f (α)||g| ≤ c∥(f × g)ᾱ∥Ḟ 1
p,q(R) + A + B,

où l’on a posé

A :=

∫
R

+∞∫
0

t−2
∫
tQ

|f (α)(x+ 2h)∆2
hg(x)|dh


q

dt
t


p
q

dx


1
p

,

B :=

∫
R

+∞∫
0

t−2
∫
tQ

|∆h(f (α))(x+ h)∆hg(x)|dh


q

dt
t


p
q

dx


1
p

,

pour estimer A, on procède comme pour estimer C dans la preuve de la Proposi-

tion 2.1.2 il vient

A ≤ c∥f (α)∥Lp(R)|g|.

pour estimer B, on utilise le Lemme 2.1.1, ce qui revient à remplacer B par

B1 :=

∫
R

+∞∫
0

t−2
∫
tQ

|∆h(f (α))(x+ h)∆hg(x)|dh
dt
t


p

dx


1
p

.

Posons

G(x) := sup
t>0

tε−1
∫
tQ0

|∆hg(x)|dh.

Il vient

B1 ≤ |G|

∫
R

+∞∫
0

t−ε−1
∫
tQ

|∆h(f (α))(x+ h)|dh
dt
t


p

dx


1
p

.

31



Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

Pour tout h ∈ R, on pose |h|∞ = max(|h|). On a∫
R

+∞∫
0

t−ε−1
∫
tQ

|∆h(f (α))(x+ h)|dh
dt
t


p

dx


1
p

= (ε+ 1)−1

∫
R

∫
R

|∆h(f (α))(x+ h)||h|−ε−1
∞ dh

dt
t

p dx


1
p

≤ (ε+ 1)−1
∫
R

∫
R

|∆h(f (α))(x+ h)|pdx


1
p

|h|−ε−1
∞ dh

= (ε+ 1)−1

∫
R

∥∆h(f (α))Lp(R)∥|h|−ε−1
∞ dh

 .
La dernière expression est estimée par ∥f (α)∥Ḃε

p,1(R), ce qui permet conclure.

Dans l’application que nous ferons des deux propositions précédentes, la situa-

tion sera plus simple, car on supposera g ∈ D(R).

Corollaire 2.1.1. Soit s > 0, 1 < p < +∞. Il existe ε > 0 c = c(p, ε) > 0 et une

semi-norme N sur D(R), invariante par translation, tels que, pour toutes fonctions

f ∈ F s
p,q(R) et g ∈ D(R), on a

∥f∥Ḟ s
p,q(R)|g| ≤ c∥f × g∥Ḟ s

p,q(R) +N(g)∥f∥Bs−ε
p,1 (R).

Démonstration. Supposons d’abord s non entier. On posem = [s] et ε = s−m.

On définit la semi-normeN par

N(g) := |g|.

L’inégalité souhaitée résulte alors de la Proposition 2.1.2 et des plongements clas-

siques :

Bs−ε
p,1 = Bm

p,1 ↪→ W p
m ↪→ Ẇ p

m.

Supposons maintenant s entier. On pose m = s − 1 et ε = 1
2 . On définit la semi-

normeN par

N(g) := |g| +

∫
R)

sup
t>0

t−( 1
2 )
∫
tQ0

|∆hg(x)|dh


p

dx


1
p

.
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

Le fait que N soit une semi-norme sur D(R) résulte du Lemme 2.1.3 L’invariance

de N par translation se vérifie aisément. L’inégalité souhaitée résulte de Proposi-

tion 2.1.3 et des plongements :

B
s− 1

2
p,1 ↪→ W s−1

p ↪→ Ẇ p
m,

B
s− 1

2
p,1 = B

m+ 1
2

p,1 ↪→ Ḃ
m+ 1

2
p,1 .

du Théorème : le cas des espaces de Besov

Soient donc s =
1
p
, q > 1 (dans le cas Besov ), p > 1 (dans le cas Lizorkin-

Triebel) f : R → R une fonction telle que Tf envoie Bs
p,q(R)dans Bs

p,q(R). Dans

un travail antérieur [1] on a établi que f est lipschitzienne et que f appartient loca-

lement à Bs
p,q(R). On va maintenant prouver que f ′ appartient à Bs−1

p,q localement

uniformément.

D’un lemme classique, résulte l’existence de c1, c2 > 0 tels que

∥g∥Bs
p,q(R) ⩽ c1 ⇒ ∥f ◦ g∥Bs

p,q(R) ⩽ c2, (2.7)

Pour toute fonction g ∈ Bs
p,q(R) dont le support est inclus dans 2Q.

Considérons maintenant une suite (γν)ν≥0de fonctions de classeC∞, portées par 2Q,

telle que γν(x) = 1 sur le cube 2−νQ et

lim
ν→+∞

∥γν∥Bs
p,q(R) = 0, (2.8)

On définit la fonction ϕ ∈ D(R,R) par

ϕ(x) = ψn(
x

2
)x.

Par définition de ψn, on a

∀x ∈ Q : ϕ(x) = x. (2.9)
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

Pour a ∈ R, on définit la fonction ga par

ga(x) = bϕ(2νx) + γν(x)a. (2.10)

On peut déterminer b > 0 et ν ∈ N de sorte que

∀a ∈ R : ∥ga∥Bs
p,q(R) ⩽ c1. (2.11)

Il suffit pour cela de définir b par l’égalité

2b∥ϕ∥Bs
p,q(R) = c1,

puis, grâce à la (2.8), de choisir ν = ν(a) ⩾ 0 tel que

2|a|∥γν∥Bs
p,q(R) ⩽ c1.

L’estimation (2.11) résulte alors de la Proposition 1.8.6, compte tenu de la condition

s =
1
p
.

On calcule l’image d’un nombre 2νx par une fonction ϕ c’est a dire : de la (2.9) et

du choix de la fonction γν , pour tout x ∈ 2νQ. Il résulte que :

ϕ(2νx) = 2νx

γν(x) = 1

De la (2.10) alors

ga(x) = bϕ(2νx) + γν(x)a.

par remplacer, on trouve :

ga(x) = b2νx+ a,

34



Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

puis on calculer (f ◦ ga)(x), telle que

(f ◦ ga)(x) = f(ga(x))

= f(b2νx+ a),

apré ça on dériver la composons de deux fonctions :

∀x ∈ 2νQ,

(f ◦ ga)
′(x) = g′

a(x)f ′(ga(x))

= b2νf ′(b2νx+ a),

et donc

(f ◦ ga)
′(x)ψk(2νx) = b2νf ′(b2νx+ a)ψk(2νx), ∀x ∈ R (2.12)

On introduit alors les fonctions

µa(y) = f ′(y)ψ(b−1(y − a)),

υa(y) = (f ◦ ga)
′(b−1(y − 2−νa),

ωa(y) = ψ(b−1(y − a)).

On put

ga(x) = y,

et on a :

ga(x) = b2νx+ a,

y = b2νx+ a,

y − a = b2νx,

2νx = b−1(y − a).
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Chapiter 2 : Composition dans les espaces de Besov et L,T

Puis le premier nombre de légalité : (2.12) on a :

∀y ∈ R (f ◦ ga)
′(x)ψ(2νx) = f ′(ga(x))ψ(2νx) (2.13)

= µa(y), (2.14)

et le deuxième nombre parmi les on a

ψ(2νx) = ψ(b−1(y − a)) = ωa(y), (2.15)

et on a :

y = b2νx+ a

y2 = 2νx2,

alors

x = b−1(2−νy − 2−νa),

on a :

(f ◦ ga)
′(x) = (f ◦ ga)

′(b−1(2−νy1 − 2−νa))

= υa(2−νy),

on obtient

(f ◦ ga)
′(x) = b2νf ′(b2νx+ a)

f ′(b2νx+ a) = b−12−ν(f ◦ ga)
′(x),

f ′(b2νx+ a) = b−12−νυa(2−νy), (2.16)

donc par (2.13) , (2.15) et (2.16) on a :

∀y ∈ R : µa(y) = b−12−νυa(2−νy)ωa(y). (2.17)
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Du fait que f appartient localement àBs
p,q(R), il résulte que µa appartient àBs−1

p,q (R)

puisque f est lipschitzienne, on a f ′ ∈ L∞ et

∥µa∥Lp(R) ⩽ b
1
p ∥f ′∥∞∥ψ∥Lp(R). (2.18)

Compte tenu de la Proposition 1.8.6 et de la relation (1.8), appliquée B = εsp,q, il

existe une constante C > 0 tell que

∀a ∈ R, ∀χ ∈ εs−1
p,q (R) : ∥ωaχ∥Ḃs−1

p,q (R) ⩽ C∥χ∥Ḃs−1
p,q (R). (2.19)

Grâce à (2.11), (2.8), et à la Proposition 1.8.7, il vient

sup
a∈R

∥υa∥Ḃs−1
p,q (R) < +∞. (2.20)

En combinant la Proposition 2.1.1 et les propriétés (1.10), (2.17) et (2.19), il vient

∥µa∥Ḃs−1
p,q (R) ⩽ ∥µa∥Ḃs−1

p,q (R) ⩽ Cb−1∥υa∥Ḃs−1
p,q (R)

alors

∥µa∥Ḃs−1
p,q (R) ⩽ Cb−1∥υa∥Ḃs−1

p,q (R)

alors la propriété (2.20) nous donne :

sup
a∈R

∥µa∥Ḃs−1
p,q (R) ⩽ sup

a∈R
(Cb−1∥υa∥Ḃs−1

p,q (R)

⩽ Cb−1 sup
a∈R

(∥υa∥Ḃs−1
p,q (R))

⩽ C ′ sup
a∈R

(∥υa∥Ḃs−1
p,q (R)

⩽ ∞.

en combinant propriété à (2.18) , il vient
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sup
a∈R

(∥µa∥Ḃs−1
p,q (R) ⩽ +∞,

sup
a∈R

(∥f ′ψ∥Ḃs−1
p,q (R) ⩽ +∞,

∥f ′∥Bs−1
p,q (R) sup

a∈R
∥ψ∥Lp(R) ⩽ +∞,

∥f ′∥Bs−1
p,q (R) ⩽ +∞.

Preuve du Théorème : le cas des espaces de Lizorkin-

Triebel

Soient donc s =
1
p
, p > 1

f : R → R une fonction telle que Tf envoie F s
p,q(R) dans F s

p,q(R). Dans un travail

antérieur [1] on a établi que f est lipschitzienne et que f appartient localement à

F s
p,q(R). On va maintenant prouver que f ′ appartient à F s−1

p,q localement uniformé-

ment.

D’un lemme classique, résulte l’existence de c1, c2 > 0 tels que

∥g∥F s
p,q(R) ⩽ c1 ⇒ ∥f ◦ g∥F s

p,q(R) ⩽ c2, (2.21)

pour toute fonction g ∈ F s
p,q(R) dont le support est inclus dans 2Q.

Considérons maintenant une suite (γν)ν≥0 de fonctions de classe C∞, portées par

2Q telle que γν(x) = 1 sur le cube 2−νQ et

lim
ν→+∞

∥γν∥F s
p,q(R) = 0, (2.22)

On définit la fonction ϕ ∈ D(R) par

ϕ(x) = ψ(
x

2
)x.
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Par définition de ψ, on a :

∀x ∈ Q : ϕ(x) = x. (2.23)

Pour a ∈ R, on définit la fonction ga par

ga(x) = bϕ(2νx) + γν(x)a. (2.24)

On peut déterminer b > 0 et ν ∈ N de sorte que

∀a ∈ R : ∥ga∥F s
p,q(R) ⩽ c1. (2.25)

Il suffit pour cela de définir b par l’égalité

2b∥ϕ∥F s
p,q(R = c1,

puis, grâce à la (2.22), de choisir ν = ν(a) ⩾ 0 tel que

2|a|∥γν∥F s
p,q(R) ⩽ c1.

L’estimation (2.25) résulte alors de la Proposition 1.9.5, compte tenu de la condition

s =
1
p
.

On calcul l’image d’un nombre 2νx par une fonction ϕ c’est à dire : de la (2.23) et

du choix de la fonction γν , pour tout x ∈ 2νQ. Il résulte que :

ϕ(2νx) = 2νx,

γν(x) = 1.

De la (2.24), alors

ga(x) = bϕ(2νx) + γν(x)a.

Par remplacer, on trouve :

ga(x) = b2νx+ a,
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puis on calcule

(f ◦ ga)(x)

telle que

(f ◦ ga)(x) = f(ga(x))

= f(b2νx+ a)

après ça on dérive la composante de deux fonctions :

∀x ∈ 2νQ : (f ◦ ga)
′(x) = g

′

a(x)f ′(ga(x))

= b2νf ′(b2νx1 + a),

et donc

(f ◦ ga)
′(x)ψ(2νx1) = b2νf ′(b2νx+ a)ψ(2νx), ∀x ∈ R. (2.26)

On introduit alors les fonctions

µa(y) = f ′(y)ψ(b−1(y − a)),

υa(y) = (f ◦ ga)
′(b−1(y − 2−νa),

ωa(y) = ψ(b−1(y − a)).

on a :

ga(x) = y

on obtint :

ga(x) = b2νx+ a,

y = b2νx+ a,

y − a = b2νx,

2νx = b−1(y − a).
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Puis le premier nombre de légualité (2.26), on a

∀y ∈ R : (f ◦ ga)
′(x)ψ(2νx) = f ′(ga(x))ψ(2νx) (2.27)

= µa(y), (2.28)

et le deuxième membre parmi les on a donné

ψ(2νx) = ψ(b−1(y1 − a)) = ωa(y), (2.29)

et on a :

y = b2νx+ a,

alors

x = b−1(2−νy − 2−νa),

on obtient

(f ◦ ga)
′(x) = (f ◦ ga)

′(b−1(2−νy − 2−νa))

= υa(2−νy),

on a

(f ◦ ga)
′(x) = b2νf ′(b2νx+ a)

f ′(b2νx+ a) = b−12−ν(f ◦ ga)
′(x)

f ′(b2νx+ a) = b−12−νυa(2−νy), (2.30)

donc par (2.27), (2.29) et (2.30) on a :

∀y ∈ R µa(y) = b−12−νυa(2−νy)ωa(y). (2.31)
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Du fait que f appartient localement à F s
p,q(R), il résulte que µa appartient à F s−1

p,q (R)

puisque f est lipschitzienne, on a f ′ ∈ L∞ et

∥µa∥Lp(R ⩽ b
1
p ∥f ′∥∞∥ψ∥Lp(R). (2.32)

Compte tenu de la Proposition 1.9.5 et de la relation (1.8), appliquée F = εsp,q, il

existe une constante C > 0, telle que

∀a ∈ R, ∀χ ∈ εs−1
p,q (R) : ∥ωaχ∥Ḟ s−1

p,q (R) ⩽ C∥χ∥Ḟ s−1
p,q (R). (2.33)

Grâce à (2.25), (2.22), et à la Proposition 1.9.6, il vient

sup
a∈R

∥υa∥Ḟ s−1
p,q (R) < +∞. (2.34)

On utilise à nouveau (2.31) et (2.33), ainsi que le Corollaire 2.1.1. Il existe ϵ > 0 et

une constante c = c(f) > 0 tels que

∀a ∈ R : ∥µa∥Ḟ s−1
p,q (R) ⩽ c(∥υa∥Ḟ s−1

p,q (R) + ∥µa∥Bs−1−ϵ
p,q (R)).

En combinant la Proposition 1.9.7 et les estimations (2.32) et (2.34), on obtient

∥µa∥F s−1
p,q (R) = ∥µa∥Lp(R) + ∥µa∥Ḟ s−1

p,q (R)

⩽ ∥µa∥Lp(R) + c(∥υa∥Ḟ s−1
p,q (R) + ∥µa∥Bs−1−ϵ

p,q (R))

⩽ ∥µa∥Lp(R) + c∥µa∥Bs−1−ϵ
p,q (R) + c∥υa∥Ḟ s−1

p,q (R)

⩽ C∥µa∥Lp(R) + C∥µa∥Bs−1−ϵ
p,q (R).

On suppose s− 1 − ϵ = (s− 1)θ

C∥µa∥Lp(R) + C∥µa∥Bs−1−ϵ
p,q (R) ⩽ C∥µa∥Lp(R) + C∥µa∥B(s−1)θ

p,q (R)

⩽ C∥µa∥Lp(R) + C∥µa∥θF s−1
p,q (R)∥µa∥1−θ

Lp(R)

⩽ ∥µa∥Lp(R)(1 + ∥µa∥θF s−1
p,q (R∥µa∥−θ

Lp(R))

⩽ C(1 + ∥µa∥θF s−1
p,q (R).
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Gràce au Lemme 2.1.2 , on en déduit que

sup
a∈R

∥µa∥Ḟ s−1
p,q (R) ⩽ sup

a∈R
C(1 + ∥µa∥θF s−1

p,q (R))

⩽ C

< +∞,

alors

sup
a∈R

∥µa∥Ḟ s−1
p,q (R) < +∞

sup
a∈R

∥f ′ψ∥Ḟ s−1
p,q (R) < +∞

∥f ′∥F s−1
p,q (R) sup

a∈R
∥ψ∥Lp(R) < +∞

∥f ′∥F s−1
p,q (R) < +∞.

alors f ′ appartient localement uniformément à F s−1
p,q (R).
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Chapitre 3

Localisation uniforme des espaces de

Besov et de Lizorkin-Triebel et

composition dans l’espace de Besov

Ce chapitre est consacré à l’étude sur la Localisation uniforme et la composition

dans l’espace de Besov telle que

1. On établit des caractérisations intrinsèques des versions localisées-uniformes

des espaces de BesovBs
p,q(R), avec p, q ∈ [1,+∞], et de Lizorkin–Triebel

F s
p,q(R) avec q ∈ [1,+∞] et p ∈ [1,+∞[, quel que soit le nombre réel

s > 0.

2. On s’intéresse aux opérateurs de composition Tf(g) = f ◦ g sur certains

espaces de Besov . Nous donnons des conditions suffisantes pour que l’opé-

rateur Tf opère sur Bs
p,q(R).
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3.1 Localisation uniforme des espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel

3.1.1 Généralités sur la localisation uniforme

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) sur R est un sous-espace vec-

torielE de D′(R) muni d’une norme complète ∥−∥E telle que l’injection canonique

E ↪→ D′(R) soit continue.

On dit que l’espace E est un D(R)-module si ϕf ∈ E pour tout ϕ ∈ D(Rn) et tout

f ∈ E. Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E et

∥τaf∥E = ∥f∥E pour tout f ∈ E et tout a ∈ R.

Lemme 3.1.1. pour tout q ∈ [1,+∞[ et tout réel α, il existe c > 0 tel que

sup
0<t≤ 1

2

tαu(t) ≤ c

(∫
(tαu(t))q

dt

t

)1/q

,

pour toute fonction positive croissante u sur l’intervalle ]0, 1].

Démonstration. Voir [16].

Proposition 3.1.1. soient l une entier et 0 < s < l, alors l’expression

∥f∥p +
(∫ 1

0

(
ωp,l(f, t)

ts

)q dt
t

)1/q

est une norme équivalent dans Bs
p,q(R), où

ωp,l(f ; t) := sup
h≤t

(∫
R

|∆l
hf(x)|pdx

)1/p
.

Démonstration. Voir [19].

Proposition 3.1.2. Soit E un D(R)-module isométriquement invariant par transla-

tion. Pour toute distribution f les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
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i) Il existe une fonction positive non identiquement nulle φ ∈ D(R) vérifiant

∥f∥Elu
= sup

a∈R
∥ (τaφ) f∥E < +∞. (3.1)

ii) Pour toute fonction ϕ ∈ D(R), on a (τaϕ)f ∈ E pour tout a ∈ R et

sup
a∈R

∥(τaϕ)f∥E < +∞.

Démonstration. Voir [4].

Remarque 3.1.1.

1. On dit que f appartient localement uniformément à E, s’il satisfait l’une

des deux conditions équivalentes de la Proposition 3.1.2.

l’ensemble de ces distributions est noté Elu.

2. Siφ ∈ D(R) fonction positive non identiquement nulle,Elu est unE.B.D.

pour la norme

∥f∥Elu
:= sup

a∈R
∥(τaφ)f∥E.

Remarque 3.1.2.

1. De la preuve de la Proposition 3.1.2, il résulte qu’ à équivalence prés, la

norme de Elu ne dépend pas du choix de la fonction φ.

2. Si E est un E.B.D. etm un entier positif, on peut considérer l’espace de

SobolevWm(E) d’ordrem de base E, à savoir

Wm(E) :=
{
f ∈ D′(R) : f (α) ∈ E pour tout |α| ≤ m} .

Wm(E) est un E.B.D. Pour la norme

∥f∥Wm(E) :=
∑

|α|≤m
∥f (α)∥E.
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Proposition 3.1.3. Si E est un D(R)-module, isométriquement invariant par trans-

lation, il en est de même pourWm(E) et on a

(Wm(E))lu = Wm(Elu),

avec des normes équivalentes.

Démonstration. Voir[4].

Proposition 3.1.4. Soit p ∈ [1,+∞[. Soit I un intervalle ouvert dans R. Alors une

fonction mesurable f sur R appartient à Lp(R)lu si et seulement si

sup
a∈R

(∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

< +∞, (3.2)

de plus l’expression ci-dessus est équivalente à la norme ∥f∥Lp(R)lu
.

Démonstration.

Soit I un intervalle ouvert.

Étape 1

Supposons que f vérifie la propriété (3.2). Soit φ ∈ D(R) une fonction non nulle à

support dans l’intervalle I, on obtient

∥(τaφ)f∥p =
(∫

R
|(τaφ)f |pdx

)1/p
,

≤
(∫

I+a
|φ(x− a)|p|f(x)|pdx

)1/p
,

≤
(∫

I+a
∥φ∥p∞|f(x)|pdx

)1/p
,

≤ ∥φ∥∞

(∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

,

< +∞.

D’après la Proposition 3.1.2, nous obtient

sup
a∈R

∥(τaφ)f∥Lp
< +∞.
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Alors d’après la Remarque 3.1.1, f ∈ Lp(R)lu

Étape 2

Supposons que f ∈ Lp(R)lu. En choisissant la fonction φ ∈ D(R) de telle sorte que

φ(x) = 1 sur I. On obtient(∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

=
(∫

I+a
|f(x)φ(x− a)|pdx

)1/p

=
(∫

I+a
|f(x)(τaφ)(x)|pdx

)1/p

≤ sup
y∈R

∥(τyφ)f∥p.

3.1.2 Définitions des espaces fonctionnels

A toute fonction f et g, définie sur R et tout h ∈ R, on associe la fonction ∆hf ,

définie par :

∆hf : = τ−hf − f ; (3.3)

∆h(fg) = (∆hf)(τ−hg) + f(∆hg); (3.4)

∆2
h(fg) = (∆2

hf)(τ−2hg) + (∆2
hg)(τ−hf) + (∆hf)(∆hg). (3.5)

Pour tout p ∈ [1,+∞], et tout ensemble borélien A de R, toute fonction

mesurable f sur R et tout t > 0, on pose

ωp,A(f, t) = sup|h|≤t

(∫
A

|∆hf(x)|pdx
)1/p

= sup|h|≤t

(∫
A

|f(x+ h) − f(x)|pdx
)1/p

,

ηp,A(f, t) = sup|h|≤t

(∫
A

|∆2
hf(x)|pdx

)1/p
.

On note simplement que :

ωp = ωp,R,

ηp = ηp,R.
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Définition 3.1.1. Soient 0 < s < 1, p ∈ [1,+∞] et q ∈ [1,+∞]. L’espace de

Besov Bs
p,q(R) est l’ensemble des fonctions f vérifiant

∥f∥Bs
p,q(R) = ∥f∥p +

(∫ 1

0
(t−sωp(f, t))q

dt

t

)1/q

< +∞.

Définition 3.1.2. Soient s > 1 etm un entier tel quem < s ≤ m+1. AlorsBs
p,q(R)

est l’ensemble des fonctions f telles que f (α) ∈ Bs−m
p,q (R) pour tout |α| ≤ m. Cet

espace est muni de la norme suivante :

∑
|α|≤m

∥f (α)∥Bs−m
p,q (R).

Remarque 3.1.3. Venons-en à la description intrinsèque des espaces localisés-uniformes.

On se limitera au cas 0 < s ≤ 1, puisqu’il suffit d’appliquer la Proposition 3.1.3

pour obtenir le cas général.On supposera p, q ∈ [1,+∞].

Définition 3.1.3. Soient 0 < s < 1, q ∈ [1,+∞], 1 ≤ p < ∞. L’espace de

Lizorkin-Triebel F s
p,q(R) est l’ensemble des fonctions f vérifiant :

∥f∥F s
p,q(R) = ∥f∥p +

(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(x)|qdh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

< +∞.

Définition 3.1.4. Soient s > 1 etm l’entier tel quem < s ≤ m+ 1. Alors F s
p,q(R)

est l’ensemble des fonctions f telles que f (α) ∈ F s−m
p,q (R) pour tout |α| ≤ m. Cet

espace est muni de la norme suivante :

∑
|α|≤m

∥f (α)∥F s−m
p,q (R).

Remarque 3.1.4. Venons-en à la description intrinsèque des espaces localisés-uniformes.

On se limitera au cas 0 < s ≤ 1, puisqu’il suffit d’appliquer la Proposition 3.1.3

pour obtenir le cas général. Dans les énoncés suivants I désignera une intervalle fixé

de R. On supposera p < ∞ et q ∈ [1,+∞].
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3.1.3 Énoncés des théorèmes

Dans cette section, nous allons démontrer les résultats suivantes :

Théorème 3.1.1. [4] Si 0 < s < 1, alors Bs
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f

telles que

sup
a∈R

(∫ 1

0
(t−sωp,I+a(f, t))q

dt

t

)1/q

+ ∥f∥Lp(R)lu
< +∞. (3.6)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur Bs
p,q(R)lu.

Théorème 3.1.2. [4] Si 0 < s < 1, alors F s
p,q(R)lu. est l’ensemble des fonctions f

telles que

sup
a∈R

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(I+a) +∥f∥Lp(R)lu
< +∞. (3.7)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F s
p,q(R)lu.

Preuves des théorèmes

Sans perte de généralité, on peut supposer que I est l’intervalle unité deR. Dans

cette section, on fixe deux fonctions φ0 et φ1 dans D(R), telles que :

— 0 ≤ φ0 ≤ 1, φ0 est non identiquement nulle et portée par I/4,

— φ1 = 1 sur 4I.

Preuves des Théorème 3.1.1

On utilisera la formule suivante, valable pour tout h ∈ R et toutes fonctions f

et g sur R :

∆h(f(x)g(x)) = (∆hf(x))(τ−hg(x)) + f(x)(∆hg(x)). (3.8)

Étape 1 :

Soit f une fonction telle que f ∈ Lp(R)lu. Par la formule (3.8), on a pour tous
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a, h ∈ R et |h| ≤ t ≤ 1/2 nous avons

(∫
R

|∆h((τaφ0)f)(x)|pdx
)1/p

≤
(∫

R
|∆hf(x)(τ−h(τaφ0)(x)) + f(x)(∆h(τaφ0(x)|pdx

)1/p

≤
(∫

R
|∆hf(x)(τ−h+aφ0)(x) + f(x)(∆h(τaφ0(x)|pdx

)1/p

≤
(∫

R
(|∆hf(x)φ0(x+ h− a)|p + |f(x)|p|(∆h(τaφ0(x)|p) dx

)1/p

≤
(∫

R
|∆hf(x)φ0(x+ h− a)|pdx

)1/p
+
(∫

R
|f(x)|p|∆h(τaφ0)(x)|pdx

)1/p

≤
(∫

I+a
|∆hf(x)|pdx

)1/p
+ t∥φ′

0∥∞

(∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

≤ c sup
h≤t

(∫
I+a

|∆hf(x)|pdx
)1/p

+ t
(∫

I+a
|f(x)|pdx

)1/p

≤ c(ωp,I+a(f, t) + t∥f∥Lp(R)lu
).

Par la condition s < 1, on a donc
(∫ 1/2

0
(t−sωp((τaφ0)f, t))q

dt

t

)1/q

≤
(∫ 1/2

0

(
t−s sup

h≤t

(∫
R

|∆hf(x)|pdx
)1/p

)q dt
t

)1/q

≤
(∫ 1/2

0

(
t−s

(
c(ωp,I+a(f, t) + t∥f∥Lp(R)lu

)
))q dt

t

)1/q

≤
(∫ 1/2

0

(
t−sc(ωp,I+a(f, t) + t1−s∥f∥Lp(R)lu

)
)q dt

t

)1/q

≤ c

(∫ 1/2

0
(t−sωp,I+a(f, t))q

dt

t

)1/q

+
(∫ 1/2

0
(t1−s)q

dt

t

)1/q

∥f∥Lp(R)lu

≤ c

(∫ 1/2

0
(t−sωp,I+a(f, t))q

dt

t

)1/q

+ ∥f∥Lp(R)lu

 .
Par les Proposition 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.4, en déduit

∥(τaφ0)f∥Bs
p,q(R) ≤ c

(∫ 1

0

(
t−sωp,I+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

+ ∥f∥Lp(R)lu

 .
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Alors

sup
a∈R

∥(τaφ0)f∥Bs
p,q(R) ≤ c sup

a∈R

(∫ 1

0

(
t−sωp,I+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

+ ∥f∥Lp(R)lu


≤ c

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−sωp,I+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

+ ∥f∥Lp(R)lu

 .
Étape 2 :

soit f ∈ Bs
p,q(R)lu. On voit aussitôt que

∆h((τaφ1)f)(x) = ∆hf(x), pour tout a ∈ R, et tout x ∈ I + a, et tout |h| ≤ 1.

On obtient ainsi l’inégalité

ωp,I+a(f, t) ≤ ωp((τaφ1)f, t),

pour tout a ∈ R, 0 < t ≤ 1. D’où
(∫ 1

0
(t−sωp,I+a(f, t))q

dt

t

)1/q

≤
(∫ 0

1
(t−sωp((τaφ1)f, t))q

dt

t

)1/q

≤ ∥(τaφ1)f∥Bs
p,q(R),

pour tout a ∈ R. On peut conclure que

sup
a∈R

(∫ 1

0
(t−sωp,I+a(f, t))q

dt

t

)1/q

≤ c2∥f∥Bs
p,q(R)lu

.
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Preuves du Théorème 3.1.2

Étape 1 :

Soit f une fonction telle que f ∈ Lp(R)lu. Par la formule (3.8) nous avons

∫
|h|≤t

|∆h((τaφ0)f)(x)|dh

≤
∫

|h|≤t
|∆hf(x) (τ−h(τaφ0)(x)) + f(x) (∆h(τaφ0)(x)) |dh

≤
∫

|h|≤t
|∆hf(x) (τa−hφ0) (x) + f(x) (∆h(τaφ0)(x)) |dh

≤
∫

|h|≤t
(|∆hf(x)φ0(x+ h− a)| + |f(x)||∆h(τaφ0)(x)|) dh

≤
∫

|h|≤t
|∆hf(x)||φ0(x+ h− a)|dh+

∫
|h|≤t

|f(x)||∆h(τaφ0)(x)|dh

≤
∫

|h|≤t
|∆hf(x)|φ0(x+ h− a)dh+ |f(x)|

∫
|h|≤t

|∆h(τaφ0(x)|dh,

alors

∫
|h|≤t

|∆h((τaφ0)f)(x)|dh

≤
∫

|h|≤t
|∆hf(x)|φ0(x+ h− a)dh+ |f(x)|

∫
|h|≤t

|∆h(τaφ0(x)|dh.

On obtient :∫
R

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆h((τaφ0)f)(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

≤
∫

R

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(x)||φ0(x+ h− a)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

+

∫
R

(∫ 1/2

0

(
t−s−1|f(x)|

∫
|h|≤t

|∆h(τaφ0(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

,

alors, ∫
R

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(x)||φ0(x+ h− a)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

≤
∫

I+a

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p
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≤ c

∫
I+a

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

, (3.9)

et ∫
R

(∫ 1/2

0

(
t−s−1|f(x)|

∫
|h|≤t

|∆h(τaφ0(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

≤
∫

I+a

(∫ 1/2

0

(
t−s∥ φ′

0∥∞|f(x)|
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

≤ c
(∫

I+a
((|f(x)|)q)p/q dx

)1/p

≤ c
(∫

I+a
|f(x)|pdx

)1/p
(3.10)

Par la formule (3.9) et (3.10), on obtient :∫
R

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆h((τaφ0)f)(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

≤ c

∫
I+a

(∫ 1/2

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(x)|dh
)q dt

t

)p/q
dx

1/p

+ c
(∫

I+a
|f(x)|pdx

)1/p
.

Ce qui nous donne

sup
a∈R

∥(τaφ0)f∥F s
p,q(R) < +∞,

alors

∥(τaφ0)f∥F s
p,q(R)

≤ C

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(I+a) + ∥f∥Lp(R)lu

 ,
on voit que

sup
a∈R

∥(τaφ0)f∥F s
p,q(R)

≤ sup
a∈R

C

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(I+a) + ∥f∥Lp(R1)lu


≤ C

sup
a∈R

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆hf(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(I+a) + ∥f∥Lp(R)lu

 .
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Étape 2 :

Supposons que f ∈ F s
p,q(R)lu. On voit aussitôt que

∆h((τaφ1)f)(x) = ∆hf(x), pour tout a ∈ R, et tout x ∈ I + a, et tout |h| ≤ 1.

On a

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆h(f)(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(I+a)

≤ ∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆h((τaφ1)f)(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥p,

pour tout a ∈ R. On conclut que

sup
a∈R

∥
(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆h(f)(.)|dh
)q dt

t

)1/q

∥Lp(I+a) ≤ c3 sup
a∈Rn

∥(τaφ1)f∥F s
p,q(Rn).

3.2 Propriété de composition dans l’espace Bs
p,q(R)

Notre objectif est ici de donner des conditions suffisantes pour les fonctions

qui opèrent par composition à gauche, sur les espaces de BesovBs
p,q(R), avec p, q ∈

[1,+∞]. On se limitera la preuve du Théorème 3.2.1, au cas
1
p
< d +

1
p
. cas car

l’existence de fonctions non triviales opérant sur Bd+(1/p)
p,q ((R), dans le cas où

1
p
>

d +
1
p
, et d = 1, 2, · · · , est une question ouverte. Nous allons démontrer le résultat

suivant :

Théorème 3.2.1. [11] Soient 1 < p ≤ q ≤ ∞, d+
1
p
< s < d+ 1, pour un entier

d ≥ 1. Pour toute fonction f ∈ Bs
p,q(R) telle que f(0) = 0, et f : R → R, et toute

fonction g ∈ Bs
p,q(R), à valeurs réelles,on a

Tf(g) ∈ Bs
p,q(R).

De plus il existe une constante c = c(s, p, q) > 0 tel que

∥Tf(g)∥Bs
p,q(R) = ∥f ◦ g∥Bs

p,q(R) ≤ c∥f ′∥Bs−1
p,q (R)(1 + ∥g∥Bs

p,q(R))s−(1/p).
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Corollaire 3.2.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.2.1, si les fonction f1 et f2, à

valeurs réelles, appartiennent à Bs
p,q(R)loc, il en est de même pour f1 ◦ f2.

3.2.1 Définitions des espaces de Besov

Définition 3.2.1. Pour p ∈ [1,+∞[, on définit l’espaceLp,∞(R) comme l’ensemble

des fonctions mesurables f : R → R, qui vérifient

∥f∥p :=
(∫

R
|f(y)|pdy

)1/p
< +∞,

.

Définition 3.2.2. Soient g : R → R et h > 0, on note νp(g, h) la borne supérieure

des nombres (
N∑
k=1

|g(tk) − g(tk−1)|p
)1/p

,

pour toutes les suites t0 < t1 < · · · < tN telles que tk − tk−1 ≤ h, pour k =

1, · · · , N . On dit que la fonction g : R → R, est à p-variation bornée si

∥u∥BBp
(R) = sup

h>0
νp(g, h) < ∞.

On désigne par BB1
p(R) l’ensemble des fonctions boréliennes

u : R → R,

telles que u′ ∈ BBp(R).

On munit BB1
p(R) de la semi-norme

∥u∥BB1
p(R) := ∥u′∥BBp(R).

:= sup
h>0

νp(g, h)

:= sup
h>0

sup
(

N∑
k=1

|g(tk) − g(tk−1)|p
)1/p
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Définition 3.2.3. Si f est une fonction localement intégrable sur R, on définit le

module de continuité

Ωp(f, t) :=
(∫

R
sup

0<|h|≤t
|f(x+ h) − f(x)|pdx

)1/p

.

3.2.2 Propriétés des espaces de Besov

pour t > 0, on dispose de la caractérisation suivante :

Proposition 3.2.1. Pour tous p > 1,
1
p
< s < 1, q ∈ [1,∞], alors une fonction

f ∈ Bs
p,q(R) si et seulement si

∥f∥p +
(∫ ∞

0

(
Ωp(f, t)
ts

)q dt
t

)1/q

< ∞.

De plus l’expression ci-dessus est équivalente à la norme ∥f∥Bs
p,q(R).

Théorème 3.2.2. [14] Soit p ∈]1,+∞[. On a :

Ḃ
1/p
p,1 (R) ↪→ (L∞(R, BV1R)1/p,p

= (BV∞(R), BV1(R))1/p,p ↪→ BV1(R) ↪→ Up(R) ↪→ Ḃ1/p
p,∞(R).

Démonstration. Voir[14].

Proposition 3.2.2. Pour tous p > 1,
1
p
< s < 1, q ∈ [1,∞], il existe c =

c(s, p, q) > 0 tel que
(∫ ∞

0

(
νp(g, h)
hs−(1/p)

)q dh
h

)1/q

≤ c∥g∥Bs
p,q(R), ∀g ∈ Bs

p,q(R).

Démonstration. D’après le théorème de plongement de Peetre Théorème 3.2.2, il

existe c = c(s, p, q) > 0 tel que

νp(g, h) ≤ c∥g∥
B

1/p
p,1 (R), ∀g ∈ B

1/p
p,1 (R). (3.11)
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En raisonnant comme dans la preuve du Proposition 3.2.2, nous obtenons

νp(g, h) ≤ h1−(1/p)∥g∥W 1
p (R), ∀h > 0, ∀g ∈ W 1

p (R). (3.12)

L’inégalité de Hölder, nous donnera

|g(tk) − g(tk−1)|

= |1(g(tk) − g(tk−1))|

≤
(∫ tk

tk−1
|1|1/(1−(1/p))dx

)1−(1/p) (∫ tk

tk−1
|g′(x)|pdx

)1/p

≤ (tk − tk−1)1−(1/p)
(∫ tk

tk−1
|g′(x)|pdx

)1/p

,

pour tout g ∈ W 1
p (R). Si on définit θ ∈]0, 1[ par l’égalité θ(1−(1/p)) = s−(1/p),

on a

Bs
p,q(R) =

(
B

1/p
p,1 (R),W 1

p (R)
)
θ,q
,

par définition, il existe des familles des fonctions (ut)t>0 et (vt)t>0 telles que

g = ut + vt et

∥ut∥B1/p
p,1 (R) + t∥v∥W 1

p (R) ≤ 2K(t, g), ∀t > 0,

où t → K(t, g) est la K-fonctionnelle de g relative au couple (B1/p
p,1 (R),W 1

p (R)).

D’après les inégalités (3.11) et (3.12) on a

νp(g, h) ≤ c∥g∥
B

1/p
p,1 (R), ∀h > 0, ∀g ∈ W 1

p (R)

h(1/p)−sνp(g, h) ≤ h(1/p)−sc∥g∥
B

1/p
p,1 (R)

h(1/p)−sνp(g, h) ≤ h(1/p)−sc∥ut + vt∥B1/p
p,1 (R).

Donc on a

h(1/p)−sνp(g, h) ≤ h(1/p)−sc
(

∥ut∥B1/p
p,1 (R) + ∥vt∥B1/p

p,1 (R)

)
, (3.13)
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et

νp(g, h) ≤ h1−(1/p)∥g∥W 1
p (R), ∀h > 0, ∀g ∈ W 1

p (R)

h(1/p)−sνp(g, h) ≤ h(1/p)−sh1−(1/p)∥g∥W 1
p (R)

≤ h1−s∥g∥W 1
p (R)

≤ h1−s∥ut + vt∥W 1
p (R)

≤ t−1h1−st
(
∥ut∥W 1

p (R) + ∥vt∥W 1
p (R)

)
.

Donc, on a

h(1/p)−sνp(g, h) ≤ t−1h1−s
(
t∥ut∥W 1

p (R) + t∥vt∥W 1
p (R)

)
, (3.14)

D’après les inégalités (3.13) et (3.14) on a

h(1/p)−sνp(g, h)

≤
(
h(1/p)−sc+ t−1h1−s

) (
(∥ut∥B1/p

p,1 (R) + t∥vt∥W 1
p (R)) + (∥vt∥B1/p

p,1 (R) + t∥ut∥W 1
p (R))

)
≤ max(1, c)

(
h(1/p)−s + t−1h1−s

)
(2K(t, g) + 2K(t, g))

≤ 4 max(1, c)
(
h(1/p)−s + t−1h1−s

)
K(t, g)

≤ c2K(t, g)(h(1/p)−s + h1−st−1),

on conclut que

h(1/p)−sνp,m(g, h) ≤ c2K(t, g)(h(1/p)−s + h1−st−1), ∀h, t > 0.

Grâce au choix t := h1−(1/p), on a

h(1/p)−sνp,m(g, h) =
νp,m(g, h)
hs−(1/p)

≤ c2K(h1−(1/p), h)(h(1/p)−s + h1−sh(1/p)−1)

≤ c2K(h1−(1/p), h)(h(1/p)−s + h(1/p)−s)

≤ c22h(1/p)−sK(h1−(1/p), h)

≤ c3
K(h1−(1/p), h)

hs−(1/p)
.
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Par intégration, nous avons :
(∫ ∞

0

(
νp,m(g, h)
hs−(1/p)

)q dh
h

)1/q

≤ c3

∫ ∞

0

(
K(h1−(1/p), g)

hs−(1/p)

)q
dh

h

1/q

.

On a

t = h1−(1/p)

dt = (1 − (1/p))h−1/pdh

dh =
dt

(1 − (1/p))h−1/p

h = 0 ⇒ t = 0

h = ∞ ⇒ t = ∞.

Alors, on a
(∫ ∞

0

(
νp,m(g, h)
hs−(1/p)

)q dh
h

)1/q

≤ c3

∫ ∞

0

(
K(t, g)
hθ(1−(1/p))

)q dt
(1−(1/p))h−1/p

h

1/q

≤ c3

(∫ ∞

0

(
K(t, g)
tθ

)q dt

(1 − (1/p))h1−(1/p)

)1/q

≤ c4

(∫ ∞

0

(
K(t, g)
tθ

)q dt
t

)1/q

≤ C∥g∥Bs
p,q(R).

Preuve du Théorème 3.2.1

Lemme 3.2.1. Soient p ∈ [1,+∞], h > 0, et x → g(x), une fonction analytique

réelle. Alors(∫
Il\[sup Il−h,sup Il]

|f ′(g(x+ h)) − f ′(g(x))|p|g′(x)|pdx
)1/p

≤ (al)1−(1/p)Ωp(f ′, alh).

Où le complémentaire de l’ensemble des zéros de g′ est la réunion d’une famille

{Il}l∈N d’intervalles ouverts disjoints et al = supx∈Il
|g′|.
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Preuve 3.2.1. On a gl := g | Il est un difféomorphisme de Il dans g(Il). posons

I ′
l := Il \ [sup Il − h, sup Il] ̸= ∅,

il vient alors

|g(g−1(x) + h) − x| ≤ alh pour x ∈ g(I ′
l)

où g−1
l la fonction réciproque de gl, ce qui donne

(|f ′(g(x+ h)) − f ′(g(x))|p|g′(x)|dx)1/p ≤
(∫

I′
l

|f ′(g(x+ h)) − f ′(g(x))|p|g′(x)|dx
)1/p

≤ a
1−(1/p)
l

(∫
R

sup
0<|t|≤alh

|f ′(x+ t)) − f ′(x)|pdx
)1/p

.

Venons-en à la preuve du Théorème 3.2.1 dans le cas d = 1.

Etape 1 : Par l’hypothèse sur f , nous obtenons

∥f ◦ g∥p ≤ ∥ ▽ f∥∞∥g∥Lp(R).

Puisque

∆h((f ◦ g)′)(x) = ∆h(g′(x)f ′ ◦ g(x))

= g′(x+ h)f ′ ◦ g(x+ h) − g′(x)f ′ ◦ g(x)

= (g′(x+ h) − g′(x) + g′(x)) f ′ ◦ g(x+ h) − g′(x)f ′ ◦ g(x)

= (g′(x+ h) − g′(x)) f ′ ◦ g(x+ h) + g′(x) (f ′(x+ h) − f ′(x))

= f ′ ◦ g(x+ h) · ∆hg
′(x) + ∆h(f ′ ◦ g)(x) · g′(x),

donc, on obtient

νp((f ◦ g)′, h) ≤ ∥f ′∥∞νp(g′, h) + U(h),

où

U(h) = ∥∆h(f ′ ◦ g) · g′∥∞,p

=
(∫

R
|f ′(g(x+ h)) − f(g(x))|p|g′(x)|pdx

)1/p
.
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Etape 2 : Nous définissons les intervalles (I ′
l)l > 0 suivant le Lemme 3.2.1. La condi-

tion q ≥ p permettant d’utiliser l’inégalité de Minkowski, et par le Lemme 3.2.1, on

a∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

∫
I′

l

|∆h(f ′ ◦ g)(x)|p|g′(x)|pdx
)q/p dh

h

1/q

≤
∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

∫
I′

l

|(f ′(g(x+ h)) − f ′(g(x)|p|g′(x)|pdx
)q/p dh

h

1/q

≤

∫ ∞

0

 1
h(s−1)p

∑
l

(∫
I′

l

|(f ′(g(x+ h)) − f ′(g(x)|p|g′(x)|pdx
)1/p

pq/p dh
h


1/q

≤
∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

(
a

1−(1/p)
l Ωp(f ′, alh)

)p)q/p dh
h

1/q

≤
∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

ap−1
l Ωp

p(f
′, alh)

)q/p dh
h

1/q

≤

∑
l

∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p
ap−1
l Ωp

p(f
′, alh)

)q/p dh
h

p/q


1/p

.

Posons

alh = t

h =
t

al

dh =
dt

al

h = 0 ⇒ t = 0

h = ∞ ⇒ t = ∞.
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Alors ∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

∫
I′

l

|∆h(f ′ ◦ g)(x)|p|g′(x)|pdx
)q/p dh

h

1/q

≤

∑
l

∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p
ap−1
l Ωp

p(f
′, alh)

)q/p dh
h

p/q


1/p

≤

∑
l

∫ ∞

0

a(s−1)p
l

t(s−1)p
ap−1
l Ωp

p(f
′, t)

q/p dt
t


p/q


1/p

≤

∑
l

∫ ∞

0

(
a

(s−1)p+(p−1)
l

Ωp
p(f ′, t)
t(s−1)p

)q/p
dt

t

p/q


1/p

=
(∑

l

a
p−1+(s−1)p
l

)1/p (∫ ∞

0

(
Ωp(f ′, t)
ts−1

)q dt
t

)1/q

=
(∑

l

asp−1
l

)1/p (∫ ∞

0

(
Ωp(f ′, t)
ts−1

)q dt
t

)1/q

≤ c∥f ′∥Bs−1
p,q (R)

∑
l

(sup
y∈Il

|g′(y)|s−(1/p).

Le fait que g′ s’annule aux extrémités de Il, donc il existexl ∈ Il∩[sup Il−h, sup Il]

tel que g′(xl) = 0, et par l’inégalité (3.11), on obtient

∑
l

sup
x∈Il

|g′(x)|s−(1/p) =
∑
l

|g′(x) − g′(xl)|s−(1/p)

≤ ∥g′∥s−(1/p)
BBp(R)

≤ ∥g∥s−(1/p)
B

1+(1/p)
p,1 (R)

.

Maintenant par la condition sp− 1 > p, on a le plongement

Bs
p,q(R) ↪→ B

1+ 1
sp−1

sp−1,1 (R) ↪→ BB1
sp−1(R), (3.15)

on conclut que ∑
l

sup
x∈Il

|g′(x)|s−(1/p) ≤ c∥g∥s−(1/p)
Bs

p,q(R)

Etape 3 :On note I ′′
l l’ensemble des éléments de Il dont la distance à l’extrémité droit

de Il est au plus h et on pose I ′
l = Il \ I ′′

l . Puisque |Il ∩ [sup Il − h, sup Il]|, pour
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tout l ∈ N, on peut appliquer la Proposition 3.2.2, on obtient
∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

∫
I′′

l

|f ′(g(x+ h)) − f(g(x))|p|g′(x)|pdx
)q/p dh

h

1/q

≤ c∥f ′∥∞

∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

sup
I′′

|g′|p
∫
I′′

l

1dx
)q/p dh

h

1/q

≤ c∥f ′∥∞

∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p−1

∑
l

sup
I′′

|g′|p
)q/p dh

h

1/q

≤ c∥f ′∥∞

(∫ ∞

0

(
1

hs−1−(1/p)
νp(g′, h)

)q dh
h

)1/q

≤ c∥f ′∥∞∥g∥Bs
p,q(R).

Par les étapes 1, 2 et 3, et les Proposition 3.2.1 et (3.2.2), la preuve du Théorème 3.2.1

en découle aussitôt.

Remarque 3.2.1. Le cas général d > 1 est immédiat carBs
p,q(R) est une algèbre de

Banach pour s >
1
p
.
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Chapitre 4

Une propriété de composition dans

certains espaces de Lizorkin-Triebel

localisé uniforme

Dans ce chapitre on va étudier la composition dans l’espace de Lizorkin-Triebel

localisé uniforme F s
p,q(R)lu où s =

1
2
, p = 2 et q = 1.

On cherche à caractériser les fonctions qui opèrent, par composition à gauche sur

l’espace F (1/2)
2,1 (R)lu. On montrera que les conditions de Lipschitz sont nécessaires

pour s =
1
2
.

Nous notons que I =
[
−1

2 ,
1
2

]
et I+ =

[
0, 1

2

]
.

Nous allons alors démontrer les résultats suivants :

Théorème 4.0.1. Soient s =
1
2
, f : R → R. Si Tf envoie

(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu dans

B
(1/2)
2,∞ (R)lu, alors f est localement lipschitzienne.

Théorème 4.0.2. Soient s =
1
2
, f : R → R. On suppose que F (1/2)

2,1 (R)lu ⊈ L∞(R)

(autrement dit : L∞(R)lu = L∞(R)). Si Tf envoie F (1/2)
2,1 (R)lu dans B(1/2)

2,∞ (R)lu,

alors f est globalement lipschitzienne.
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4.1 Quelques fonctions de test

Lemme 4.1.1. Soit s =
1
2
, si u ∈ S(R), il existe une constante c = c(u) > 0 telle

que

∥
∑
j≥0

∑
k∈Z

αjku(2j(.) − k)∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ c∥
∑
j≥0

∑
k∈Z

αjk2
1
2 ju(2j(.) − k)∥

B
(1/2)
2,1 (R)

≤ c′

∑
j≥0

∑
k∈Z

|αjk|2

(1/2)


∥
∑
j≥0

∑
k∈Z

αjku(2j(.) − k)∥
F

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ ∥
∑
j≥0

∑
k∈Z

αjku(2j(.) − k)∥
F

(1/2)
2,1 (R)

≤ c∥
∑
j≥0

∑
k∈Z

(|αjk|2(j/2)X (2j(·) − k)∥2.

où X désigne la fonction caractéristique de I.

Démonstration. Voir [1].

Lemme 4.1.2. Pour toute fonction u ∈ S(R), il existe une constante c = c(u) > 0

telle que

∥
∑
k∈Z

αku(· − k)∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ ∥
∑
k∈Z

αku(· − k)∥
B

(1/2)
2,1 (R)

≤ c

∑
k∈Z

|αk|2

(1/2)

.

Démonstration. En faisant j = 0 dans le Lemme 4.1.1, on a le résultat.

Lemme 4.1.3. Soit s =
1
2
, on suppose que E(1/2)

2,1 (R)lu ⊈ L∞(R)lu (autrement dit :

q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-Tribel), alors il existe une

suite (ϕn)n≥1 de fonctions de classe C∞, portées par I, telles que ϕn(x) = 1 sur

l’intervalle 2−nI et

lim
n→+∞

∥ϕn∥
E

(1/2)
2,1 (R)lu

= 0.

Démonstration. posons

ϕn(x) = n−1 ∑
1≤j≤n

φ(2jx).
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On a donc ϕn(x) = 1 sur 2−nI et ϕn(x) = 0 hors de I.

Le Lemme 4.1.1 donne les inégalités

∥ϕn∥
B

(1/2)
2,2 (R)lu

= ∥n−1 ∑
1≤j≤n

φ(2jx)∥
B

(1/2)
2,2 (R)lu

≤ ∥n−1 ∑
1≤j≤n

φ(2jx)∥
B

(1/2)
2,2 (R)

≤ cn(−1/2).

De même

∥ϕn∥
F

(1/2)
2,1 (R)lu

= ∥n−1 ∑
1≤j≤n

φ(2jx)∥
F

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ ∥n−1 ∑
1≤j≤n

φ(2jx)∥
F

(1/2)
2,1 (R)

≤ cn−1∥
∑

1≤j≤n
2(j/2)Xj∥2.

où Xj désigne la fonction caractéristique du cube 2−jI. Pour estimer la norme L2

qui apparaît au second membre, on pose

Sk = 2−kI \ 2−k−1I, k = 1, · · · , n− 1,

et

Sn = 2−nI.

La fonction ∑1≤j≤n 2(j/2)Xj valant constamment
∑

1≤j≤n 2(j/2) sur Sk, on obtient

∥ϕn∥
F

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ cn−1

 ∑
1≤k≤n

2k|Sk|
(1/2)

≤ cn−(1/2).

Alors

lim
n→+∞

∥ϕn∥
E

(1/2)
2,1 (R)lu

= 0.
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4.2 Résultats préliminaires

Lemme 4.2.1. Soit s =
1
2
, f : R → R telle que f(0) = 0.

Tf envoie
(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu dansB(1/2)

2,∞ (R)lu. Alors il existe des nombresM > 0

et δ > 0 tels que l’implication

∥g∥(
F

(1/2)
2,1 ∩L∞

)
(R)lu

≤ δ ⇒ ∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ M.

Soit vérifiée par toute fonction g portée par I.

Démonstration. ,

Supposons, au contraire, que, pour tout intervalle J et tous nombres M et δ, on

puisse trouver une fonction g, portée par J , telle que

∥g∥(
F

(1/2)
2,1 ∩L∞

)
(R)lu

≤ δ et ∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

> M .

Donnons-nous une suite (Jj)j∈N de intervalles disjoints et des fonctionsφj ∈ D(R), (j ≥

0) telles que φj(x) = 1 sur
1
2
Jj , et φj(x) = 0 hors de Jj . On noteMj la norme de

l’opérateur g → φjg, agissant sur B(1/2)
2,∞ (R)lu, et on choisit des fonctions

gj : R → R, j = 0, 1, · · · ,

telles que

suppgj ⊂
1
2
Jj, ∥g∥(

F
(1/2)
2,1 ∩L∞

)
(R)lu

≤ 2−j, ∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

> jMj.

Alors la fonction g = ∑
j≥0 gj appartient à

(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu et on a φj(f ◦ g) =

f ◦ gj .Donc

jMj ≤ ∥(f ◦ g)φj∥B(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ Mj∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

, pour tout j,

ce qui est absurde.
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Lemme 4.2.2. Soit s =
1
2
, f : R → R telle que f(0) = 0.

Tf envoie F (1/2)
2,1 (R)lu dansB(1/2)

2,∞ (R)lu. Alors il existe des nombresM > 0 et δ > 0

tels que l’implication

∥g∥
F

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ δ ⇒ ∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ M.

soit vérifiée par toute fonction g portée par I.

Démonstration. En utilisant la même démonstration comme le Lemme 4.2.1.

Lemme 4.2.3. Soient s =
1
2
, f : R → R. Supposons queTf envoie

(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu

dans B(1/2)
2,∞ (R)lu, alors quel que soit a′ ∈ R, il existe un opérateur non linéaire

Ua′ :
(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu → B

(1/2)
2,∞ (R)lu,

et des nombres δ,M > 0 tels que

Ua′g(x) = f(a′ + g(x)) − f(a′), ∀x ∈ I,

et

∥Ua′g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ M,

pour toute fonction g ∈ D(R), à support dans I, satisfaisant

∥g∥(
F

(1/2)
2,1 ∩L∞

)
(R)lu

≤ δ.

Démonstration. Considérons l’opérateur non linéaire

Va′g(x) = φ(x)(f(a′ + g(x)) − f(a′), ∀x ∈ R.

On a alors

Va′g(x) = φ(x)(f(φ(x/2))(a′ + g(x))) − f(φ(x/2)a′)), ∀x ∈ R.
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Va′ envoie donc
(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu dansB(1/2)

2,∞ (R)lu et, en raisonnant comme dans

la preuve du Lemme 4.2.1, on voit qu’il existe un intervalle J ⊂ I et des nombres

δ,M > 0 tels que

∥g∥(
F

(1/2)
2,1 ∩L∞

)
(R)lu

≤ δ ⇒ ∥Va′g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ M,

pour toute fonction g ∈ D(R) telle que suppg ⊂ J . Posons J = rI+b, avec r > 0

et b ∈ R, et

Ua′g(x) = Va′

(
g(r−1(· − b)

)
(rx+ b), ∀x ∈ R.

Alors

Ua′g(x) = φ(rx+ b)f(a′ + g(x)) − f(a′)), ∀x ∈ R.

Par l’inclusion J ⊂ I, nous avons φ(rx+ b) = 1 sur I,

Donc

Ua′g(x) = f(a′ + g(x)) − f(a′), ∀x ∈ I.

4.3 Preuve du Théorème 4.0.1 et du Théorème 4.0.2

Soient b, b′ dans R,N ≥ 1 et r, ν qui seront choisis en fonction de b et b′. Nous

considérons l’ensemble.

AN = {k ∈ Z : |k| ≤ N} ,

et nous définissons

α =
1

2l + 1
,

où l est un entier fixé tel que l >
1
2
, et la fonction

g(x) =
∑
k∈AN

φ

(
1
α

(x
r

− k)
))

(b′ − b) + ϕn(x)b. (4.1)
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Le Lemme 4.1.2 donne l’inégalité

∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ ∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

∥
B

(1/2)
2,1 (R) (4.2)

≤ cN (1/2) (4.3)

Preuve du Théorème 4.0.1

Supposons que l’opérateurTf envoie l’espace deBesov localisé uniformeB(1/2)
2,1 (R)lu

dansB(1/2)
2,∞ (R)lu (c’est suffisant puisque l’espaceB(1/2)

2,1 (R)lu se plonge dans tous les(
F

(1/2)
2,1 ∩ L∞

)
(R)lu). Soit un nombre réel a′ qui reste fixé dans la suite de la preuve.

Alors nous obtenons un opérateur Ua′ et des constantes δ,M selon le Lemme 4.2.3.

On prend n = 1 et

r =
1

6N
.

Puisque α <
1
2
, les intervalles r(2αI + k), k ∈ Z, sont deux à deux disjoints. Par

définition de r, nous avons r(I + k) ⊂ I/2, pour tout k ∈ AN . Alors

Ua′g(x) = f(a′ + b′) − f(a′), si x ∈ r(αI + k) pour k ∈ AN , (4.4)

Ua′g(x) = f(a′ + b) − f(a′), si x ∈ (I/2) \ ∪k∈AN
r(2αI + k). (4.5)

Grâce au choix de r, on a

c−1N−(1/2)∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

∥∞ = c−1N (−1/2)∥φ∥∞ ≤ c′.

On obtient

∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ c1N
(1/2).
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En utilisant la relation entre r etN , nous obtenons

∥g∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

= ∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

(b′ − b) + ϕn(x)b∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ ∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

(b′ − b) + ϕn(x)b∥
B

(1/2)
2,1 (R)

≤ |b′ − b|∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k)
))

∥
B

(1/2)
2,1 (R) + |b|∥ϕ1∥

B
(1/2)
2,1 (R)

≤ |b′ − b|
(
c1N

(1/2)
)

+ c|b|

≤ c2N
(1/2)|b′ − b| + c2|b|

≤ c2
(√
N |b′ − b| + |b|

)
.

Maintenant on suppose

max (|b|, |b− b′|) ≤
δ

2c2
, (4.6)

et on définitN par la propriété :

N (1/2) ≤
δ

2c2|b− b′|
< (N + 1)(1/2).

Remarquons que la définition deN implique

N (1/2) ≥
δ

2(3/2)c2|b− b′|
. (4.7)

Par la condition (4.6) et par définition deN , nous avons

∥g∥
B

(1/2)
2,1 (R)lu

≤ ∥g∥
B

(1/2)
2,1 (R)

≤ c2
(√
N |b′ − b| + |b|

)
≤ c2N

(1/2)|b′ − b| + c2|b|

≤
δ

2|b′ − b|
|b′ − b| + c2

δ

2c2

≤
δ

2
+
δ

2

≤ δ
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Puisque le support de g est inclus dans I, on en déduit

∥Ua′g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ M. (4.8)

Pour tout x ∈ r(αI+ + k), nous avons

x+ jrα ∈ r(I + k), ∀j = 0, · · · , l,

x+ jrα /∈ r(2αI + k), ∀j = 1, · · · , l.

(4.4) et (4.5) donne aussitôt

|∆l
rα(Ua′g)(x)| = |

l∑
j=0

(−1)j(j, l)(Ua′g)(x+ (l − j)rα)|

= |(Ua′g)(x) +
l∑

j=1
(−1)j(j, l)(Ua′g)(x+ (l − j)rα)|

= |f(a′ + b′) − f(a′ + b)|

Par la Proposition 3.1.1, nous obtenons

∥Ua′g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≥ (rα)(−1/2)

 ∑
k∈AN

∫
r(αI++k)

|∆l
rα(Ua′g)(x)|2dx

(1/2)

≥ (rα)(−1/2)

 ∑
k∈AN

∫
r(αI++k)

|f(a′ + b′) − f(a′ + b)|2dx

(1/2)

≥ c3|f(a′ + b′) − f(a′ + b)|r(−1/2)N (1/2)r(1/2)

= c3|f(a′ + b′) − f(a′ + b)|N (1/2)

= c3
√
N |f(a′ + b′) − f(a′ + b)|

≥ c3
δ

2(3/2)c2|b− b′|
|f(a′ + b′) − f(a′ + b)|

En prenant en compte les inégalités (4.7) et (4.8), nous voyons que la condition (4.6)

implique

|f(a′ + b′) − f(a′ + b)| ≤
2(3/2)c2

c3δ
|b− b′|∥Ua′g∥

B
(1/2)
1,∞ (R)

≤
2(3/2)Mc2

c3δ
|b− b′|,

qui signifie que f est lipschitzienne dans un voisinage de a′.
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Preuve du Théorème 4.0.2

Soit f une fonction satisfaisant l’hypothèse du Théorème 4.0.2, on se propose

de mettre en évidence des constantes σ > 0 etK > 0 telles que |b′ −b| ≤ δ entraine

|f(b′) − f(b)| ≤ K|b′ − b|,

quels que soient b et b′ dans R.

Soit la fonction g telle que

g(x) =
∑
k∈AN

φ

(
1
α

(x
r

− k
))

(b′ − b) + ϕn(x)b.

Les entiers positifs n et N , ainsi que le nombre r ∈]0, 1], seront précisés dans un

instant.

Le Lemme 4.1.3 nous autorise à choisir n tel que

|b|∥ϕn∥
E

(1/2)
2,1 (R)lu

≤
δ

2
,

de sorte queN et r devront satisfaire les relations :

δ (3|b′ − b|)−1
< c1N

(1/2) ≤ δ (2|b′ − b|)−1
, (4.9)

rN < 2−n−2. (4.10)
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L’estimation (4.3) et la relation (4.9) entraineront

∥g∥(
F

(1/2)
2,1 ∩L∞

)
(R)lu

= ∥g∥
F

(1/2)
2,1 (R)lu

+ ∥g∥∞

≤ ∥g∥
F

(1/2)
2,1 (R) + ∥g∥∞

≤ ∥g∥
F

(1/2)
2,1 (R)∩L∞(R)

≤ ∥g∥
B

(1/2)
2,1 (R)

≤ ∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k
))

(b′ − b) + ϕnb∥B(1/2)
2,1 (R)

≤ |b′ − b|∥
∑
k∈AN

φ

(
1
α

( ·
r

− k
))

∥
B

(1/2)
2,1 (R) + |b|∥ϕn∥

B
(1/2)
2,1 (R)

≤ |b′ − b|cN (1/2) +
δ

2

≤ δ(2|b′ − b|)−1|b′ − b| +
δ

2

≤
δ|b′ − b|
2|b′ − b|

+
δ

2

≤
δ

2
+
δ

2
= δ.

L’inégalité (4.10) nous garantit l’inclusion

r(I + k) ⊂ 2−nI, pour k ∈ AN (4.11)

et par conséquent

g(x) = b′, si x ∈ r(αI + k), k ∈ AN , (4.12)

g(x) = b, si x ∈ 2−nI \ ∪k∈AN
r(2αI + k). (4.13)

Supposons maintenant s =
1
2
.

Si |b′ − b| ≤
δ

3
, il est possible de trouver un entier N ≥ 1 tel qu’on ait (4.9), on

choisit alors r assez petit pour avoir (4.10). Il vient alors

∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≤ M.
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Chapiter 4 : Une propriété de composition dans certains espaces de Lizorkin-Triebel localisé uniforme

Pour tout x ∈ r(αI+ + k),nous avons

x+ jrα ∈ r(I + k) \ ∪k∈AN
r(2αI + k′), ∀j = 1, · · · , l.

Alors (4.11), (4.12) et (4.13) nous donnent

|∆l
rα(f ◦ g)(x)| = |

l∑
j=0

(j, l)(f ◦ g) (x+ (l − j)rα) |

= |f(b′) − f(b)|.

Par la Proposition 3.1.1, nous obtenons

∥f ◦ g∥
B

(1/2)
2,∞ (R)lu

≥ (rα)(−1/2)

 ∑
k∈AN

∫
r(αI++k)

|∆l
rα(f ◦ g)(x)|2dx

(1/2)

= (rα)(−1/2)

 ∑
k∈AN

∫
r(αI++k)

|f(b′) − f(b)|2dx

(1/2)

= (rα)(−1/2)|f(b′) − f(b)|
 ∑
k∈AN

∫
r(αI++k)

|1|2dx

(1/2)

= (rα)(−1/2)|f(b′) − f(b)|
 ∑
k∈AN

|rαI+|
(1/2)

= (rα)(−1/2)|f(b′) − f(b)||rαI+|(1/2)

 ∑
k∈AN

1

(1/2)

= |f(b′) − f(b)|(2N + 1)(1/2)(rα)(−1/2)|rαI+|(1/2).

L’encadrement (4.9) implique

|f(b′) − f(b)| ≤
∥f ◦ g∥

B
(1/2)
2,∞ (R)lu

(2N + 1)(1/2)(rα)(−1/2)|rαI+|(1/2)

≤ c1MN−(1/2)

≤ c2Mδ−1|b′ − b|

qui signifie que f est globalement Lipschitzienne.
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