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Résumé

Cette mémoire vise a proposer une contribution a 1’étude des pro-
priétés de certains espaces de Banach de fonctions faiblement diffé-
rentiables de plusieurs variables réelles qui se posent en relation avec
de nombreux problemes de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles et des domaines connexes de l'analyse mathématique, et qui
sont devenus un outil essentiel dans ces disciplines. Ces espaces sont
désormais le plus souvent associés au nom du mathématicien sovié-
tique S. L. Sobolev, bien que leurs origines soient antérieures a ses

contributions majeures a leur développement a la fin des années 1930.

Mots - clés : Espace; Banach; domaines connexes; fonctions

faiblement différentiables, injections de Sobolev et Poincaré.
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NOTATION

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-
quées ci-dessous :
R : Ensemble des nombres réels.
RY : Espace euclidien de dimension N.
Q2 : Un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz.
|| - || : La norme associée aux produits scalaires.
p.p. : Presque partout.c’est-a-dire par tout sauf eventuellement sur un ensemble de mesure
|z| : La norme associée aux produits scalaires.
||| : La norme de z.
L? : L’espace des fonctions de puissance p-eme intégrable pour la mesure de Lebesgue dx
L?(Q) : L’espace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesguedx.
L) : {u: Q — R mesurable; sup |u(t)| < +o00}
— : Convergence .
E'’ : Le dual topologique de E ou l'espace des formes linéaire et continue sur E.
E” : Bidual de E (Le dual topologique de E’ ).
C* . Espace des fonctions infiniment dérivables.
Ce(92) : L’espace des fonctions de classe C*° a support compact inclue dans €.
D%p : Dérivée de ¢ d’ordre a.
Wir(Q)



jacH : espace de Sobolev des fonctions de LP dont les dérivées partielles au sens faible
C™ . désigne la matrice jacobienne %—Zjl ; il s’agit donc d’une fonction de L™ (Y )NXN
T espace des fonctions m fois continument dérivable a support compact

L} . opérateur de W' dans F.

whe, VVD1 P espace des fonctions localement intégrable.

wmp H!

H™ H} espaces de Sobolev.



INTRODUCTION

Cet écrit est consacrée a I’étude des propriétés de certains espaces de Banach de fonctions
faiblement différentiables de plusieurs variables réelles qui se posent en relation avec de nom-
breux problemes de la théorie des équations aux dérivées partielles et des domaines connexes
de I'analyse mathématique, et qui sont devenus un outil essentiel dans ces disciplines. Ces
espaces sont désormais le plus souvent associés au nom du mathématicien soviétique S. L.
Sobolev, bien que leurs origines soient antérieures a ses contributions majeures a leur dévelop-
pement a la fin des années 1930. Les espaces de Sobolev sont des structures mathématiques
tres intéressantes a part entiere, mais leur signification principale réside dans le réle central
qu’ils, et leurs nombreuses généralisations, jouent maintenant dans les équations aux déri-
vées partielles. En conséquence, la majeure partie de ce livre se concentre sur les aspects
de la théorie des espaces de Sobolev qui se sont avéré les plus utiles dans les applications.
Bien qu’aucune application spécifique aux problemes des équations aux dérivées partielles
ne soit discutée (elles se trouvent dans presque tous les manuels modernes sur les équations
aux dérivées partielles), cette monographie est néanmoins principalement destinée a servir
de manuel et de référence sur les espaces de Sobolev pour les étudiants diplomés et les cher-
cheurs, dans les équations différentielles. Le concret est organisé en trois chapitres. Chapitre !
est un pot-pourri de tonics standard d’analyse réelle et fonctionnelle, inclus, principalement

sans preuves, mais se concentre sur un sujet spécifique, les espaces de Lebesgue LP(£2), dont



les espaces de Sobolev sont des sous-espaces spéciaux. Pour étre complet, les preuves sont
incluses ici. La majeure partie du matériel de ces deux premiers chapitres sera tout a fait
familiere au lecteur et peut étre omise, ou simplement donnée une lecture superficielle pour
régler les questions de notation et autres. L’inclusion de ces chapitres élémentaires rend la

monographie assez autonome.



CHAPITRE 1

LES ESPACE L(9)

1.1 Définition et propriétés de base

Soit 2 un domaine dans R" et soit p un nombre réel positif. On note LP(2) la classe de

toutes les fonctions mesurables u, définies sur €2, pour lesquelles

/Q lu(z)|Pdz < 0. (1.1)

On identifie dans LP(£2) des fonctions égales presque partout sur €2. Les éléments de LP(€2) sont
donc en fait des classes d’équivalence de fonctions mesurables vérifiant (1.1), deux fonctions,
équivalentes si elles sont égales p.p. en 2. Par commodité, cependant, nous ignorons cette
distinction et écrivons u € LP(S2) si w satisfait (1.1) et u = 0 dans LP(Q2) si u(z) = 0, p.p. en
Q. 11 est clair que si u € LP(QQ) et ¢ € C, alors cu € LP(Q2). De plus, si u, v € LP(Q), alors
puisque

u(@) +v(@)P < (Ju@)] + [o(@) )P < 27 (ju(@)]” + [o(2) "),

donc u + v € LP(2) est un espace vectoriel.



Takhi Soundous 1.1 Définition et propriétés de base

Nous vérifierons imédiatement que la fonctionnelle ||.||, définie par

fully = { [ JuCypas}

si0<p<l.

Dans les arguments ou la confusion des domaines pourrait se produire, nous utiliserons
|.llp,2 & la place de ||.||,. Il est clair que ||ul|, > 0 et I'égalité se produit si et seulement si
u =0 dans LP(Q2). De plus,

leull, = lefl[ully, e C.

Il reste alors a montrer que si 1 < p < o0,
Ju=+ollp < llully + [vllp, (1.2)

qui est connue sous le nom d’inégalité de Minkowski. La condition (1.2) est certainement

vraie pour p = 1 puisque

/Q|u(x)+v(a:)]dx§/Q\u(:c)\dxjt/g\v(x)\dx,

Si 1 < p < oo, on note p’ le nombre p/(p — 1) tel que 1 < p' < 0o et
(1/p)+ (1/p) = 1.

p’ est appelé 'exposant conjugué a p.
Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder). Si 1 < p < oo et u € LP(Q), v € LY (Q), alors
uv € L1(Q) et

[ @)oo < fuly o], (13)

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.1 Définition et propriétés de base

Démonstration. La fonction f(t) = (t*/p)+ (1/p’) —t a, pour t > 0, la valeur minimale nulle,
et ce minimum n’est atteint qu’a ¢t = 1. En posant ¢ = ab=#/?, on conclut, pour les nombres

non négatifs a et b, que

ab < (a”/p) + (V"' /7) (1.4)

avec égalité survenant si et seulement si a? = bP. Si ||u||, = 0 or ||v||,, = 0, alors u(x)v(z) =
0 p.p. en € donc (1.3) est satisfaite. Sinon on obtient (1.3) en posant a = |u(x)|/||u||, et
b = |v(z)|/||v]lp, dans (1.4) et en intégrant sur 2. L’égalité se produit dans (1.3) si et

seulement si [u(z)[P et [v(z)[”" sont proportionnels p.p. en Q. O

On remarque qu’'une forme d’inégalité de Holder pour des sommes finies ou infinies,

S latel < {3 lael} " (S}

peut se prouver de la méme maniere.

Théoreme 1.2. 571 < p < oo, alors
[l +llp < llully + [o]l- (1.5)

Démonstration. Nous avons déja fait le cas ou p = 1 donc nous supposons 1 < p < co. On

peut aussi supposer que u,v € L(£2), sinon le c¢oté droit de (1.5) est infini. Maintenant

Jolu(@) +o@)Pde < o fu(z) +o(@)P~ (Ju(@)] + |v(@)])dx

1 !
< {Jo [ulz) + o(@)Pda}" (ull, + oll,)
par des applications séparées de I'inégalité de Holder. L’inégalité (1.5) s’ensuit par annu-
lation, ce qui est valable puisque ||u + v||, < oo. O

la fonction u, mesurable sur 2 est dite essentiellement bornée sur €2 pourvu qu’il existe

une constante K pour laquelle |u(x)| < K p.p. sur Q. La plus grande borne inférieure de telles

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.1 Définition et propriétés de base

constantes K est appelée le supremum essentiel de |u| sur € et est noté esssup,.q |u(z)|. On
note L>(§2) l'espace vectoriel constitué de toutes les fonctions u essentiellement bornées sur
Q, les fonctions étant a nouveau identifiées si elles sont égales p.p. sur €2. On vérifie facilement
que la fonctionnelle ||.||» définie parla fonction u, mesurable sur €2 est dite essentiellement
bornée sur €2 pourvu qu’il existe une constante K pour laquelle |u(x)| < K p.p. sur Q. La
plus grande borne inférieure de telles constantes K est appelée le supremum essentiel de |u
sur © et est noté esssup,.q |u(x)|. On note L>(Q2) 'espace vectoriel constitué de toutes les
fonctions u essentiellement bornées sur €2, les fonctions étant a nouveau identifiées si elles

sont égales p.p. sur 2. On vérifie facilement que la fonctionnelle ||.||o définie par
||ul|oo = esssuplu(z)]
e

est une norme sur L>°(£2). De plus, I'inégalité de Holder (1.3) s’étend clairement pour couvrir
les deux cas p = 1,p) = oo, et p = oo,p’ = 1. La paire de théoremes suivante établit
les formes inverses des inégalités de Holder et de Minkowski pour le cas 0 < p < 1. Cette
derniere inégalité sera utilisée plus tard pour établir la convexité uniforme de certains espaces

LP.

Théoréme 1.3. Soit 0 < p < 1 de sorte que p' =p/(p — 1) < 0. Supposer f € LP(Q) et

0< /Q lg(x) [P dz < oco.

Alors
F@e@lde = { [ 1F@pal” { [ 1g@ral” (1.6)
/, { [y }

Démonstration. On peut supposer fg € L'(Q); sinon, le c¢oté gauche de (1.6) est infini. Fixer

¢ = |g|™P. et Y = |fg|P de sorte que ¢1p = |f|P. Alors ¢ € LI(Q2) ou ¢ = 1/p > 1, et puisque

/ E—

p=-pgd ouq =q/(g—1)ona¢e LY(Q). Par la version directe de I'inégalité de Holder

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés
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Takhi Soundous 1.1 Définition et propriétés de base

(1.3), on a
Jo If () |Pdx = Jo o(@)d(z)dr < [[¢loll¢lly
= {Jalf(@)g(x)|dw}” { Jo Ig(w)\”'d&?}lfp :
En prenant les p iémes racines et en divisant par le dernier facteur du coté droit on obtient

(1.6). O

Théoréme 1.4. Soit 0 < p < 1. Siu,v € LP(Q), alors
Hul + ol = llully + o]l (1.7)

Démonstration. Siu=v =0 dans LP(£2), alors (1.7) est trivial. Sinon, le membre de gauche

est supérieur a zéro. En appliquant I'inégalité inverse de Holder (1.6), on obtient

Nl +olle = Jo(u(@)] + o)) (lu@)] + |o(2))da
> {Jo(u(@)] + o@D e} (ull, + ],)

= Ilul + [l (llull, + vll,)

donc (1.7) suit par annulation. ]

Le théoréme suivant donne un résultat de plongement utile pour les espaces LP sur des

domaines de volume fini, et quelques conséquences de ce plongement.

Théoréme 1.5. Supposer volQ) = [oldr < oo et 1 < p < g < o0. Si u € LI(Q), alors

u € LP(Q) et
lull < (vol Q)WP=WD . (1.8)
Ainsi
L(Q) — LP(Q). (1.9)
Siu e L*(Q), alors
Tim [l = [l (1.10)

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.1 Définition et propriétés de base

Enfin, si u € LP(Q) pour 1 < p < oo et ¢l existe une constante K telle que pour tout tel p
Jull, < K, (1.11)

alors u € L>(2) et

ullo < K (1.12)

Démonstration. Si p = q, (1.8) sont triviaux. Si 1 <p < ¢ < oo et u € L4(Q). L'inégalité de

/Q|“($)|pd$ < {/Q |u(x)|qu}p/q {/Q 1dx}l(zo/q)

d’out (1.8) et (1.9) suivent immédiatement. Si u € L>(2), on obtient de (1.8)

Holder donne

Jim sup [l < [lull (1.13)
Par contre, pour tout € > 0 il existe un ensemble A C 2 de mesure positive p(A) tel que
lu(z)| > |||l — € si z € A.

D’ou

[ lu@)Pdz > [ u()Pde > p(4) (Jull = =)

Il s’ensuit que [|ull, > (1(A)"” (|ullc — €), o
liminf [[ull, > [|uf]o- (1.14)

L’équation (1.10) découle maintenant de (1.13) et (1.14).

Supposons maintenant que (1.11) soit valable pour 1 < p < co. Si u ¢ L*(2) ou bien si

(1.12) ne tient pas, alors on peut trouver une constante K; > K et un ensemble A C 2 avec

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.2 Complétude de L”(Q)

p(A) > 0 tel que pour z € A, |u(x)| > K. Le méme argument utilisé pour obtenir (1.14)
montre maintenant que

lim inf ||ul|, > K}
p—o0
qui contredit (1.11). O

Corollaire 1.6. LP(Q) C L},. (Q) pour 1 < p < oo et n’importe quel domaine ).

loc

1.2 Complétude de L7 ()

Théoréme 1.7. LP(Q)) est un espace de Banach si 1 < p < oo.

Démonstration. Supposons d’abord 1 < p < oo et soit {u, } une suite de Cauchy dans L?((2).

Il existe une sous-suite {u,;} de {u,} telle que
[ unij <1/27, j=1,2,...
Soit vy, () = 0L, ‘unjﬂ(x) — Uy, (x)’ Alors

lomll, <3 (1/27) <1, m=1,2,...
j=1

En posant v(x) = lim,, o vm(x), qui peut étre infini pour certains x, on obtient par le lemme

de Fatou (voir (3.5))

Pde < liminf [ Jon(@) do < 1,
[ Io@)Pde < liminf [ jo, @) do <

Donc v(z) < oo p.p. en Q et la série

() + 3 (g2 (0) = 1, () (1.15)

converge vers une limite u(z) p.p. en . Soit u(z) = 0 chaque fois qu’il est indéfini comme

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.2 Complétude de L”(Q)

limite de (1.15). Depuis les télescopes (1.15) nous avons

lim w,, () =wu(z) p.p. dans Q.

m—00

Pour tout € > 0 il existe N tel que si m, n > N, alors ||u,, — Uan < e. Ainsi, par le lemme

de Fatou encore

Jo L) = (@) d = folim; oo un, () — un(w)]"

<liminf; , [q ‘unj(x) — un(x)’p dr < eP

sin > M. Ainsi u = (u—u,) +u, € LP(Q) et |lu — u,|, — 0 lorsque n — oo. Donc LF(2)
est complet.
Enfin, si {u,} est une suite de Cauchy dans L>°(£2), alors il existe un ensemble A C €2 de

mesure nulle tel que si z ¢ A, alors pour tout n,m =1,2,...
Jun(@)] < funllo s () = wn ()] < [l — tn|

Comme {||u,|| .} est borné dans R, u, converge uniformément sur € ~ A vers une fonction

bornée u. En posant u(x) = 0 pour x € A, on a u € L*(Q) et ||u, —ul, — 0 lorsque

[e.e]

n — oo. Ainsi L>(£2) est complet. O

Corollaire 1.8. 5i 1 < p < oo, une suite de Cauchy dans LP(Q2) posséde une sous-suite

convergeant ponctuellement presque partout sur 2.

Corollaire 1.9. L?(Q) est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

(u,v) :/Qu(a:)v(a:)da:.

L’inégalité de Holder pour L*(Q)) n'est en fait que l'inégalité bien connue de Schwarz

|(w, 0)| < [[ull2]|v]l2-

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.3 Approximation par fonctions continues, séparabilité

1.3 Approximation par fonctions continues, séparabi-
lité
Théoréeme 1.10. Cy(Q2) est dense en LP(§2) si 1 < p < oo.

Démonstration. Soit u € LP(2) et soit € > 0.On montre qu’il existe une fonction ¢ € Cy(€2)
telle que ||lu — ¢||, < €. En posantu = u; — ug + i (ug — ug) ou chaque u;, I < j < 4,
est réel et non négatif, on trouve ¢; € Co(€2) tel que [|¢; —u;l|, < /4,1 < j < 4. Alors
|[u—¢1+ ¢2 —i(¢3 — ¢a)|l, < . Nous supposons donc sans perte de généralité que u est
a valeur réelle et non négatif. D’apres le théoreme de l'intégrale de Lebesgue, il existe
une suite monotone croissante {s,} de fonctions simples non négatives (voir (3.5)) conver-
geant ponctuellement vers u sur 2. Puisque 0 < s,(z) < u(x) on a s, € LP(Q2). Puisque
(u(z) = sp(2))” < (u(x))? on a s, — u dans LP(Q) par le théoréme de convergence dominé
(voir (3.5)). On peut donc choisir s € {s,} tel que ||[u — s||, < /2. Puisque s est simple
et p < oo le support de s doit avoir un volume fini. On peut aussi supposer que s(x) = 0
pour tout z € Q°. En appliquant le théoréeme de Lusin (voir (3.5)) on obtient une fonction
¢ € Cy(Q) telle que

|6(x)] < ||s||ee pour tout z € Q

et

vo{z € Q: s(z) # ¢(z)} < (/4] s]l)"-

Ainsi d’apres le théoréeme ensembles compacts

s —oll, <|Is— ¢lla(vol{z € Q: s(x) # B(x)})bP
< 2[[sloc (e/4|5]|0) = €/2.

Il s’ensuit que ||u — @], < e. O

La preuve ci-dessus montre qu’en fait, I’ensemble des fonctions simples dans LP(2) est

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 1.4 Mollificateurs, approximation par les fonctions lisses

dense dans LP(Q) pour 1 < p < oo. Que cela soit aussi vrai pour L>(€2) est une conséquence

directe du théoreme (voir (3.5)).
Théoréme 1.11. LF(Q) est séparable si 1 < p < .

Démonstration. Pour m = 1,2, ... soit
Q= {2 € Q: dist(x,0Q) > 1/m et |z| < m}.

Ainsi Q,, est un sous-ensemble compact de €. Soit P I’ensemble de tous les polyndmes
sur R™ ayant des coefficients complexes rationnels. Soit P, = {XQm f:fe P} ol xgq, estla
fonction caractéristique de ,,. D’aprés le corollaire (voir (3.5)), P, est dense dans C (Qm>
De plus, Use_; Py, est dénombrable. Si u € LP(QQ) et € > 0, il existe ¢ € Cy(R2) tel que ||u —
éll, < e/2.S11/m < dist (supp ¢, 092), il existe f € P, tel que ||[¢p— f|loo < (£/2) (vol Qm)_l/p.
Il s’ensuit que

16— flly < 116 = Flloe (vol Q)" < /2

et donc |ju — f|, < e. Ainsi 'ensemble dénombrable U57_, P, est dense dans LP(2) et

LP(£2) est séparable. O

C'(£2), étant un sous-espace fermé propre de L>(€2), n’est pas dense dans cet espace. Ainsi

ni Cp(Q2) ni C§° (2), et L>(£2) n’est pas séparable.

1.4 Mollificateurs, approximation par les fonctions lisses

Soit J une fonction non négative a valeurs réelles appartenant a C§° (R") et ayant les
propriétés
(i) J(x)=0si|z| >1, et

(ii) fpo J(x)dz = 1.
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Par exemple, nous pouvons prendre

kexp[—1/(1—z]?)] silz] <1
J(x) =

0 si |z > 1,

ou k > 0 est choisi de maniere a ce que la condition (ii) soit satisfaite. Si ¢ > 0, la fonction
Jo(x) = e "J(x/e) est positive, appartient a C§ (R™), et vérifie :
(i) Jo(z) =0 if |z| > ¢, et

(ii) Jfgn Je(z)dx = 1.

J. est appelé un mollificateur, et la convolution

Jovu(e) = [ e = guly)dy (1.16)

R

définie pour les fonctions u pour lesquelles le c6té droit de (1.16) a un sens, est appelée une
mollification ou régularisation de u. Nous résumons quelques propriétés de la mollification

dans le lemme suivant.

Lemme 1.1. Soit u une fonction définie sur R"™ et identiquement nulle en dehors du domaine

Q.

(a) Siu€ L, (), alors J, xu € C= (R").

(b) Si aussi suppu CC 2, alors J, xu € C§° () da condition que
e < dist(supp u, 092).
(c) Siue LP(2) oul <p< oo, alors J. xu € LP(Y). De plus,

| J2 * UHp < lull, et tl_iforfr [ Je % u — qu =0.
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(d) SiueC(Q) et GCCQ, alors lim. o4 Jou(z) = u(x) uniformément sur G.

Démonstration. Puisque Ji(x — y) est une fonction infiniment différentiable de = et s’annule
si |y — x| > e, et puisque pour tout multi-indice « et toute fonction w intégrable sur des

ensembles compacts dans R™ on a
D*(J. % u)( / D2 J.(x — y)u(y)dy,

il s’ensuit que les conclusions (a) et (b) sont valables.
Supposons u € LP(2). Si 1 < p < 0o, on pose p' = p/(p — 1) et on obtient par I'inégalité
de Holder

|Jex u(z)] = [fin Je(w = y)uly)dy|
< L Je(x = 9)dy} " { g Je(@ — y)|uly) Py} " (1.17)
= {Jpn Je(a — y)|uly)Pdy} .

D’ou le théoréme de Fubini

Jo e u(z)[" dx < Jn Jon Je(x — y)luly) Pdydz
= Jrn () PdY Jgn Je(x = y)dz = |[ul]}.

(1.18)

Soit n > 0. D’apres le Théoreme de copacité il existe ¢ € Cp(Q2) tel que ||u—¢||, < n/3. Ainsi
d’apres (1.18), [|J; * u — J, * ¢[, < n/3. Maintenant

[ Jex d(x) = d(@)] = |Jan Je(z = y)(O(y) — o(2))dy].
< supy, <. [0(y) — ¢(x)].

(1.19)

Puisque ¢ est uniformément continue sur €2, le membre droit de (1.19) tend vers zéro quand
e — 0+. Puisque supp ¢ est compact on peut donc s’arranger pour avoir ||J; * ¢ — ¢|| » < n/3
en choisissant ¢ suffisamment petit. Pour un tel € nous avons donc [|J: * u — ul|, < n et (c)

suit. Si p = 1, (1.18) découle directement de (1.16) sans utiliser I'inégalité de Holder, et le
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reste de la preuve de (c) est le méme que ci-dessus. Les preuves de (d) et (e) peuvent étre

obtenues en remplagant ¢ par u dans (1.19). ]

Théoréme 1.12. C§°(Q) est dense dans LP(Q) si 1 < p < o0.

1.5 Ensembles précompacts dans L”(f2)

Le théoreme suivant joue un role dans I'étude des espaces LP similaire a celui joué par
le théoreme d’Ascoli-Arzela (voir (3.5)) dans I’étude des espaces de fonctions continues. Si u
est une fonction définie (p.p.) sur un domaine 2 C R™, on note @ 'extension nulle de u en
dehors de (2, c’est-a-dire
u(z) si x e

0 si x e R"\Q.

Théoréme 1.13. Soit 1 < p < co. Un sous-ensemble borné K C LP(2) est précompact dans
LP(QY) si et seulement si pour tout nombre € > 0 il existe un nombre 6 > 0 et un sous-ensemble

G CC Q tel que pour tout uw € K et tout h € R™ avec |h| < 0
/ @z + h) — a(z)Pde < &P (1.20)
Q

et

/Q\(; lu(z)[Pdx < &P (1.21)

Démonstration. 11 suffit de prouver le théoréme pour le cas particulier 2 = R™, car le théo-
reme découle pour le général €2 de son application dans ce cas particulier a ’ensemble
K = {u : u € K}. Supposons d’abord que K soit précompact dans L? (R"). Soit ¢ > 0
donné. Comme K admet un (¢/6)-réseau fini (théoreme (voir (3.5)), et comme Cp (R™) est
dense dans L? (R")), il existe un ensemble fini S de fonctions continues a support compact,

tel que pour tout u € K il existe ¢ € S satisfaisant ||u — ¢||, < €/3. Puisque S est fini il
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existe 7 > 0 tel que suppp C B, pour tout ¢ € S, oit B, est la boule {x € R" : |z| < r}. En
posant G = B,, on obtient (1.21). Aussi, ¢(z + h) — ¢(z) est uniformément continue pour
tout z et s’annule identiquement en dehors de B,;; pourvu que |h| < 1. Ainsi

lim |p(x + h) — ¢(x)[Pdx =0 (1.22)

|h|—=0 JR"

Comme S est fini, (1.22) est uniforme pour ¢ € S. Pour u € K soit Tju le translaté de u par
h :
Thu(z) = u(x + h) (1.23)

Si ¢ € S satisfait [|u— ¢l|, < d/3, alors aussi || Thu — Ty¢||, < €/3. Par (1.22) on a donc pour

|h| suffisamment petit (indépendant de u € K),

1 Thu = ull, < |[Thu = Tudll, + [IThe = I, + l¢ — ull,
< (2¢/3) + [[Tho — 9|, <,

et (1.20) suit. [Cet argument montre que la translation est continue dans LP(€2).]
Pour prouver la réciproque, donnons € > 0 et choisissons G CC R" tel que pour tout

ue K

/R g )P < <3 (1.24)

Pour tout n > 0 la fonction J, * u définie comme en (1.16) appartient a C* (R™) et en

particulier a C'(G). Si ¢ € Cy (R™), alors par I'inégalité de Holder

[Ty % 0(x) = O(@)[" = |fan Jn(y)(d(z —y) — o(x))dyl”
< Jp, o) | T—yd(x) — ¢()[" dy

ou Ty,¢ est donné comme dans (1.23).

[Ty % & — @], < sup | Tho — ¢, (1.25)
heB,
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Siu € LP(R"), soit {¢,} une suite dans Cy (R™) convergeant vers u en LP-norme. D’apres
le lemme (1.1)(c), {J, * ¢, } est une suite de Cauchy convergeant vers J, * u dans L” (R™).

Puisque aussi T),¢, — Thu dans v € LP (R™), (1.25) s’étend a tout u € LP (R") :
[y u—ull, < sup [[Thu — ul],
heB,

Or (1.20) implique que limpo [|Thu — ul|, = 0 uniformément pour u € K. Donc
limy 0 || J; * w — ul, = 0 uniformément pour u € K. On fixe maintenant 7 > 0 de sorte que

€

— (1.26)

/a | Ty u(@) — u(z)]" dz <

poir tout u € K.
Nous montrons que {J, *u:u € K} vérifie les conditions du théoreme d’Ascoli-Arzela

sur G et est donc précompact dans C(G). Par (1.17) nous avons

1/p
)] < (sup (o))l

qui est uniformément borné pour z € R" et © € K puisque K est un ensemble borné dans

LP(Q2) et n est fixe. De la méme maniére

1/p
a4 1) = gy o) < (sup o)) T,

xe// n

et donc limy, 0 Jy, * u(x 4+ h) = J, * u(x) uniformément pour x € R" et u € K.

Ainsi {J, *u:u € K} est précompact dans C(G) et d’aprés le théoreme (voir (3.5)) il

existe un ensemble fini {y,...,19,,} de fonctions dans C'(G) tel que si u € K, alors pour

certains 7, 1 < 7 < m, et tout z € G on a

€

i (1.27)
3.2P.volG

[ (@) = Iy * u(@)]" <
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En notant ¢; 'extension nulle de 1; en dehors de G, on obtient de (1.24), (1.26), (1.27), et

Iinégalité (|a| + |b))P < 2° (Jal? + [b]?) -

Jon Tu(@) — ()" do = Jeng lu(@)Pde + fg lu(z) — ()" do
< 512 J (lu(z) = Ty u(@)[” + | Iy u(x) — ¢;(2)[") do

<4 (3;,) + s5ri vol G) —¢

Donc K a un e-net fini dans L? (R™), & savoir {15] 1< < m}, et est donc précompact

par le théoréme (voir (3.5)). O

Théoréme 1.14. Soit 1 < p < oo et soit K C LP(Q). Supposons qu’il existe une suite {€2;}

de sous-domaines de ) ayant les propriétés suivantes :
(a) pour chaque j, 2, C Qj4q,

(b) pour chaque j U’ensemble des restrictions a €); des fonctions dans K est précompact dans
LP () ;

(c) pour tout € > 0, il existe j tel que
/ |u(z)|Pde < e pour tout u € K.
Q~Q;

Alors K est précompact dans LP(S2).

Démonstration. Soit {u,} une suite dans K. Alors d’apres (b) il existe une sous-suite {ug)}

telle que les restrictions {‘ug) } convergent dans L? (€2;). Apres avoir sélectionné {ug)} e {ug‘:)},

951

nous pouvons sélectionner une sous-séquence {u%’““)} de {ug“)} tel que {u%’“*l) | +1}

converge dans LP (41). Donc aussi {‘uﬁf*”’ﬂ } converge dans L? (€2;) pour 1 < j <k+1
par (a).
Soit v, = u{™ pour n = 1,2,.... Clairement {v,} est une sous-séquence de {u,}. Etant
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donné ¢ > 0, il existe j [par (c)] tel que

/M_ (0n () — vy(2) P diz < /2 (1.28)

pour tout n,m = 1,2,.... Sauf pour les j — 1 premiers termes, {v, } est une sous-suite de
J
{uﬁf)} et donc {]vn|ﬂj} est une Suite de Cauchy dans L” (€2;). Ainsi pour n,m suffisamment

grand on a

/Q_ 0n () — vy ()P dz < /2 (1.29)

J

En combinant (1.28) et (1.29) on voit que {v,} est une suite de Cauchy dans LP(f2) et y

converge donc K est précompact dans LP(€2). O

Remarquons que le théoreme 1.14 n’est qu'un cadre, adapté a nos besoins, d'un théoréme
bien connu stipulant que la limite d’opérateur-norme d’une suite d’opérateurs compacts et

précompacts.

1.6 La convexité uniforme de L*({2)

Pour 1 < p < oo 'espace LP((2) est uniformément convexe, sa norme ||.||,, p satisfait la
condition prescrite dans la section (3.5). Ce résultat, di & Clarkson [4], est obtenu via un

ensemble d’inégalités pour LP(€) qui généralise la loi du parallélogramme dans L*(€2).

Théoreme 1.15. Sil1 <p< oo eta>0,b>0, alors
(a+Db)P <2071 (aP + 1P). (1.30)

Démonstration. Si a =0, (1.30) est clairement vérifié. Si a > 0, (1.30) peut étre réécrit sous

la forme

(1+2)P <2071 (1 + 2P) (1.31)

ou 0 <z = b/a. La fonction f(x) = (1 + x)?/ (1 + aP) satisfait f(0) = 1 = lim,_, f(2)
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et f(x) > 1810 <z < oo. Donc f a son maximum pour z > 0 en son seul point critique,

x = 1. Puisque f(1) =2r~1 (1.31) suit. O
Lemme 1.2. Si0 < s < 1, la fonction f(z) = (1 — s*) /z est décroissante pour x > 0.

Démonstration. f'(x) = (1/22)(g(s®) — 1) ot g(t) =t —tInt. Puisque 0 < s* < 1 et comme

g (t) =—1Int >0 pour 0 <t <1, il s’ensuit que g (s*) < g(1) =1 d’ou f'(z) < 0. O

Lemme 1.3. Sil<p<2et0<t<1, alors

’1+t

P’+’1—t
2

4 1 1 \Ye-D
—| < ( 4 t”) (1.32)

2 2

ou p' =p/(p—1) est lexposant conjugué de p.

Démonstration. Puisque 1’égalité est clairement vérifiée dans (1.32) sip =2out =0out =1,
nous pouvons supposer que 1 < p < 2et 0 <t < 1. Sous la transformation t = (1—s)/(1+5),

qui applique l'intervalle 0 < ¢ < 1 sur l'intervalle 1 > s > 0, (1.32) se réduit a la forme

équivalente
1
S+ (1= = (1457 >0, (1.33)
Si nous dénotons
et _pe—Dlp=2) - p-k+1) k>
0 I k!

le développement en série entiere du membre gauche de (1.33) prend la forme

P P p—1
%Ziio st + % 2 k=0 (—s)" = X% 5P

P p—1
— Zzo:o Szk o ZZO:O Sp/k’
2k k

P p—1 sk | P

2k 2k —1 2k

SZp/k
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Cette derniére série est convergente pour 0 < s < 1. On prouve (1.33) en montrant que

chaque terme de la série est positif pour 0 < s < 1. Le k terme peut s’écrire sous la forme

p(p—1)(2—p)(3—p)--(2k—1—-p) 2k

(2k)! §
_ (p—1)(2—p)((22;)€1101))~!~~(2k—1—p) §P/(2k=1) 4 (p—l)(Q(—Qz;))-!~(2k—p) 52kp’
_ (2=p)(3=p)--(2k=p) 2k [_p(p=1) -1 p'(2k—1)—2k —1 _2kp' —2k
==t (21@1:1)! s [2Z(gk—p) - QI;C—pSp( )7 4 B s }

_ (2=p)B=p)--(2k=p) 2k {1—s<2’9*1)>/(?*1> _ 1—52’“/“’*1)}
- (2k—1)! (2k—p)/(p—1) 2k/(p—1)

Le premier facteur ci-dessus est positif puisque p < 2; le facteur entre parentheses est
positif lemme 1.2 puisque 0 < (2k —p)/(p — 1) < 2k/(p — 1). Ainsi (1.33) et donc (1.32) est

Lemme 1.4. Soient z,w € C. Si 1 < p <2, alors

z+wlP  jz—wl? 1 1 1/(p—1)
< |(=z|? + =|wl? 1.34
2 2 ‘ —<2‘Z’ +2’w’> (1.34)
oup =p/(p—1). Si2<p< oo, alors
z+wlP |z—wP 1 1
< —|z|” + =|wlP. 1.35
: 2 < Sl 4 Sl (1.35)

Démonstration. Puisque (1.34) est évidemment vrai si z = 0 ou w = 0 et est symétrique en z

et w, on peut supposer que |Z| > |w| > 0. Dans ce cas (1.34) peut étre réécrit sous la forme

1 —re? 4

2

1+ re®
2

v 1 1 \Yoe-D
‘ < (2 + 2740) , (1.36)

ottw/z=re? r>0,0<6<2r. Si0=0,(1.36) est déja démontré lemme 1.3. On complete

la preuve de (1.36) en montrant que pour r fixe la fonction

p/

f(0) = ‘1 + re? i’ + ’1 — re?
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a une valeur maximale pour 0 < 6 < 27 a 8 = 0. Depuis

/

f(0) = (1 + 7?2 + 2r cos 0)p & + (1 + 7% — 2r cos 6’)p//2 )

il est clair que f(2r — @) = f(m — 0) = f(0), il faut donc considérer f uniquement sur

I'intervalle 0 < 6 < /2. Puisque p’ > 2, on a a cet intervalle

'/2)—1

f(0) = —p'rsing [(1 + 72 4 2r cos 0)(p/ — (1 + 7?2 — 2rcos 9)(;) /2)1} <0.

Si2 <p<oo,alors 1 < p' <2eton a, en intervertissant p et p’ dans (1.34) et en utilisant

le lemmel.15,

de sorte que (1.35) se prouve aussi. O

Théoréme 1.16 (Les inégalités de Clarkson). Soit u,v € LP(2). Pour 1 < p < oo soit

/

p=p/(p—1). Si2<p< oo, alors

u—+v|P u—vl|P 1 1

< —N|ull? + =||v]||? 1.37
[+ 5] = gt + ol (137

u+ovllf  lu—v|? 1 1 -1
> =|ull® 4+ =||v||P : 1.38
H > |, H 2 p—<2”“”P+2“v”P> (1.38)

Sil<p<2, alors

u+olf u—v|? 1 1 p-1
< =||ul|® + =||v|? 1.39
S 5 < (G ) (139
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u—+v
p

1 1
: > el + 5ol (1.40)

2

p p N
Démonstration. Pour 2 < p < oo, (1.37) s’obtient en prenant z = u(z) et w = v(z) dans
(1.35) et en intégrant sur . Pour prouver (1.39) pour 1 < p < 2 on note d’abord que

|l

= |lu||”’ pour tout u € LP(R). En utilisant I'inégalité inverse de Minkowski (1.7)
p—1 P

correspondant a 'exposant p — 1 < 1, et (1.34) avec z = u(z), w = v(x), on obtient

/ /
wto||P P ! »

2

uU—v

2

uU—v

2

+
p—1
p/

IRUEETG

2

‘ u+v

p p

-1
1\ Ve
) dx)

-1

u(z)4v(z)

2

s(b(

< (o (Slule)P + Ho(@)P) da)”

p'—1
= (3luly + 51l012)

qui est (1.39).
L’inégalité (1.38) peut étre prouvée pour 2 < p < oo par la méme méthode utilisée pour
prouver (1.39), sauf que l'inégalité directe de Minkowski (1.5), correspondant a p —1 > 1,

est utilisée a la place de I'inégalité inverse , et a la place de (1.34) on utilise 'inégalité

£+
2

qui s’obtient & partir de (1.34) en remplagant p par p’, z par £ + 7, et w par £ —n. Enfin,

P’ P p—1
E—n 1 1
> p _ p

(1.40) peut étre obtenu a partir d’une révision similaire de (1.35). Nous remarquons que les

quatre inégalités de Clarkson se réduisent a la loi du parallélogramme

lu+ w13+ llu = vll3 = 2[[ull3 + 2|lv]3

dans le cas p = 2. O

Corollaire 1.17. Si 1l < p < oo, LP(Q2) est uniformément conveze.
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Démonstration. Soient u,v € LP(Q) satisfaire ||u|, = ||[v|l, = 1 et ||lu —v|[, > € > 0. Si

2 < p < 00, nous avons de (1.37)

Hu—l—v p . eP
2 |l,=" " 2
Si 1 < p <2 nous avons de (1.39)
u+ v o api‘
2 |, ="
Dans les deux cas il existe d = d(g) > 0 tel que ||(u+v)/2]|, <1—0. L

Etant uniformément convexe, LP(Q2) est réflexive pour 1 < p < oo d’apres le théoréme
(voir (3.5)). Nous donnerons une preuve directe de cette réflexivité apres avoir calculé le dual

de LP(Q).

1.7 Le duel normé de L’(2)

Soit 1 < p < oo et soit p' Pexposant conjugué & p. Pour chaque élément v € L¥' () on

peut définir une fonctionnelle linéaire L, sur L7 (Q) via
L,(u) = / u(z)v(x)de, we LP(Q)
Q
Par I'inégalité de Holder |L,(u)| < ||lu|l,||v],y de sorte que L, € [LP(Q2)]" et

Nous montrons que I'égalité doit étre vérifibe dans (1.41). 1 < p < oo, let u(z) = |v(z) [P 2v(z)

Lo (22 < v (1.41)

”p/

si v(z) # 0 et u(x) = 0 sinon. Alors u € LP(Q2) et L,(u) = ||u||,||v||,- Supposons maintenant

p = 1 donc p' = oo. Si |Jvfly = 0, soit u(x) = 0. Sinn soit 0 < ¢ < ||v|| et soit A
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un sous-ensemble mesurable de € tel que 0 < u(A) < oo et |v(z)| > ||v]. — € sur A. Soit

u(z) = |v(z)|"'v(z) pour z € A; u(x) = 0sinon. Alorsu € L'(Q) et L,(u) > ||lull; (||v]|eo — €)-
Ainsi nous avons montré que

Lo; [LP(Q) || = vl (1.42)

’ . N . . . , . /
de sorte que l'opérateur L associant v & L, est un isomorphisme isométrique de LP (£2) sur

un sous-espace de [LP(Q)]". 11 est naturel de se demander si le domaine de I’isomorphisme L
est tout LP(€2), c’est-a~dire si toute fonctionnelle linéaire continue sur LP(€2) est de la forme
L, pour un certain v € LPI(Q). Nous allons montrer que tel est le cas pourvu que 1 < p < oo.
Pour p = 2 c’est une conséquence immédiate du théoreme de représentation de Riesz pour
les espaces de Hilbert. Pour p général une preuve directe peut étre - donnée en utilisant le
théoreme de Radon-Nikodym (voir Rudin [11]. Nous donnerons une preuve plus élémentaire
basée sur la convexité uniforme de L%(Q) et un argument variationnel. Cette méthode de
preuve est également utilisée par Hewitt et Stromberg [3]. Enfin, nous utiliserons un argument

limite pour obtenir le cas p = 1 a partir du cas p > 1.

Lemme 1.5. Soit 1 < p < co. Si L € [LP(Q)] et |L; [LP(Q))

= 1,alors il existe unique
w e LP(Q) te que ||w||, = L(w) = 1. Duellement, si w € LP(Q2) est donné et |w||, =1, alors

il existe un unique L € [LP(Q)]" tel que HL; [LP(Q)]

=L(w)=1.

!/

Démonstration. Supposons d’abord que L € [LP(Q)] est donné et |L|| = 1. Il existe une
suite {w,} € LP(Q) telle que ||wy,| = 1 et lim, o |L (w,)| = 1. On peut supposer que
|L (wy,)| > % pour chaque n, et, en remplacant w, par un multiple convenable de w,, par un
nombre complexe de module unitaire, que L (w,) > 0. Supposons que la suite {w,} n’est

pas une suite de Cauchy dans L”(£2). Alors il existe ¢ > 0 tel que [[w, —w},||, > € pour

des valeurs arbitrairement grandes de m et n, de sorte que par convexité uniforme on a
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H% (wp, + wm)H < 1—4, ou § est un nombre positif fixe. Ains
p

12L<wn+wm> :‘

wn+wmll,

Wn+Wm _lL Wn+Wm
2 P 2

(1.43)
> 2 [L(w,) + L (wy)] .

Puisque la derniére expression tend vers 1/(1 —¢) lorsque n, m — oo, on a une contradiction.
Ainsi {w,} est une suite de Cauchy dans LP(2) et converge donc vers un élément w de cet
espace. Clairement ||w||, = let L(w) = lim,,_,o L (w,) = 1. L’unicité de w découle de (1.43)

appliqué a deux candidats distincts.

Supposons maintenant que w € LP(2) soit donné et |w||, =, la fonctionnelle L, définie

par
L,(u) = / w(x)v(z)dr, ue LP(Q), (1.44)
Q
ou
w(z)P~2w(x) siw(z) #0
oy = [T i) i
0 sinon
satisfait L,(w) = [|w|[} =1 et ‘Lv; [LP(Q)]| = |lvlly = |lw|[E?" = 1. 11 reste donc & montrer
que si Ly, Ly € [LP(Q)] satisfont ||Li| = ||L2|| = Li(w) = Lo(w) = 1, alors L; = L.

Supposons que non. Alors il existe u € LP(2) tel que Li(u) # Lo(u). En remplagant u par
un multiple convenable de u, on peut supposer que Lj(u) — La(u) = 2. Puis en remplacant
u par sa somme par un multiple convenable de w, on peut faire en sorte que Li(u) = 1 et
Ly(u) = —1.Sit > 0, alors Ly(w + tu) = 1 +t; puisque ||L;|| = 1, donc ||w + tul[, > 1 +¢.
De méme, Ly(w —tu) = 1+t donc ||jw —tul|, > 1+t Si 1 < p <2, I'inégalité de Clarkson

(1.40) donne

p

P (1.46)
> Hw + tull? + Lflw — tullt > (1 +¢)P.

L e

z + H (w+tu);(w—tu)
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Si 2 < p < oo, l'inefalite de Clarkson (1.38)) donne

pl
S P (1.47)
> (3w + tullp + 3w — tullp)” > (1 + 1)

Ll = R

v H (w-tu) — (w—tu)
2

p+ 2

Les équations (1.46) et (1.47) ne sont pas possibles pour tout ¢ > 0 sauf si ||u||, = 0 ce qui

est impossible. Ainsi L; = Lo. O

Théoréme 1.18 (Le théoreme de représentation de Riesz pour LP(Q2)). Soit 1 < p < oo et

soit L € [LP(Q)]'. Alors il existe v € LP () tel que pour tout u € LP(S2)

L(u) :/Qu(:c)v(:c)dx

De plus, ||vlly = |[L; [L2(Q)||. Ainsi [LP(Q)) = LV ().

Démonstration. LfL = 0, on peut prendre v = 0. En conséquence, nous supposons L # 0

et, sans perte de généralité, que HL; [LP(Q)]'|| = 1. D’apres le lemme 1.5 il existe w € LP(€2)

avec ||wl|, = 1 tel que L(w) = 1. Soit v donné par (1.45). Alors L,, défini par (1.44), satisfait

[oll,, = 1, la preuve est complete. 0

Ly; [LP(Q)]

= let L,(w) = 1. D’apres le lemme 1.5, nous avons a nouveau L = L,. Puisque

Théoréme 1.19 (représentation de Riesz pour L'(2)). Soit L € [L*(Q)]. Alors il existe

v e L>(Q) telle que pour tout u € L'(Q)

L(u) :/Qu(x)v(x)d:c

et [v]loo = |[L; [LHQ))]|. Ainsi [LH(Q)) = L=(9).

Démonstration. Encore une fois on peut supposer que L # 0 et HL; [Ll(Q)]/H = 1. Supposons,
pour le moment, que €2 soit de volume fini. Alors d’apres le théoreme 1.5 si 1 < p < 0o, on a
LP(Q) C LY(Q) et

L(u)] < lulli < (vol )/ fu]l,
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pour tout u € LP(Q). Donc L € [LP(Q)]" et d’apres le théoréme 1.18 il existe v, € L¥ ()
tel que
[vp]l, < (vol Q)1~(/P) (1.48)

et pour chaque u € LP()

L(u) = /Q u(@)vy(z)de (1.49)

Puisque C§°(2) est dense dans LP(€2) pour 1 < p < oo, et puisque pour tout p, ¢ vérifiant

1 <p,q<ooettout p € CF(N) on a

| o@up@)ds = L) = [ o(@)v,(x)da

il s’ensuit que v, = v, p.p. sur Q. On peut donc remplacer v, dans (1.49) bv une fonction

v appartenant & LP(§2) pour tout p, 1 < p < 0o, et vérifiant, d’apres (1.48),
lollyy < (vol@)t=(/2),
11 découle & nouveau du théoreme 1.5 que v € L®(Q) et
[0]|o0 < lim (vol Q)'~0/P) =1 (1.50)
p'—00

L’argument au début de section(Le duel normé de LP(2)) montre que 1’égalité doit prévaloir
dans (1.50) . Si ©Q n’a pas de volume fini, on peut néanmoins écrire Q) = U1 Gy, ou G =
{r €Q:j—1<|z| <j} est de volume fini. Les ensembles G; sont disjoints entre eux. Soit
x; () la fonction caractéristique de G;. Si u; € L' (G;), notons @; 1'extension nulle de u; en
dehors de Gj, c'est-a-dire u;(z) = uj(z) si x € Gj,4,(x) = 0 sinon. Soit L; (u;) = L ().

Alors L; € [L* (Gj)]/ et HLﬁ (L (Gj)]/
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existe v; € L™ (G;) tel que ||vj||OOG]_ <let

L; (u;) :/G uj(x)vj(x)dx:/ﬂj(x)v(x)dx,

F Q

ot v(x) = v;(x) pour x € G;(j = 1,2,...), de sorte que ||v|| < 1. Siu € L*(Q), on pose

— \"© . Ari 1 A :
u =352, x;u; la série convergeant en norme dans L'(§2) par convergence dominée. Depuis

L (z:l Xju) = Z:l L; (xju) = /QZ:IXj(:E)u(x)U(x)dx,

on obtient, en passant a la limite par convergence dominée,

L(u) = / u(z)v(x)dx.
Q
Il s’ensuit alors, comme dans le cas des volumes finis, que ||v||oo = 1. O

Théoréme 1.20. LP(Q) est réflexif si et seulement si 1 < p < oc.

Démonstration. Soit X = LP(Q), ot 1 < p < oo. Puisque X’ = L¥(Q), & tout w € X"

correspond W € [LPI(Q)}/ tel que w(v) = w(v), on

; !/
De méme, correspondant & w € {Lp (Q)} il existe u € X tel que

(7)) = /Q i(x)u(z)dr, o e L (9).
Il s’ensuit que
w(v) = D7) = /Q 3(x)u(z)dz = v(u) = Jyu(v)

pour tout v € X', Jx étant 'isomorphisme isométrique naturel (voir (3.5)) de X dans

X". Cela montre que Jx applique X sur X” de sorte que X = LP(Q) est réflexif. Puisque
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LY(Q) est séparable alors qu’il est dual, qui est isométriquement isomorphe a L>(), n’est

pas séparable, ni L'(Q) ni L°°(£2) ne peuvent étre réflexifs.

]

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



CHAPITRE 2

LES ESPACES W-P(0)

2.1 Définitions et propriétés de base

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces de Sobolev d’ordre entier et établissons
certaines de leurs propriétés de base. Ces espaces sont définis sur un domaine arbitraire
2 C R™ et sont des sous-espaces vectoriels de différents espaces LP(§2). Nous définissons une

fonctionnelle |||/, 01t m est un entier non négatif et 1 < p < oo, comme suit :

1/p
IIUHm,p—{ > ||DmUI|§} si 1 <p<oo, (2.1)

0<[al<m

— x
fulbnoe = max D%l 22

pour toute fonction u pour laquelle le membre de droite a un sens, |||, étant bien entendu
la norme L”(2). (Dans les situations ou la confusion des domaines peut se produire, nous
écrirons ||ul|mp.0 & la place de ||ul|m,p). Il est clair que (2.1) ou (2.2) définit une norme sur
tout espace vectoriel de fonctions dont le c6té droit prend des valeurs finies a condition que

les fonctions soient identifiées dans ’espace si elles sont égales presque partout dans 2. Nous
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considérons trois de ces espaces correspondant a des valeurs données quelconques de m et p :
H™P(Q)) = la complétion de {u € C™(Q) : ||u||mp < 00} par rapport a la norme ||. ||, p,
Wwme(Q) = {u e LP(Q) : D € LP(Q2) pour 0 < |a| < m}, ou D% est la dérivée partielle
faible (ou distributionnelle) de la section (3.5), et Wy""(Q2) = la cloture de C3°(Q2) dans
I'espace W™P(QQ).
Munis de la norme appropriée (2.1) ou (2.2), ceux-ci sont appelés espaces de Sobolev sur
Q. Clairement Wo?(Q) = LP(Q), et si 1 < p < oo, Wo?(Q) = LP(Q). Pour tout m la chaine

de injections

Wi P(Q) — W™P(Q) — LP(Q)

est également clair. Nous montrerons dans le théoreme 2.7 que H™?(Q) = W"™P(Q)) pour
tout domaine Q. Ce résultat, publié en 1964 par Meyers et Serrin [9], a dissipé une grande
confusion sur la relation entre ces espaces qui avait existé dans la littérature avant cette
époque. Il est surprenant que ce résultat élémentaire soit resté si longtemps inconnu.

Les espaces W™P(Q2) ont été introduits par Sobolev [10] avec de nombreux espaces ap-
parentés étudiés par d’autres auteurs, en particulier, Morrey [1] et Deny et Lions [5]. De
nombreux symboles différents (W™ H™P P™P [P etc.) ont été (et sont) utilisés pour dé-
signent ces espaces et leurs variantes, et avant qu’ils ne soient généralement associés au nom
de Sobolev, ils étaient parfois désignés sous d’autres noms, par exemple, comme «espaces
Beppo Leviy.

De nombreuses généralisations et extensions des espaces de base W™P(Q)) ont été faites
ces derniers années, la grande majorité de la littérature provenant de 1’Union soviétique. En
particulier, nous mentionnons les extensions qui autorisent des valeurs réelles arbitraires de m
et sont interprétées comme correspondant a des ordres fractionnaires de différenciation, des
espaces pondérés qui introduisent des fonctions de poids dans les normes L?, des espaces WP
qui impliquent différents ordres de différenciation et différentes normes LP dans les différentes

directions de coordonnées (espaces anisotropes), et espaces d’Orlicz-Sobolev modélisés sur les
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généralisations des espaces LP connus sous le nom d’«espaces d’Orlicz».
Il ne sera pas possible d’étudier le spectre complet des généralisations possibles dans cette

monographie.
Théoreme 2.1. W™P(Q) est un espace de banach.

Démonstration. Soit {u,} une suite de Cauchy dans W™P(Q). Alors {D%u,} est une suite
de Cauchy dans LP(2) for 0 < |a| < mLP(Q2) pour 0 < || < m. Puisque LP(€2) est complet
il existe des fonctions u et u,,0 < |a| < m, dans LP(Q) telles que D*u,, — u, dans LP(2)
lorsque n — oco. Ou LP(Q)) C Li. () et donc u,, détermine une distribution T, € 2'()

loc

(voir (3.5)). Pour tout ¢ € 2(Q2) on a

T, (0) = Tu(9)] < /Q un(2) — @(2)| - |¢(x)|de < ||y [lun —ull,

par 'inégalité de Holder, ou p’ =p/(p—1) (oup = oo sip=1,p' =1si p=00). D'ou
T, (¢) = Tu(¢) pour tout ¢ € Z(€2) lorsque n — oo. De méme, Tpa (¢) — Ty, (¢) pour tout
o € 2(). 1l s’ensuit que

Ty (¢) = lim Tpay, (¢) = lim (-1)I*'T,, (D%¢) = (-1)l*'T,, (D*¢)

n—oo n—oo

pour tout ¢ € Z(Q2). Ainsi u, = D*u au sens répartitionnel sur Q pour 0 < |a] < m,

d'ott uw € W™P(Q). Puisque lim, o0 [[un — ull,,, ,, = 0, W™P(Q) est complet O

Les dérivées partielles distributionnelles et classiques coincident lorsque ces dernieres

existent et sont continues; il est donc clair que I’ensemble
S = {6 € C™Q) : [¢llmy < 00}

est contenu dans W"™P(Q). Puisque W™P(Q) est complet, l'opérateur d’identité dans S

s’étend a un isomorphisme isométrique entre H™P(£2), la complétion de S et la fermeture de
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S dans W™P(Q). 11 est donc naturel d’identifier H™?(2) a cette fermeture et d’obtenir ainsi

le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. H™?(Q2) C W™P(Q).

Plusieurs propriétés importantes des espaces WP () sont plus facilement obtenues en
considérant W™P(€)) comme un sous-espace fermé d'un produit cartésien d’espaces LP(f2).

Soit N = N(n,m) = Yo<|aj<m | le nombre de multiindices a vérifiant 0 < || < m. Pour

1 <p<oosoit L = ;\/:1 LP(2), la norme de u = (uq,...,uy) dans L% étant donné par
1
(S ll?)” st 1<p<oo
lu; Liy | =

maxi<j<n [|ujll,, sip=oc.

L%, est un espace de Banach séparable si 1 < p < oo et réflexif et uniformément convexe
si 1 < p < oo. Supposons que les N multi-indices a vérifiant 0 < |«| < m soient ordonnés
linéairement d’une maniére commode de sorte qu’a chaque u € W™P(Q2) on puisse associer

le vecteur bien défini Pu dans L%, donné par

Puisque ||Pu; Ly ?|| = ||¢||mp, P est un isomorphisme isométrique de WP (1) sur un sous-
espace W C Ly. Puisque W™P(Q) est espace complet, W est un sous-espace fermé de L%,
(voir (3.5)). W est séparable si 1 < p < 0o et réflexif et uniformément convexe si 1 < p < oo.

Les mémes conclusions doivent donc valoir pour

Théoréme 2.3. W™P(Q) est séparable si 1 < p < oo, et est réflexive et uniformément
convexe si 1 < p < co. En particulier, donc, W™?(Q) est un espace de Hilbert séparable avec

produit scalaire

(u,0)m = > (D%, D*),

0<|a|<m
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ot (u,v) = [qu(z)v(z)dr est le produit scalaire dans L*(S2).

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 2.2 Dualité, les Espaces W=7 (Q)

2.2 Dualité, les Espaces W7 (Q)

Dans les sections suivantes, nous prendrons, pour §2, m et p fixes, le nombre N, les espaces

LY, et W, et Uopérateur P comme spécifié dans la section (2.1). Nous définissons également

(u,v) :/Qu(x)v(x)dx

pour toute fonction u, v pour laquelle le c6té droit a un sens. Pour p donné, p’ désignera

toujours l’exposant conjugué :

00 sip=1
P =93p/lp—1) sil<p<oo

1 si p = oo.

Lemme 2.1. Soit 1 < p < o0. A tout L € (Lﬁ’v)/ correspond un unique v € L:f\,, tel que pour

tout u € Lk

L(u) = ; (uj, v5)

De plus,

/

|2 (L) = [Jos 2R - (2.4)

/

Ainsi (LX) = LX;.

Démonstration. Sil < j < N et w € LP(R), soit w;) = (0,...,0,w,0,...,0) cet élément de
L%, dont la j iéme composante est w, toutes les autres composantes étant nulles. En posant
Li(w)=1L (wu’)), on voit que L; € (LP(Q))" et donc il existe (unique) v; € LP' () tel que

pour tout w € LP(Q)

L (wg) = Li(w) = (w,v;).
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Si u € L%, alors
N N N
=L (Z Uj(j)) =3 L(u) = Z uj, vj)
i=1 i=1 i=1

Par I'inégalité de Holder (pour les fonctions et pour les sommes finies), on a

N
Wl < 3 gl eyl < s 20 s 2%
j=1
de sorte que HL Lp v; LR H Nous montrons que ces normes sont en fait égales

comme suit :sil <p<ooetl1l<j <N, soit

o (@) v;(x)  siv(@) #0

0 si vj(x) = 0.

uj(z) =

U;LI;\/[ = ||u; L%,

On vérifie facilement que |L (uy,...,uy)| = ‘ vy LR H Sip=1,on
choisit k& pour que [jvy|l, = max;<j<n [lvj|| . Pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble

mesurable A C © de volume fini non nul, tel que |v,(z)| > |Jvg||, — € pour z € A. Posant

vp() Jvp(z) siz € Aetvp(z) #0

u(r) =
0 sinon.
Alors
L (ugy) = (u,vx) = [y |v(x)] dee > (lokll o — ©) el
= (llv; L]l — &) ey I |-
Puisque ¢ est arbitraire, (2.4) doit suivre dans ce cas également. ]

Théoréme 2.4. Soit 1 < p < co. Pour tout L € (W™?(Q)) il existe un élément v € LY tel

que, en écrivant le vecteur v sous la forme (Ua)o<|a\<m; on a pour tout u € W™P(Q)

Lu)= Y (D%,v.). (2.5)

0<al<m
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Da plus,
|: ey

/
v; LY

/
= inf ‘ v; L?VH = mm’

Iinfimum étant pris en charge, et atteint sur ’ensemble de tous les v € L‘% pour lesquels

(2.5) est vrai pour tout u € W™P ().

Démonstration. Une fonctionnelle linéaire L* est définie comme suit sur le domaine W de

l'opérateur P défini par (2.3) :
L*(Pu) = L(u), uweW™P(Q).
Puisque P est un isomorphisme isométrique, L* € W’ et

Iz Wl = L (e

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une extension préservant la norme L de

L* a L%, et d’apres le lemme 2.1 il existe v € L% tel que si u = (Ua)o<jaj<m € Ly, alors
Lu)= 3 (ta,va)
0<lal<m
Ainsi pour u € W™P(Q) on obtian
L(u) = L*(Pu) = L(Pu) = > (D%, v,).
0<|al<m
De plus,
|z wme @y = 1wl = B sy | = o 22 27)

Ou tout élément v € L, pour lequel (2.5) est vrai pour tout u € W™?(Q) correspond a

. En

une extension L de L* et aura donc pour norme ‘ v; L%*H pas moins de HL; (Wmr(Q))

combinant ceci avec (2.7), on obtient (2.6). O
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On remarque qu'au moins si 1 < p < oo, I'élément v € L& vérifiant (2.5) et (2.6) est
unique. Puisque L% et Lﬁl, sont uniformément convexes, il s’ensuit par un argument similaire
a celui du lemme 1.5 que les fonctionnelles linéaires définies sur des sous-espaces fermés de
L%, ont des extensions uniques préservant la norme a L.

Pour 1 < p < oo tout élément L de I'espace (W™P(£2)) est une extension a W™P(Q)
d’une distribution 7' € 2'(Q2). Pour voir cela supposons que L est donné par (2.5) pour un

certain v € L%, et définissons T, , T € Z'(), par

T (0) = ($,0a), ¢ €2(Q), 0<|al <m,

(2.8)
T= Y (-1FDT,,.

0<|ar|<m

Pour tout ¢ € 2(2) C W™P(Q) on a

T(¢)= > T.(D%)=L(9

0<|z|<m

de sorte que L est clairement une extension de 7'. De plus, on a, le suivant (2.6),

]@xWWﬂQWH:mmH

v; LZ])\,,H : L prolongé T' donné par (2.8) } .

Les remarques ci-dessus sont également valables pour L € (W;"?(Q2))" puisque toute fonction
de ce type posseéde une extension préservant la norme a W™P(Q). Supposons maintenant
que T est un élément quelconque de Z'(2) ayant la forme (2.8) pour un certain v € L‘?\l,,
ou 1 < p' < oo. Alors T possede éventuellement des extensions continues non uniques de
Wm™P(Q)). Nous montrons, cependant, que T posséde une telle extension unique a Wy ().

Siu € Wi"(Q), soit {¢,} une suite dans C5°(Q2) = 2(Q) tel que ||¢,, — u||,,  — 0 lorsque

m?p
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n — 00. Alors

T (o) — T (dn)] < Yo<tajzm | To, (DO — DYy
< Yo<jai<m 1D (x — du)ll, [[vall -
< 6% = Gl |

v; LIJD\/,H — 0, lorsque k,n — oo.

Donc {T (¢,)} est une suite de Cauchy dans C et converge donc vers une limite que 1'on

peut noter L(u) puisqu’il est clair que si aussi {¢,,} C 2(Q) et ||, —ul,,, — 0, alors

m?p

T (¢n) —T () — 0 orsque n — oo. La fonctionnelle L ainsi définie est linéaire et appartient

a (WyP(Q)), car si u = lim,_4 ¢, comme ci-dessus, alors

L(w)] = Tim [T (¢,)] < lim [ énll,, , [vi 2R | = lullmp [v: 2

Nous avons donc démontré le théoréme suivant.

Théoréme 2.5. Soit 1 < p < co. L'espace dual (W3 (Q))" est isométriquement isomorphe
d lespace de Banach constitué des distributions T € 2'(QQ) satisfaisant (2.8) pour un certain
v e L% , mormé par

|7 = int {]

U;L:?\’/H s v satisfait (2.8) }

7 ’ N ) . . . / .
En général, on ne peut s’attendre a une caractérisation aussi simple de (W™P(Q))" si

Wy"P(Q) est un sous-espace propre de W™?((Q).

Sim=1,2,...et 1 < p < oo, notons p’ 'exposant conjugué a p et notons W‘m’p'(Q)
I'espace de Banach des distributions sur €2 cité dans le théoréme ci-dessus. (La complétude de
cet espace est une conséquence de l'isomorphisme isométrique qui y est affirmé.) Evidemment
W= (Q) est séparable et réflexive si 1 < p < co. Chaque élément v € L (Q) détermine un

élément L, de (WP (Q)) au moyen de L,(u) = (u,v) pour

| Lo ()] = [{u, 0} < [[ollplully < ollyllullmp-
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On définit la (—m, p')-norme de v € L¥ () comme étant la norme de L,, c’est-a-dire

Lo W (@) = sup - |(u,0)],
ullm,p<1

(-

ol nous avons écrit W pour représenter Wy""(Q) sur le coté droit, une pratique que nous
. . . . o e, 2 . /
continuons ci-dessous, par souci de simplicité. Clairement, pour tout u € W et v € L¥ () on

a

[l < (0]l

(2.9)

[(w, )| = Nwllmp [/ ullmp, 0] < [l pl[ 0] -mp
Cette derniere formule est une inégalité de Holder généralisée.

Soit V' = {Lv TV E LP'(Q)}. Ainsi V est un sous-espace vectoriel de W' = (W"P(Q))".
Nous montrons que V est en fait dense dans W’. C’est facilement est considéré comme
équivalent a montrer que si F' € W” satisfait F'(L,) = 0 pour tout L, € V, alors FF = 0
dans W”. Puisque W est réflexif, il existe f € W correspondant & F' € W” tel que (f,v) =
Lo(f) = F(L,) = 0 pour tout v € L¥ (). Puisque f € LP(Q), il s’ensuit que f(z) = 0 p.p.
en Q. Donc f=0en Wet FF'=0en W”".

Soit H~™7'()) la complétion de LP () par rapport a la norme |.|_.,. Ensuite nous

avons

Hom (@) = (W (@) = W (@)

En particulier, correspondant & chaque v € H ™" (Q), il existe Ty € W~ (Q) tel que
T,(Q) = lim,,_,o0 (¢, v,,) pour tout ¢ € Z(Q) et toute suite {v,} € L” () tel que lim, o ||v, — v||_
0 et inversement tout T € H~™7 (Q) vérifie T = T, pour un tel v. De plus, d’aprés (2.9),

T.(0)] < 4]

caractérisé pour 1 < p < oo comme le complément de LP () avec respect de la norme

||y Par un argument similaire & , Pespace dual (W™P(Q2))" peut étre

m?p

[vl[-mpy = sup  [u,v)]
wEW™P ()
llullm,p<1
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2.3 Approximation par les fonctions lisses sur ()

On souhaite prouver que {¢ € C®(Q) : ||¢|lm, < 00} est dense dans W™P(Q). A cette fin,
nous avons besoin du théoreme d’existence standard suivant pour les partitions infiniment

différentiables de 'unité.

Théoréme 2.6. Soit A un sous-ensemble arbitraire de R" et soit O une collection d’en-
sembles ouverts dans R"™ qui recouvrent A, c’est-a-dire tels que A C Uyec U. Alors il existe

une collection W de fonctions ¢ € C3° (R™) ayant les propriétés suivantes

(i) Pour tout p € U et tout x € R",0 < ¢p(x) < 1.

(ii) Si K CC A, tous sauf éventuellement un nombre fini de ) € W s’annulent identiquement

sur K.
(iii) Pour tout v € U il existe U € O tel que suppy C U.

(iv) Pour tout x € A, Y ey (7)) = 1.
Une telle collection ¥ est appelée une C*-partition d’unité pour A subordonné a O.

Démonstration. Comme la preuve peut étre trouvée dans de nombreux textes, nous n’en
donnons ici qu'un aperqu, laissant les détails au lecteur. Supposons d’abord que A est compact
de sorte que A C U;\/:1 Uj,ouUy,...,Ux € O. Les ensembles compacts K; C Uy,..., Ky C
Uy peuvent étre construits de sorte que A C U;-Vzl K;. Pour 1 < j < N il existe une fonction
non négative ¢; € C§° (U;) telle que ¢;(x) > 0 pour z € K. Une fonction ¢ peut alors
étre construite de maniere a étre infiniment différentiable et positive sur R"™ et a satisfaire
o(x) = XL, ¢j(x) pour z € A. Maintenant W = {1; : ¢;(z) = ¢;(z)/p(x),1 < j < N} a les

propriétés souhaitées. Supposons maintenant que A soit ouvert. Alors A = Ué-vzl Aj, ol

Aj={reA:|z] <jet dist(x,04) > 1/j}
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est compacte. Pour chaque j la collection
0, = {U N (Aj+1 n A;Q) Ue (9}

couvre A; et il existe donc une C*°-partition finie d'unité ¥, pour A; subordonné a O;. La
somme o (1) = 352, Y gep; ¢() ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls en chaque
point et est positive en chaque = € A. La collection ¥ = {¢ : (x) = ¢(z)/o(x)} pour un
certain ¢ dans un certain ¥; si x € A, () = 0si x ¢ A a la valeur prescrite propriété p.p..
Enfin, si A est arbitraire, alors A C B = Uyey U, ou B est ouvert. Toute partition d'unité

pour B conviendra également pour A. n

Lemme 2.2. Soit J. défini et soit1 < p < oo etu € W™P(Q). Si QY CC Q, alors limy_,4 Je*

u=wu dans WP ().

Démonstration. Soit € < dist (€', 9€2). Pour tout ¢ € Z (') ou

Joy Je * u(z) D (x)dx = Jgn Jpn Wz — y)Je(y) D d(x)dxdy
= (_1)‘01' Jon Jon DSU(x — y) Je(y) () drdy
= (=Dl foy Jo % Du(x)¢(x)dz,

ou u est l'extension nulle de u en dehors de €. Ainsi D*J. * u = J. x D*u au sens

distributionnel en €'.Puisque D*u € LP(§2) pour 0 < |a| < m on a par le Lemme 1.1(c)

. z _ pa _ o, Do —
CEI&HD Jexu— D%, q GIE&HJE"‘D u— D%, =0

Ainsi limy o1 || Je xw —ull,, , o = 0. O

Théoréme 2.7 (Meyers et Serrin [9]). 571 < p < oo, alors
H™P(Q) = W™P(Q).

Démonstration. En vertu du corollaire 2.2 il suffit de montrer que W™?(Q) C H™P(f), ¢’est-
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a~dire que {¢p € C™(Q) : [|}]|mp < 00} est dense dans W™P(Q). Siu € W™P(Q2) et € > 0, on

montre en fait qu'il existe ¢ € C*(Q) tel que ||u — @||mp < e . Pour k=1,2,... soit
Qp ={z€Q:|z| <ket dist(z, 002) > 1/k}

et soit 0y = Q11 = &, '’ensemble vide. Alors
O={U: Uy =Qur 0 (%) k=12,

est une collection de sous-ensembles ouverts de 2 qui couvre ). Soit ¥ une partition C*>°
d’unité pour €2 subordonnée a O. Soit ¢, la somme des fonctions en nombre fini ¢ € ¥
dont les supports sont contenus dans Uy. Alors ¢y, € Cy > (Uy) et Y52, Yp(x) = 1 sur Q Si
0<e<1/(k+1)(k+2),alors J. * (¢pu) a un support dans Q.0 N (Qk_2)° = % CC Q.

Puisque ¢,u € W™P(§2) on peut choisirey, 0 < g < 1/(k + 1)(k + 2), tel que

[ ey, * (Yrw) — vrull,,, o = [[Je, * (Yrw) — dpull,, ., <&/ 2k

Soit ¢ = Y32, Jep, * (V). Sur tout Q' CC Q, seuls un nombre fini de termes dans la somme

peuvent ne pas disparaitre. Ainsi ¢ € C*°(Q). Pour x € Q on a

k+2 k+2

u(r) = ; bji(w)ulx),  o(z) = Zl ey * (yu) ().

k+2
=l < 3 e, * () g <€
Par le théoreme de convergence monotone (voir (3.5)), ||u — @||mpa < €. O

Remarquons que le théoréme ne s’étend pas au cas p = oo. Par exemple, si Q = {z €

R:—1 <z <1} etu(z)=|z], alors u € WH*(Q) mais u ¢ H"*(Q); en effet, si ¢ < 1, il

n’existe pas de fonction ¢ € CH(Q) tel que [|¢/ — /|| <e.
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2.4 Approximation par les fonctions lisses sur R”

Apres avoir montré qu'un élément de W™P(Q) peut toujours étre approximé par des
fonctions lisses sur €2, nous demandons maintenant si oui ou non ’approximation peut en
fait étre faite avec des fonctions bornées ayant des dérivées bornées de tous ordres, ou, dire,
de toutes les commandes jusqu’a m. Autrement dit, on se demande si pour toute valeur de
k > m l'espace C*(Q) est dense dans W™?(Q). La réponse peut étre négative comme le

montre 'exemple suivant :

Soit Q@ = {(z,y) e R?: 0 < |z| < 1,0 < y < 1}. Alors la fonction u spécifié par

1 siz>0
u(z,y) =
0 siz<O

appartient évidemment a WhP(Q). Le lecteur pourra vérifier cependant que pour € > 0
suffisamment petit aucune fonction ¢ € C'(Q) ne peut satisfaire ||u — ¢||;, < £. Ce domaine
est difficile car il se situe de part et d’autre d’une partie de sa frontiere (le segment x = 0,
0 <y <1).Ondira qu'un domaine € a la propriété de segment si pour tout z € 92 il existe
un ouvert U, et un vecteur y, non nul tel que x € U, et si z € Qn U,, alors z +ty, € Q) pour
0 <t < 1. Un domaine ayant cette propriété doit avoir une frontiere de dimension (n — 1)
et ne peut pas se trouver simultanément des deux c6tés d'une partie donnée de sa frontiere.
Le théoreme suivant montre que cette propriété est suffisante pour garantir que C§° (R™) est

dense dans W™P(), et donc en particulier que C*(2) est dense dans W™P(£2) pour tout m.

Théoreme 2.8. Si Q a la propriété de segment, alors ’ensemble des restrictions a ) des
fonctions dans C3° (R™) est dense dans WP () pour 1 < p < oo.

Démonstration. Soit f une fonction fixe dans C§° (R") vérifiant

(i) fla)=1sifo] <1,

(ii) f(xz)=0si |z] > 2,
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(iii) |D*f(z)| < M (constant) pourn tout z et 0 < || < m.

Let f.(x) = f(ex) pour € > 0. Alors f.(z) = 1si |z| < 1/e et |DYf.(x)] < Meldl < M
sie < 1.Siue WmP(Q), alors u, = f,.u appartaint a W"P({) et est & support borné.

Puisque, pour 0 < e < 1et |a| <m,

Do)=Y | | Du@p @) < | Y || Doua)
pa \ f p<a | f8

Y

nous avons, posé . = {z € Q: |z| > 1/¢e},

[ = | = [lu = ul,,

m,p,§2 P, 2e

< [ullmpo. + HUeHm,p,QE < const [[uflmp0.-

Le coté droit tend vers zéro lorsque € tend vers 0 . Ainsi tout u € W™P(Q) peut étre
approximé dans cet espace par des fonctions a supports bornés.

On peut donc maintenant supposer que K = {z € Q : u(x) # 0} est borné. L’ensemble
F = K ~ (Uy,e 90 Us) est donc compact et contenu dans €2, {U,} étant I'ensemble des ouverts
référencés dans la définition de la propriété segment. Il existe un ouvert Uy tel que F CC
Uy CC (). Puisque K est compact, il existe un nombre fini d’ensembles U, ; renommons-les
Up,...,Us, tels que K € Uy UU; U ---UU,. De plus, on peut trouver d’autres ensembles
ouverts UpU 1, ..., U, tels que Uj Ccc U;,0 < j <k, mais toujours KcUyUU U---UU,.

Soit ¥ une C'*°-partition d’unité subordonnée a {Uj 0< 5 < k}, et soit ¢; la somme des
fonctions en nombre fini ¢y € ¥ dont les supports sont dans Uj. Soit u; = 1ju. Supposons

que pour chaque j nous puissions trouver ¢; € C5° (R") tel que

luj = &l < €/(k+1). (2.10)
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En mettant alors ¢ = Zg‘?zﬂ ¢;, on obtiendrait

k
16 = wllmpo <D No5 = ujllpa <€
j=0

Une fonction ¢y € C§° (R™) vérifiant (2.10) pour j = 0 peut étre trouvée via le Lemme
2.2 puisque suppug C Uy CC . Il reste donc & trouver ¢, satisfaisant (2.10) pour 1 < j < k.
Pour un tel j fixé, nous étendons u; pour qu’il soit identiquement nul en dehors de €2. Ainsi
u; € WP (R*" ~T),oul = Ujﬂ 0f). Soit y le vecteur non nul associé a I’ensemble U; dans
la définition de la propriété segment (Fig. 1). Soit I'; = I" — ty, ou t est choisi de telle sorte

que

0 <t < min (1,dist (T, R" ~ U;) /y)

Alors I'y C Uj et I'y N Q est vide par la propriété du segment. Soit Uji(z) = uj(z + ty).
Alors u;; € W™P (R" ~T). La translation est continue dans LP(£2) donc D%u;; — D%u;
dans LP(Q) lorsque t — 0+, |a| < m. Donc u;; — w; dans W™P?(Q2) lorsque t — 0+ donc
il suffit de trouver ¢; € Cp * (R") tel que [lu;: — ¢;ll,,,, est suffisamment petit. Cependant,
QNU; cC R" ~ T et donc d’apres le lemme 2.2 on peut prendre ¢; = Js * u;; pour 6 > 0

convenablement petit. Ceci achéve la preuve. O
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Corollaire 2.9. W;™" (R") = W™ (R").

2.5 Approximation par les fonctions dans C§°(Q2); (m, p)-

Ensembles polaires

Le corollaire 2.9 suggere la question : Pour quels domaines 2 est-il vrai que W™P(Q) =
WP (Q), c'est-a-dire quand est C§°(€2) dense en W™P(2)? Une réponse partielle a ce pro-
bleme peut étre formulée en termes de nature des distributions appartenant a W="*" (R").
L’approche donnée ci-dessous est due a Lions [8].

Tout au long de la discussion qui suit, nous supposons que 1 < p < oo et p’ est conjugué a
p. Soit F' un sous-ensemble fermé de R". Une distribution ) 7" € 2’ (R") a un support dans F’
(suppT C F) a condition queT’(¢) = 0 pour tout ¢ € Z (R")-s’annule identiquement sur F'.
On dit que I’ensemble fermé F est (m, p')-polaire si la seule distribution 7" dans W~="#" (R")
a support dans F est la distribution nulle 7" = 0. Si F' a une mesure positive, elle ne peut pas
étre (m, p’)-polaire car la fonction caractéristique de tout sous-ensemble compact de F' ayant
une mesure positive appartient a LP (R") et donc a W~"*" (R™). Nous montrerons plus loin
que si mp > n, alors W™? (R") — C' (R") (voir théoreme 3.1) au sens ou si u € WP (R"),

alors il existe ug € C' (R") tel que u(z) = ug(z) p.p. et

|uo ()] < ¢llullmp,

la constante étant indépendante de x et u. Il s’ensuit que la distribution de Dirac 9, donnée
par §, = ¢(x) appartient & W™? (R*) = (Wy™? (R"))" = W—™# (R"). Ainsi, si mp > n, un
ensemble F' ne peut étre (m, p’)-polaire que s'il est vide. Puisque W™ +hP (R™) — TW™P (R")
toute fonctionnelle linéaire bornée sur le dernier espace est également bornée sur le premier,
c’est-a-dire W=7 (Q) ¢ W1 (Q). Donc tout ensemble (m+1, p)-polaire est aussi (m, p)-

polaire. L’inverse n’est bien stir généralement pas vrai. Soit I’application u — % dénotant une
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extension nulle de u en dehors d’un domaine 2 C R" :

u(z) si e
u(z) = (2.11)
0 si z e

Le lemme suivant montre que cette application prend Wy"*(2) (isométriquement) dans

e (R,

Lemme 2.3. Soit u € WJ"P(Q). Si |a| < m, alors D*u = (D*u)” au sens distributionnel

dans R™. Ainsi u € W™ (R").

Démonstration. Soit {¢,} une suite dans C§°(€2) convergeant vers u dans U'espace Wi (Q).

Siy € 2 (R™), on a pour |a] <m

(=D fon () D) dv = (=D fou(z) D*¢(z)dz
= limy oo (= 1)1 fo dn(2) D () dw
= limy, 00 Jo D On(2)p(x)d
= Jun (D%u)™ (2)9(2)dz.

Ainsi D0 = (D%u)” au sens distributionnel sur R” et donc ces fonctions localement

intégrables sont égales p.p. dans R™. Il s’ensuit que ||@||mpre = [|2|lmp.0- O

Nous donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante sur €2 que 'application

(2.11) porte Wy™P(Q2) isométriquement sur W™? (R™).

Théoréme 2.10. C3°(QY) is dense in W™P (R™) if and only if the complement Q° of Q is
(m, p')-polar

Démonstration. Supposons d’abord que C§°(€2) est dense dans W™ (R™). Soit T' € W~ (R")
a support contenu dans Q°. Si uw € W™P (R™), alors il existe une suite {¢, } C C§°(€2) conver-
geant en WP (R™) vers u. Donc T'(u) = lim, 0o T (¢,) = 0 donc T" = 0 et Q° is (m,p)-

polaire. Inversement, si C§°(2) n’est pas dense dans WP (R™), alors il existe u € WP (R™)
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tel que [|[u — @||lmprn > k > 0 pour tout ¢ € C§°(Q2), k étant. indépendant de ¢. D’apres
le théoreme d’extension de Hahn-Banach il existe T € W= (R") tel que T(¢) = 0 pour
tout ¢ € C§°(R2) mais T(u) # 0. Puisque suppT C Q° mais T # 0,Q° ne peut pas étre

(m, p')-polaire. H

Comme préparation finale pour notre enquéte sur l'identité possible de W7 (2) et W™?(Q),
nous établissons un analogue distributionnel du fait, évident pour les fonctions différentiables,
que la disparition identique des dérivées premieres sur un rectangle implique une constance
sur ce rectangle. Nous étendons cela d’abord aux distributions puis aux fonctions localement

intégrables
Lemme 2.4. Soit B = (ay,b1) X (az,by) X « -+ X (an,b,) étre une boite rectangulaire ouverte

dans R™. Soit € Z(B). Si [p¢(x)dx =0, alors ¢(x) = Xi_, ¢;(x), ot ¢; € D(B) et

bj
/ qu (xl,...,xj,...,xn)dxj:(] (212)

J
~1
pour chaque five (xq,...,Tj—1,Tj41,...,T,) € R?L

Démonstration. Pour 1 < j < n sélectionner les fonctions u; € Cg° (a;, b;) tel que f;’j u;j(t)dt =

1. Soit
B; = (aj’bj) X (aj—l-lvbj—l-l) X X (ambn)v
wj (xja-'wxn) = ;11 dty ff; dt2"'f¢i)j__11¢<tla'"7tj717xj7--'7xn>dtjfla
wj(z) = uy (#1) - ujor (1) U5 (35, ) -

Alors 9; € 7 (B;) et w; € Z(B). De plus,

/ ¢j(xj,...,xn)dxj---dmn:/gb(:p)d:pzo.
B; B

Soit ¢1 = ¢ — ws, Pj = w; —w;j11(2 < j < n—1),¢, = w,. Clairement, ¢; € Z(B) pour
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1<j<n,et ¢ =37, ¢; Finallement,

ffll o1 (z1, ..., xp,) day

= f;’ll G (T1,.. . xp)dry — Py (xg,. .., 2y) f(fll uy (1) dx; =0,
ffj o (x4, ..., 2,) dz;
=uy (z1) w1 (T5-1)

X (ff; Vi (g, .. ) dey — i (T4, ..., Tp) fé’j u; () dxj)
=0, 2<)7<n—1,

f;: On (5’317 e ,fl?n) dr, =u (xl) Tt Up—1 (wn—l) f;: Py (xn) dxy,
=uy (1) U1 (Tp_1) [ o(x)dz =0

]

Corollaire 2.11. Si T € 2'(B) et D;T =0 pour 1 < j < n, alors il existe une constante k

telle que pour tout ¢ € Z(B)
T(9) =k [ ¢la)dr

Démonstration. Notez d’abord que si [ ¢(z)dz = 0, alors T(¢) = 0, car, par le lemme ci-
dessus, nous pouvons écrire ¢ = 327, ¢;, ot ¢; € P(DB) satisfait (2.12), et donc ¢; = D;0;,

ou 0; € Z(B) est défini par

Zj
0](-%') :/av (bj ($1,...,$j,1,t,$j+1,...,£[}n) dt.

J

Ainsi T(¢) = X0, T (D;0;) = — 25—, D;T (0;) = 0.

Supposons maintenant 7" # 0. Alors il existe ¢g € Z(B) tel que T (¢g) = k1 # 0. D’ou
[ do(x)dr = ko # 0 et T (po) = k [5 do(x)dx, out k = ky/kq. Si ¢ € P(B) est arbitraire, soit
K(¢) = [5é(x)dx. Alors

/. <¢(x) - £ ¢o(x)> dr =0
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et ainsi T (¢ — [K(¢)/ k2] ¢o) = 0. 11 s’ensuit que

K(¢)

T(6) = =

T(¢n) = kK (9) = k [ o(w)de

]

Il faut remarquer que ce corollaire peut étre étendu a tout ensemble ouvert et connexe B
dans R"™ via une partition d’unité pour {2 subordonnée a une couverture ouverte de €2 par des
boites rectangulaires ouvertes qui sont contenues dans 2. Nous n’exigerons cependant pas
cette extension. Le lemme suivant montre que différentes fonctions localement intégrables sur

un ensemble ouvert 2 déterminent différentes distributions sur 2

Lemme 2.5. Soit u € L} () satisfaire [qu(x)p(z)dr = 0 pour tout ¢ € 2(Q). Alors

toc

u(z) =0 p.p. dans Q.

Démonstration. Si ¢ € Cy(€2), alors pour € positif suffisamment petit, le mollificateur J, *
appartient a Z(Q). D’apres le lemme 1.1, J. * ¢ — 1) uniformément sur 2 lorsque ¢ — 0+.
Donc [, u(z)y(z)dr = 0 pour tout ¢ € Cp(£2). Soit K CC 2 et soit ¢ > 0. Soit yx la
fonction caractéristique de K. Alors [ |u(z)|dz < oo. Il existe § > 0 tel que pour tout
ensemble mesurable A C K avec pu(A) < 0 on a [, |u(x)|dx < /2 (voir par exemple le livre
de Munroe [48 , p. 136]). D’apres le théoreme de Lusin (voir (3.5)) il existe ¢ € Cy(Q2) avec

suppyy C K et |i(x)] < 1 pour tout z, tel que

n({z e Q:v@) # xi(x)senula)}) <o.

Ainsi

Jic lu()|dz = Jo u(@)xx () sen u(x)da
Jo w(@)v(@)dz + fou() () sgnu(w) — ()] du

IN

2 f(er:zp(x);éXK(Z) sgn u(x)| ]u(x)|dx <E.
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Puisque ¢ est arbitraire, u(x) = 0 p.p. en K et donc p.p. dans 2. ]

Corollaire 2.12. Si B est une boite rectangulaire comme dans le lemme 2./ et u € L}, (B)
posséde des dérivées faibles Dju = 0 pour 1 < j < n, alors pour une constante k, u(z) =k

p.p. en B.

Démonstration. Par le corollaire 2.11 nous avons, puisque D,;T, = 0,1 < j <n,

[ ul@)ol@)ds = Tu(@) = k [ o(x)da

Anisi u(z) — k =0 p.p. dans B. O

Théoreme 2.13. .
. ST WmP(Q) = WiP(Q), alors Q¢ est (m, p)-polar.

. 51 Q° est a la fois (1,p)-polaire et (m, p')-polaire, alors W™P(Q2) = Wy""(Q).

Démonstration. Supposons que W™P(Q) = WP (€2). On en déduit d’abord que Q¢ doit étre
de mesure nulle. Sinon, il existerait un rectangle ouvert B C R"™ qui coupe a la fois €2 et Q°
dans des ensembles de mesure positive. Soit u la restriction a € d’une fonction dans C§° (R™)
qui est identiquement une sur B N Q. Alors u € W™P(Q) et donc u € W"P(2). D’apres le
lemme 2.3, & € W™P (R") et D;u = (D;u)” au sens distributionnel dans R", pour 1 < j < n.
Ou (Dju)”~ s’annule identiquement sur B d’ou D;u en tant que distribution sur B. D’apres
le corollaire 2.12, u doit avoir une valeur constante p.p. dans B. Puisque u(x) = 1 sur BN
et 4(x) =0 on BN QS on a une contradiction. Ainsi Q° est de mesure nulle.

Maintenant si v € W™P (R") et u est la restriction de v a €2, alors u appartient a W™P(Q2) et
donc, par hypothese, a Wi (2). D’apres le lemme 2.3, & € W™? (R") et peut étre approximé
par des éléments de C§°(€2). Mais v(x) = @(x) sur 2, c’est-a-dire p.p. dans R™. Par conséquent,
v et @ ont les mémes dérivées distributionnelles et coincident donc dans W7 (R™). Donc

C°(Q) est dense dans W™P (R™) et Q° est (m, p')-polaire d’apres le théoreme 2.10.
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. Supposons maintenant que 2° est (1, p)-polaire et (m, p’)-polaire. Soit u € W™P(Q). Nous
montrons queu € Wy (). Puisque @ € L? (R"), la distribution Tp 4 , correspondant a D,
appartient & W=7 (R"). Puisque (D;u)” € L? (R") € H~"?(R"), donc T(p,,) € WP (R").
Dot Tpy—(p,uy € WP (R™). Mais Dja— (Dju)” s’annule sur € donc supp Tp,a—(pjuy~ C Q.
Puisque Q. est (1,p) polaire D;u = (D;u)” au sens distributionnel sur R". Par induction
sur |« on peut montrer de méme que D% = (D®u)” au sens distributionnel, pour |a| < m.
Donc a € W™ (R™) d’ou, d’apres le théoreme 2.10, 4 la restriction de w a €, appartient a
WP (), Q° étant (m, p')-polaire

]

Si la polarité (m,p’) implique la polarité (1,p), alors le théoréme2.13 revient a affirmer
que la polarité (m, p) de Q¢ est nécessaire et suffisante pour I’égalité de WP () et W™ ().
Nous examinons maintenant cette possibilité, en établissant deux premiers lemmes contenant
des propriétés importantes de polarité. La premiere montre que la (m,p)-polarité est une

propriété locale.

Lemme 2.6. F' C R" est (m,p’)-polaire si et seulement si F'0 K est (m,p’)-polaire pour

chaque ensemble compact K C R™.

Démonstration. 11 est clair que la (m,p)-polarité de F' implique celle de F'N K pour tout
compact K. On démontre la réciproque. Soit T € W~ (R™) donné par (2.8) et & support
dans F. Il faut montrer que 7" = 0. Soit f € Cy * (R") satisfait f(z) = 1 si |z| < 1 et
f(z) =0si|z| > 2. Pour € > 0 soit f.(z) = f(ex) de sorte que D*f.(x) = £l*lD*f(ex) — 0

uniformément en x lorsque € — 0+. Alors f.T € W~™# (R") et pour tout ¢ € Z (R") on a

7(6) ~ £.7() — [T(6) ~ T (f.0)]
= )Eoga\ém Jgn Va(2) D [P(x) (1 — fo(z))] dw‘

(0%

= Zoéla\ém Eﬂéa 5 fRn Ua(x)Dﬂ(b(x)Da_B (1 - f5($)) dx

< Cocipiam Jin |03 (2) DP)(@)| d < |l |3 LK
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ou

w(x) = St | | val@) D (1= ()
a>f 6

— (@) (L= L) =% pagem | | vale) DO L)
a>f,a#p @

Puisque f.(z) = 1 pour |z] < 1/e, on a lim.o4 [lwg|l, = 0. Ainsi f.T — T dans
W= (R") lorsque ¢ — 0+. Puisque f.T a un support compact dans K, elle s’annule

par hypothese. Ainsi 7" = 0. O]
Lemme 2.7. Sip' < ¢ et FF CR" est (m,p')-polaire, alors F' est aussi (m,q")-polaire.

Démonstration. Soit K C R™ compact. D’apres le lemme 2.6, il suffit de montrer que F'N K
est (m, ¢')-polaire. Soit G un ensemble ouvert borné dans R™ contenant K. D’apres le lemme
1.5, Wg"P(G) — Wy™(G) de sorte que W~™4(G) c W~ (G). Toute distribution T €
W4 (R™) ayant un support dans K N F appartient aussi & W~="%(G) et donc & W=7 (q).

Puisque K N F est (m,p’)-polaire, T'= 0. Ainsi K N F est (m, ¢')-polaire. O

Théoréme 2.14. Soit p > 2. Alors W™P(Q) = WP (Q) si et seulement si Q° est (m,p')-

polar.

Démonstration. Puisque p’ < p,Q est (m, p)-polar, et alors (1, p)-polar, Si c’est (m, p') polar.

Le résultat suit maintenant par le théoreme 2.13. O

Le théoreme d’injection de Sobolev (théoréme 3.1) peut étre utilisé pour étendre le théo-
reme 2.14 pour couvrir certaines valeurs de p < 2. Si (m — 1)p < n, le théoréeme d’injection

donne

W™ (R") — W (R"), ¢ =mnp/[n— (m—1)p],

ce qui implique & son tour que W= (R™) ¢ W= (R™). Si aussi p < 2n/(n+m — 1), alors

¢ < p, et donc d’apres le Lemme 2.7, Q¢ est (1, p)-polaire s'il est (m, p’) -polaire. Notez que
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2n/(n+m — 1) < 2 fourni m > 1. Si, au contraire, (m — 1)p > n, alors mp > n et, Q° ne
peut étre (m, p')-polaire que sl est vide , auquel cas il est trivialement (1, p)-polaire.

Ainsi, les seules valeurs de p pour lesquelles la polarité (m,p’) de Q¢ n’est pas connue
pour impliquer la polarité (1,p) et donc étre équivalente a l'identité de W™P(Q) et W™ (Q)
sont donnés par 1 < p < min(n/(m —1),2n/(n +m —1)).

Lorsque W"P(Q2) # W™P(Q), le premier espace est un sous-espace fermé du second.
Dans le cas de l'espace de Hilbert, p = 2, on peut considérer 'espace W constitué de tous
les v € W™P(Q) tels que (v,¢), = 0 pour tout ¢ € C5°(2). Chaque u € W™P(Q) peut
étre décomposé de maniére unique sous la forme u = uy + v, ot ug € Wg"(Q) e v € Wy.

L’intégration par parties montre que tout v € W doit satisfaire

S (=)D (z) =0

0<|a|<m

au sens faible, et donc p.p. dans €.

2.6 Transformation des coordonnées

Soit @ une transformation biunivoque d'un domaine €2 C R™ en un domaine G C R",

d’inverse ¥ = ®~1. On appelle ®m-lisse si, en écrivant y = ®(x) et

y1=¢1($1,---,9€n)7 $1=¢1(yla-~,yn)
y2:¢2($1,-~,xn), $2:¢2<yla---,yn)

yn:¢n($l>-"axn)7 xn:wn(yla--'ayn>7

les fonctions ¢y, ..., ¢, appartiennent a C™(2) et les fonctions y,...,1, appartiennent a

cm(@).

Si u est une fonction mesurable définie sur €2, on peut définir une fonction mesurable sur
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G par

Au(y) = u(¥(y)) (2.13)

Supposons que ® soit 1-lisse de sorte que pour tout = € €2

¢ < |detd'(z)| < C (2.14)

pour certaines constantes ¢, C,0 < ¢ < C. [Ici, bien siir, ®'(z) désigne la matrice jacobienne
01y -y yn) /O (21, ..., 2,).] On voit aisément que 'opérateur A défini par (2.13) transforme

LP(€2) bornée en LP((G) et a une inverse bornée; en fait (pour 1 < p < c0),

M ullpe < [Aulpa < CVP|lullp0.

Nous établissons un résultat similaire pour les espaces de Sobolev.

Théoréme 2.15. Soit & m-lisse, oum > 1. Alors A transforme W™P?(Q) bornée en W™P(G)

et a une inverse bornée.

Démonstration. Nous montrons que 'inégalité ||Aullmpc < ¢ ||ullmpa est vraie pour tout
u € W™P(Q), la constante ne dépendant que de la transformation ®. L’inégalité inverse
| At||mp.c > c||t]lmpo peut étre établie de maniére similaire en utilisant 'opérateur A~! en
prenant des fonctions définies sur G' en fonctions définies sur €2 . D’aprées le théoreme 2.7 il
existe pour tout u € W™P(Q) une suite {u,} de fonctions en C*°(2) convergeant vers u en

norme W™P(Q)). Pour un tel u, lisse, il est facile de vérifier par induction que

D* (Aua) () = 3 Mas(y) |A(D%un)| (v) (2.15)

1BI<lc|

ou Mg est un polynéme de degré n’excédant pas || en dérivées, d’ordres n’excédant pas

||, des différentes composantes de V. Si ¢ € Z(G), on obtient de (2.15) et intégration par
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parties

el [ (Aun) (D oy % | [A(Du0)] (1) Mas(w)dy. (2.16)

soit en remplacant y par ®(z) et en exprimant les intégrales sur (2,

(=D Jo un(2) (D) (®(x)) |det ' ()| dz
= Y 151<lal Jo DPun(2) Map(®(x)) |det @' (2)| da.

(2.17)

Puisque DPu,, — u dans LP() pour |3] < m, on peut prendre la limite par (1.2) comme
n — oo et donc obtenir (2.16) avec u remplacant w,. Ainsi (2.15) est vérifiée au sens faible

pour tout u € W™P(§2). On obtient maintenant de (2.15) et (2.14)

Je |D*(Au)(y)[" dy

p p
< (Sisiial 1) maxppicio (supyec [Mas(®)l” o | (DPu) ((y))[ dy)
< cmaxgi<jal Jo ’Dﬂu(x)‘p dx
d’ou il suit que || Au||mpc < cf|wllmpa- O

Le cas du théoreme ci-dessus correspondant aux transformations linéaires non singulieres
® ou, plus généralement, aux transformations affines (compositions de transformations li-
néaires non singulieres et de translations) revét une importance particuliere dans les chapitres

suivants. Pour de telles transformations, det ®'(x) est une constante non nulle.
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CHAPITRE 3

INJECTION DE WP (Q)

3.1 Le théoreme d’injection de Sobolev

Ce sont principalement les caractéristiques d’injection des espaces de Sobolev qui rendent
ces espaces si utiles dans ’analyse, en particulier dans 1’étude des opérateurs différentiels
et intégraux. Les propriétés d’injection les plus importantes des espaces WP(§2) sont gé-
néralement regroupées dans un seul théoreme appelé théoreme d’injection de Sobolev. Les
principaux résultats sont dus a Sobolev [10] mais notre énoncé 3.1 inclut des raffinements
dus a d’autres, en particulier & Morrey [1] et Gagliardo [2].

La plupart des résultats d’injection sont valables pour les domaines {2 dans R™ ayant la
propriété de cone mais autrement sans restriction ; certains encastrements nécessitent cepen-
dant la forte propriété Lipschitz locale. Plus précisément, aucun plongement de W™?(2) dans
un espace de fonctions uniformément continues sur {2 n’est possible sous la seule propriété
du cone, comme on peut le voir en considérant I’exemple donné au deuxieme paragraph.

Le théoréme d’incorporation de Sobolev affirme Uexistencee de W™P(2) d’injection dans

des espaces des types suivants :

(i) W74(Q), j < m, et en particulier L(Q).
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(i) CL(Q) = {u e CI(Q) : D*u est borné sur Q pour |a| < j}. Cet espace est plus grand

que C7(Q) en ce que ses éléments n’ont pas besoin d’étre uniformément continus sur 2.

Or, C £(Q) est un espace de Banach sous la norme

(iii) C7*(Q) (voir (3.5)) et en particulier C7(12).

u; CfB(Q)H = max sup |D%(z)]|.

0<]al<s zeQ

(iv) Wia (Qk), et en particulier L9 (Qk) Ici QF désigne l'intersection de Q avec un plan
de dimension £ dans R", considéré comme un domaine dans R¥. Puisque les éléments
de W™P(Q) ne sont pas des fonctions définies partout sur €2 mais plutot des classes
d’équivalence de telles fonctions définies et égales a des ensembles de mesure zéro pres,
nous devons clarifier ce que I'on entend par un injection de W™P(Q2) dans un espace
de type (ii)-(iv). Dans le cas de (ii) ou (iii), 'intention est que la "classe d’équiva-
lence" u € W™P(Q) contienne un élément appartenant a l’espace continu des fonc-
tions cible de I'injection, et bornée dans cet espace par c¢||u||;, pqo. Ainsi. par exemple,
WmP(Q) — C7(Q) signifie que chaque u € W™?(Q) peut, lorsqu'il est considéré comme
une fonction, étre redéfini sur un ensemble de mesure nulle dans €2 de telle maniere

que la fonction modifiée u [qui vaut u dans W™P(Q)] appartient a C7(Q) et vérifie

Encore plus de soin est nécessaire dans 'interprétation de I'injection WP (Q) — W4 (Qk)

a; CJ(Q)H < K||ul|mpa avec K indépendant de w.

ou k < n. Chaque élément u € W™P(Q) est, par le théoréme 2.7, une limite dans cet
espace d'une suite {u,} de fonctions dans C*(f2). Les fonctions u,, ont des traces sur
QF appartenant a O (Qk> L’injection ci-dessus signifie que ces traces convergent dans
Wia (Qk) vers une fonction u satisfaisant ||@l|;, or < K||t|lmpo avec K indépendant

de w.

Notons comme point d’intérét (mais qui ne nous sera d’aucune utilité plus tard) que l'in-

jection W™P(Q) — W74(Q) est équivalent au confinement simple W™?(Q) C W79(Q).
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Certes, le premier implique le second. Pour voir la réciproque supposons W™F() C
W74(Q) et soit I 'opérateur linéaire défini sur W™P(Q) dans W74(Q) par [u = u.
Si u, — u dans W™?(Q) [et donc dans LP(Q)] et Tu, — v dans W7(Q) [et donc
dans L7(Q)], alors, en passant a une sous-suite si nécessaire, on a par Corollaire 1.8
que u,(x) = u(x) p.p. en Q et u,(z) = Tu,(x) — v(z) p.p. en Q. Ainsi u(z) = v(x)
p.p. dans €2, c’est-a-dire [u = v, et [ est continu par le théoreme du graphe fermé de

I’analyse fonctionnelle.

Soit 2 un domaine dans R™ Mayant la propriété de cone spécifiée par un certain cone fini
C' (voir (3.5)). C peut étre considéré comme 'intersection d’un céne infini C* ayant le
méme sommet que C' avec une boule B centrée a ce sommet. Par la hauteur de C', nous
entendons le rayon de B. Par 'ouverture de C, nous entendons la surface [(n—1)-mesure
| de l'intersection de C* avec la sphére de rayon unitaire ayant pour centre le sommet de
C'. Ces parametres géométriques sont clairement invariants par transformations rigides

de C. En affirmant qu’un injection de la forme

Wme(Q) — X (3.1)

(ot X est un espace de Banach de fonctions définies sur €2 ) vaut pour € ayant la
propriété de cone, il est prévu qu’'une constante d’injection pour 3.1, c¢’est-a-dire une

constante K pour laquelle I'inégalité

lu; X|| < K|ullmp.0

est satisfaite pour tout u € W™P(Q), peut étre choisi pour ne dépendre de {2 que par
la dimension n et divers parametres du cone C' qui sont invariants par les mouvements

rigides de C.

Théoréme 3.1 (Le théoreme d’injection de Sobolev). Soit Q un domaine dans R™ et soit QF

le domaine k-dimensionnel obtenu en coupant 2 avec un plan k-dimensionnel dans R", 1 <
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k <mn (Donc Q™ =.) Soient j et m entiers non négatifs et p satisfaire 1 < p < 0o.
Partie I Si ) a la propriété du cone, alors il existe les imbrications suivantes :

Case A Supposns mp <n et n—mp < k <n. Alors
WItme(Q)) — Wi (Qk> , p<q<kp/(n—mp)

et en particuler,

WHmP(Q) — W(Q),  p < ¢ < np/(n—mp),

ot

W™P(Q) = LU(Q),  p<q<np/(n—mp).

De plus, si p=1, de sorte que m < n, l’injection 5.2 existe aussi pour k =mn —m.

Case B Supposons mp = n. Alors pour chaque k, 1 < k <n,
WItmP(Q) — W4 (Qh) , p<qg<oo

de sorte que notamment

WmP(Q) — LU(Q), p<g<oo

De plus, st p =1 tel que m = n, les injections 5.5 et 3.0 existent également avec ¢ = 0o

fait,
Witnl(Q) — C4(Q)

Case C Supposons mp > n. Alors

Witme(Q) — C4L(Q).

Partie II Si ) possede la forte propriété Lipschitz locale, alors

Case C de Partie I peut étre affiné comme suit :

(3.6)

; En

(3.7)

(3.8)

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 3.1 Le théoréme d’injection de Sobolev

Case C’ Supposons mp >n > (m — 1)p. Alors

Witm?(Q) — P2 Q), 0< A <m— (n/p). (3.9)

Case C” Supposons n = (m — 1)p. Aors

WItme(Q) — C92Q), 0< A< 1. (3.10)

Aussi, sin=m —1 et p=1, alors 3.10 est également valable pour \ = 1.
Partie IIT Toutes les conclusions des parties I et II sont valables pour des domaines
arbitraires a condition que les espaces W subissant l'injection soient remplacés par les espaces

Wy correspondants.

Remarque 3.1. Les imbrications 3.2-3.8 sont essentiellement dues a Sobolev [10] dont la
preuve originale ne couvrait cependant pas les cas ¢ = kp/(n—mp) en 3.2, ou q = np/(n—mp)
en 3.3 et 3.J. Les injections 3.9 et 3.10 trouvent leurs origines dans les travaux de Morrey
[1].

. Les injections de type 3.2 et 5.5 impliquant des traces de fonctions sur des plans de dimension
inférieure peuvent étre étendues de maniére raisonnable pour s’appliquer a des traces sur des

variétés lisses plus générales. Par exemple, voir Théoréme 3.J.

. La partie III du théoreme est une conséquence tmmédiate des parties I et II appliquées a
R™ car, d’apres le lemme 2.3, l'opérateur d’extension nulle des fonctions hors de €2 applique
WP (Q) isométriquement dans WP (R™).

. Supposons que toutes les conclusions du théoréeme d’injection soient prouvées pour £ = R™. Il
s’ensuit qu’ils doivent également étre valables pour tout domaine ) satisfaisant aux exigences
de lextension de Calderén par exemple, si W™ (R") — L2(R"™), et si E est un (m,p)-

opérateur d’extension pour €2, alors pour tout w € W™P(Q) on a

ullog0 < [1Euloge < Kil|Bulmpre < KiKsl[t|lmpo
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avec K et Ky indépendants de u. Cependant, nous ne démontrerons pas le théoréme d’inser-

tion par de tels arguments d’extension.

. 1l suffit d’établir chacun des injection 5.2, 5.3, 3.5, 3.7, 3.10 pour le cas particulier j = 0.
Par exemple, si W™P(Q) — LI(Q) a été établi, alors pour tout u € WIiTmP(Q) on a D €

WmP(Q) pour |a| < j, dow D € LY(Q), ainsi u € WH(Q) ; et

1/q
lullje = (Z ||D“U||€,q)

laf<j

1/p
< Ky (Z ||Dau||fn,p) < Ko |[ulljm.p-

laf<j

En conséquence, nous spécialiserons toujours 7 = 0 dans les preuves.

. SiQF (ou Q) a un volume fini, il résulte du théoréme 1.5 que les injection 5.2-5.6 sont valables
pour 1 < q < p en plus du valeurs de q affirmées dans le théoreme. On montrera plus tard
(voir (3.5)) qu’aucune injection de la forme W™P(Q2) — L(Q) ou q < p n'est possible d

moins que ) n’ait un volume fini.
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3.2 Preuve du théoreme d’injection

La preuve donnée ici est due a Gagliardo [2]. Méme si c’est plutot long, les techniques im-
pliquées sont assez élémentaires, étant basées sur un peu plus que de simples calculs combinés
avec des applications astucieuses de 'inégalité de Holder. De plus, la preuve de Gagliardo
établit le théoreme d’injection dans la plus grande généralité possible et est capable de gé-
néralisation pour produire des résultats d’injection pour certains domaines n’ayant pas la
propriété du cone .

La preuve est effectuée dans une chaine de lemmes auxiliaires. Dans chacun de ces lemmes,
les constantes K, K, ... apparaissant dans la preuve sont autorisées a dépendre des mémes

parametres que la constante K mentionnée dans 1’énoncé du lemme.

Lemme 3.1. Soit

R={zeR":aq; <x; <b;1<i<n}

et

R/:{x/:(ajl,...,xn_l)G]R”flzai<aci<bi;1§i§n—1}

étre des rectangles ouverts bornée dans R™ et R"™, respectivement. Si a, < ( < b, et

p > 1, alors pour chaque u € C*°(R) NWP(R) on a

[uCs Ollop.rr < Kll1pr (3.11)

oi K = K (p,b, — a,). Ainsi la cartographie des traces u — u(.,() s’étend a un injection
deW'?(R) dans L7 (RZ™'), ot RE™' = RN {x € R" : z, = C}.

Démonstration. Par théoréme 2.8, C*°(R) est dense dans W'P(R) on peut donc supposer

u € C*(R). Ainsi [ |u(2/,.)| dz’ appartient & C* ([a,, b,]) et par le théoréme de la valeur
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moyenne des intégrales, nous avons

bﬂ,
fall = [ ([ Jeta' szl da’) don = (o = a0) [ Ju @', o)f da

pour certains o € [ay,, b,]. Maintenant

p

¢
lu (!, Q) = u(x/,a)—i—/o Dy (a', 1) dt

¢
< ot [|u (@, )"+ |¢ — a|”_1/ |Dpu (2, 1) dt]
0
par l'inégalité de Holder. L'intégration sur R’ conduit a

— -1
laCs Ol < 2 [l )8 e + (b — @)™ | Dulls, 5]

— -1 -
< 27 (b — ) Nl + (5o — 00" [ Dl ]

1
ce qui donne 3.11 with K = [21”*1 max ((bn —a,)"" (b, — an)p_l)} ”” Notons que K
dépend contintiment de b, — a,, mais peut tendre vers l'infini si b, — a,, tend vers zéro ou

I'infini. O

Lemme 3.2. Soit R comme dans le lemme précédent. Alors
W™ (R) = C(R)

La constante d’injection ne dépend que de n et des dimensions de R

Démonstration. Soit x un point quelconque de R, et soit R’ comme dans le lemme précédent.

Siue C®(R) et o] <n—1, on a par ce lemme que

| Du ('7$n)||0,1R’ < K ||Dau||1717R'
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Anisi
lw (s zn)llog 1 p < Kollullnr

avec K, selon b, — a,. L’itération de cet argument sur des rectangles de dimension successi-

vement inférieure conduit a

w2, 25, .. ,ivn)||1,1,(a1,b1) < Ks|ufln,r

avec K3 selon b; —a;,2 < j < n. D’apres le théoreme de la valeur moyenne des intégrales, il

existe o € [aq, by] tel que

[ (a2l gy = (010 = a1) [u (0, 22, )]

Anisi
1
|U(I)| S |U’ (O-vx27' .- 7J?n)| +/ |D1’LL (t,$27. .- 7I7’L)|dt

S[l/ (bl - a’l)] ||u ('a T2, .- 7xn)||071,(a1,b1) (3 12)

+ ||D1U (', To, ... 7mn)||0,1,(a1,b1)

<K|ul|n1,r-

Supposons maintenant u € W™!(R). D’aprés le théoréme 2.8, u est la limite dans W™!(R)

d’une suite de fonctions appartenant a C*°(R). Il découle de 3.12 que cette suite converge
uniformément sur R vers une fonction & € C'(R). Puisque u(z) = u(x) p.p. dans R, le lemme
est prouvé. Intéressons-nous maintenant a des domaines plus généraux. Le lemme suivant de

Gagliardo, qui est essentiellement de nature combinatoire, est le fondement sur lequel repose

sa preuve du théoreme d’injection. O]

Lemme 3.3. Soit Q étre un domaine dans R™ oun > 2. Soit k étre un entier satisfaisantl <

k <mn, et soit kK = (K1, Ko, ...,Kn) désignent un k-uplet d’entiers satisfaisant 1 < k1 < Ky <
n

- < kg < n. Soit S étre l'ensemble de tous tel que k-tuples. Aussi, étant donné
k
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z € R, soit x,, dénoter le point (T, ..., 7., ) € RF; dr, = du,, - - d,, .
Pour k € S donné, soit E, le plan k-dimensionnel dans R"™ couvert par les azxes de

coordonnées correspondant aux composantes de x,; :
E.={zx€R":2;,=0sii ¢k}
et pour tout ensemble G C R™ soit Gy la projection de G sur E ; en particulier
Q. ={z € E,: Ty e tel que y,, = x,} .

Soit Fy, une fonction dépendant des k composantes de x, et appartenant a L* (Q,.), ot A =

n—1
. Alors la fonction F' est définie sur §2 par
kE—1

F(z) = [ £ (zx)

KES

appartient & L'(2), et ||[F|lio < Ilees |1Frlly g, ¢est,

[Pl < 11

KES

/QK By ()] day. (3.13)

Démonstration. Pour k € S et &, € R¥ soit (&) la section plane k-dimensionnelle de € par

le plan z, = &

Q&) ={r € Q:mp = &}

On établit 3.13 par récurrence sur n, et donc on considere d’abord le cas n = 2. On peut

aussi supposer que k = 1 puisque, pour tout n, le sous-cas k = n de 3.13 est trivial. Pour
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n=2, k=1, onal=1et S n’aque deux éléments, Kk = 1 et kK = 2. Ainsi

/Q |F1 ([L’l) F2 (JZQ)' dl’ldxg = /Q1 dl‘l /Q(xl) |F1 (1’1) F2 (J]2>| dCL’Q
= Fy (z1)| dx / Fy (x2)| dx
Jo, E Gl [ () de
< [ IR @)lday [ 1B ()| dos
Ql QQ
puisque clairement (€2 (z1)), C Qs pour tout x;. C’est 3.13 pour le cas considéré. (Un

calcul similaire donnera 3.13 pour n arbitraire et £ = 1.) Maintenant, nous supposons que

3.13 a été établi pour n = N — 1. Nous considérons le case n = N et, comme indiqué

N -1 N -2
ci-dessus, peut supposer 2 < k < N — 1. Ansi \ = . Soit pu = et
k—1 kE—1
N -2 N
v = . L’intégrande du coté gauche de 3.13 est un produit de facteurs | Fy|
k—2 k

N _1) de ces facteurs,

appartenant chacun a l'espace correspondant L* (). Exactement (
disons ceux correspondant a k € A C S, sont indépendants de z,,. Il découle de I'application
de ’hypothese d’induction sur le domaine (N — 1) dimensionnel 2 (xy) et de la constatation

(Q(zn))x C Qe que

1/p
/9(901\7) | g ($ )| $1 VL= [ (Q(IN))k ’ (x )| o

o) REA (3.14)
3 1/u
<TL|[ 1P ()] dos
KEA L
N N -1
Le reste — = )\ facteurs |Fy| dépendent de zy, et donc lorsqu’ils
k k

sont restreindre a €2 (zy) ne dépendent que de k — 1 variables. En appliquant a nouveau
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I'hypotheése d’'induction sur Q (xy), mais cette fois avec k — 1 a la place de k, on obtient

Lo T IR @) day o da s
Qzn) wesma

< || / Fy (x ’\d:)s,.n---clatN )

KES~A

Maintenant p 4+ v = A et donc par I'inégalité de Holder, et 3.14 et 3.15,

/ H |F/§ (IL‘K)|dCL’1"'de‘N_1
QzN)

KES
1/A
<11 / B, (2,) ] dxﬁ] (3.16)
KEA
/2
X H l/ |F, (x,,c)|’\dx,ﬂ---dx,€k_11 )
KES~A (IN))k

Puisque S ~ A contient A éléments que nous obtenons par (la forme a plusieurs fonctions

de) l'inégalité de Holder qui

KES~A
1/x
< Fy (zp)] dz 3.17
_HEEINA /ﬂN /(n(zmm' k(7] k] (317
1/X
rES~A Lk

Il s’ensuit par insertion de 3.17 dans 3.16 que

/ IT | Fx (2 !dx—/ d:cN/ I s (z1)| dzy - - - dan

KES (@N) ies
1/x
<H{/ |F, :r,i|dx,{] :
KES
ce qui acheve I'induction et la preuve de 3.13. O

Lemme 3.4. Soit Q) un domaine borné dans R™ ayant la propriété de cone. Si 1 < p < n,

alors WhP(Q) — L*(Q), o ¢ = np/(n — p). La constante d’injection peut étre choisie pour
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ne dépendre que de m,p,n, et du cone C' déterminant la propriété du cone pour 2.

Démonstration. Tl faut montrer que pour tout u € WhHr(§),
lullogo < Kllipo; (3.18)

avec K = K(m,p,n,C). (voir (3.5)), Q peut étre exprimé comme une union d’un nombre
fini de sous-domaines dont chacun a la propriété Lipschitz locale forte (et donc la propriété
de segment), et dont chacun est lui-méme une union de translations paralleles d’un parallé-
lépipede correspondant. Un examen de la preuve de ce théoreme montre que le nombre de
sous-domaines et les dimensions des parallélépipedes correspondants dépendent de n et C. Il
suffit donc d’établir 3.18 pour 1'un de ces sous-domaines.

Par le théoreme 2.15 et une transformation linéaire non singuliére appropriée, nous pou-
vons supposer que le parallélépipede impliqué est, en fait, un cube ) ayant une longueur
d’aréte de 2 unités et ayant des arétes paralleles aux axes de coordonnées. En conséquence
nous supposons ci-apres que Q = Uy (z4Q) avec A C €, et que Q a la propriété de segment.
Par le théoreme 2.8 il suffit d’établir 3.18 pour u € C*®(Q).

Pour = € Q soit w;(x) désignent I'intersection de €2 avec la droite passant par x parallele
a I'axe de coordonnées z;. Clairement, w;(z) contient un segment de longueur unitaire avec
une extrémité en z, disons le segment = + te;, 0 <t < 1, ou ¢; est un vecteur unitaire le long
de x;-axe. Soit v = (np — p)/(n — p) de sorte que v > 1. L’intégration par parties donne,

pour u € C*(Q),

/01 (x4 (1 — t)es)|" dt

X ; (3.19)
= (@) = [ tlu(e+ (1= 0e)7 S e+ (1= te)] d.

Soit &; = (T1,...,Ti—1,Tiy1,---,Tp) €t posons

F, (#;) = sup |u(y)P/®P.

yEw;(z)
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Aors 3.19 donne

B < [ @)Pdecey [ @) D) da (320)

L’intégration sur €;, la projection de €2 sur le plan z; = 0, conduit maintenant a

[ 1E @) di < [ Ju@)Pdo+ [ Ju(@) Do) de.
Q; Q Q

Sip > 1, alors v > 1 et une application de l'inégalité de Holder donne

1/p'

1Bt 00 < 7| [ (@) + 10wt ax] | [ a0~ as

< 2072 lully o lullfye

car (y —1)p' =g¢.
On applique maintenant le lemme 3.3 aux fonctions £}, 1 < ¢ < n, en notant que k =n—1

de sorte que I'exposant A\ de ce lemme est lui-méme n — 1

n n
el = [ lu@|™"Pde < [ T]Fi(@) de < TL1E -0,
i=1 i=1

e >n/<n—1> |

< (2072 y Jully ol lullE e

Puisque (n—1)g/n—q/p" = 1, 3.18 suit par annulation. L’annulation est justifiée, car de-
puis u € C®(Q) et Q est bornée, ||ul]o 4.0 est finie. Puisque C*() est dense dans W'?(€2),3.18

s’étend par continuité & 'ensemble de W'P(Q). O

Remarque 3.2. Soit u € Cy(R") et soit q,r étre comme dans la preuve ci-dessus. De
l'identité

= d
|5l e dt = —fu(@)]”

we obtain

sup lu(y |y<fy/ x| 1|Du( )| dx;,

yewz z
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ot w;(x) est la droite passant par x paralléle a Uaze x;. En comparant cela avec 3.20),
nous voyons que les calculs de la preuve ci-dessus peuvent étre reproduits pour donner dans

ce cas

[ullogrr < Klul1ppn, (3.21)

ou la semi-norme |.|1, est définie (voir (3.5)). L’inégalité 3.21 est connue sous le nom d’in-

égalité de Sobolev.

Lemme 3.5. Soit 2 un domaine borné dans R™ ayant la propriété de cone. St mp < n, alors
WmP(Q) — L1(Q) pour p < q < np/(n —mp). La constante d’intégration peut étre choisie

pour ne dépendre que de m, p, n, q et du cone C déterminant la propriété du cone pour ).

Démonstration. Soit go = np/(n—mp). On prouve d’abord par induction sur m queW™?(Q) —
L% (€2). Notez que le lemme 3.4 établit le cas m = 1. Supposons donc que W™=1P(Q) — L"(Q)
pour r = np/(n — mp + p) chaque fois que n > (m — 1)p. Si u € W™P(Q), ot n > mp, aors

u et Dju(l < j < n) appartient & W™=1P(Q). 1l s’ensuit que u € W' () et

lullire < Killullmpo

Puisque mp < n, on a r < n et donc par lemme 3.4 on a WH(Q) — L9O(Q) ou ¢ =

nr/(n—r)=mnp/(n —mp) et

[ullog.0 < Ksllullro < Ksllullmp.o (3.22)

Ceci termine 'induction.

Supposons p < ¢ < qg. Nous fixons

s=(q0—q)p/ (@ —p) ett=p/s=(q—p)/ (200 —q)
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et obtenir par I'inégalité de Holder

lullf g = [ ful@)lu(e)|*—*da

< {/Q |u(x)|stdx:| 1/t {/Q lu(z)| @ da v (3.23)

t 0/t 0/t
= [lull5 o llulldq < K& ull?, g

par 3.22. O

Corollaire 3.2. Si mp = n, aors W™P(Q) — L1(Q) pour p < q < 0o. La constante d’injec-

tion ici peut aussi dépendre de |S2|.

Démonstration. Si g > p' = p/(p — 1), aors ¢ = ns/(n —ms), ou s = pq/(p + q) satisfait
1 <s < p. Par théoreme 3.5, W™P(Q2) — W™*(Q) avec une constante d’injection dépendant
de |Q[. Puisque ms < n, W™*(Q2) — L?(2) par le lemme 1.8. Si p < ¢ < p/ I'injection souhaité
s’ensuit par interpolation entre WP(Q) — LP(Q) et W™P(Q) — L¥' (Q) comme dans 3.23.
Pour mp = n et ¢ > p la dépendance de la constante d’injection sur || peut étre
supprimée comme nous le montrons dans le lemme suivant qui supprime la restreindre de

bornitude de 2 du lemme 3.5 et du corollaire 3.2 . ]

Lemme 3.6. Soit QQ un domaine arbitraire dans R™ ayant la propriété de cone. Si mp < n,
alors W™P(Q) — L1(Q) pour p < q < np/(n —mp). Si mp = n, aors W™P(Q) — L1(NQ)
pour p < g < oo. Sip=1etm=n, aors W™P(Q) — Cp °(2). Alors les constantes de ces
imbrications peuvent dépendre de m,p,n,q, et du cone C' déterminant la propriété du cone

pour €.

Démonstration. Nous pavant R"™ par des cubes de c6té unitaire, A = (Ag,...,\,) est un

n-uplet d’entiers, soit H = {z € R" : \; < x; < \; +1;1 <7 < n}. Alors R" = U, H,.
Comme remarqué dans le premier paragraphe de la preuve, méme un domaine non borné

Q) avec la propriété de cone peut étre exprimé comme une union d’un nombre fini de sous-

domaines, disons ) = U;Ll Q;, tel que Q; = Uyeq, (x + Pj), ot Aj C Q est un parallélépipede
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avec un sommet a l'origine. Le nombre N et les dimensions des parallélépipedes PP; dépendent
de n et du cone C' déterminant la propriété du cone pour €2. Pour chaque A et pour 1 < j < N
soit

Q= U @+P).

T€ANH)

Les domains 2 ; possedent évidemment les propriétés suivantes :
(i) Q= U,\,j QA,j 3
(ii) €2y, est bornée;
(iii) il existe un cone fini C" dépendant uniquement de P, ..., Py (et donc uniquement de
n et C) tel que chaque €2, ; ait la prope de cone déterminée par C';
(iv) il existe un entier positif R dépendant de n et C' tel que tout R + 1 des domaines (2, ;
ait une intersection vide;

il existe des constantes K’ et K" dépendant de n et C' telles que pour chaque 2, ;,

K' <volQ,; < K" (3.24)

Supposons mp < n et soit u € W™P(Q). Si p < ¢ < np/(n — mp), puis par (ii), (iii), et le

lemme 3.5, on a

| 0,020 = KHUHm,p,Qx,,w

ou K = K(m,p,n,q,C) est indépendant de A et j. D’ou par (i) et (iv) et puisque ¢ > p

lullg g < D llullf g < K2 [l g ]™”
X N

Z ||u||(71n,p,QA7J
AJ

q/p

< K9 < KRYP|ul|f g

Ansi W™P(Q) — L1(€) avec le consatnte d’injection K R/,
Si mp = n, 3.24 vaut pour tout q tel que p < ¢ < oo en vertu du corollaire 3.2, et la

constante K peut étre choisie indépendamment de A et j grace a (v). Le reste de la preuve
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ci-dessus s’applique alors a ce cas. Enfin, si p = 1 et m = n, on a par le lemme 3.2 et une
transformation linéaire non singuliére que W™ (P) — C°(P) pour tout parallélépipede P C
la constante d’injection ne dépendant que de n et des dimensions de P. D’ou W™'(Q) —

C%(9) grace a la décomposition Q = U, ;. O

Nous avons maintenant prouvé la partie I, cas A et B du théoréme 3.1.1 pour le cas k = n.
Avant de terminer ces cas en considérant l'imbeddinge de trace (k < n), nous établissons les

imbeddings de [’espace des fonctions continues, Partie I, Cas C et Partie II.

Lemme 3.7. Soit Q) etre bornée R™ ayant la propriété de cone. Si mp > n, alors W™P(Q) —
C%(Q), la constante d’injection ne dépendant que de m,p,n, et le cone C déterminant la

propriété du cone pour €.

Démonstration. Supposons que l'on puisse prouver que pour tout ¢ € C*(Q2),

sup [6(z)] < K[¢lmpa, (3.25)
S

ou K = K(m,p,n,C). Si u € W™P(Q), puis par théoreme 2.7 il existe une suite {¢,} dans
C>(€2) convergeant vers u en norme dans W™?(Q2). Puisque {¢,} est une suite de Cauchy
dans W™P(Q), 3.25 implique que {¢,} converge vers une fonction continue sur 2. Ainsi, vous
devez coincider p.p. avec un élément de C%(Q). Il suffit donc d’établir 3.25.

Supposons d’abord m = 1 pour que p > n. Soit x € Q et soit C, C €2 un cone fini congru
a C et ayant un sommet en x. Soit h la hauteur de C. Soit (r,6) les coordonnées polaires
sphériques dans R™ d’origine en x tel que C, soit spécifié par 0 < r < h, 0 € A. L’élément

de volume dans ce systéme est désigné par r"~'w(f)drdf. On a

o) = 6(0,0) = 6(,0) — [ % 0(t.0)dh
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d’ou l'on conclut, pour 0 < r < h,

h
6(@)| < [6(r,0)] + [ grad o(t,0)]dt.

En multipliant cette inégalité par r"~'w(f) et en intégrant r sur (0,h) et 6 sur A, on

obtient

(vol G e(@)] < [ oy + 1 [ 1eadewl

n Je, |z —y[*!

< (vol C,) 7" ||¢|

0,p,ca
1/p

/ v —y| W ay|

hn
_ d B
+ n || gra ¢||07p7 T

la derniere inégalité résultant de deux applications de I'inégalité de Holder. Puisque p > n

ona(n—1)(1-p)>—1etdonc

/ =y~ dy = / w(@)d@/ H=D0) g o
Cy A 0

Ansi

0(2)] < K[¢ll1pe. < Kl¢l1p.0

avec K = K (m,p,n,C,) = K(m,p,n,C). Ansi 3.25 est prouvé pour m = 1.

Sim > 1 mais p > n, nous avons toujours

0(2)] < K¢l pe. < Kll9]

m,p,ce < KHQSHm,p,Q'

Si p < n < mp, il existe un entier j vérifiant 1 < j < m —1 tel que jp <n < (j+ 1)p. Si
jp < n, poser r =np/(n — jp); si jp = n, choisir » > max(n, p). Dans les deux cas, on a par

le résultat démontré ci-dessus et par le lemme 3.6 that

0(0)] < Killlliree < EKillllm—jre. < KllPllmpe. < Kllllmpa,

les constantes ne dépendant que de m,p,n et C. Ceci achéve la démonstration. O]
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Corollaire 3.3. Si mp > n, alors W™P(Q) — LI(Q) pour p < q < oo. Les constantes

d’injection ne dépendent que de m,p,n,q et du cone C'.

Démonstration. Nous avons déja établi que
[ullo.co00 = ess suplu(z)] < Kl|uf[mpo
el

pour tous u € W™P(Q). Sip < ¢ < oo, on a

lulld g = [ )Pl da

< KP[Julln pollullope < K77 [[ullp0-

]

Lemme 3.8. Soit Q soit un domaine dans R™ ayant la propriété Lipschitz locale forte, et

supposons que mp >n > (m — 1)p. Aors W™P(Q) — C*NQ) pour
i) 0<A<m—n/psin>(m-—1)p, ou

(ii) 0<A<1lsin=(m—1)p, ou

(iii) 0<A<lsip=1ln=m-—1.

En particulier W™P(Q) — C°(2). Les constantes d’injection dépendent de m,p,n et des

parameétres 0, M spécifiés dans la description de la propriété Lipschitz locale forte pour €) .

Démonstration. Soit u € W™P(Q). La propriété Lipschitz locale forte implique la propriété

du cone donc par le lemme 3.7 on peut supposer que u est continue sur {2 et satisfait
sup |u(z)| < Kif[ullmp.o (3.26)
z€eQ

Il suffit donc d’établir plus avant que pour des A,

u(z) — u(y)|
su < Ksllullm 3.27
x,:lfpg |x_y|)\ — 2” H 0,82 ( )
T#Y

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 3.2 Preuve du théoréme d’injection

Puisque mp > n > (m — 1)p nous avons par lemme 3.6 que W™P(Q2) — W (Q) ou :
(i) r=np/(n—mp+p)et1—(n/r)=m—(n/p)sin>(m—1)p, ou

(ii) r is arbitrary, p<r <ooet 0<1—(n/r) <1lsin=(m— 1)p, ou

(iii) r=o00,1—(n/r)=m—(n/p)=1sip=1letn=m—1.

Il suffit donc d’établir 3.27 pour m = 1; c’est-a-dire que nous voulons prouver que si

n<p<ooet0<A<1-—(n/p),alors

|u(z) — u(y)|
sup ———— < Kjllu 3.28
OE,Z;EPQ |CL’ — y|>\ 3H ||17P, ( )
Ty

Supposons, pour le moment, que €2 soit un cube, que I'on peut aussi supposer sans perte de
généralité avoir une aréte unité. Pour 0 < t < 1, ), désignera un cube d’aréte t avec des faces
paralleles a celles de €2 et tel que €; C Q. Soit u € C*(Q).

Soit z,y € Q, |z —y| = o < 1. Alors il existe un cube fixe Q, avec z,y € Q, C Q. Si

z € Q,, alors

/ —u(z +t(z — x))dt,
de sorte que
1
u(z) — u(z)] < \/ﬁa/ | grad u(z + t(z — z))|dt
0

Ansi
1

/Qa(u(x) —u(2))d>

IN

O-TL

1
< Vi dz/ |grad u(z + t(z — x))|dt
o, Jo

O-n—l

= 1/ t_”dt/ | grad u(z)|dz
O-TL

S \/_ ||g1"adu|’0p9/ (VOIQw)l/p t"dt (3.29)
0

< K401_("/p) || grad ul|op.0,

ou Ky = Ky(n,p) =+/n fol t~"/Pdt < co. Une inégalité similaire est valable avec y & la place
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de z et ainsi

[u(@) = uly)| < 2Kale —y|* P grad ullo 0.

Il s’ensuit pour 0 < A < 1 — (n/p) que 3.28 est vaable pour {2 un cube, et donc, via une
transformation linéaire non singuliere, pour 2 un parallélépipede.

Supposons maintenant que €2 ait la propriété de Lipschitz locale forte ¢, M, Qs, U;, et ¥
étre tel que (voir (3.5)), il existe un parallélépipede P de diameétre 6 dont les dimensions ne
dépendent que de 6 et M tel qu’a chaque j correspond un parallélépipede P; congru a P et
ayant un sommet a ’'origine, tel que pour tout z € #; N Q on a x + P; C 2. De plus il existe
des constantes Jy et d; ne dépendant que de 0 et P, avec dy < 6, tel que z,y € ¥; N Q et
|z —y| < do, alors il existe z € (x + P;) N (y + P;) avec |z — z|+ |y — 2| < §1|z —y|. Il découle

de l'application de 3.28 & x + P; et y + P; que si u € C*(Q), alors

lu(z) — u(y)| < [u(z) —ulz)| + |uly) — u(z)|
< Kslz — 2|Mullipo + Ksly — 2| Mullipo (3.30)

< 217 K500 | =yl ullipe.

Maintenant, soit z,y € 2 étre arbitraire. Si |[x —y| < dyp < § et x,y € Qs, alors z,y € ¥;
pour certain j et estimation 3.30 obtenir. Si |x — y| < dp,x € Qs,y € Q ~ Qs, alors x € ¥
pour certains j et 3.30 suit par 'application de 3.28 a x + P; et y + P; encore. Si |z —y| < do
et z,y € Q ~ Qs, aors 3.30 découle de I'application de 3.28 & x + P,y + P’, ou P’ est tout

parallélépipede congru a P et ayant un sommet a l'origine. Enfin, si |z — y| > do, alors on a

u(z) —u(y)| < u@)] +u(y)] < Kollullpo < Kedg |z = yPMlullpe.

Ceci acheéve la preuve de 3.28 pour u € C*(2), et donc par théoreme 2.7, pour tout

continu u. O

Nous avons maintenant terminé la preuve de toutes les parties du théoreme d’injection
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3.1 sauf les imbrications de trace des cas A et B (correspondant & k < n ). Pour la preuve

de ceux-ci, nous aurons besoin du résultat d’interpolation suivant.

Lemme 3.9. Soit () un cube de longueur d’aréte 1, ayant des arétes paralléles auz azes de
coordonnées dans R". Sip > 1,q > 1 et mp —p < n < mp, alors il existe une constante

K = K(p,q,m,n,l) telle que pour tout uw € W™P(Q) nous avons (p.p. dans Q)

[u(@)] < Kllullg g ollullmp.o- (3.31)

m

ot s = (mp — n)q/[np + (mp — n)q|.

Démonstration. 11 suffit d’établir 3.31 pour u € C*°(Q). Puisque chaque point de @ est un
point d’angle d’un cube contenu dans (), ayant des arétes paralleles a celles de () et ayant
une longueur d’aréte [/2, nous pouvons supposer sans perte de généralité que x est lui-méme
un point d’angle de @, disons Q@ = {y e R" : z; <y; < x; + ;1 <i < n}. Par le lemme 3.8

nous avons pour y € @,
u(@)] = |uly)] < lu(z) = uly)] < Kilz =y |lull e (3.32)

Soit U = ||ul|mpg, que nous pouvons supposer étre positifs, soit p = |z — y| et ( =

[|“($)|/K1U]p/(mp_n). Supposons pour le moment que ( < 1. Ona p <(
lu(y)| > |u(z)| — KlUpm—(”/P) > 0.

En élevant I'inégalité ci-dessus a la puissance ¢ et en intégrant y sur (), on obtient
¢ /o \4
[ @)y > 15 [ (ju@@)| = K07 9)"
1
= KQC”|u(:}c)|q/ (1 — am_(”/p)) o" o
0

= K3|u($)|Q+(np/(mp—N))U—np/(mp—n)’
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d’ou 3.31 suit aussitot. Si par contre ¢ > [, alors a partir de 3.32 on obtient

u(y)| > [u(z)| = K{Up™ P > Ju(z)| — [u(z)|(p/1)" P

>0 it p <L

Sit >0, alors

[ ey > 5o [ (1= (p/)" ) g dp = Kfuo)]
Soit t = [(mp — n)q + np]/mp. Aors

|U(I)|[(mpfn)q+np]/mp < (1/K,) /Q [|u(y)|q](mp—n)/mp Hu<y)’p]n/mp dy

< (1/Ka) [ull &5 |l |67,

par une application de l'inégalité de Holder. Puisque ||ullop0 < ||tl|mpa, 3-31 suit immé-

diatement. n

Remarquons que le lemme ci-dessus vaut aussi pour le cas p = 1,m = n. Dans ce cas on
a du lemme 3.6 that W™(Q) — L=(Q) so that |u(x)| < Kl|lulln1.0 p-p- dans Q, lequel est

3.31 dans ce cas.

Lemme 3.10. Soit Q étre un domaine dans R™ ayant la propriété de cone, et soit QF désigne
Uintersection de Q0 avec un plan k-dimensionnel, oul < k < n(Q"=Q). Sin > mp et
n—mp <k <n, alors

Wme(Q) — L7 (QF) (3.33)

pour p < q < kp/(n —mp) sin > mp, oupourp<gqg<oosin=mp. Sip=1,n>m et
n—m <k <n; alors 3.33 attends pourl < q <k/(n—m).
Les constantes d’injection ne dépendent que de m,p,k,n,q, et du cone C déterminant la

propriété du cone pour €.

Démonstration. 11 suffit d’établir les conclusions ci-dessus pour 2 botnée, n > mp, et ¢ =
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kp/(n —mp), car extension aux autres cas peut étre effectuée de la méme maniere que celle
décrite pour le cas k = n dans le corollaire 3.2 et le lemme 3.6. On peut aussi supposer,
comme dans le lemme 3.4, que €2 est une réunion de cubes de coordonnées d’aréte 2 unités.

Soit RE eter k-sous-espace de coordonnées dimensionnelles de R™ sur lequel QF a une
projection un a un f . Supposons, pour le moment, que p > 1. Soit v le plus grand entier
inférieur a mp. Alors mp — p < v < mp et puisque n —mp < k on an —v < k. (Notez
que si p = 1, la méme conclusion est valable avec k = n —m, v = m.) Soit u = (ﬁ) et soit
E;(1 < i < p) la divers sous-espaces de coordonnées de RE de dimension n — v. Soit €; la
projection de Qf (et donc de QF) sur E;. Aussi, pour chaque x € €, soit €, lintersection
de Q avec le plan de dimension v passant par = perpendiculaire a E;. Alors (2, , contient un
cube de coordonnées de dimension v d’aréte unitaire avec un sommet en z. D’apres le lemme
3.9, avec ¢ = qo = np/(n — mp), on a pour u € C*>(Q)

(mp— v)qo/mpH ”v/m (3_34)

sup Ju(y)|™ O < K lullggn o mp.Q

yeQi,z

Soit dz® et dx’ désignent les éléments de volume dans E; et le complément orthogonal de

E;, respectivement. L’intégration de 3.34 sur €2; conduit a

/ sup |u(y) |(n—v)p/ (n=mp) .0
Q4,y€Q

mp—v)/mp
<t f [ o]

v/mp
[/ > | D%u(z)|” dx ] da’

Pz Jal<m
mp—v)/mp v/mp
<K {/ﬂ |u($)|q0dx]( [/ l; | Du(z) dx] (3.35)

O
= Ky ||| By o

par l'inégalité de Holder. Enfin, nous appliquons le lemme 3.3 aux sous-espaces E; de R.
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k—1
Remarquons que la constante A de ce lemme est ici égale a . Soit dz® désignent
n—v—1

I’élément de volume dans RE et la mise en place ¢ = kp/(n — mp), on obtient

"
lullogor < Ko [ T sup Ju(y)|*/*da®

Qo =1 yeQz x

/X (3.36)
§K2H[/Q_  sup Ju(y)|* de’
i:1 1yeQz,z

Puisque g\/p = (n —v)p/(n — mp), il découle de 3.35 et 3.36 et du lemme 3.6 que

A A
or < K H | =g | o/

lullo

B/ A
< Ky [[[ulline ™ ullima) = Kallwllmpo:

Ceci établit 'injection souhaitée. Nous avons maintenant terminé la preuve du théoreme

3.1. [l

3.3 Traces de fonctions dans W™"((2) sur la frontiére de

()

La détermination des espaces de fonctions définis sur le bord de §2 contenant les traces
ul,, des fonctions u dans W™P(Q). Par exemple, si W™P(Q) — C(1), alors clairement u/,,
appartient & C' (092). Nous décrivons ci-dessous un théoreme d’intégration L? pour de telles
traces qui peut étre obtenu comme corollaire du théoreme 3.1.

Le probleme de la caractérisation de I'image de W™P(Q2) sous l'opérateur u — u|y, a
été largement étudié par de nombreux auteurs. La solution, qui fait intervenir des espaces
de Sobolev d’ordre fractionnaire m, sera donnée au chapitre VII (voir (3.5)). L’approche
utilisée dans ce chapitre est due a Lions [6],[7]. Soit {2 un domaine dans R™ ayant la propriété

C™ de régularité uniforme. Il existe donc un ouvert localement fini cover {U;} de 09, et
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transformations m-lisses correspondantes ¥, le carte B = {y € R" : |y| < 1} dans U, tel que
U,N 0=V, (By); By =1y € B:y, =0} 5if estune fonction ayant un support dans Uj,

on peut définir I'intégrale de f sur 0N via

/asz J(x)do = /Ujmaﬂ J(x)do = /Bo foW;(y',0)J;(y)dy,

ou y/ = (ylv SR 7yn—1) et si x = \If](y), alors

9y 1/2
i 8:61,...,92k,...,xn
Ji(v) = {,;( (8(y1,...,yn1) )) }

Si f est une fonction arbitraire définie sur 02, on peut poser

yn=0

/8(2 f(x)do = Z/an F(@);(z)do

ou {v;} est une partition d’unité pour 02 subordonné a {U;,}.

Théoréme 3.4. soit Q) étre un domaine dans R™ avoir l'uniforme C™ propriété de régularité,
et supposons qu’il existe un simple (m,p)-opérateur d’extension E pour Q. Simp < n et

p<q<(n—1)p/(n—mp), alors
W™P(Q) — LI(09Q). (3.37)

Simp = n, alors 3.37 attends pour p < g < 0.

Démonstration. L’injection 3.37 doit étre interprétée dans le sens suivant : Si u € W™P(Q),
alors Eu a une trace sur J€2 au sens décrit , et || Eulloq o0 < K||t)|mpa avec K indépendant
de u. [Notez que puisque Cj (R") est dense dans W™P(Q), || Eulloq, oo est indépendant de

I'opérateur d’extension particulier £ utilisé.] Il suffit de prouver le théoréme pour mp < n et
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qg=(n—1)p/(n —mp). Il existe une constante K; telle que pour tout u € W™P(Q)
[Eullmprn < Kil|uflmpo-

Par les conditions de la propriété uniforme C™-régularité (voir (3.5)), il existe une constante

K, telle que pour chaque j et chaque y € B,z = V,(y) € U;

a(yla"'7yn)

()] < Ky et < Ks.
50001 < Kt [l <

En notant que 0 < v;(z) < 1 sur R”, et en utilisant I'injection 3.2 du théoréme 3.1
appliqué sur B, on a pour u € W™P (),

Bu(z)|%do < / Eu(z)|d
/bdryQ| u | g Z | u | 4

jﬁbdru

S K2 Z HEU, O ‘Png,q,Bo

J

/
<K (|Buowlf,, 5)""

J
q/p
K, (Z ||Eu||fn,p,U,)
J

< K4RHEuHmpR”

< [(L"’>Hu”m,p7

L’avant-derniere inégalité ci-dessus utilise la propriété d’intersection finie possédée par la
couverture {U;}. La constante K, est indépendante de j puisque |D*V¥;;(y)| < ¢ pour tout

i, j,ou¥; = (¥;q,...,V;,). Ceci acheéve la preuve. ]
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3.4 W™P(Q)) comme une algebre de Banach

Etant donné les fonctions u et v dans W™?(Q), ot Q est un domaine dans R™, on ne
peut pas en général s’attendre a ce que leur produit ponctuel wv appartienne a W™P(Q).
[(uwv)(z) = u(z)v(z) p.p. dans Q.] 1l s’agit cependant d’une application simple du théoréme
d’intégration de Sobolev pour montrer que c’est le cas a condition que mp > n et que € ait

la propriété de cone.

Théoreme 3.5. Soit Q2 un domaine dans R™ ayant la propriété de cone. Si mp > n, alors il
existe une constante K* dépendant de m,p,n, et le cone fini C déterminant la propriété du
cone pour ), tel que pour tout uw,v € W™P(Q) le produit uv, défini ponctuellement p.p. en

Q, appartient a W™P(Q) et vérifie
[uv]mpo < K |ullmpellv]impeo- (3.38)

En particulier, WP () est une algébre de Banach commutative par rapport a la multiplica-

tion ponctuelle et a la norme équivalente

[ K[l p.0-

* JE——
m,p,d

Démonstration. Afin d’établir 3.38 il suffit de montrer que si |a| < m, alors

LD @ de < Ko jull 0 0], 0.

ou K = K(m,p,n,C). Supposons pour le moment que u € C°({2). Par la regle de Leibniz

pour les dérivées distributionnelles, c¢’est-a-dire

a
Duv] = > DPuD* Py,
B<a \ [
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il suffit de montrer que pour tout 5 < «, || < m, nous avons
[ |PPu@) D> Po@)] do < Ko Nl 0 1018 0

ou K,3 = Kupg(m,p,n,C). Par le théoreme d’injection il existe, pour chaque [ avec

|3| < m, une constante K(3) = K (3, m,p,n,C) telle que pour tout w € W™?(Q)
[ |PPw@)| de < K(B) w0 (3.39)

a condition (m—|5])p <netp <r <np/(n—(m—|B8])p) [oup <r < oosi(m—|F|)p=n],
ou

‘DB ‘ < K(B)||w||mpa p-p. dans Q

a condition (m — |B|)p > n.

Soit k le plus grand entier tel que (m — k)p > n. Puisque mp > n on a que k > 0. Si

|B| <k, alors (m — |B|)p > n, donc

[ [DPute)pePo@)f de < K@l 0 [0

< K(B)lullz p.allvll p.o-

De méme, si | — 8| < k, aors
o P
| [PPu@) D (@) de < K(a = 7|l 0 018 0

Maintenant si || > k et |o — 3| > k, alors en fait, |f| > k+1 et |a — 3] > k+ 1 de sorte

que n > (m —|B|)p et n > (m — |a — B|)p. De plus,

—(m =18y 0= (m o

n n
@m—labp _, _mp
n n

= 2- < 1.
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Il existe donc des nombres positifs r, 7" avec (1/r) + (1/r") =1 tels que

np < 1'p < np
n—(m—|[Bhp" ~ n—(m—la—pl)p

p<rp<

Ainsi par I'inégalité de Holder et 3.39 nous avons

/Q ’DﬂU(x) ’ dx] " UQ ’Da_ﬂv(x) " dx] "

< [K@)YIE (a =B [ullh, po

/Q ‘Dﬁu(x)Da_Bv(x) ‘p dx <

Ceci acheve la preuve de 3.38 pour u € C*(§2),v € W™P(Q).

Siu € W™P(Q), puis par théoreme 2.7 il existe une séquence {u,} de C*°(Q2) fonctions
convergeant vers u dans W™P(Q). Then by the above argument {u,v} est une suite de
Cauchy dans W™P(Q) converge donc vers un élément w de cet espace. Puisque mp > n, u et

v peuvent étre supposés continus et bornés sur €. Ainsi

lw = wollopa < llw = unvllgq + 1t = ) vl

S ”w - unUHO,p,Q + ||U||0,00,Q Hun —u 0,p,2

—0 as n— o

Ansi w = uv dans LP(Q) et ainsi w = uv au sens des distributions. Donc w = uv dans

WmP(Q) et
[wvllmp.0 = lwlmpo < limsup [luv]l,, , o = [ullnpollvllnpo
n—oo

Ceci acheve la preuve du théoreme. O

On remarque que l'algebre de Banach W™P(Q)) a une identité si et seulement si € est
bornée, c’est-a-dire que la fonction e(x) = 1 appartient a WP (£2) si et seulement si |Q| < oo,

mais il n’y a pas de domaines bornées de volume fini ayant la propriété de cone.
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3.5 Contre-exemples et théoremes non imbriqués

L’examen de ’énoncé du théoreme d’injection de Sobolev 3.1 peut amener le lecteur a
spéculer sur plusieurs directions de généralisation possibles. Avant d’explorer la possibilité
de prouver des théoremes d’injection pour des domaines ne satisfaisant pas les conditions
du théoreme 3.1, nous construisons d’abord des exemples montrant qu’a certains égards ce
théoreme donne "le meilleur possible". injection les résultats pour les domaines considérés, et
en fait pour n’importe quel domaine.

Soit €2 étre un domaine arbitraire dans R™ et supposons, sans perte de généralité, que
l'origine appartient & €. Soit R > 0 étre tel que la boule fermée Byr est contenu dans ).
(Ici B = {x € R": |z| < R}.) Dans chacun des exemples suivants, nous construisons une
fonction u € C* (Bsg ~ {0}) ne dépendant que de p = |z|. Si f € C*°(0, 00) satisfait f(t) =

sit < R alors que f(t) =0sit > 2R, alors la fonction w définie par

0 sip=|z| > 3R

flp)ulp) si0<p<3R

w(z) =

a un support compact dans 2 et appartient a WP () si et seulement si u € W"™? (Bg).

Exemple 3.1. Soit k étre un entier tel quel < k < n et supposons que mp < n et q >
kp/(n — mp). Nous construisons u de sorte que u € W™P (Bg) mais v ¢ L1 (Bk) ot
Br* ={x € Br:apy1 ==, =0}. Donc pas d’injection du type W™P(QQ) — L9 (Qk)
est possible si ¢ > kp/(n —mp).

Soitu(z) = p*, ot p = |z| et 'exposant \, sera précisé ci-dessous. Elle se vérifie facilement
par induction sur |a| que

Du(x) = P (x)p* 2 (3.40)

ou P, est un polynome homogéne de degré || dans les composants de x. Ansi |D*u(z)| <
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Koplel et
R
[ D@ < [ ot
Br 0

Donc u appartiens a W™P (Br) a condition

(A—m)p+n > 0. (3.41)

1/

D’autre part, sio = (xy >+ ---+22)"?, alors

R
/ lu(x)|%dzy - - - dzy = c/ o MR o
Bk

R 0

de sorte que u ¢ L7 (sz) st

A+ k< 0. (3.42)

Puisque q > kp/(n — mp), il est possible de sélectionner X pour satisfaire da la fois 3.41 et
3.42 comme demandé.
— Puisque la fonction u construite ci-dessus est illimitée prés de 0 , pas d’injection de la

forme W™P(Q) — C%(Q) est possible si mp < n.

Exemple 3.2. Supposons p > 1 et mp = n. Nous construisons v € W™P (Bg) tel que
u ¢ L (Bg). D’ou les imbrications W™P(QQ) — L4(Q), valable p < q < 0o si mp = n
et Q a la propriété de cone, ne peut pas étre étendu pour donner W™P(Q2) — L>®(Q) ou
WmP(Q) — C%(Q) sauf sip=1 et n =m.

Soit u(z) = log(log4R/p), ot p = |x|. Clairement u ¢ L> (Bgr). Encore une fois, il est

facile de vérifier par induction que
o] ,
Du(x) = Y Pay(x)p 2 [log(4R/p)] ™, (3.43)

Jj=1

ou P, ; est un polynome homogéne de degré |a| dans les composants de x. Puisque p =n/m
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on a
|al
D u(@)]” <7 Kagp "™ log(4R/p)) 7P,

Jj=1

de sorte que

|a|

R .
/ |D%u(z)|” dox < CE : / [log(4R/p)]—Jpp—|a\n/m+n—1dp_

Le coté droit de l'inégalité ci-dessus est certainement fini si |a| < m. Si |a| = m, nous

avons, pour o = log(4R/p),

|a|

00 )
Z / o Pdo
log 4

j=1

/ |D%u(z)|[P de < ¢
Br

qui est fini puisque p > 1. Ainsi u € W™P (Bg).
Il est intéressant de noter que la fonction u ci-dessus est indépendante du choixz de m et

p avec mp = n.

Exemple 3.3. Supposons mp > n > (m — 1)p, et soit X > m — (n/p). Nous construisons
u € W™P (Bg) tel que u ¢ C%* (373) Donc pas d’injecrion de la forme W™P(Q) — CONQ)
est possible si mp >n > (m —1)p et A >m — (n/p).

Comme dans l’exemple 3.1 nous prenons u(zx) = pt, p = |z|. De 3.41 on a u € W™P (Bg)
a condition p > m — (n/p). Maintenant |u(x) — u(0)|/|]z — 0]* = p*= tel que u ¢ CO (FR)
quand p < \. Ainsiu a les propriétés requises si nous choisissons pi pour satisfait m—(n/p) <

<A

Exemple 3.4. Supposons (m — 1)p = n et p > 1. Nous construisons u € W™P (Bg) tel
que u ¢ C%! <B73> Ainsi Uinjection W™?(Q) — CON(Q), walable pour 0 < A < 1 quand Q
posséde la propriété Lipschitz locale forte, ne peut pas étre étendu a A = 1 sauf si p = 1,

m —1=mn. Soit u(x) = plog(log4dR/p) ou p = |x|. Puisque

|u(z) —u(0)|/|x — 0] = log(log4R/p) — 00 quand = — 0
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Takhi Soundous 3.5 Contre-exemples et théorémes non imbriqués

il est clair que u ¢ C™! (LTR) Suivante 3.40 et 3./3 on aa

|a|

Dulw) = 3 Pas(x)p" " [log(4R/p)] .

ot P, ; est un polynome homogéne de degré |a. Ansi

|a|

D u(@)” < D7 Kagp?' 1" log(4R/p)] .

j=1
Il s’ensuit alors comme dans Uezemple 3.2 que u € W™P (Bg).

Les exemples ci-dessus montrent que méme pour des domaines tres réguliers, il ne peut
exister d’injection des types considérés dans le théoréme 3.1, a ’exception de ceux qui y sont
explicitement énoncés. Il reste a voir si des injections de ces types peuvent exister pour des
domaines irréguliers n’ayant pas la propriété du come. Nous montrerons que le théoreme 3.1
peut étre étendu, avec des conclusions affaiblies, a certains types de tels domaines irréguliers,
mais nous montrons d’abord qu’aucune extension n’est possible si le domaine est "trop irré-
gulier". Un domaine bornée 2 dans R™ peut avoir une frontiere lisse et toujours ne pas avoir
la propriété de cone s’il devient réduit a l'infini, c¢’est-a-dire si

lim dist(z, 02) = 0.

|z| =00
z€Q

Le théoreme suivant montre que les parties I et IT du théoreme 3.1 échouent completement

pour tout {2 non borné de volume fini.

Mémoire de Master : Certains espaces de Sobolev et leures propriétés



Takhi Soundous 3.5 Contre-exemples et théorémes non imbriqués

Théoréme 3.6. Soit Q) un domaine non borné dans R™ de volume fini, et soit ¢ > p. Alors

WmP(Q) n’est pas plongé dans L1(€2).

Démonstration. On construit une fonction u(x), en fonction uniquement de la distance p = |z|

de z depuis l'origine, dont la croissance a mesure que p augmente est suffisamment rapide pour

empécher 'appartenance de u & L4(€)) mais pas assez rapide pour empécher u € W™P(Q).
Sans perte de généralité on suppose vol 2 = 1. Soit A(p) désigner la surface [(n—1)-mesure

| de l'intersection de 2 avec la surface sphérique de rayon r centrée a lorigine. Alors

/OOO A(p)dp =1

Soit rg = 0 et définir r, pour n = 1,2, ... par

/OO Alp)dp =1/2" = /nl A(p)dp.

Clairement r, décroissant a l'infini avec n. Soit Ar, = r,.1 — r, et fixons € tel que
0 <& < [1/(mp)] —[1/(mq)]. I doit exister une suite croissante {n;}>~, tel que Ar, > 27,
pour autrement Ar, < 27" pour toutes mais peut-étre un nombre fini de valeurs de n d’ou
nous aurions »_ o2 Ar, < oo, une contradiction. Par commodité, nous supposons n; > 1 de
sorte que m; > j pour tout j. Soit ag = 0 a; = 741, et b; = ;. Noter que a;—1 < b; < q;
et a; —b; = Ar,; > 27,

Soit f une fonction non négative, infiniment différentiable sur R ayant les propriétés :
(i) 0 < f(t) <1 pour toutt,
(i) f(t)=0sit<0,f(t)=1sit>1,

(iii) ‘(d/dt)kf(t)’ < M pour tout ¢t si 1 < k < m.
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Takhi Soundous 3.5 Contre-exemples et théorémes non imbriqués

Sixz € Qet p=|z|, posons

IMj—1/q pour a;j_; < p < b
u(x) =

onj-1/a 4 <2nj/q - 2"3’*1/‘1) f (ﬂ) pour b; <p <a,.

Clairement v € C*(Q2). Dénotant ; = {x € Q:a;_1 < p <a;},ona

/Qj lu(x)|Pdr = {/ajjl +/bjj} [u(z)]PA(p)dp

< Qnaew/q/ A(p)d,o+2"jp/q /baj A(p)dp

J— J

_ 1 |:2_nj71(1_p/Q) + 2_”J'(1—P/‘1)} < 27U-D-p/9),
. <

Puisque p < ¢ les forces d’inégalité ci-dessus
[ee)
/ u(@)Pdz = Y / lu(z)|Pdt < co.
Q iR
Aussi, si 1 <k <m,on a

,

A(p)dp

P a; | dry
dr = / £
r= ), dpk

J

tu
dp*

< M2l fa; = b] ™ [ Alp)dp

= lMp2—nj(1—p/q—€kp) < }Mp2_cj
2 -2 ’
ou C =1—p/q—ekp > 0 puisque € < [1/(mp)] — [1/(mq)]. Ansi D*u € LP(2) pour
la] < m, c’est, u € W™P(Q). Cependant, u ¢ L%(2), car nous avons pour chacun j,
[ lu@)pde =2 [ AGp)dp
Q; aj—1

= Qni-1 [2‘”3‘*1‘1 — 2_’”_1} >

Donc W™P(Q)) ne peut pas étre injécté dans L9(€). ]
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Les conclusions du théoréme ci-dessus peuvent étre étendues (voir (3.5)) aux domaines

non bornés 2 de volume infini mais satisfaisant

limsupvo{z € Q: N <|z| < N+ 1} =0.

N—oo

Les parties I et 1T du théoreme 3.1 échouent également complétement pour les domaines avec
des cuspides de frontiere suffisamment nettes. Si €2 est un domaine dans R" et zy est un
point sur la frontiére de Q, soit B, = B, (x) la boule ouverte de rayon r autour de zy, soit
Q, = B, NQ, soit S, = 0B, N, et soit A(r,2) la surface [(n — 1)-mesure] de S,. On dira

que €) a une cuspide exponentielle en zy € 02 si pour tout réel k, on a

lim Alr, Q)

r—0+ rk

= 0. (3.44)

Théoréme 3.7. Si Q) est un domaine dans R™ ayant une cuspide exponentielle au point xg

sur 02, et si q > p, alors W™P(Q) n’est pas injécté dans LI(S).
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Une injection linéaire naturelle d’un espace normé X dans son second espace dual X" =

(X") est fournie par I'application Jy dont la valeur en z € X est donnée par

Jxx (') =2 (z), 2 e X'

Puisque |Jxz (2)] < ||2"; X'|| ||z; X]| on a

[ xz; X7 < s X

D’autre part, le théoreme de Hahn-Banach nous assure que pour tout x € X on peut trouver

un 2’ € X tel que ||2; X'|| =1 et 2/(z) = ||x; X||. Ainsi

s X7 = flae; X,

er Jy est un isomorphisme isométrique de X dans X”.
Si le domaine de I'isomorphisme est tout 'espace X", on dit que 'espace normé X est

réflexif. Un espace réflexif doit étre complet et donc un espace de Banach.

Théoréme .1. Un ensemble A est précompact dans un espace de Banach séparable X si et
seulement si pour tout nombre positif € il existe un sous-ensemble fini N, de points de X avec
la propriété

Ac |J By

YyEN,

Un ensemble N, avec cette propriété est appelé un e-net fini pour A.

Convexité uniforme

Tout espace normé est localement convexe par rapport a sa topologie de norme. La norme
sur X est dite uniformément convexe si pour tout nombre ¢ vérifiant 0 < ¢ < 2 il existe un
nombre §(e) > 0 tel que si z,y € X vérifient ||z; X|| = |ly; X|| = 1 et ||z — y; X|| > &, puis

|(z+y)/2; X|| <1—06(¢). L'espace normé X est lui-méme appelé «uniformément convexe
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dans ce cas. Il faut cependant noter que la convexité uniforme est une propriété de la norme
e-X peut posséder une norme équivalente qui n’est pas uniformément convexe. Tout espace
normable est dit «uniformément convexe» s’il possede une norme uniformément convexe. La

loi du parallélogramme (2) montre qu'un espace de Hilbert est uniformément convexe.

Théoréme .2. Un espace de Banach uniformément convexe est réflexif. Les deux théorémes
suivants seront utilisés pour établir la séparabilité, la réflexivité et la convexité uniforme des

espaces de Sobolev introduits au chapitre I11.

Corollaire .1. 57 Q2 est borné dans R", alors [’ensemble P de tous les polynomes de x =

(1,...,2,) ayant des coefficients rationnels complexes est dense dans C(2). (c € C est un

compleze rationnel si ¢ = c¢1 +icy, ol ¢1 et ¢y sont des nombres rationnels). Donc C()) est

séparable.

Théoréme .3 (Théoreme d’Ascoli-Arzela). Soit  un domaine borné dans R™. Un sous-

ensemble K de C(Q) est précomact dans C() pourvu que les deux conditions suivantes

soient remplies :

(i) 1l existe une constante M telle que pour tout ¢ € K et z € Q, |o(z)| < M.
(ii) Pour tout € > 0 il existe & > 0 tel que si ¢ € K, x, y € Q, et |[x —y| < 0, alors

¢(z) — o(y)| <e.

Ce qui suit est un théoreme d’intégration simple pour les espaces introduits ci-dessus.

Théoréme .4. (a) Si f est mesurable, tout comme |f|.
(b) Si f et g sont mesurables et ont une valeur réelle, alors le sont aussi f + g et fg.

(c) Si{fn} est une suite de fonctions mesurables, alors sup,, fn,inf, fn, lim sup,_, . fn, and

liminf, . f, are measurable.
(d) Si f est continue et définie sur un ensemble mesurable, alors f est mesurable.

(e) Si f est continu sur R dans R et g est mesurable et a valeurs réelles, alors la fonction

composée f o g Défini par fog(x) = f(g(x)) est mesurable.
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(f)(théoréme de Lusin) Si f is mesurable et f(x) = 0 pour x € A° ou u(A) < oo, et
ci e > 0, alors il existe une fonction g € Co(A) tel que supyepn |9(x)| < sup,epn | f(2)] et

ple e R": f(x) # g(2)} <e.

Théoréme .5. Etant donné une fonction f d valeurs réelles de domaine A C R™, il existe
une séquence {s,} de fonctions simples convergeant ponctuellement vers f sur A. Si f est
borné, {s,} peut étre choisi de sorte que la convergence est uniforme. Si f est mesurable,
chaque s, peut étre choisi comme mesurable. St f est une valeur non négative, la séquence

{sn} peut étre choisie pour étre croissante de fagon monotone a chaque point.

Lemme .1 (Lemme de Fatou). Soit A C R™ étre mesurable et laisser { f,} étre une séquence

de fonctions non négatives et mesurables

/A (hm inf fn($)> dr < lim inf/Afn(g;)da;.

n—oo n—oo

Théoréme .6 (Théoreme de convergence dominé). Soit A C R"™ étre mesurable et lesoitt
{fn} étre une séquence de fonctions mesurables convergeant vers une limite ponctuelle sur A.

S’il existe une fonction g € L'(A) tel que | f.(x)| < g(x) pour tout n et tout x € A, alors

T}Lngo/%lfn(x)dx—/fl(gl_)ngofn(x» dx.

Théoréme .7. Soient X un espace de Banach et M un sous-espace de X fermé par rapport
a la topologie normale sur X. Alors M est lui-méme. un espace de Banach sous la norme

héritée de X. De plus,

(i) M est séparable si X est séparable,
(ii) M est réflexif si X est réflexif,

(iii) M est uniformément convexe si X est uniformément conveze.

La complétude, la séparabilité et la convexité uniforme de M découlent facilement des

propriétés correspondantes pour X. La réflexivité de M est une conséquence du théoreme
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1.17 et du fait que M, étant fermé et convexe, est fermé dans la topologie faible de X.

Théoréme .8. Pour j =1,2,...,n soit X; un espace de Banach de norme ||.||;. Le produit
cartésien X = [[7_; X;, composé de points x = (1,...,2,) avec x; € X, est un espace

vectoriel sous les définitions
r+y=(T14+y1,.. ., Tn+Yn), cx=(cx1,...,cT),

et est un espace de Banach par rapport a l'une des normes équivalentes

n 1/p
2]l ) = (Z H%H?) , 1<p<oo,
j=1

o = max -

De plus,

(i) st X, est séparable pour 1 < j < n, alors X est séparable ;

(ii) st X, est réflexif pour 1 < j < n, alors X est réflexif;

(iii) si X; est uniformément convexe pour 1 < j < n, alors X est uniformément conveze.

Plus précisément, ||.||, est une norme uniformément conveze sur X pourvu que 1 < p < 0.

Le lecteur pourra vérifier que les fonctionnelles ||.||,, 1 < p < 00, 1 < p < oo, sont bien
des normes sur X et que X est complet par rapport a chacune d’elles. L’équivalence des

normes découle des inégalités
[2lloe < llzllp < lzlls < nll#]loc

La séparabilité et la convexité uniforme de X se déduisent aisément des propriétés corres-
pondantes des espaces X;. La réflexivité de X découle de celle de X;,1 < j < n,via un

isomorphisme naturel entre X' et [Tj_; X7 .
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Théoréme .9 (Théoréme de convergence monotone). Soit A C R™ mesurable, et {f,} une

suite de fonctions mesurables vérifiant 0 < fi(x) < fo(x) < -+ pour tout x € A. Alors

Jgrgo/f‘fn(z)dx:/fl(gl_)rgofn(:c» dx.

Une fonction u définie presque partout sur €2 est dite localement intégrable sur €2 pourvu
que u € L'(A) pour tout mesurable A CC 2. Dans ce cas, on écrit v € Ll (Q). A chaque

u € Li_ () correspond une distribution T,, € 2'(€2) définie par

T.(0) = [ u(@)o(e)de, 6 € 2(Q)

Il est clair que T, ainsi défini, est une fonctionnelle linéaire sur Z(£2). Pour voir qu'il est
continu supposons que ¢, — ¢ dans Z(£2). Alors il existe K CC Q tel que supp (¢, — ¢) C K

pour n =1,2,3,.... Ainsi

T, (6,) = Tu(0)] < sup|u(x) - 6(z) /. ut@)lda.

Le membre droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro lorsque n — oo puisque ¢, — ¢
uniformément sur K.

Nous définissons maintenant la notion de dérivée faible d’une fonction localement in-
tégrable. Soit u € L. (). Il peut exister ou non une fonction v, € Li. () telle que
T,, = D*(T,) dans Z'(f2). Si un tel v, existe, elle est unique & des ensembles de mesure
pres de zéro et elle est appelée la dérivée partielle faible ou distributionnelle de u et est notée

D%u. Ainsi D*u = v, au sens faible (distributionnel) & condition que v, € Li . () satisfait

/Qu(ﬁ)Dagzﬁ(x)dx: (—1)‘O‘|/Qva(ac)¢(x)dx

pour tout ¢ € Z(Q).

Si u est suffisamment lisse pour avoir une dérivée partielle continue D®u au sens usuel
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(classique), alors D*u est aussi une dérivée partielle distributionnelle de u. Bien stir D*u
peut exister au sens distributionnel sans exister au sens classique. Par exemple, une fonction
u, continue sur R, qui a une dérivée bornée v’ sauf en un nombre fini de points, a une dérivée
au sens distributionnel. Nous montrerons dans le Théoreme 2.33 que les fonctions ayant des
dérivées faibles peuvent étre convenablement approchées par des fonctions lisses.

Si 0 < A < 1, on définit C™*(Q) comme étant le sous-espace de C™() constitué des
fonctions ¢ pour lesquelles, pour 0 < |a| < m, D% vérifie dans € une condition de Holder

d’exposant A, c’est-a-dire qu’il existe une constante K telle que

|D¢(x) — D(y)| < K|z -y, x,y €.

C™* () est un espace de Banach de norme donnée par

e e D°p(x) — D
|e:cmr )| = [ C (Q)‘\vtogrria'mgmxs%pﬂ‘ (\?—yp Wi
z#y

Il convient de noter que pour 0 <v < A <1,

CmA@) € C(Q) G O(Q),

Il est également clair que C™(Q) = C™*(Q). En général C™(Q) ¢ C™(Q) non plus,
mais l'inclusion est possible pour certains domaines €2, par exemple les domaines convexes
comme on peut le voir en faisant appel a la valeur moyenne théoreme.

Si  est borné, les deux théorémes bien connus suivants fournissent des critéres utiles
pour la densité et la compacité des sous-ensembles de C(Q). Si ¢ € C(Q), on peut considérer
¢ comme défini sur Q, c’est-a-dire qu’on identifie ¢ avec son unique extension continue a la
cléture de €.

Q) a la propriété de cone s’il existe un cone fini C' tel que chaque point = € € soit le

sommet d'un cone fini C, contenu dans €2 et conforme a C. (Notez que C, n’a pas besoin
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d’étre obtenu a partir de C' par translation parallele, juste par un mouvement rigide.)
Q2 a la propriété Lipschitz locale forte a condition qu’il existe des nombres positifs ¢ et M,
une couverture ouverte localement finie {U;} de bdry €, et pour chaque U; une fonction a

valeurs réelles f; de n— 1 variables réelles, telles que les conditions suivantes soient remplies :
(i) Pour un R fini, toute collection de R + 1 des ensembles U; une intersection vide.

(ii) Pour tout couple de points z,y € Q5 = {z € Q : dist(x, 9Q) < 0} tel que |[x —y| < J il
existe j tel que

z,y € ¥;={x e U :dist (z, 0U;) > d}.

(iii) Chaque fonction f; satisfait une condition de Lipschitz de constante M :

1f &, &) = fOmy o )| SM (&G =M, &nmt — Mam1)] -

(iv) Pour un systeme de coordonnées cartésiennes (&1, ...,&;,) dans U; 'ensemble Q N U;

est représenté par l'inégalité

Sj,n < fj (5]',17 cee agj,n—l) .

On remarque que si €2 est borné, les conditions assez compliquées ci-dessus se réduisent
a la simple condition que € ait localement un bord Lipschitz, c¢’est-a-dire que chaque point
x sur le bord de 2 doive avoir un voisinage U, tel que 0€2 N U, est le graphe d'une fonction
continue de Lipschitz.

Q2 a la propriété de régularité uniforme C™ s’il existe une couverture ouverte localement
finie {U;} de 09, et une séquence correspondante {®,} de m-transformations biunivoques

lisses avec ®; prenant U; sur B = {y € R" : |y| < 1}, tel que :
(i) Pour certains § > 0, U2, V; ({y eR™: |yl < %}) D Q5,00 ¥; =5

(ii) Pour un R fini, toute collection de R + 1 des ensembles U, a une intersection vide.For

some finite R, every collection of R 4+ 1 of the sets has empty intersection.
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(iii) Pour chaque j,®; (U, N Q) ={y € B :y, > 0}.

(iv) Si (¢j1,..-,0jn) et (¥j1,...,9;n) dénotons respectivement les composantes de ®; et
U, alors il existe un M fini tel que pour tout «, || < m, pour tout i, 1 <i < n, et
pour tout j, on

| D, i(x)| < M, xe€U;

|DYji(y)| < M, y € B.
Théoreme .10. Soit ) un domaine borné dans R™ ayant la propriété de cone. Pour
tout p > 0 il existe une collection finie {Q,Qs, ..., Uy} douverts de Q tel que Q =
L1 82y, et tel que a chaque €; correspond un sous-ensemble A; de Qj ayant un diametre
n’excédant pas p, et un parallélépipéde ouvert P; avec un sommet en 0 , tel que §); =
Usea, (x + P;). De plus, sip est suffisamment petit, alors chaque €; posséde la propriété

Lipschitz locale forte.

Pour 1 < p < oo et pour les entiers. j, 0 < j < m, on introduit les fonctionnelles |.|;,

sur W™P(Q)) comme suit :

lu

1/p
jp = |u‘j7p,9 = { Z /Q’Dau($)|p dw} .

|lal=j

Evidament, |ulo, = ||u/lop = ||ul|, est la norme de u dans LP(2) et

1/p
||u||m,p:{ Z |u|§,p} .

0<j<m

Sij > 1, |.|;p est une semi-norme-elle a toutes les propriétés d'une norme sauf que
|ul;» = 0 n’implique pas que w s’annule dans W™P(2); par exemple, u peut étre une
constante non nulle sur un domaine €2 de volume fini. Dans certaines circonstances que
nous étudierons plus tard, |.|,,, est une norme équivalente pour I'espace Wi™"(2). En

particulier, c¢’est le cas si {2 est borné.
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Il s’agit pour 'instant d’établir des inégalités d’interpolation de la forme

uljp < Kelulpm, + Ke™/m=D]y

0,p»

ou 0 < j <m — 1. Le lemme suivant montre qu’en général il suffit d’établir pour le cas par-
ticulier 7 = 1, m = 2, une réduction qui sera utilisée dans les trois théoremes d’interpolation
qui suivent.

Considérons les implications du corollaire ci-dessus. Si I'imbrication (38) existe pour cer-

tains ¢ > p, alors I'une des alternatives suivantes doit étre vérifiée :

(a) 1l existe € > 0 et une translation 7' de R™ constituée de cubes de taille fixe telle que

p(H N Q) > e pour une infinité de cubes H € T

(b) Pour tout A > 0 et tout pavage T' de R™ par des cubes de taille fixe, T' ne contient qu'un

nombre fini de cubes \- gras.

Théoréme .11. Supposons que le injection (39) existe pour certains p, q tels que 1 < q < p.

Alors € est de volume fini.

Théoréme .12. Soit 1 < p < oo et soit 2 satisfait les conditions prescrites ci-dessus. Alors

Uapplication v donnée par (37) se prolonge par continuité en un isomorphisme et homéomor-
phisme de W™P(Q)/ ker vysur

m—1

[T wm*r=re(9Q).

k=0

Théoréme .13. L'espace dual [E4(Q)]" de EA(Q) est isomorphe et homéomorphe a Ly ().

Théoréme .14. Soit (2 un domaine borné dans R™ ayant la propriété de cone. Soit mp =n
et p > 1. Posons

A(t) = exp [t”/(”_m)} —1=-exp [tp/(p_l)} — 1.

Alors il existe l'injection

WmP(Q) — La(Q).
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