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Résumé

D ans ce projet, nous avons résolu analytiquement l’équation des ondes dans R et dans un
segment. Notre projet se décompose en deux chapitres :

+ Équation des ondes dans R,

+ Équation des ondes dans un segment.
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Introduction générale

L’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles hyperbolique
qui décrit la propagation d’une onde, qui peut être représentée par une gran-
deur scalaire ou vectorielle. Dans ce projet, nous avons résolu analytiquement
l’équation des ondes dans R et dans un segment. Notre projet se décompose en
deux chapitres :

+ Chapitre 1 : Équation des ondes dans R

+ Chapitre 2 : Équation des ondes dans un segment.
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Chapitre 1

Équation des ondes dans R
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1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 3

1.1 Problème de Cauchy

On considère le problème de Cauchy suivant :
ut t − c2uxx = 0

u (x,0) = f (x)

ut (x,0) = g (x)

(1.1)

où f (x) est le déplacement initiale et g (x)est la vitesse initiale f ∈ c2 (ℜ) et g ∈
c (ℜ) On pose :

A =−c2,B = 0,C = 1.

∆= B 2 −4AC =−4(−c2)(1) = 4c2 > 0

Alors l’équation d’onde est une équation hyperbolique.

Les équations caractéristiques :

d t

d x
= B +p

∆

2A
= 2c

−2c2
= −1

c
⇔ d t = 1

c
d x ⇔−cd t = d x ⇔C1 = x + ct ;C1 ∈ℜ

d t

d x
= B −p

∆

2A
= −2c2

2c
= 1

c
⇔ d t = 1

c
d x ⇔ cd t = d x ⇔C2 = x − ct ;C2 ∈ℜ

Les coordonnées caractéristiques :

ξ= x + ct et η= x − ct
On a :

ux = uξξx +uηηx = uξ+uη.

uxx = uξξξ
2
x +uηηη

2
x +2uξηξxηx +uξξxx +uηηxx = uξξ+2uξη+uηη.

ut = uξξt +uηηt = cuξ− cuη.

ut t = uξξξ
2
t +uηηη

2
t +2uξηξtηt +uξξt t +uηηt t = c2uξξ−2c2uξη+ c2uηη.

En remplaçant uxx et ut t dans l’équation(1.1) on obtient :

ut t − c2uxx = c2uξξ−2c2uηξ+ c2uηη− c2uξξ−2c2uξη− c2uηη =−4c2uξη = 0

uξη = 0

u
(
ξ,η

)=ψ
(
η
)+φ (ξ) .

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 4

En intégrant par rapport ξ et η on obtient :

u
(
ξ,η

)= ∫
ψ∗ (

η
)

dη+φ (ξ) .

ψ∗ (
η
)
est une fonction arbitraire.

On pose :

ψ
(
η
)= ∫

ψ∗ (
η
)

dη.

u
(
ξ,η

)=ψ
(
η
)+φ (ξ) .

Donc la solution générale de l’équation d’onde est donnée par :

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct ) . (1.2)

φ et ψ des fonctions différentiables.
On a :

u (x,0) = f (x)

et

ut (x,0) = g (x) .

Alors :

u (x,0) =φ (x)+ψ (t ) . (1.3)

et

ut (x,0) = cφ
′
(x)− cψ

′
(x) = g (x) . (1.4)

En intégrant l’équation (1.4) on obtient :∫ x

0
g (τ)dτ=

∫ x

0
cφ

′
(x)− cψ

′
(x)d x =

∫ x

0
c
[
φ

′
(x)−ψ′

(x)
]

d x

= c

[∫ x

0
φ

′
(x)−

∫ x

0
ψ

′
(x)

]
= c

[
φ (x)−ψ (x)

]
.

φ (x)−ψ (x) = 1

c

∫ x

0
g (τ)dτ+K . (1.5)

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 5

K est une constante. On a :

f (x) =φ (x)+ψ (x) ⇒ψ (x) = f (x)−φ (x) . (1.6)

par la sommation de (1.5) et (1.6) :

2φ (x) = 1

c

∫ x

0
g (τ)dτ+ f (x)+K .

Donc :

φ (x) = 1

2
f (x)+ 1

2c

∫ x

0
g (τ)dτ+ K

2
.

Pour trouver ψ (x) en remplaçent φ (x) dans l’équation (1.6) :

ψ (x) = 1

2
f (x)− 1

2c

∫ x

0
g (τ)dτ− K

2
.

Donc la solution générale est donnée par :

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct ) .

u (x, t ) = 1

2
f (x + ct )+ 1

2c

∫ x+ct

0
g (τ)dτ+ K

2

+ 1

2
f (x − ct )− 1

2c

∫ x−ct

0
g (τ)dτ− K

2
.

u (x, t ) = 1

2

[
f (x − ct )+ f (x + ct )

]+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g (τ)dτ. (1.7)

Ceci est appellée la solution de D’alembert de problème de cauchy pour l’équa-
tion d’onde homogène en dimention un ,Donc c’est existe .

L’unicité

La solution générale est donnée par :

u (x, t ) = 1

2

[
f (x + ct )+ f (x − ct )

]+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g (τ)dτ.

u∗

est la solution associer à
f ∗

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 6

et
g∗

.

u∗ (x, t ) = 1

2

[
f ∗ (x + ct )+ f ∗ (x − ct )

]+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g∗ (τ)dτ

on démontrer que :∀ε> 0,t∈ℜ∣∣u (x, t )−u∗ (x, t )
∣∣< ε

∣∣u (x, t )−u∗ (x, t )
∣∣≤ 1

2

∣∣ f (x + ct )+ f (x − ct )
∣∣

+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct

∣∣g (τ)
∣∣dτ− 1

2

∣∣ f ∗ (x + ct )+ f ∗ (x − ct )
∣∣

− 1

2c

∫ x+ct

x−ct

∣∣g∗ (τ)
∣∣dτ

≤ 1

2
ε+ 1

2
ε+ 1

2
ε2t

≤ ε+εt = ε (1+ t ) ≈ ε

Donc la solution est unique.

1.1.1 Interprétation la solution de D’Alembert pour u (x,0) = 0 et ut (x,0) = 0 :

Nous considérons deux cas particulier :

la première cas :

La vitesse initiale est nulle,alors que le déplacement initiale est existe [−b,b] :

g (x) = 0

et

f (x) 6= 0

Donc la solution (1.7)s’écrit sous la forme suivant :

u (x, t ) = 1

2

[
f (x + ct )+ f (x − ct )

]= 1

2
f (x) (1.8)

La solution(1.8)est la forme de deux ondes se propageant à droite et à gauche
avec une vitesse c dont la forme de début égale à la moité du déplacement ini-
tiale.

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 7

la deuxième cas :

le déplacement initiale est nul : f (x) = 0 et g (x) 6= 0 sur certain intervalle
[b,−b]
Donc la solution (1.7) est donnée par :

u (x, t ) = 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g (τ)dτ= 1

2c
[G (x + ct )+G (x − ct )]

1.1.2 Problème de Cauchy de l’équation des ondes homogènes avec une ex-
trémité fixée

Corde fini :

Soit une corde de longueur l fixée aux extrémités,le problème de vibration
d’une corde fini se ramène à la solution de l’équation d’onde :

ut t = c2uxx

u (x,0) = f (x)

ut (0, t ) = g (x)

u (0, t ) = 0

De la solution de D’Alembert

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct )

On a :

φ (ξ) = 1

2
f (ξ)+ 1

2c

∫ x

0
g (τ)dτ+ K

2

ψ
(
η
)= 1

2
f
(
η
)− 1

2c

∫ x

0
g (τ)dτ− K

2

En utilisant les conditions au limite,on obtient :

u (0, t ) =φ (ct )+ψ (−ct ) = 0

Donc :

ψ (−ct ) =−φ (ct )

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 8

En remplaçent -ct par α :

ψ (α) =−φ (−α)

En remplaçent α par x-ct :

ψ (x − ct ) =−φ (ct −x)

Alors :

ψ (x − ct ) =−1

2
f (ct −x)− 1

2c
− 1

2c

∫ ct−x

0
g (τ)dτ

La solution de problème avec condition initiale est donnée par :

u (x, t ) = 1

2

[
f (x + ct )+ f (ct −x)

]+ 1

2c

∫ x+ct

ct−x
g (τ)dτ

1.1.3 Problème de Cauchy de l’équation des ondes homogènes avec une ex-
trémité libre :


ut t = c2uxx

u (x,0) = f (x)

ut (x,0) = g (x)

ux (0, t ) = 0

(1.9)

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct )

On a :

ux (x, t ) =φ′ (x + ct )+ψ′ (x − ct ) = 0

ux (0, t ) =φ′ (ct )+ψ′ (−ct )

Par l’intégrale : ∫ [
φ′ (ct )+ψ′ (−ct )

]= ∫
φ′ (ct )+

∫
ψ′ (−ct ) = 0

φ (ct )−ψ (−ct ) = K

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 9

k est une constante.
On pose α=−ct on obtient :

ψ (α) =φ (−α)−K

et
α= x − ct

on obtient :

ψ (x − ct ) =φ (ct −x)−K

Donc :

ψ (x − ct ) = 1

2
f (ct −x)+ 1

2c

∫ ct−x

0
g (τ)dτ− K

2

Donc la solution est donnée par :

u (x, t ) = 1

2

[
f (x + ct )+ 1

2
f (ct −x)

]
+ 1

2c

[∫ x+ct

0
g (τ)dτ+

∫ ct−x

0
g (τ)dτ

]

1.1.4 Équation des ondes homogène avec des conditions initiales et aux li-
mites non homogène

Dans le cas des problèmes de valeurs initiales de limites avec les conditions
des limites non homogènes :

ut t = c2uxx x > 0, t > 0

u (x,0) = f (x) ; x ≥ 0

ut (x,0) = g (x) ; x ≥ 0

u (t ,0) = p(t ) ; t ≥ 0

(1.10)

on utilise les condition aux limites non homogène dans (1.1)ou obtient :

u (0, t ) =φ(ct )+ψ(−ct ) = p(t )

on a :

ψ(−ct ) = p(t )−φ(ct )

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.1. PROBLÈME DE CAUCHY 10

si on pose
α=−ct

ψ(α) = p(t )−φ(−α)

ψ(α) = p(−α
c

)−φ(−α)

en remplaçant α par x − ct on obtient

ψ(x − ct ) = p(
ct −x

c
)−φ(ct −x)

ψ(x − ct ) = p(t − x

c
)−φ(ct −x)

pour 0 ≤ x ≤ ct Donc la solution est donne par :

u(x, t ) = 1

2
f (x + ct )+ 1

2c

∫ x+ct

0
g (τ)dτ+ K

2
+p(t − x

c
)

− 1

2
f (ct −x)− 1

2c

∫ ct−x

0
g (τ)dτ− K

2

= 1

2
[ f (x + ct )− f (ct −x)]+ 1

2c

∫ ct+x

ct−x
g (τ)dτ+p

(
t − x

c

)
Donc :

u (x, t ) = p
(
t − x

c

)
+φ (x + ct )−ψ (ct −x) (1.11)

on considère la condition initiale aux limite non homogène on obtient :
ut t = c2uxx x ≥ 0, t > 0

u (x,0) = f (x) x ≥ 0

ut (x,0) = g (x) x ≥ 0

ux (0, t ) = q (1) t ≥ 0

on utilise (1.1) nous appliquons la condition de valeur limite pour obtenir :

ux (0, t ) =φ
′
(ct )+ψ′

(−ct ) = q (t )

et après l’intégration nous trouvons :∫ t

0
φ

′
(ct )+ψ′

(−ct ) =
∫ t

0
q(τ)dτ+K

′

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.2. VIBRATION D’UNE CORDE AVEC EXTRÉMITÉS FIXES : 11

1

c

(
φ (ct )−ψ (−ct )

)= ∫ t

0
q(τ)dτ+K

′

φ (ct )−ψ (−ct ) = c
∫ t

0
q(ξ)dξ+K

′

si on pose α=−ct on obtient :

φ (−α)−ψ (α) = c
∫ −α

c

0
q(τ)dτ+K

ψ (α) =φ (−α)− c
∫ −α

c

0
q(τ)dτ−K

en remplaçant α par x-ct ,on obtient :

ψ (x − ct ) =φ (ct −x)− c
∫ t− x

c

0
q(τ)dτ−K

Alors la solution est donnée par :

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct ) =φ (x + ct )+φ (ct −x)− c
∫ t− x

c

0
q(τ)dτ−K

u (x, t ) = 1

2
f (x + ct )+ 1

2c

∫ x+ct

0
g (τ)dτ+ K

2

+ 1

2
f (ct −x)+ 1

2c

∫ ct+x

0
g (τ)dτ+ k

2
− c

∫ t− x
c

0
q(τ)dτ−K

u (x, t ) = 1

2
[ f (x + ct )+ f (ct −x)]+ 1

2c

∫ x+ct

0
g (τ)dτ (1.12)

+ 1

2c

∫ ct−x

0
g (τ)dτ− c

∫ t− x
c

0
q(τ)dτ (1.13)

1.2 Vibration d’une corde avec extrémités fixes :

On considère la vibration d’une caractère de longueur l fixée dans les deux
extrémités. Donc, le problème est de trouver la solution de :

ut t = c2uxx 0 < x < l , t > 0

u (x,0) = f (x) 0 ≤ x ≤ l

ut (x,0) = g (x)

ux (0, t ) = 0 t ≥ 0 ux (l , t ) = 0 , t ≥ 0

(1.14)

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.2. VIBRATION D’UNE CORDE AVEC EXTRÉMITÉS FIXES : 12

de la résultat précédent,la solution de l’équation d’onde est :

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct )

Nous appliquons la condition initiale,nous avons :

u (x,0) =φ (x)+ψ (x) = f (x)

ut (x,0) = c
(
φ′ (x)−ψ′ (x)

)= g (x)

Nous trouvons :

φ (ξ) = 1

2
f (ξ)+ 1

2c

∫ ξ

0
g (τ)dτ+ k

2
(1.15)

ψ
(
η
)= 1

2
f
(
η
)− 1

2c

∫ η

0
g (τ)dτ− k

2
(1.16)

Donc :

u (x, t ) =φ (x + ct )+ψ (x − ct )

Nous appliquons les condition aux limites ,on obtient :

u (0, t ) =φ (ct )+ψ (−ct ) = 0

ψ (−ct ) =−φ (ct ) (1.17)

u (l , t ) =φ (l + ct )+ψ (l − ct ) (1.18)

Si on pose α=−ct dans(1.17)on obtient :

ψ (α) =−φ (−α) (1.19)

En remplaçant α par l + ct dans(1.18) on obtient :

φ (α) =ψ (2l −α) (1.20)

avec ξ=−η en remplaçant dans(1.15) on obtient :

φ
(−η)= 1

2
f
(−η)+ 1

2c

∫ −η

0
g (τ)dτ+ k

2
(1.21)

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



1.3. ÉQUATION DES ONDES NON HOMOGÈNE AVEC CONDITION INITIALES 13

de(1.21) et(1.19) et en remplaçant α par η :
alors

ψ
(
η
)=−φ(

η
)=−1

2
f (−ξ)− 1

2c

∫ −η

0
g (τ)dτ− k

2
(1.22)

si on a α= ξ dans l’équation(1.20) on obtient :

φ (ξ) =−ψ (2l −ξ) (1.23)

On suppose que et a = 2l −ξ en remplaçant dans l’équation (1.16)donc :

ψ (2l −ξ) = 1

2
f (2l −ξ)− 1

2c

∫ 2l−ξ

0
g (τ)dτ− k

2
(1.24)

En remplaçant (1.24)dans (1.23) on obtient :

ψ (ξ) =−φ (2l −ξ) =−1

2
f (2l −ξ)− 1

2c

∫ 2l−ξ

0
g (τ)dτ+ k

2

Donc la solution est donnée par :

u
(
ξ,η

)=φ (ξ)+ψ(
η
)=−1

2
f (2l −ξ)+ 1

2c

∫ 2l−ξ

0
g (τ)dτ+ k

2

− 1

2
f
(−η)− 1

2c

∫ −η

0
g (τ)dτ− k

2
.

u (x, t ) =−1

2
[ f (2l −ξ)+ f

(−η)
]+ 1

2c

∫ 2l−ξ

−η
g (τ)dτ

u (x, t ) =−1

2
[ f (x − ct )+ f (ct −x)]+ 1

2c

∫ x+ct

ct−x
g (τ)dτ

1.3 Équation des ondes non homogène avec condition initiales

Théorème de Green :Nous allons examiner maintenant le problème de Cau-
chy pour l’équation d’onde non homogène :

ut t = c2uxx +h∗ (x, t )

avec les condition initiales : {
u (x,0) = f (x) ,

ut (x,0) = g∗ (x)
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par la transformation de coordonnées : y = ct
le problème est réduit a :

uxx −uy y = h
(
x, y

)
ut t − c2uxx = h∗ (

x, y
)

1

c2
ut t −uxx = 1

c2
h∗ (x, t )

uxx − 1

c2
ut t = −1

c2
h∗ (x, t )

uxx −uy y = h
(
x, y

)
(1.25)

ou

h (x, t ) = −h∗

c2

(
x, y

) ∈ℜ

u (x,0) = f (x)

uy (x,0) = g (x)

g (x) = g∗
c∫

R

∫ (
uxx −uy y

)
dR =

∫
R

∫
h(x, y)dR (1.26)

Nous appliquons le théorème de Green suivant :∫
R

∫
uxx −uy y dR =

∮
B

uxd y +uy d x. (1.27)

Où B est composée de B0,B1 et B2.∫
B0

(uxd y +uy d x) =
∫ x0+y0

x0−y0

ux0+uy d x =
∫ x0+y0

x0−y0

uy d x
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∫
B1

(uxd y +uy d x) =
∫

B1

(−uxd y −uy d x) = u
(
x0 + y0,0

)−u
(
x0, y0

)
∫

B2

(uxd y +uy d x) =
∫

B2

(uxd y +uy d x) = u
(
x0 − y0,0

)−u
(
x0, y0

)
Donc :∮

B
uy d x +uxd y =

∫
B0

(uxd y +uy d x)+
∫

B1

(uxd y +uy d x)+
∫

B2

(uxd y +uy d x)

=−2u (x0,u0)+u
(
x0 + y0,0

)+∫ x0+y0

x0−y0

uy d x.

(1.28)

(1.26),(1.27),(1.28) on obtient :

u
(
x0, y0

)= 1

2

[
u

(
x0 + y0,0

)+u
(
x0 − y0,0

)]
+ 1

2

∫ x0+y0

x0−y0

uy d x − 1

2

∫
R

∫
h

(
x, y

)
dR

en remplaçant x0,y0 par x et y dans : alors

u
(
x, y

)= 1

2
[ f (x + ct )− f (x − ct )]

+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g (τ)dτ+ 1

2

∫
R

∫
h

(
x, y

)
dR.
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2.1. MÉTHODE DE SÉPARATION DES VARIABLES 17

2.1 Méthode de séparation des variables

On considèré l’équation des ondes posée sur le domaine d’espace [0,l] :
ut t = c2uxx , t > 0 , x ∈]0, l [

u (0, t ) = u (l , t ) = 0

u (x,0) = f (x)

ut (x,0) = g (x)

Par la séparation des variables :
nous posons

u (x, t ) = F (x)G (x)

on obtient :

ut t =G ′′ (t )F (x)

uxx = F ′′ (x)G (t )

l’équation s’écrit alors :

G ′′ (t )F (x) = c2F ′′ (x)G (t ) =λ

G ′′ (t )F (x)

G (t )F (x)
= c2F ′′ (x)G (t )

G (t )F (x)
=λ

D’où

G ′′ (t )

G (t )
= c2 F ′′ (x)

F (x)
=λ

nous donnons deux équation différentielles découplées :{
F ′′ (x)−λF (x) = 0

G ′′ (t )− c2λG (t ) = 0

u (0, t ) = u (l , t ) = 0
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= F (0)G (t ) = 0

⇒ F (0) = 0

F ′′ (x)−λF (x) = 0

r 2 −λ= 0

⇒ r 2 =λ

si λ> 0

r =±
p
λ

F (x) = Ae
p
λx +Be−pλx

F (0) = A+B = 0

F (l ) = Ae
p
λx +Be−pλl = 0

⇒ A = B = 0

alors

F (x) = 0 ⇒ u (x, t ) = 0

si λ= 0

F ′′ (x) = 0

⇒ F ′ (x) =C1
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⇒ F (x) =C1x +C2

F (0) =C2 = 0

F (l ) =C1l = 0 ⇒C1 =C2

alors

F (x) = 0 ⇒ u (x, t ) = 0

si λ= 0 et λ> 0
u (x, t ) est nulle ce qui est exclu et contredit la condition initiale u (x,0) = f (x)

si λ< 0

λ=−p2

r 2 =−p2 ⇒ r =∓i P

F (x) = A cosP x +B sinP x (2.1)

F (0) = A cosP (0)+B sinP (0) = 0

⇒ A = 0etF (0) = F (l ) = 0

F (l ) = B sinPl = 0 ⇒ Pl = kπ;k = 1,2...

D’où les valeurs de Pk = kπ
l

Avec B 6= 0,donc :

Fk = sin
kπx

l
K ∈Z
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De même de

G ′′ (t )−C 2λG (t ) = 0

λ=− (Pk)2

G ′′
k (t )+ [C (Pk)]2 G (t ) = 0

λk = ckπ

l

donc la solution est :

Gk (t ) =Ck cos

(
ckπ

l
t

)
+Dk sin

(
kcπ

l
t

)
.

Ck et Dk sont des constantes arbitraire.
donc :

uk (x, t ) = Fk (x)Gk (t ) =
[

ak cos

(
ckπ

l
t

)
+bk sin

(
ckπ

l
t

)]
sin

kπx

l
.

d’aprés l’équation (1.1) et les condition de Dirichlet
ak =CkBk et bk = DkBk

On a l’équation(1.1) est linéaire et homogène,par la superposition principale la
série infinie est :

u (x, t ) = Fk (x)Gk (t ) =
∞∑

k=1

(
ak cos

(
ckπ

l
t

)
+bk sin

(
ckπ

l
t

))
sin

(
kπx

l

)
.

nous appliquons les conditions initiales ,on obtient :

u (x,0) = f (x) =
∞∑

k=1

ak sin

(
kπx

l

)
on a :

ut (x, t ) =
∞∑

k=1

ckπ

l

(
−ak sin

(
ckπ

l
t

)
+bk cos

(
ckπ

l
t

))
sin

(
kπx

l

)

ut (x,0) = g (x) =
∞∑

k=1

bk

(
ckπ

l

)
sin

(
kπx

l

)
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ak et bk sont les coefficients de la série de Fourier de sinus de f (x) et g (x) :

ak = 2

l

∫ l

0
f (x)sin

(
kπx

l

)
d x

bk = 2

ckπ

∫ l

0
g (x)sin

(
kπx

l

)
d x

On a les conditions de Neumann suivants :

du

d x
(0, t ) = du

d x
(l , t ) = 0

d’aprés (2,2)
du

d x
(x, t ) = F ′ (x)G (t )

du

d x
(0, t ) = du

d x
(l , t ) = 0

⇒ F ′ (0)G (t ) = F ′ (l )G (t ) = 0

F ′ (0) = F ′ (l ) = 0

on a :

F (x) = A cosP x +B sinP x

F ′ (x) =−AP sinP x +BP cosP x

F ′ (0) = BP = 0

⇒ B = 0

F (x) = A cosP x

F ′ (l ) =−AP sinPl = 0

Pl = kπ

k ∈R
Fk (x) = Ak cos

(
kπ

l
x

)
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et

Gk (t ) =Ck cos

(
ckπ

l
t

)
+Dk sin

(
kcπ

l
t

)
.

Les fonctions propres uk (x, t ) sont les solutions

uk (x, t ) = Ak cos

(
kπ

l
x

)(
Ck cos

(
ckπ

l
t

)
+Dk sin

(
kcπ

l
t

))

u (x, t ) =
∞∑

k=1

Ak cos

(
kπ

l
x

)(
Ck cos

(
ckπ

l
t

)
+Dk sin

(
kcπ

l
t

))
u (x, t ) =

∞∑
k=1

cos

(
kπ

l
x

)(
ak cos

(
ckπ

l
t

)
+bk sin

(
kcπ

l
t

))

u (x,0) = f (x) =
∞∑

k=1

ak cos

(
kπ

l
x

)

ut (x, t ) =
∞∑

k=1

ckπ

l

(
−ak sin

(
ckπ

l
t

)
+bk cos

(
ckπ

l
t

))
cos

(
kπx

l

)

ut (x,0) = g (x) =
∞∑

k=1

bk

(
ckπ

l

)
cos

(
kπx

l

)
Ona les conditions de mixtes suivants :

u (0, t ) = du

d x
(l , t ) = 0

d’aprés (2,2)

F (0)G (t ) = F ′ (l )G (t ) = 0

F (0) = F ′ (l ) = 0

alors l’équation s’écrit sous la forme (2,3)

F ′ (x) =−AP sin(P x)+BP cos(P x)

F ′ (l ) =−AP sinPl +BP cosPl = 0

N. E. Belghechoua& Z. I. Laidi Équation des ondes en dimension un



2.1. MÉTHODE DE SÉPARATION DES VARIABLES 23

F (0) = A = 0

donc

F ′ (l ) = BP cosPl = 0 ⇒ cosPl = 0

⇒ Pl = (2k +1)π

2
⇒ P = (2k +1)π

2l
les fonction propres uk (x, t ) sont les solutions

Pk = (2k +1)π

2l

Fk (x) = Bk sin

(
(2k +1)π

2l
x

)
Gk (t ) =Ck cos

(
c (2k +1)π

2l
t

)
+Dk sin

(
c (2k +1)π

2l
t

)

uk (x, t ) = Bk sin

(
(2k +1)π

2l
x

)(
Ck cos

(
c (2k +1)π

2l
t

)
+Dk sin

(
c (2k +1)π

2l
t

))

u (x, t ) =
∞∑

k=1

Bk sin

(
(2k +1)π

2l
x

)(
Ck cos

(
c (2k +1)π

2l
t

)
+Dk sin

(
c (2k +1)π

2l
t

))

u (x, t ) =
∞∑

k=1

(
ak cos

(
c (2k +1)π

2l
t

)
+bk sin

(
c (2k +1)π

2l
t

))
sin

(
(2k +1)π

2l
x

)
avec les conditions initiales,on obtient :

u (x,0) = f (x) =
∞∑

k=1

ak sin

(
(2k +1)π

2l
x

)
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ut (x, t ) =
∞∑

k=1

[(
−ak

c (2k +1)π

2l

)
sin

(
c (2k +1)π

2l
t

)
+bk

(
c (2k +1)π

2l

)
cos

(
c (2k +1)π

2l
t

)]
sin

(
(2k +1)π

2l
x

)

ut (x,0) = g (x) =
∞∑

k=1

bk

(
c (2k +1)π

2l

)
sin

(
(2k +1)π

2l
x

)
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