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Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’¢tude de I’approximation
dans I’espace des fonctions continues sur un compact.

Ce mémoire est divise en trois chapitres, dans le premier
nous présentons quelques rappels .

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’approximation, et au

théoreme de Stone.

Au dernier chapitre, on donne des applications.
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Chapitre 1 : Rappels

1. A)Espace vectoriel norme et complet :

Un espace vectoriel réel R s’appelle espace réel normé si, a tout vecteur
x € R, on fait correspondre un nombre |x| (noté par fois ||x|| ou méme
[l x |1l ) appelé norme du vecteur x et satisfaisant aux conditions :

(1) |x] >0 si x#0,|0]=0;

(2) |ax| = |a]||x| pour tout xeR pour tout nombre réel a.

(3) |x +yl < x| + |y| quels que soient x et y de R ( axiome triangle ).

Par définition posons p(x,y) = |x — y|.

Il est aisé de prouver que les axiomes de |'espace métrique sont satisfaits ; il

en résulte qu’un espace normé est métrique.

Ainsi, dans un espace normeé on peut mesurer les distances entre les vecteurs et

se servir du passage a la limite.
Un espace complet normé est dit de Banach.

L'espace R*(M) de toutes les fonctions réelles x(t) continues et bornées sur
un espace métrique M, que I'on a considére en tant qu’exemple d’un espace

vectoriel et d'un espace métrique .Dans R®(M) est donnée par la formule

lxll = supclx(®)] .

Nous désignons ici la norme d’une fonction x(t) non pas par |x| mais par
l|x]| pour mettre en relief la différence entre la normé de la fonction x(t)

comme élément de 'espace R5(M) et sa valeur absolue dépendant du

point t les axiomes d’un espace vectoriel normé (1) —(3) de la normé sont

dans ce cas presque évidents, en particulier :
[x(©) + y(®)] < |x(@) +y(©) I.
< sup |x(®)] + sup,|y ()]

= llxIl + Iyl ;
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On passant au maximum dans le premier membre, on obtient I'inégalité

demandée.
lx+yll < llx|l + llyll .

1. B).ESPACE VECTORIELS COMPLEXES NORMES:

’espace C5(M) toutes les fonctions x(t) continues et bornées sur un

espace métrique M, a valeurs dans un espace complexe normé C , munide

lanormé ||x|| = sup;|x(t)]

(OU |x(t)| estlanormé de I'espace C), est un espace complexe normé ; il est

désigne par C5(M).
Il est completsi C est complet.

2) Algebre :

Un espace vectoriel U surun corps K est appelé algébre (plus précisément,
algebre sur K ) si, pour les éléments X, Y, cccovvenene. de U, une opération de
multiplication désignée par x * y (ou xy ) est définie de sorte que les conditions
suivantes soit satisfaites :

(1) a(xy) = (ax)y pourtout x et yde U et tout a € K,
(2) (xy)z = x(yz) quels que soient x,y,z de U ;

(3)

(4)x(y + z) = xz + xz quels que soientx, y,z de U.

(x +y)z = xz + yz quels que soient x,y,zde U ;

» Les conditions (1) et (2) sont appelées loi associatives,
» Les conditions (3) et (4) lois distributives.

3) Valeurs d’adhérence et Points d’accumulation :

3.a) valeurs d’adhérence :

Soit toujours une suite (x,,) de points d’'un espace métrique M. Nous dirons qu’un
point yeM est valeur d’adhérence de la suite (x;,) si, pour tout € > 0 et tout
N naturel, on peut trouver un numéro n > N pour lequel p(y,x,) < &.
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3.b) points d’accumulations :

Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique M on dit qu’un pointy € M est un
point d’accumulation de 'ensemble A si tout voisinage.

V.(y) ={x:p(x,y) <r} du pointy contient un point x € A autre que y.
4) Ensembles partout dense -Fermetures :

4.a) Ensemble partout dense :

On dit qu’'un ensemble A dans un espace métrique M est partout dense par
rapport a un ensemble B € M si tout point x € B ou bien appartient lui-méme a 4,
ou bien en est un point d’accumulation.

En d’autres termes, A est partout dense par rapporta B si toute boule centrée en
un point x € B contient un pointy € A.

Side plus A © B, ondit que A est partout dense dans B .

Ainsi, I'ensemble des points rationnels est partout dense sur la droite numérique
—00 < x <+,

L’ensemble des points (17, ... ... ... , ) de coordonnées rationnelles est partout
dense dans I'espace euclidien n- dimensionnel.

4.b) Fermeture :

Soit A un ensemble dans un espace métrique M.

L'ensemble des points de A et de tous ses points d’accumulations s’appelle
fermeture de 'ensemble A et se note A.si A est un ensemble fermé, c’est - a- dire
que A contient tous ses points d’accumulations alors A = 4.

Engénéral, A D A,si A = A, cela veut dire que tous les points d’accumulations de
I'ensemble A appartiennenta A et que, par conséquent, A est fermé.

Donc, les affirmations « A est fermé » et « A = A » sont équivalentes.

Si AcA, alors puisque on a toujours ADA, il vient A = A, de sorte que A est
fermé.

5) convergence simple et convergence uniforme :

Soit (f,)nen, Une suite de fonction d’un ensemble A non vide vers un corps
K(K: RouC)

fn - K.

x = fa(x)
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5.a) convergence simple :
Définition :

On dire que la suite de fonction (f,;) Converge simplement sur A
s'il existe f € F (a,K), (appelée limite simple de la suite (f;,) telle que :

Vx €A:limy o fo (x) = f(x);

Ce ci traduit par :

Vx€EAVe>0,3ny€ N(Vn = ngp),

= fux) —f)] <e

5.b) Convergence uniforme :

Définition :

On dira que la suite de fonction (f,,) convergence uniformément sur A
S'ilexist f € F(A,K) (appelée limité de la suite (f,) telle que
Ve>03Iny, e N/Vx €A,Vn = n,

= If,— f) <e.
6. Compacité :

6.a) Définition :

Un espace métrique M dans lequel tout suite (infinie) de points posséde
Une valeur d’adhérence est appelé espace compact ou compact.

Dans un espace métrique (M, d) , tout compact est borné.

6.b) Théoréme :

Tout espace compact est complet
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Démonstration :

Soient x4, x,, ... une suite de couchy de point d’'un espace compact Q
et xpoune valeur d’adhérence de cette suit.

Montrons que x, = lim,,_,, x,, , Pour un € > 0 donné, trouvons d’abord un
, \ . & . ,
numéro N de fagon a avoir p(x;, x;,;,)< 5 bour m >N, n >N, puis un numéro

p > N tel que p(x,, xo)< g
Alors, pour toutlesn > N,
p(n,x0) < p(xn, %) + p(2p,%0) < &,
D’oul notre proposition.

6.c) La proposition suivante concernant les compacts est souvent
appliqueé :

Lemme sur le recouvrement fini :

Siune famille B = {B.} de sous-ensembles ouverts de I’espace P recouvre
Un sous-ensemble compact K d’un espace métrique P,

Alors il existe une sous-famille finie B4, ..., B, de B recouvrant K.

Démonstration :

Supposons le contraire : aucune sous-famille finie de la famille B ne recouvre K.
Comme K est un compact, il existe , pour tout € > 0, et un nombre fini de boules
(fermées) Uy, ... ,U,, , de rayon € qui recouvrent K .

S'il existait, pour chacune des boules U, (j = 1,....,m), une sous-famille finie B;
de la famille B recouvrant la boule U;, alors en réunissant ces sous-familles nous

aurions une sous-famille finie de B recouvrant K, Donc 'une au moins des

boules U; , par exemple U; , ne peut étre recouverte par aucune sous-famille finie

de la famille B.

. 11
Donnes au nombre € des valeurs successives 1, > 5,.....Pour tout n , nous

1 . A
avons une boule Ui(x,) de rayon —et de centre x, qui ne peut-étre recouverte
n

par aucune sous-famille finie de la famille B.
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Soit x une valeur d’adhérence de la suite U, (x) d'un rayon p, A Partir d'un

certain numéro, la boule U, (x) contient les boules U1 (x,,) avec les numéros

n

arbitrairement grands .

Donc, ces boules sont recouvertes par un seul ensemble B, ce qui contredit la

construction. Le lemme est démontré.
7) Fonction continues sur un compact :

Les fonctions continues sur un compact métrique M possedent certaines propriétés

spécifiques que nous étudions ici.

7.a) Théoréme :

L’ensemble de toutes les valeurs d’une fonction continue f (x) définie sur un

compact Q est compact.

Démonstration :

Soit f(xy), ..., f (xp),... Une suite quelconque des valeurs d’un fonction

continue f (x) défini sur un compact Q.

Extrayons de la suite des points xy, ..., Xy, ... une suite convergente x,,
(k =1,2,...); par exemple Xn, = Q.

la fonction f(x) étant continue pour x = a,ona f(x,, ) - f(a).

Ainsi, on a extrait de la suite f(x,) une sous_ suite convergente, ce qu'’il fallait

démontrer.

7.b) continuité uniforme :
Définition :

Une fonction y = f(x) définie sur un espace métrique M, a valeurs dans espace
métrique p est dite uniformément continue sur M si, pour tout € > 0, il existe
un & > 0tel que p(xq,x,) <6 implique p [f(x1), f(x2)] <e quels que soient les

points x; et x, de M.
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Il est évident que toute fonction uniformément continue est continue en tout

point de I'espace M.

Mais, dans le cas général, la continuité d’un fonction f(x) sur un espace

M n’implique pas sa continuité uniforme.

Remarqgue :

Une fonction continue y = f(x) définie sur un compact métrique K, a valeur

dans un espace métrique P est uniformément continue sur K.

8) Séries de puissances :

8 .a)Définition :

Une série de la forme :

a; +a, (z—2zp)+ ay (z—29)% + -+ an(z—2z)™ + -
z=x+1

ou { Y

Zg = X +ly0

et les coefficients aq,aq,..... Sont des nombres complexes, S’appelle sérié de

puissances (ou sérié entiere).

8.b) Nous avons qu’une série de puissances peut converger aussi bien que

diverger sur la frontiere de son cercle de convergence

Mais si elle converge en un point z; de la frontiere, tout I'intervalle fermé qui
joint le centre du cercle au point z; peut étre inclus dans le domaine de

convergence uniforme de la série.
9) Formule de Taylor avec reste sous forme intégrale :

On peut mettre la série suivante :

(1 + Z)O( :1+OC 7z + Mzz + . + 0<(0<—1)...(°<—n+1) Zn + . (1)
1.2 1.2..n

/z=x+iy;|z| < 1.
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Sous la forme

(—)(1-)...(n—1—)
1.2.n

A1+ 2)*=1+(—x)(—2) + (_001(%(_2)2 4ot (=2)" + -

Sil> —x +1, Cest-a-dire «>0, alors la sérié (1)converge pour-z =1

C’est-a-dire pour z = —1. En vertu le théoréme suivante (*) supposons qu'une
fonction f(x) Soit continue pour 0 < x < x; et que I'égalité f(x) = Yoo an X"

aitlieu pour 0 < x < x4 Alors, Sila sérié }.;_, a, x" converge,

ona:

f(xy) = i a, x1".
n=0

On obtient une relation intéressante :

1—o +oc(oc—1) oc(x—1)(x—2) 4 =0 (2)
1.2 1.2.3

D’apres ce qu’on a vu, elle est valable pour toutles «< > o

Si 1 >— «, c'est-a-dire « > — 1, alorslasérie (1) converge pour
— z = — 1, c'est-a-dire pour z = 1;dans ce cas la théorénne ( *) conduita la
relation :
14oc + ox(x—1) + oc(oc—1)(ex—2) 4o = D (3)
1.2 1.2.3

Qui est valable pour o« > —1.

Les égalités (2) et (3) étendent aux exposants non entiers Les propriétés connues

des nombres CF = pour k et n naturels:

n:
k!(n—k)!

C+Cl+C:+--+CI=2m,

CO—CL+C2— -+ (—1)"C" = 0.

10
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1) Approximation :

Soient (E, d) un espace métrique et F un sous ensemble de E on veut chercher a approcher un
élément de F,

C’est déeterminer g de F tel que :

d (f,g) =minuer d (f, h) s’il existe, cet élément est appelle meilleur approximation de
f dans F au de la distance d.

Nous allons maintenant rappeler , sans démonstration ,
Un théoréme donnant : I’existence de cet élément sous certaines hypothéses.
Théoréme :
Si F est une partie compact de E , alors il existe au mois un élément g de F
Tel que :
d(f,g) = minyep d(f, h).
Si E est un espace normé nous avons également le corollaire :

Si F est un sous — espace vectoriel, de dimension finie, Alors il existe au mois un élément
g de Ftel que:

If = gll = minper |If = Al
Nous supposerons désormais que E est I’ensemble des fonctions continus sur [a, b] € R.

Nous chercherons dans des fonctions continues, d’un type préalablement choisi, approchant
une fonction f continue sur [a, b] .

La fonction g est le plus souvent cherchée sous la forme :
g(x) = a19,(x) + azg,(x) + -+ + a,gn ().
Ou les g, (x) sont des fonctions prises généralement

- dans la classe des mondmes x*
- dans la classe des fonctions trigonométrique Cos kx, sin kx ...

12
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- dans la classe des fonctions exponentielles,... plus précisément on a :

g(x) = alxn+a2xn_1+..+anx + an+1

Ou
g(x) =c+ aycosx + a,cos2x + -+ + a,, cosnx + -+ + b; sinx
+ b,sin2x + -+ b,sin nx
Ou
g(x) = a; e?* + ayel?* ... ... +a,e’”

On peut également chercher g sous la forme d’une fraction rationnelle du type :

ax'+a,x™ 1.,

1 XM+ by x™M 14 +bmX+bmen

g (x) =

L’approximation de f par des polyndmes , dite approximation polynomiale , est la plus
fréquente car les polyndmes sont trés aisément dérivables, intégrables et constituent un espace
vectoriel.

2) Approximation sur un compact :

*) L’espace R5(Q) (resp.C*(Q)) de toutes les fonctions réelles (resp .complexe) continues sur
un compact Q est un espace vectoriel normé et complet. Nous considérons de défférentes
familles linéaires B(Q) de fonctions reelles (resp.complexes) continues sur le compact Q.
Quelles sont les conditions a imposer a la famille B(Q) pour que sa fermeture par rapport a la
convergence uniforme sur le compact Q, i.e par rapport a la norme de I’espace R® (Q)

(resp .C3(Q)), contienne toutes les fonctions continues sur Q ?

a)- Nous dirons qu’une famille B(Q) de fonctions sépare deux points z et y de I’ensemble
Q s’il existe dans B(Q) une fonction ¢(x) telle que ¢(z) # @(y) (fonction séparatrice pour
les points x et y ) .L’affirmation que B(Q) ne sépare pas les points z et y signifié que

f(2) = f(y) Pour toutes les fonctions f(x)e B(Q) .

Dans ce cas, vu que la derniere égalité est conservée en passant a la fermeture de la famille
B(Q) par rapport a la convergence uniforme, la fermeture de la famille B(Q) ne peut contenir
tout les fonctions continues, Par exemple, elle ne contient pas la fonction p (x, y) qui est nulle
pour x = y et non nulle pour x = z . Donc, si nous voulons que la fermeture d’une famille
B(Q) contienne toutes les fonctions continues sur le compact Q , nous avons a supposer
qu’elle sépare n’importe quels deux points du compact Q.

13
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b)- une famille linéaire B(Q) de fonctions réelles sur I’ensemble Q est appelée réseau linéaire
si, avec toute sa fonction f(x), I’ensemble B(Q) contient la fonction | f(x) | .

Quels que soient deux nombres réels aet B, on a :
max {a,f} + min{a,f} =a+f

max {a,} — min{a,f} = |a—p|

Par conséquent, quelles que soient deux fonctions réelles f(x),g(x) ona:
max {f (x),g(x)} + min{f(x),g(x)} = f(x) +g(x)
max {f (x), g(x)} -min {f (x), g(x)} =f(x) —gx)|

En résolvant ces équations par rapport a max {f (x), g(x)} et min {f (x). g(x)} nous voyons
que, avec deux fonctions f(x) et g(x) un réseau linéaire contient les

fonctions max {f (x), g(x)} et min {f (x), g(x)}. En suite, en raisonnant par récurrence on
conclut aisément que si un reseau linéaire contient des fonctions f; (x) ... . f, (x), il contient

aussi les fonctions max {f; (x), ..., f, ()} et min {f; (x)...f(x)} .
c)- Théoréme :

Un réseau linéaire B(Q) sur un compact Q est partout dense dans 1’espace R® (Q) de toutes
les fonctions continues sur Q s’il sépare n’importe quels deux points du compact et contient la
fonctione(x) = 1.

Démonstration :

Un réseau linéaire B (Q) contient 1 et séparant deux points z et y contient toute fonction qui
prend aux points z et y n’importe quelles valeurs données ; on peut trouver une telle fonction
sous la forme ag(x) + b.1, ou ¢(x) est une fonction de B(Q) qui sépare les points z et y et
a,b des constantes.

Donnons-nous un & > 0 et une fonction continue f(x) .

Quels que soient deux points z et y (pas nécessairement distincts) , on peut trouver d’apres
ce qu’on a dit plus haut une fonction ¢,y(X) € B(Q) pour laquelle :

¢Zy(z)=f(z) ) (pzy(:V) =f ().
Soit :

Uzy={x € Q¢ (x) <f(x) +e}

e ——
14
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L’ensemble u,,, est ouvert et contient les points z et y.

Fixons z ; alors les ensembles ouverts u,, considérés pour tous les y € Q forment un
recouvrement du compact Q.

D’aprés le lemme (1.6.C) on peut en extraire un recouvrement fini u,,, , ....u,, . Considérons
la fonction :

Pz(x) = min {@zy, (X), .., Pz, (X)}

appartenant au réseau linéaire B(Q). Vu que, pour tout x € Q et pour z fixe, I’une au moins
des inégalités définissant les domaines u,,, est valable, nous avons

@, (X)=ming@,,, < f(x) +¢&pourtout x € Q. En méme temps nous avons
¢;(2) = ming @y, (2) = f(2)
Posons :

v = {x€Q 1 ¢(x) > f(x) — €}

L’ensemble v, est ouvert et contient le point z. Les ensembles v, pour tous les z € Q
forment un recouvrement du compact Q. D’apres le lemme (1.6.C) on peut en extraire un
recouvrement finiv, , ..., v, .

Posons maintenant
@(x) =max{p, (x),..,9, (X)};
cette fonction appartient elle aussi au réseau linéaire B(Q), et I’on a par construction

9(x) =max; 9, (x) < f()+e .

Or, en tout point x € Q I’une au moins des inégalités définissant le domaine vy, est valable,

donc :
P(x) =max @, (x) > f(x)- ¢
Définitivement, pour tout x € Q ona

fxX)-g < ox) < f(x) +e

Ce qui démontre le théoréme.

15
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Remarque :

Le théoréeme tombe en défaut en rejetant I’hypothése e (x) = 1 € B (Q) étant donnés deux
points z et y, le réseau linéaire de toutes les fonctions continues f (x) Vérifiant la condition
f(z) = 2f(y) n’est pas partout dense dans 1’espace R*(Q).

3) Théeoreme de stone :

a) Conformément a la définition générale d’une algebre, une famille linéaire B(Q) composé
de fonction (réelle) sur un compact Q s’appelle algebre si, avec ses deux fonctions
quelconques f(x) et g (x), la famille B(Q) contient la fonction f(x) g(x) .

b) Lemme :

Une algébre réelle B(Q) qui contient I’unité et est fermée par rapport a la convergence
uniforme représente un réseau linéaire.

Démonstration : Démonstrations que la fonction |f(x) | appartient a I’algébre B(Q) dés
que f(x) le fait.

Sans porter atteinte a généralité on peut poser max,|f (x)| = 1.

Considérons la série de Taylor :

1-o=1-Ley 2(" 22 Dg2
1,1 1
T Gont1)

......... 2 Do G ey L)

Onavudans” 1.9 " (il fauty poser a = %) et dans "1.8.b" qu’elle converge uniformément
pour0 < ¢ < 1.

L’inégalité 0 < f2 < 1 étant vérifiée sur le compact Q ,on a d’aprés ce qu’on a dit plus
haut :

Fxl =T = = F2(0)
=1 (1= r20) - g = F2())% +

La série a droite étant uniformément convergente sur Q comme 1’algebre B(Q) est fermée
par rapport a la convergence uniforme, |f(x)|e B(Q), ce qu’il était a démontrer.

16
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C. Théoreme de stone (pour une algebre réelle) :

Une algébre B(Q) formée de fonctions réelles, séparant n’importe quels deux points du
compact Q et contenant 1’unité est partout dense dans I’espace R*(Q).

Démonstration :
Désignons par B(Q) la fermeture de 1’algebre B (Q). Par rapport a la convergence uniforme.
"Evidemment", la famille B(Q) est encore une algebre :

Si f,(x) = f(x) (uniformément sur Q) et que g,(x) = g(x) (Uniformément sur Q),
alors :

fu(x) gn(x) = f(x) g(x)
(uniformément sur Q) de sorte que
f(x) g (x) €B@Q)
résulte de :
fx)eB@), gx) € B(Q).

L’algébre B(Q) est un réseau linéaire (lemme b) et partout dense dans I’espace R*(Q)
(théoreme 2.2.c).

Comme 1’algébre B(Q)est fermée , B(Q) = R°(Q), ce qu’il fallait démontrer.

4-a) On pourrait s’attendre a ce qu’une algebre formée de fonctions a valeurs complexes , a
condition qu’elle sépare n’importe quels de points du compact Q et contienne 1’unité, soit
partout dense dans 1’espace C*(Q) de toutes les fonctions complexes continues sur Q.
Cependant, sous cette forme, le théoréme s’avére faux.

b) Tout de méme, dans une hypothese supplémentaire, le théoréme de Stone s’étend aux
algébres de fonctions a valeurs complexes.

Une algebre complexe B(Q) est dite symétrique si, avec toute sa fonction

@(x) = u(x) + iv(x), elle contient la fonction conjuguée @(x) = u(x) — iv(x).
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Chapitre 2 : Approximation sur un compact

D.Théoreme de stone (pour une algébre complexe) :

Une algebre B(Q) formée de fonctions a valeurs complexes, séparant n’importe quels deux
points du compact Q, contenant 1’unite et symétrique est partout dense dans 1’espace C*(Q).

Démonstration :

Par hypothése, I’algébre B(Q) contient, avec une fonction :

o (x) = ulx) + ivx)

Les fonctions réelles :

ux) = >[e) + @ (x)]etv(x) =% [p(x) — @) ].

N|R

Désignons par B (Q) la sous — algébre des fonctions réelles h(x) € B(Q).
Cette sous — algebre sépare n’importe quels deux points y et z du compact Q,
(Sip(y) # @(z), alorsou bien u(y) # u(z) oubien v(y) # v(z)) et contient I’unité.

D’aprés le théoréme de Stone (2.3.c), ona B, (Q) = R® (Q), d’ou (B(Q)) = C5(Q).

18
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Chapitre 3 : Applications

Le théoreme d’approximation de Weierstrass :

Une application Iégerement différente du procede de convolution décrit avant va
nous permettre de prouver le remarquable théoreme d’approximation de

Weierstrass.

Tout fonction complexe f continue dans un intervalle fermé borné [a, b]

Peut étre approchée uniformément dans [a, b] par des polynémes.

Notons en premier lieu qu’on peut supposer que f(a) = f(b) =0

et prolonger ensuite f dans R tout entier en prenant f(x) = 0 hors de [a,b]:
En effet,

Si les conditions f(a) = f(b) = 0 ne sont pas remplies, on considere un
intervalle plus grand [c,d] avec ¢ <a, b <d eton prolonge f dans

[c,a] (resp dans [b,d]) par une fonction linéaire affine prenant la valeur 0 au
point ¢ etla valeur f(a) au point a (resp.lavaleur f(b)au point b etla valeur

0 au point d) par un changement de variable linéaire affine ,

1 1
On peut en outre supposer que a = 5 b = >

Posons pour tout entier n = 1

{ (X)) =1 =x)" pour —-1<x<1
gn(x) =0 pour |x| >1

Soit :

a’TL= f_-':: gn(t)dt = f_ll gn(t)dt;

Etposons: h,=a,'g, ;

20



Chapitre 3 : Applications

Onadonc h, > 0dans |—1,1[ ,h,(x) = 0 hors de cet intervalle, h,, est continue dans

R et vérifier la condition de normalisation :

+00
f h, (t)dt =1

Enautre,comme 1 —x2>1—|x|pour —1<x<1;
Ona:
a, 22 [/(1-t)" dt=2/(n+1) (1)
On en déduit la propriété (*) suivante:
Pour tout nombre 6 telque 0 < § < 1, lafonction h,, tend uniformément
vers 0 dans chacun des intervalle [—1,—6] et [6, 1], lorsque n tend vers +oo.
En effet,

la fonction h,, étant paire, il suffit de considéré I'intervalle [§,1], ou I'on a, en

vertu de (1)
0<h, < n+1)(1 —52)"
D’ou la conclusion.

Cela étant, considérons la fonction, définie pour tout x € R

(f *h)(@) = a7* [T7 F(O)gn (x —t) dt

= a;t [ F(O)gn (x — ) dt 2)
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Chapitre 3 : Applications
. . 1 1 -1 1
Puisque f est nulle hors de l'intervalle [—; ’E] Lorsque x € [7 ’E]
ona:
gnx—t)= (1—(x—-1t))" Puisque —1<x—-t<1;
Développant et partout dans (2) on voit que dans [—% ,%] La fonction f * h,,

coincide avec un polyndme de degré < 2n .

Montrons d’autre part que f * h,, converge uniformément vers f dans tout intervalle

borné [-a,a| Lorsque (n - +).
On a comme dans (régularisation avec convolution)
fO) = (f *h)() = [ (FOf G = )Ry ()t

Donnons nous un nombre & > 0; il résulte de (la continuité uniforme) qu’il existe un

nombre & € ]0,1[ dépendant de € tel que, pour x,x" dans [—a — 1,a + 1]
et tel que |[x — x'| < 6.
Onait |[f(x) — f(x")| < e. & étantainsi fixé,

On écrit :

+o0 -6
| twre-omod=[ ¢@fa-0ho d

o) +00
H PO -0 @det [ (F @ - 0) b @
-5 5
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Chapitre 3 : Applications

Le théoreme de la moyenne, joint au fait que h,, est positif et vérifie la condition de

normalisation(f_Jrc:0 h(t)dt = 1)

Donne :

1) 1)
Sf If(x)—f(x—t)lhn(t)dtﬁsf h,(t)dt < ¢
-6 =)

f)
j () - Fx = O (e

Pour tout x tel que —a < x < a.D’autre part, la fonction f est bornée dans R.

Soit |f(x)| < A ; on a donc par le th. de la moyenne

L (FG) - Fx — ) hn(D)dt

400 1
<24 j h,(t)dt = 24 f h,(t)dt
o) 0

Puisque h,, est nulle hors de [—1,1].
Mais en vertu de ( la propriété (*)) il existe un n, (dépendant de, donc de ¢).

Tel que pour n > nyondit h, < &/2A pourtoutt,telque 6§ <t<1;onen

conclut par le th. de la moyenne que I'on a, pour n = n,,

INGOR R NGEL

On prouve de méme (h, etant une fonction paire) que l'ona:

-5
[ (e -1 - o) <

Pour n = ny;
On en conclut que pour n = n, et pour tout x € [—a,a],Ona:

If () = (f *hp) ()] < 2¢,

Ce qui démontre le théoreme.

e
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Chapitre 3 : Applications

Approximation des fonctions périodiques pour la convergence uniforme :
Pour simplifier les coefficients, on va considérer seulement des fonctions continues

et périodiques de période 2m de R dans C. L'ensemble de ces fonctions, qu’on va

noter p,, est une sous-algebre de B(R,C), posons I=[—m, 7] .

On munit toujours B ( R,C) de la norme de convergence uniforme :

| llco=Suprer| f (O] = supee;|f (£

Ou la seconde égalité résulte de la périodicité de f.
L’ensemble p,, contient évidement les fonctions.

p:t— et et @p:t »e

Par multiplication, addition et produit par les scalaires, ces fonctions engendrent une

sous-algebre de p,, qui est formée des fonctions :

t — z c,e™ avec neZl et c,eC

finie
Qu’on appelle polyn6me trigonométrique .
Théoréme :

Toute fonction continue de R dans C, périodique de période 2m peut étre approchée

uniformément sur R par des polyn6mes trigonométriques.
Preuve :

Soit U le cercle unité de € qui est compact et considérons I'espace de Banach C (U, C)
muni de la norme de convergence uniforme. pour chaque fonction h de C (U,C) la
fonction composée h o ¢ est évidement 2 périodique et continue, donc appartient a

P, enprenant ¢p(h) =h o @ .

e
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Chapitre 3 : Applications

On définit ainsi une application
¢:C(U,C) - Py, avec ¢p(h)(t) = h(e'); teR
comme tout élémentde U s’écrit e avec t dansR,Ona:
I @®lleo = supeer|h(e®)| = supjzy1 1h(2)| = IRl
Donc ¢ est uneisométrie de C(U, C) sur son image.

En fait ¢ est surjective car pour chaque fonction f de p,,; ona f = ¢(h), ol

h =T — C est la fonction continue définie par :

{h(eie) = £(6) pour —-mw<0<m,
h(-1) = f(m) = f(—n).

Soit maintenant fe p,,; et € > 0.onva montrer I'existence d’un polyndéme

trigonométrique g tel que:
Ilf — glle < & ce quiprouvera la propriété énoncée dans le théoréme.

D’abord, comme ¢ est surjective, il existe une fonction h dans C (U, C) telle que

h(e™) = f(t), pourtout t dans R.
D’aprées I'exemple suivantes :

Considérons un ouvert borné U de C, alors E = U est compact et pour chaque

polynbme p de C [X,Y],

On peut considérer la fonction Z — P(Z,Z) de E dans C.

Il existe un polyndme en deux variables a coefficients complexes P tel que :
Sup|z|=1|h(Z) — p(Z,Z_)| < &, Pour teR

Posons g(t) = p(e't, e );

e
25




Chapitre 3 : Applications

Alors :

If () —g®)| = |n(e") —p(e*t,e™)| < &
Donc [|f — glle < € etla preuve est terminée puisque g est évidement
Un polyndme trigonométrique.

Remarque :

On peut résumer ce qui précéde en disant que les fonctions Z = P (Z,Z) ou
Pe C[X,Y] forment une partie dense de C(U,C), et que, par I'isométrie ¢ de
C(U,C) sur p,, cette partie dense devient une partie dense de P,, qui est exactement

I’ensemble des polyndmes trigonométriques.
Théoréme :

Soit E une partie compact de R™ tout fonction continue de E dans R est limite

uniforme sur E d’une suite de fonction polynbmesa n variables.

preuve :

Soit A I'ensemble des restrictionsa E des fonctions polyndmes a n variables.
Alors A est une sous R-agébrede C(E,R) quicontient les fonctions constantes
et les fonctions (x4, ... ... ... Xn) = Xx;  pour chaque i.

Donc A Sépare les pointes de E.

Remargques :

1- On peut exprimer le résultat du théoreme en disant que les restrictions a E
. m m .
des fonctions (X, ..., Xp) = (X7 " oee e X, ") avec m; entier >0

forment une famille totale dans I’espace de Banach C(E,R).
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Chapitre 3 : Applications

"9

Pour n=1 et E =[a,b] c R, on retrouve le théoréme de weisstross dans sa forme

la plus simple .

|

Pour des fonctions continument dérivable, on peut préciser le résultat précédent
comme ce ci.

Soit f une fonction p fois continument dérivable avec 1 <p < +o , d’un intervalle
[a,b] dans R;

Alors il existe une suite (p,)nso de polyndmes, telle que pour chaque entier r
avec 1<r<P

La suite des dérivées (D" p,)nso converge uniforment sur [a,b | vers D"f.

De plus, cet énoncé reste vrai en remplacant R par C.

4- Pour I'algébre B (Q) (familles linéaires ) des polynémes P(xq, ... ... ... ,X,,) avaleurs
complexes, les hypotheses du théoréme de Stone sont vérifiées ; par conséquent,
tout fonction a valeurs complexes f(x) continue sur un ensemble ferme bornée

Q c R,, estlalimite uniforme sur Q@ d’une suite de polynéme (a valeur complexe)

5- En particulier, tout fonction (réelle ou complexe) continue sur un intervalle ferme
a < x < b est lalimite uniforme d’une suite de polyndme (respectivement réels ou

complexe ) eu x.
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Conclusion

> Le théoréme de Stone établit la possibilité d’approcher toute
fonction continue par les fonctions d’une algébre B(Q) .
>  Le théoréme d’approximation se généralise dans deux
directions :
e L’intervalle compact [a,b] peut étre remplacé par un
espace compact Q.

e L’algébre des fonctions polynomiales peut étre remplacee
par une autre sous-algebre B de C€(Q) a condition qu’elle
vérifie une propriété cruciale qui est la séparation des
points .

> Le théoréme de stone-Weierstrass est une généralisation du

théoreme d’approximation de Weierstrass en analyse réelle.
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