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Résumé

Ce mémoire, propose une contribution a I'étude de I'existence, I'uni-
cité et I'explosion en temps fini(Blow-up) pour deux problemes : pa-
rabolique et hyperbolique amorti non linéaire a exposants variables

pour des solutions faible.

Mots - clés : Parbolique, hyperbolique, existence; unicité; ex-

plosion en temps fini(Blow-up) ; exposants variable.
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INTRODUCTION

Notre objectif dans ce mémoire est I'existence, 'unicité et 1’explosion en temps fini pour
des problemes hyperboliques amortie non linéaire avec des exposants variables.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré a une breve exposition de la théorie des espaces de
fonctions qui fournissent un cadre analytique pour 1’étude des EDPs a exposants variable
de non-linéarité. Ce sont les espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposants variables, qui
peuvent étre considérés comme des cas particuliers des espaces d’Orlicz, ou des espaces semi-
modulaires.

Dans le second chapitre, nous intérésant a l’existence et 'unicité de solutions faibles,
I'explosion en temp fini(the Blow-up) sous certains conditions sur les données pour un équa-
tion d’onde semi-linéaire avec un terme source logarithmique non linéaire sous condition aux
limites de Dirichlet homogene

uy — Au+ a7 uy = [uPO~2uIn |u|, dans Q x (0,T)
u(zx,t) =0, sur 092 x (0,7 (1)
U,([L‘, 0) = Uo(l’), Ut(ZE, 0) = Ul(ff), dans Q7

Dans (2.1), © soit un domaine bornée dans R"(n > 1) avec une frontiere lisse 052, pour tous
m(.), p(.) : @ — R fonctions mesurables satisfaisant pour la fonction ¢

2< g <qa) <qp <25 n >3, 2)
2<q <q(x) <qg<oo, n<2,

avec

¢ :=essinf ¢(z), ¢o:=esssupq(z)
zeQ z€Q

et la condition de continuité log-Hoélder :

la(2) = a(y)| < —zfazy» POUD-P. T,y € Q, avec [z —y| < 3)
A>0, 0<do<l.



Dans le deuxieme chapiter, nous concentrons sur une classe d’existence, d’unicité et d’éxplo-
sion en un temps fini 7" de la solution d’un modele d’équation d’onde logarithmique impliquant
des exposant variable et des termes sources non linéaires sous des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes.

Uy — Au+ g™y = [uPO 20 n |y

Nous avons appliqué la méthode de Faedo-Galerkin combinée au théoreme du point fixe de
Banach pour déterminer l'existence et 1'unicité d’une solution locale dans le temps locale.
Sous I'hypothese de conditions appropriées, différentes techniques des inégalités sont utilisées
pour obtenir les explosions en un temps fini 7" de la solution. Ce type d’équation est lié a la
dynamique des fluides, aux fluides électrorhéologiques, a la théorie de la mécanique quantique,
a la physique nucléaire, a 'optique et a la géophysique.

Dans le dernier chapitre, un résultats de non-existence globale et d’explosion pour une
équation d’évolution quasi-linéaire et I’explosion pour des solution faible avec une énergie
initiale négative a été analysiée pour un probleme aux limites initiales suivant :

a(x,t)uy — Apyu=f(u), v€Q, t>0
u(z,t)=0sur ', t >0 (4)
u(z,0) = up(x), x € Q,

ou
Am(,)u = div (\Vu\m(x)ﬂ VU)

appelé 'opérateur m (.)-Laplacien, out €2 un domaine borné dans R"”, n > 1 de frontiere lisse
I'=09.



CHAPITRE 1

ESPACES DES FONCTIONS

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une bréve exposition de la théorie des espaces de fonctions qui
fournissent un cadre analytique pour I’étude des EDPs a non-linéarité variable. Ce sont les
espaces de Lebesgue et de Sobolev & exposants variables, qui peuvent étre considérés comme
des cas particuliers des espaces d’Orlicz [92], ou des espaces semi-modulaires [89, 90, 91].
La théorie de tels espaces est tres intéressante en soi, ce sujet difficile s’est développé tres

rapidement au cours des dernieres décennies.
Une discussion détaillée de la théorie des espaces de Lebesgue et de Sobolev avec des ex-

posants variables dépasse le cadre de la monographie, pour cette raison, nous nous limitons
a décrire un ensemble minimal de propriétés nécessaires dans la suite de la procédure. Notre
présentation suit les documents [93, 94, 95, 96, 97].

Un apercu approfondi et approfondi de la théorie des espaces de Lebesgue et de Sobolev

a exposant variable, ainsi que la discussion de la bibliographie disponible sur cette question,
se trouvent dans les monographies [98, 99].

1.2 Préliminaires

Avant de définir les espaces avec des exposants variables, introduisons plusieurs notations
et rappelons quelques faits bien connus les plus utilisés tout au long du texte. Sauf au indica-
tion spéciale, () représente toujours un domaine borné de R" afrontiér I' = 02 Lipschitzienne,
ot C' par morceaux .

Notons que

Q=A{(x,t) ;2 €Q,te(0,T7)}



Gaoui Nour Elhouda ’ 1.2 Préliminaires \

est utilisé pour un cylindre générique en R™ x (0,00) avec la base 2 et une hauteur finie
arbitraire 7' < oo. La limite latérale de @ est notée I' = 9Q x (0,T). Si la valeur de T
est importante pour la procédure, nous utilisons les notations Q) et I'r.Pour par souci de
concision, pour les points du cylindre @ = 2 x (0,7") on utilise souvent le notation z = (z,1).
étant donné une fonction ¢(z,t) € C°(Q), par convention on désigne

9T (t) = supq ¢(,t), ¢~ (t) = infq d(x,1),
t = SUpPg ¢($, t)a ¢ = ian ¢(Z’, t)

(1.1)

L’espace de Banach LP(2) & constante p € (1,00) est 'ensemble des fonctions mesurables
1
q
lullyo = ( [ luftdz)”.

u: Q+— R| u est mesurable, |u| < M p.p.
pour une constante finie M '

a norme finie

Par L*>(Q2) on désigne I'ensemble
1<) = {
La norme de L>®(Q) est définie par

l|ul|ooo = Inf{M > 0: |u| < Ma.e. enQ2}.

L’espaceL?(Q) est un espace de Hilbert avec le produit intérieur

= dz.
(u,v)20 /ﬂuw T

Wka(Q), k > 1,1 < ¢ < oo, est l'espace de k fois des fonctions faiblement différentiables
a norme bornée

1
Huuw,q(m:(/g )3 rDau|pdm) ,

0<|a|<k

n
ou « est le multi-indice, « = (v, ..., @) avec un entier o;; > 0, |a| = 3 .
i=1

L’espace WP (Q) est la fermeture de C3°(Q) (Pensemble des fonctions lisses & support
compact en Q) dans la norme de W#?(Q). Une norme équivalente de W, () est donnée par

lullys0) = [ Vullpa

Dans le cas p = 2 on note H*(Q) = W*2(Q) et HE(Q) = W5?(Q). Le produit interne dans
I'espace de Hilbert HY(Q2),k > 1, est défini par

(w, V) gr () = > (D%, D%v)sq.

0<|a|<k

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

On désigne par LP(0,T;L9(2)), p, ¢ > 1, I'espace des fonctions mesurables avec la norme

1
P
||U||Lp (0,T;LP () (/Hu ||det) .

Dans le cas p = g, nous écrivons |[ullzs(orszrey) = [lullpg. La notation L9(0, T; We™(Q)
représente 1'espace des fonctions mesurables, faiblement différentiables en x et bornées dans

HuHLq 0,T;W2?(2)) (/HVU th)

Pour chaque f € LP(QQ), g € LV () avec 1 < p < oo et p/ = z%’ I'inégalité de Holder
satisfaisant :

bornée

la norme

1
q

[ 1#llgldz < 11fllnallgllo
Q

Pour tous les nombres réels non négatifs z,y et chaque p € (1,00), I'inégalité de Young

satisfaisant :

1 1
vy < —2f + —yP, Plz%~
p p p

Nous utiliserons souvent cette inégalité sous la forme suivante :
pour tout € > 0, p € (1,00) et réel non négatif z,y

1
(p—1)e v "

1 _1
vy = ((ep)ra(ep) vy) < ex”+ o

L’inégalité de Gronwall. Soit une fonction non négative v(t) : [0,7") — R satisfaisant 'in-
égalité différentielle

V'(t) <a(t)v(t)+ f(t) aein (0,7), v(0)= vy,

avec a(t) donné, f(t) € L*(0,T). Alors pour a,t € (0,T)

v(t) < vpexp (/t CL(T)dT) + /tf(r) exp (ja(s)ds) dr.

Une fonction f(z,r) : Q X R+ R est appelée fonction carathéodoire si f(z,r) est mesurable
en () pour tout r € R et continue par rapport a r pour a.e. z € Q).

1.3 Espaces de Lebesgue a Exposants Variables

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini

(6]



Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

1.3.1 Définition et propriétés de base

Soit
) C R™ un domaine ouvert borné (12)
avec la limite Lipschitz-continue 0f) .
p: Q— (1,00) soit une fonction mesurable. (1.3)

Sur I’ensemble de toutes les fonctions f : {2 +— R on définit la fonctionnelle

Ay (f) = / |f(2)[PPdz < 0o
Q

et présenter 1’ensemble

LY(Q) = {f mesurable sur Q : A,)(f) < oo},

qui est un espace linéaire. Il est facile de vérifier que

»(y(—f) pour chaque f,

»()(f) est convexe.

Chaque fonctionnelle qui satisfait aux propriétés (1) a (4) est appelée modulaire
convexe.

Le modulaire A,)(f) possede aussi les propriétés

(5) si |f(x)] > |g(z)| pour p.p. x € Q et si Ay)(f) < oo, alors Ay)(f) < Apy(g),
I'inégalité est stricte si |f| < |g],

(6) si 0 < Apy(f) < oo, alors la fonction A — A,y(f/A) est continue et décroissante
sur l'intervalle [1, 00)

La propriété (5) est évidente. Pour prouver la propriété (6), on remarque que pour a.e.
z € Q|f(x)/A\P@ est monotone décroissant en fonction de A > 1, et que Ay.)(f/A) est
monotone en vertu de (5). Soit 0 < Ap)(f/A) < oo et Ay \¢ A Alors |f(z)/Ae]
|f(x)/A| et la continuité de A,¢)(f/A) découle du théoreme de convergence monotone.
Introduisons le fonctionnel

| f
o = 1oy =it {3 > 0: 4 (£) <1} (1.4

Chaque fois que cela ne cause pas de confusion, nous utilisons la sténographie || f||,).0 =

171l

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

Proposition 1.1. Si 0 < ||f]|, < oo alors A,(f/||fll,) < 1.

Démonstration. Prend une suite {7} telle que v, N\, || f||,- En vertu de la définition de ||f|],,
la propriété (6) et le lemme de Fatou

AF/ 1) < liminf Ay(F /) < 1.

O]
Corollaire 1.1. Si 0 < ||f]|, < 1, alors A,(f) < 1.
Démonstration.
| f () P
A(f) = [ |f@)PDde < | = —da = A, (f/||fll,) < 1.
’ / !||f<x>|rz“ ’ ’
O]

Proposition 1.2 (Norme de Luxembourg de LP)(Q)). La fonctionnelle

[Hlp0).@ : L) + [0, 00)
définit une norme de lespace LPO)(Q).

Démonstration. Nous devons vérifier que

1 fllp().2 < 0 pour chaque f € LP®(Q);
||f||p(-),ﬂ = 0= f =0 pour la norme en €;

V(u) € R, f € L Q)||ufllper.0 = [l fllpe.0
fr9 € LPD@QIIf + gllore < [0+ glloo .0
(1) La premiére propriété est évidente.
(2) Notons
P={A>0:4,(f/) <1}.
Il est clair que pour f = 0, nous avons P(0) = (0,00). Si || f||p().0 7 0, il résulte de la propriété
(6) du modulaire A,(-) et de la Proposition 1.1 que P(f) = [A, 00) avec A = || f||,. Par (2.4)

[ Flly = inf P(f),

c’est pourquoi pour f = 0, nous avons ||f||, = inf P(0) = 0. Supposons, par contradiction,
quil existe f € LP®(Q) tel que ||f]||y).0 = 0, mais f # 0 sur un ensemble de mesure non
nulle en (2. Cela signifie que

/\f\p(x)da: >e>0

)

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini



Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

pour certains £ > 0. Puisque inf P(f) = 0, il existe une suite {\z} C P(f)N(0,1) telle que
Ae = 0 et Ay (f/Ae) <1, ce qui est impossible car

1
1> Ay (f/ ) = / /P > / fP@dz > Ai — 00 quand k — 0.
k k
Q Q

(3) La troidiéme propriété est évidente.

. Présentons '’ensemble

M ={fer’Q): A,f) <1}

et remarquez que P(f) = {A > 0: f/\ € M}. Puisque A,(-) est convexe, I'ensemble M est
également convexe. Pour chaque f,g € LP®)(Q) et un € > 0 arbitraire

f g

: €M,
e+ [[fllp" e+ llglly

d’ou

1 —
of +( g)ge/\/l Vo € (0,1)
e+ lfll, - e+1lglly

en raison de la convexité de M. Choisissons # de la maniere spéciale :

0 (-0 6f (1-0g _ f+g

etllflly  etllglls e+Ilflls e+ gl 11fllp+ gl + 22

c M.

Il résulte que pour chaque € > 0

A1l +Vgllp + 22 € P(f +9),
Cest,
Lf =+ gllp < [1f1lp + llgllp + 2¢.

Puisque ¢ est arbitraire, ’assertion suit.

]

Il résulte de la proposition 1.2 que I'ensemble L) () équipé de la norme de Luxembourg
||-lp(),0 est un espace linéaire normé. Dans le cas particulier p = const le modulaire A,

génere l'espace de Banach LP(§2) avec la norme || f||, 0 = Aé (f), qui est 'espace de Lebesgue
classique (LP(2), ||-||p.0)-

L'espace LP()(Q) est un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak LM (). LM (Q) est
constitué de toutes les fonctions f sur € telles que

/M(:);, Af(z))dx < oo pour certains A > 0,
Q

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini

(9]



Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

ou M : Q xR~ [0,00) est une fonction mesurable non négative, semi-continue inférieure,
convexe, mA®me pour a.e. € (2, et satisfaisant la condition limOM(x,u) = M(z,0) = 0.
U—>

Pour les espaces de Lebesgue-Orlicz LX) (Q) = LM(Q) avec M (z,u) = |ul?@®.

Dénotons

+

p~ = ess igfp(x), p" = esssupp(x).
Q

Proposition 1.3. Si p"™ < 0o, alors pour tout f avec 0 < ||f]|p(),0 < 00

Ay (F/ 11 1 lp).2) = 1.

Démonstration. En vertu de la Proposition 1.1, il suffit de vérifier que I'inégalité A, (f /| fllpc).0 <
1 est impossible. Pour chaque 0 < A < [||f||p(),0)

IS
\p(@)
Q

_ 1/ )p@ <r|f||p<.>,a>”(”d
Q/ (Hprm,Q ) ’

(L2 ) a1 15140,

Ap) (f/A) dx

IN

Si Apy(f /11 fllpe).) < 1, on peut choisir A < || f]|p). tel que Ay (f/A) < 1,ce qui contredit
la définition de la norme || f||,(,q-
[

Corollaire 1.2. Pour p* < oo propriétés (2) et (4) de le modulaire Ay (f) avec la proposi-
tion 7?7 donnent :

si | fllpc).r alors Apy(f) < fllpey.0-

Supposons maintenant que
Vp.px € p(x) € [p7,p"] C (1,00). (1.5)

La relation entre la norme de LPO(Q) et le modulaire APV (.) est donnée dans l'assertion
sutvante.

Lemme 1.1. Que les conditions (2.3) et (2.6) soient remplies. Alors pour chaque f € LPO)(Q)

. - + - +
min {||£1120) 0, 1150 0} < Ay (f) < max {|[FIE o0 [1F1E 0} - (1.6)

Démonstration. Supposons d’abord que p = || f||p).0 # 0 et considérons la fonction h(zx) =
f(x)/p. D’apres la proposition 1.3 h € LPO(Q) avec ||h|[().0 = 1. D’autre part,

L= [[Bllpr.e < Apy (h) S {p™ Ay (f) st n <L Ayy(f) st p>1,

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini



Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

d’ott Apey(f) = min {up+,pp_}. Plus,

Ap(y(f) :/\f!p(x)df” = /Mp(x)lhlp(x)dm <{psip <Lt siop>1,
Q Q

ce qui donne A,)(f) > min {,upﬂppf}. Si || fllp)o =0, alors f =0 a.e.en Q et Ay o =10
par la propriété (2) du modulaire.
]

Corollaire 1.3. L’assertion précédente peut étre représentée sous la forme équivalente : si
les conditions (2.3) et (2.6) sont remplies, alors pour tout f € LP0)(Q)

1 1 1

min {4750 430 = W lhra = max { AT 0470} )

~

Si l'exposant p est constant, alors pt = p~, ce qui convertit (2.11) et (2.9) enégalité A,(f) =
A 1pe -

Corollaire 1.4. [l résulte de (2.11) et (2.9) que si les conditions (2.3) et (2.6) sont remplies,
alors pour tout f € LPO)(Q)

(@) [[fllor0 =1 = A (f) =1

(i) [[fllpor0 <1 == A (f) <1

(iii) [fllpo)0 > 1= A0 (f) > L.

Lemme 1.2. Soit {f,} une suite de fonctions f, € LP(Q) et f € LPO)(Q) avec p(x) vérifiant
(2.3) et (2.6). Puis

I|fo = fllpoy,o = 0 siet seulement si Apy(fn — f) =0 as n— oo.

Démonstration. L’assertion est un sous-produit du Lemme 1.1.
m

Lemme 1.3. Soient les fonctions p(z) et q(x) vérifiant les conditions (2.3) et (2.6). Si
p(z) > q(x) e.a. dans Q, alors LPY) () C L1V)(Q).

Démonstration. En vertu du lemme 1.1, il suffit de vérifier que la condition A,.)(u) < oo
donne Ay.y(u) < oco. Par I'inégalité de Young

Apy(u) < / (MIUIP(” + plz) ~ a(z) q<$)> dx

p(z) p(x)

/(1 @) de = (9] + Ay (w). (1.8)

IN

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue a FExzposants Variables

Corollaire 1.5. Sous les conditions du Lemme 1.3 la norme de l'opérateur plongeant LP®) (Q) —
L1®)(Q) ne dépasse pas 1+ |Q|. 1l suffit de remarquer que parvertu de (2.30)

Ayyalu
sup Ay 0v) = sup Ayneuw) <14(Q
Apy,a(u)=1 AP(-),Q(U) Apy,a(uw)=1
Lemme 1.4 (L’inégalité de Holder). Soient les conditions (2.3) et (2.6) remplies. Pour tout

f e LP@(Q) et g e LP@(Q) avec p'(x) = % ce qui suit inégalité Holder :

1 1
/Ifgldfv < (p_ + (p_)/> 1 llp0ellglly o < 21 fllp0.llglly .o (1.9)
Q

Démonstration. Notons ||f|[,).0 = A, ||9]lp).0 = 1 et supposons que A # 0, # 0. Par
I'inégalité de Young, pour p.p. x € §2

gl = w4240
L @ p(z) 1 M p'(z)
= '”‘(p@» Y| Y@ w
i @ p(x) 1 ‘g(m) P’ (x)
< A (p_ By + | u : (1.10)

Par la propsition 1.3
Ay (F/N) =1, Ayylg/m) =1, (1.11)
En intégrant (1.10) sur Q et en appliquant (2.17) on obtient (2.16) :

(p'~
1 1
= — 4+ f )allgllp).0-
(p_ (p_>|||bo gl

[Ir@stoite < du(Eal/N + Aot/

Soit A = 0. Supposons par souci de précision, que A = 0. Alors f = 0 a.e. en () et la
conclusion est la suivante :

1 @)g(@)da = 0.
Q
[l

Lemme 1.5. Soit ) satisfait la condition (2.2), p(x) satisfait les conditions (2.3) et (2.6) et
qg=const <1. Siq>p(x) a.e en$, alors

[ flle0 < ClNfllp)e avec la constante C = (1 + |Q|)%
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Démonstration. Soit f € LPO(Q) avec ||f]|,0 = A < co. On peut supposer que A > 0, sinon
I'inégalité requise est évidente. Posons g(x) = f(z)/\. D’aprés le lemme 1.3 g € LPO(Q) C
L(§2) avec ||g|[p),.0 = Ap()(g) = 1. D’apres la proposition 1.3

1 1
*Ilfllq,sz = [lgllq.0 < A7 (9). (1.12)

En appliquant I'inégalité de Young et le corollaire 1.5 (i), nous trouvons que

Al = [
p(z)
( )da:

A
Q
f(x)
En introduisant cette inégalité dans (2.18) on arrive a 'inégalité

p(r)—q ¢
= /( @) pa)| A
1/ llp < (LF12DFA = (141207 £l

q

dx

< Q6+ Ay (9) = 1+ 9.

[]

Lemme 1.6. Soit les exposants p(z), q(x) satisfont les conditions (2.3) et (2.6) et
p(z) < q(z) p.p. en Q. Alors le plongement LP@)(Q) C L@ (Q) est continu. La norme de
lopérateur de plongement ne dépend que de ||, p* et ¢F

1flla2 < Clifllooe: € =C(2.p*%, ¢%).

Démonstration. Preuve Le plongement LP@®)(Q) c L1®)(Q) découle du Lemme 1.3. Soit f €
LP)(Q) avec f | fllp¢),0 = A > 0. Notons

Q= {ZL’ €Q: p(l’) = Q(x)}v 0 = Q\Q27
et considérons la fonction h = f/X. D’apres la proposition 1.3 A,y(h) =1 et

Ay() = [ e + / 1)) de
951

a(z)

= [ (pe)® dx+/|h\p(””

Q1
< 2A1l]_so H|h|q<z> + [ 10 da
q Oy
q— . a
< 2max{\m e +}max{Azi)<\h\q<x>> :(\mm}w (h)
q()
L s
= 2max{|Q| = }maX{A;Z)(h),A;(.)(h)}+Ap(.)(h)
= Qmax{\m =19 }—i—l
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D’autre part, par (2.9)

1

X1 lr = ey < max{A ), A;@(h)}

[
1.3.2 Norme équivalente et complétude de L) (Q)
étant donné f € LPM)(Q), on définit la fonctionnelle
|flpero = sup f(x)g(x)dz, p'(x)= ﬂ (1.13)

Ay (y(9)<1 Y p(r) —1
Proposition 1.4 (La norme d’Orlicz d eLP")(Q)). La fonctionnelle
e : Z7(Q) = R

définit une norme de LP@(€2).

Démonstration. Nous devons vérifier que

| flp(.).0 < 0 pour chaque f € LP@(Q);
|flpye=0=f=0p.p.en Q;

V(u) €R, f € LPDQ)nflpoe = lullflaoe;
£ 9 € LPDQIf + gloie < [flooe + 19lo.o

(1) Nous raisonnons par contradiction. Supposons que |f|, < 0. Soit g € LY ®)(Q) une
fonction arbitraire telle que A,.y(—g) < 1. D’apres (2.32)

0> Ifhon > 5 [ F@lais

Puisque Ay()(9) = Ap()(—g), on a aussi

/ / x)dx > 0.
Q Q
ce qui est impossible.

(2) Pour f = 0 p.p. en Q Iégalité |f|, = 0 découle de la définition de |f],() o . Supposons
que | flp),0 = 0 mais f # 0 a.e. en €, soit Ap)(f) # 0. Introduisons la fonction

g(x) = | f ()" signe f(x) € L'D(Q).

l\’)\»—t
N)\»—l

0> |flpoe =

Nous avons

0= flpre = [ F@)g@)de = [ @)z = 4,0,(f) #0,
Q Q

ce qui est impossible.
(3)-(4) cette propriété est un sous-produit immédiat des propriétés de la supréme. [
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Proposition 1.5. Si |f|,)0 < 00 et Ayy(g) < oo, alors

< {|f|p(-),ﬂ 81 Ap’(-)(g) <1,
 Uflho.0Ap)(9) autrement.

| f@)g(a)da

Démonstration. Le premier cas est un sous-produit immédiat de (2.32). Soit A, )(g) > 1.
En vertu de la convexité du modulaire A, ()(-)

Ay ((Ap((9)719) < (Ap)(9) " Ap(9) = 1,

[ @)@/ Ay (9)da

Q

< Ay (@I lp).0-

]

Proposition 1.6. Soit p(z) satisfait (2.3) et (2.6). Si Ap)(f) < o0 et |flpoy0 < 1, alors
Apy(f) < 1.

Démonstration. On argumente par contradiction : supposons que Ap(.)( f) > 1. Par la pro-
priété (6) du modulaire (continuité de A,.)(f/A) par rapport a ) il existe A > 1 tel que
Apy(f/A) = 1. Posons

g(z) = | f(x) /AP sing f (), = €.

Puis .
Apy(9) = / (If () /AP O gy = / |f/APdz = 1,
Q2 Q
d’ou
| flpo)0 2 /f(x)g(x)dx = A/ |f/AP@de = X > 1,
Q Q
une contradiction. 0

Proposition 1.7. Soit p(x) satisfait (2.3) et (2.6). Si|f|p)0 <1, alors Apy(f) < | flpera -

Démonstration. Supposons d’abord que Ap)(f) < co. Présenter la fonction

g(x) = |f(2)[""sing f (), = € Q.

Puis

Ay (F) = [17@) "z = [ f(2)g()do < |l

Q
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Pour éviter I'hypotheése Ap.)(f) < oo on consideére la suite de troncatures
fk(aj) = min{ka ‘f(m)‘}XGka ke N7

ot {G}} est une suite d’ensembles Gy, C G C Q tels que Q = U Gy et XGy, est la fonction
k=1
caractéristique de Gy, . Pour tout k € NA,(f) < oo et

| frlporo < 1 flpoe < 1.

L’assertion découle maintenant du théoreme de convergence monotone de Lebesgue. O]

Théoréme 1.6 (équivalence entre les normes de Luxembourg et d’Orlicz). Soit les conditions
(2.3) et (2.6) soient remplies. Alors

LPO(Q) = {f : | floe)o < o0}

et il existe des constantes C,, C* telles que

Cllfllbe < 1 flpoe < Clfllpo.e V€ LPY(Q).

Démonstration. Soit f € LPV)(Q). D’apres le corollaire 1.5, I'inégalité A,()(g) < 1 implique
9]l ()0 < 1, et par 'inégalité de Holder

1
(')

[ ftalateras < (= + o) ol < 2lhos
Q

Supposons maintenant que 0 < |f],(),o < 0o. Par

f f(x)g(x) | flpe).0
dr — —
| | flpe).0 T o

sup L

p(),0 A9y [flee).2

il résulte de la proposition 1.7 que A,(f/|f|p¢),0) < 1. D’apres le corollaire 1.5

1/ o0 < 1,

d’ott || fllpc).0 < | flpe),o par la définition de la norme de Luxembourg. O

Lemme 1.7. Si p(x) satisfait (2.3) et (2.6), lespace LPY)(Q) est complet.

Démonstration. Soit {f} une suite de Cauchy de fonctions f; € LP()(Q) : pour tout £ > 0
il existe ky € N tel que

[ 1n(@) = fal@)llg(@)ldz <& ¥m,n = ky (1.14)
Q
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et tout g avec A, ()(g) < 1. Décomposons €2 en sous-ensembles deux a deux disjoints G, avec
|G| < 0o et définir les fonctions

XGy,
=——— keN,
RN P TeN
Pour qui
Ay :/ <1.
r(9e) J TG @ = T+1Gil =~
En remplagant g = g, dans (2.33) on obtient l'inégalité
1 = £l ]
1+|G | < |fm (@)]gr(x)lde <&,
k
d’ou
/Ifm — ful@)ldz < £(1+ Gil).

Il s’ensuit que { fk} est une suite de Cauchy dans L'(Gy) pour tout k. Extrayons de fj les
sous-séquences { fk } et trouvons les fonctions fU) € LY(G;) telles que

(Y < {f): “%ﬂ”ppm.ajm LY(Gy),
{ﬁ%»c {(fY: 1P = 1@ ppoen Gy, fP € L(Gy),

(Y Y A s M pplen G, £0Y € LY(G),

Considérons la suite diagonale { f(™}. Puisqu’il s’agit d"une sous-suite de chaque { £}, alors
fim(z) — Z fO(2)XGy, = f(z) pour p.p. z€Q.

En vertu de (2.33)
S50 = Fallg(w) e < &
Q

pour tout m,n < ng et g tel que Ap)(g) < 1. En appliquant le Lemme de Fatou on passer
a la limite et conclure que

/Ifm (@)llg(x)ldz < sup [ |f5 (@) = fulo)llg(z)|dr < &

meNm<ng a
pour tout n < ng et tout g tel que A, (g) < 1. Par conséquent, |f — f,|, <e. O

Corollaire 1.7. Si les conditions (2.3) et (2.6) sont remplies, LP")(Q) est un espace de
Banach.
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Lemme 1.8. Si p(x) vérifie (2.3) et (2.6), alors LPV)(Q) est réflexif et séparable.

Démonstration. D’aprés le lemme 1.7 I'espace LP()(Q) est un sous-espace complet et fermé
de L (). Pour p~ > 1 l'espace LP () est un espace de Banach réflexif et séparable. I
s’ensuit que LPO)(Q) est également réflexif et séparable (voir, par exemple, [100, Chap. 1]).

Soit p(z) satisfaire (2.3) et (2.6). D’apres le corollaire 1.5 A,(f) < 1 si et seulement si
|£]l, < 1. 1l résulte du théoréme 1.1 que pour tout g € L” @ (Q) I'application LP®)(Q) — R
défini par

G(f) = [ f@)g()dz, | e L), (1.15)
)

est une fonctionnelle linéaire continue sur LP(*)(Q) de norme vérifiant les inégalités C.||g||, <
G| < C*lgll,y-
[l

Lemme 1.9. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pe L>(2),

(ii) pour toute fonctionnelle linéaire continue G sur LP®)(Q) il existe un unique fonction
g € LY@ (Q) tel que (2.34) soit vérifié.

La preuve peut ére trouvée dans [101] ou [102, Part I, Sect. 2.7].

Corollaire 1.8. L’espace dual de LP™(Q) est LP(®)(Q) si et seulement si p € L>®(Q).

1.3.3 Ensembles denses dans L"1)(Q)

Lemme 1.10. Si p(z) vérifie (2.3) et (2.6), l'ensemble des fonctions mesurables et bornées
en ) est dense en LPC)(Q)).

Démonstration. Etant donné f € LPO)(Q), considérons la suite de fonctions f;, € LPO(Q) N
L () défini par les formules

ﬁ:{ﬂ@ s |f@)] <k
k singe f(x) si |f(z)| > k.

Depuis |fx| < |f| et fr — f a.e. en Q, par la convergence dominée par Lebesgue théoreme
Apy(f = f) = 0 lorsque k£ — oo, et I'assertion découle du lemme 1.2.
O

Théoréme 1.9. Soit p(x) satisfait (2.3) et (2.6). Alors l’ensemble C(2) N L>(Q) est dense
dans LPO)(Q).
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Démonstration. Soit f € LPO(Q). D’apres le lemme 1.10 pour tout £ > 0 fixé il existe un
fonction g € L=(Q) N LP(Q) tel que

1f = 9gllpe <e. (1.16)

D’apres le théoreme de Luzin il existe une fonction h(z) € C(Q2) et un ouvert U tel que ce

€ r
|U| < min 1,( ) ,
2|19/

g(x) = h(x) partout dans Q/U et sup |h(x)| = sup |g(x)| < ||g|co- 11 s’ensuit que
QU

g — A 1 = b
Aollg=n)/e) = [Pf—de < [F—C—ds
Q U

h p(x)
(e,
J €

9 rr
< [}’ o

U

2 v
]U|max{1,< Hg”°°> }gl.
£

IN

VAN

pour chaque € > 1

En rapportant cette inégalité a (1.16), on trouve que

P

1f = hllpya <e+ert.
O

Corollaire 1.10. Sous les conditions du Lemme 1.10 l'espace C§°(S2) est dense en LP0)(€2)
Ce(2) est dense dans 'ensemble des fonctions simples, les fonctions simples sont denses
dans C(Q) N L®(Q), et C(Q) N L>(Q) est dense dans L) ().

Corollaire 1.11. Sous les conditions du lemme 1.10 l’espace L) () est séparable : I'en-
semble des polynA ‘mes a coefficients rationnels est dénombrable et dense dans C3°(1).
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1.4 Espaces de Sobolev & exposants variables

Soit le domaine  satisfait (1.2) et I'exposant p(z) satisfait (2.3) et (2.6). le Espace de
Banach W, 7" (Q) est défini par

WP Q) = {ue LPOQ): [Vul'™ e L'(Q),u=0 en 00}, (1.17)

lullyroerqy = llullpero +11Vullpe.0

Lemme 1.11 (L’inégalité de Poincaré). Soient Q et p(x) vérifiant les conditions (2.2) et
(2.3) et (2.6). Sip(x) € C°Q), alors il existe une constante finie C > 0 telle que pour tout

ullp).0 < ClIVullpe .0 (1.18)

Démonstration. 11 suffit de prouver (1.18) pour un ensemble B N €2, ou B est une boule de

rayon suffisamment petit tel que

n-+1
< i . .
max p(z) < " min p(z) (1.19)

Le choix de B dépend du module de continuité de p(z) dans 2. Dénoter

+ _ - _ .
p" =maxp(z), p- = minp(z).

D’apres le théoreme d’injection de Sobolev, la chaine de plongements suivante est vérifiée :
WorO(Q) c WPOQ)BNQ) c W (BNQ) c WP (BNQ) c WPO(Q)(BNQ).

Puisque p(x) est uniformément continue sur €2, le domaine {2 peut étre couvert par un nombre
fini de balles satisfaisant (1.19), d’ou (1.18).
Une conséquence immédiate de I'inégalité (1.18) est la possibilité de définir un norme équi-

valent de 'espace W, (')(Q) par la relation
lullyaso g = [ Vella (1.20

Notons Cieg(€2) I'ensemble des fonctions p(x) qui vérifient les conditions (2.3) et (2.6) et sont
continues en () avec le module de continuité logarithmique . O]
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CHAPITRE 2

EQUATION D’ONDE SEMI-LINEAIRE AVEC UN TERME
SOURCE LOGARITHMIQUE NON LINEAIRE : EXISTENCE
ET EXPLOSION EN TEMPS FINI

2.1 Introduction

Ces dernieres années, de nombreux auteurs se sont intéressés a 1’étude des équations dif-
férentielles logarithmiques non locales. Cela est dii en partie au grand emploi de ce type pour
modéliser plusieurs phénomenes tels que la dynamique des fluides, les fluides électrorhéolo-
giques, la physique nucléaire, 'optique, la géophysique, la théorie de la mécanique quantique.

Dans ce chapiter, nous traitons ’équation d’onde semi-linéaire avec un terme source lo-
garithmique non linéaire sous condition aux limites de Dirichlet homogene le suivant

uy — Au A Jug ™74y = [uPO~2uln |u|, dans Q x (0,T)
u(z,t) =0, sur 02 x (0,7) (2.1)
u(x, 0) = uO('r)? ut(xa O) = ul(x)> dans Q7

Dans (2.1), © soit un domaine bornée dans R"(n > 1) avec une frontiere lisse 052, pour tous
m(.), p(.) : © — R fonctions mesurables satisfaisant pour la fonction ¢

23’ (2.2)

avec

¢ :=essinf q(z), ¢o:= esssupq(z)
IEQ xe

et la condition de continuité log-Holder :

la(2) = a(y)| < —zfa=y» POUD-P. T,y € Q, avec [z —y| <
A>0, 0<d<1
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Dans le cas ou m et p sont des constantes, 'existence locale et globale et le comportement
a long terme ont été pris en compte par de nombreux auteurs. Par exemple, en 1’absence
du terme d’amortissement |u,|™ > uy, les termes logarithmique de non-linéarité |u|?~2u In(|u))
provoquent un explosion de temps infini de solutions avec énergie initiale négative. [16, 13,
23, 24], contrairement au terme de source de puissance |u|P~2u, qui provoque un exposion en
temps fini des solutions [75, 18], il est bien connu que le terme d’amortissement |ut|m_2 Ut
assure l'existence globale pour données initiales arbitraires [77, 20, 25]. Nous nous référons
également a [21, 22| et aux références qu’il contient pour les problémes logarithmique de
non-linéarité.

Ces équations d’ondes semi-linéaires apparaissent dans I’étude de plusieurs problemes et
peuvent étre utilisées comme modeles de fluides viscoélastiques, de processus de filtration
a travers un milieu poreux et de fluides dont la viscosité dépend de la température, de la
théorie de la filtration, etc. (voir [48, 47]). Nous nous référons également a [26, 27] et aux
références qu’il contient pour des probléemes supplémentaires dans ce numéro.

Au cours des dernieres années, certaines équations aux dérivées partielles avec des termes
de non-linéarité logarithmique ont fait I'objet d’une grande attention en raison de leur large
application en physique et dans d’autres sciences appliquées, telles que 'infiltration de fluides
homogenes a travers une roche fissurée [28], la conduction thermique impliquant deux sys-
temes de température [29], la propagation unidirectionnelle d’ondes longues non linéaires et
dispersives [29, 30|, I’écoulement de fluide dans un milieu poreux fissuré [31], écoulement
diphasique en milieu poreux avec pression capillaire dynamique [32, 33| et agrégation de po-
pulations [34]. Les équations pseudo-paraboliques peuvent également étre considérées comme
une équation de type Sobolev ou une équation de type Sobolev-Galpern, que 'on peut voir
dans [35, 36], et de nombreux articles ont été consacrés a I’étude du les bien-posé et des
propriétés qualitatives des solutions pour ces équations aux dérivées partielles a exposants
constants. Il est important de souligner que le calcul du temps et du taux d’explosion aux
équations d’évolution non linéaires est un sujet important (voir [37, 38]), et ces évaluations
peuvent caractériser le phénomene d’explosion de maniere concluante.

La terminologie des exposants variables vient du fait que m(.) et p(.) sont des fonctions et
non des nombres réels. Ce terme Jug|™ ™2 uy — [u[P~2u In |u] est alors une généralisation de
|ug)™ ™ g —|u|P~2u, qui correspond a m(.), p(.) > 1, et In |u|. En fait, (2.1) peut étre interprété
comme une extension du cas variable de I’équation d’onde viscoélastique du second ordre avec
des conditions de croissance variables

Uy — Au+ g™y = [uPY 20, in Q x (0,7T) (2.4)

qui est obtenu en considérant |u,|™" " u; — |u|PO2uln |u|. L'équation (2.4) est une figure
bien connue dans le traitement de la dynamique des fluides, un modele pour les fluides
électrorhéologiques [44]. D’autre part, les résultats pour I’équation d’onde viscoélastique avec
amortissement logarithmique et conditions de croissance variables sont limités et rares, et la
littérature sur ces équations est beaucoup moins étendue voir [49, 51, 50].
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L’intérét ces dernieres années pour l'analyse mathématique des équations aux dérivées
partielles pilotées par des opérateurs différentiels non homogenes a exposants variables (voir
par exemple [68, 67, 39]). L’étude de ces systémes est basée sur l'utilisation des espaces de
Lebesgue et de Sobolev a exposants variables. Remarquons que les problemes d’équations
différentielles a croissance p(x) non standard sont un theme peu familier et intéressant. Il
s’agit de la théorie de 1’élasticité non linéaire, des fluides électrorhéologiques, etc. Ces fluides
conservent la propriété motrice que leur viscosité dépend du champ électrique dans le fluide.
Pour des rapports généraux sur la physique sous-jacente, voir [43] et pour les visions ma-
thématiques, voir [42]. Une série d’articles liés aux problemes des fluides dits rhéologiques
et électrorhéologiques, qui pointent vers des espaces avec des exposants variables, ont été
publiés récemment par Diening et Ruzicka [68, 67]. Les résultats élaborés dans ces articles
ont été relevés dans les livres [44, 45]. De nombreux modeéles mathématiques en mécanique
des fluides, en théorie de 'élasticité (récemment en traitement d’image), voir par exemple
[46], etc, se sont montrés manifestement liés aux problémes de croissance locale non stan-
dard. Dans cet article, nous considérons (2.1) et établissons un résultat d’existence locale.
De plus, pour des données initiales convenables, nous montrons que la solution explose en
temps fini 7. L’article est organisé de la maniére suivante. Dans la section 2, nous présen-
tons quelques préliminaires et notations nécessaires a notre travail. Dans la section 3, nous
établissons 'existence locale des solutions au probleme. Dans la section 4, nous donnons un
résultat éclaté pour les équations d’onde (2.1) avec une énergie initiale négative.

2.2 Preliminaries

Soit p : © — [1,00] une fonction mesurable. LP()(Q) désigne 'ensemble des fonctions
mesurables réelles u sur € telles que

/ |\ ()P dz < oo pour certains A > 0.
0

L’espace & exposant variable LP() (Q) muni de la norme de type Luxembourg

p(z)
—infdA>0, / dz <1V,
[ull,) =in ; x <

est un espace de Banach. Tout au long de I'article, nous utilisons ||.||, pour indiquer la norme

ulz)

L7 pour 1 < ¢ < +o00. H (Q) est la closure de C§°(2) par rapport a la norme suivante :

1
2 2\ 2
el 30y = (I7ull3 + [lull3)* -
On sait que pour les éléments de H} (Q) 'inégalité de Poincaré est satisfait,

Jull, < C*||Vull,, pour toute u € Hy().
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Gaoui Nour Elhouda 2.3 Existence de solutions faibles

et une norme équivalente de Hj () peut étre définie par

Jullgyoy = I¥ully = ([ 1Vu (@) dz )

Lemme 2.1. [67, 68]. Sip:Q — [1,00) est une fonction mesurable et

2
2<p <p(e) Spa< 5, n=3, (2:5)
n_

Alors le plongement H}(Q) < LPO)(Q) est continu et compact.

2.3 Existence de solutions faibles

Dans cette section, nous présentons l'existence locale et 1'unicité des solutions pour le
systéme (2.1). Notre méthode de preuve est basée sur le théoreme du point fixe de Banach.

Théoréme 2.1. Soit m (.), et p(.) satisfait (2.2), (2.3), et de plus p(.) satisfait
n—1
2<p <plx)<ps < 272, n > 3. (2.6)
n R

Alors donné (ug,uy) € H} () x L* (), il existe T > 0 et une unique solution u du probléme
(2.1) sur (0,T) telle que

ue C((0,T),Hy (2))NC ((0,T), L*(2)) N L™ x (0,T)), (2.7)
ug € L7 ((0,7), H1()).

Pour prouver le théoréme principal, nous avons besoin de I'existence locale et de I'unicité
de la solution a un probléeme connexe. Alors, pour v donné, considérons le probleme aux
limites a valeur initiales suivant :

Uy — Au+ ug|™ 2wy = v(x,t), dans Q x (0,7),
u(z,t) =0, sur 02 x (0,7), (2.8)
u(@,0) = uol), w(w,0) = wi(x),  dans O,

ou l'exposant m(.) est une fonction mesurable donnée sur € vérifiant (2.2) et (2.3), et Q
est un domaine borné dans R" a bord lisse 0€2. Nous devons maintenant énoncer le résultat
d’existence suivant de la solution locale au probleme (2.8) pour v € L*(2 x (0,7)), et la
valeur initiale (ug,u;) € H} () x L*(Q), que nous avons établi, en utilisant la méthode de
Galerkin comme dans [14] ou dans [88, Theorem 3.1, Chapter 1]

Lemme 2.2. Supposons que m(.) satisfait (2.2), et (2.3). Alors, pour tout (ug,u1) € H} () x
L*(Q) et v e LA x (0,T)), il existe une unique solution locale u du probléme (2.8),

u€ L®((0,T), H (), u, € L= ((0,T), L*(Q)) N L™ (Q x (0,T))

U € L? ((O,T), Hﬁl(Q)) . (29)

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini



Gaoui Nour Elhouda 2.3 Existence de solutions faibles

Démonstration. Unicité : Si le probleme (2.8) a deux solutions u et v. Alors, w = u — v doit
vérifierUnicité :

Wit — Aw -+ Uy |Ut’m(')_2 — V¢ ’Ut|m(.)_2 = 0, dans 2 x (O,T),
w(z,t) =0, sur 02 x (0,7,
w(z,0) = w(z,0) =0, dans €.

En multipliant par w; et en intégrant sur €2, on obtient

1d . .
2dt [/gzthJr/QNw‘z] +/Q(ut|ut| (@) 2_Ut v @) 2) (uy — vy)dz = 0.

En intégrant sur (0,t), on obtient

t
/Q (w? + |Vw|2) + 2/0 /Q (Ut |ut|m(x)—2 — Uy IUt|m(x)_2) (U,t - ’Ut) dzds = 0.
En utilisant I'inégalité
(la|"*)"2a— | b™®=?b) (a —b) > 0 (2.10)

pour tout a, b € R" et p.p x € €1, on obtient

/Q (wf + |Vw|2) =0

ce qui signifie que w = 0, puisque w = 0 sur J€). Par conséquent, I'unicité suit.
. Existence. Soit {(vj);il} une base orthonormée de H} (1), avec

—Av; = A\jv; dans Q, v; =0, sur 99,

déterminons le sous-espace de dimension finie Vi, = span {vy, ..., v}, sans perte de généralité
nous pouvons prendre ||v;|ls = 1. On va construire une suite convergente {uk(a:, t)} ,

k
uF(x,t) =Y ar;(t)vy,
j=1

ot u*(z,t) satisfaire le systéme d’équations différentielles linéaires

Jo uk(z, t)v;(z)dz + [, Vuk(z, t)Vu;(x)dx
o Ju e, 6 b, By () e = vl vy(2)da (2.11)
uF(2,0) = uf, uf(z,0)=uf Vj=12...... k,
ou

(g, vi) v — ug dans Hy (),

S
I
M-

.
Il
—

(u1,v;) v; — u; dans L*(9).

S
I
M-

s
Il
—
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Gaoui Nour Elhouda 2.3 Existence de solutions faibles

II convient de noter que (2.11) est un systeme d’équations différentielles ordinaires pour
aj(t). L'existence locale des solutions du systeme (2.11) est garantie par le théoreme de
Picard-Lindelof, dont on sait qu’il a une solution locale dans un intervalle [0, 7)) avec 0 <
Ty < Thax < +00. L’extension de la solution a tout I'intervalle [0, 400) est une conséquence
des estimations suivantes.

Multiplier (2.11) par aj;(t) et additionner sur j pour trouver

;(i {/Q (’uf(m,t)rdx + ’Vuk(m,t)r) dz

+/ ‘uf(a:,t)‘m(m) dz = / v(x, tul(x, t)dx
Q Q
Une intégration simple sur (0,t) donne
2 2 m(x
Lo ([ o) da b [Vt ) do ot o fu ) dadls

=3k (‘@‘2 + ’Vu’éf) dz + [§ Jov(z, s)ul(z, s)drds (2.12)
<ify (ul + | Vuo| )da: +e i, ’ut’ dzds + c. [y fov*dads
< C: +esup(y,) fQ’ut x,t) ‘ de, Vte|[0,t),

ensuite

daxds

2 2
L sup(o. Jo [l (@, 8)] dx + S supge,) fo [V (e, 1)] da+ f§ i [uf (2, 5)@
< Ce +esupy,) Jo ‘uf(x, t)‘ dz

Prendre ¢ = i, nous arrivons a

sup/’ut xt da:+sup/)Vu xt da:—i—/ /‘ut z,s) x)dxdsgC

(0,tx)

Dong, la solution peut étre prolongée jusqu’a [0,T) et, de plus, on a
{(uk>} est une suite bornée dans L™ ((0, T), H&(Q)) :

(uf) est une suite bornée dans L™ ((O,T), L2(Q)) NL™O(Q x (0,7)),

m(.)—2 m(.)
‘uf‘ © uf est une suite bornée dans L=0-1(Q x (0,7)).

Du théoreme de Dunford—Pettis, on peut extraire de {(uk)} une sous-suite encore notée

{(uk>} telle que

uf — u faiblement x dans L™ ((0,T), Hy()), (2.13)

uf — w, faiblement * dans L™ ((0, 1), LQ(Q)) et faiblement dans L™ (Q x (0,7T)), (2.14)

"

m()
’ut uf — 4 faiblement dans L70-1(Q x (0,T)). (2.15)
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Ainsi (2.13)—(2.15) permet de passer a la limite dans 1’équation approchée pour en déduire
que u € C ([0,T], L3(£2)), et donc u(z,0) a un sens.

Montrons maintenant que u € C ([0, 7], L*(2)) est une solution du systéme (2.8). Premie-
rement, nous essayons de prouver que ¢ = |ut|m(')_2 ug,, pour tout v € L= ((0,T), L*()),
dans (2.11), intégrer sur (0,t), et en faisant k& — oo dans les résultats, on peut déduire pour
p.pt€0,T], que

1d

-° _ 1
YT Qutg0+/Q(Vu.Vg0+1pg0)dx /prdx, Vo € Hy(Q). (2.16)

Pour plus de simplicité, soit A(p) = |¢|™®~2¢ and define (voir [14, Proposition 2.5. ]),

= /Ot [ (A(ak) = A) (ut = )@t =0, g e L0 ((0,7); HY()
Ainsi, en utilisant (2.12), on a

dx

= [y Jovufdads + 1 [y <’u1’ + ‘Vuol >d:z:ds -1 Jq ‘ut t)‘2
~1 Ja lw (.6)] da — Ji Jo A (ub) pdads — J¢ Jo Alp) (uf — o) deds

Prendre k — oo, nous arrivons a

t 1 1
0< limksup Xk < /0 /Qvutdxds + 5/9 (u% + |Vu0|2) dzds — 3 /Q |ug (2, 1)) d.

——/ |Vu(z,t)] dx—/ /@Dgpdxds—/ /A ¢) dxds. (2.17)

En posant ¢ = u; dans (2.16) et en intégrant sur (0,7"), on arrive a

I8 fovudads = L [ Jug(2, )P dwds — L [ uddads + 1 fo |Vu(z, t)[Pde

2.18
—% Jo |VU0|2 dz + [3 fo udzds. ( )

Joindre (2.17) et (2.18), produire

0<hmsupXk </ /wutdxds—/ /1/1g0dxds—/ /A v) dxds.

Clest .
| [ @ =A@ (n = p)at =0, o € L0 ((0,7): HY ().

Par conséquent
t
| [ = A@) (w = ¢) dadt = 0, ¥ € L"O(Q x (0,T)),
0 Ja

par densité de H}(Q2) dans L™ (Q).
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Maintenant, soit ¢ = Aw + vy, w € L™ (Q x (0,T)). Dés lors, nous savons
—)\/Ot/Q (W= AQw+u))w>0, YA£0, Ywe L"OQx (0,T))
pour A > 0, on a
/Ot/Q (W — AQw+u))w<0, YweL™(Qx (0,T))

Comme A — et en utilisant I’hémi-continuité de A, on obtient

/Ot/gw A w<0, Ywe L"(Qx (0,T)) (2.19)
De maniéere similaire pour A < 0, on trouve
/Ot/g (W= A(w)w >0, YweL"(Qx (0,T)) (2.20)
De (2.19) et (2.20), on obtient ¢ = A (u;), c’est-a-dire comme k tend vers l'infini,
‘uf‘m(')_Q uf — Juy /™% u, faiblement dans L#&(Q x (0,7).

Donc, du résultat ci-dessus et (2.13)—(2.15), on déduit qu’il existe u € C ([0, T], L*(Q2)) satis-
faisant 1’équation suivante

(utt — Au + |Ut|m(.)_2 Uy — v, gp) =0
pour tous ¢ € H}(Q), et les conditions initiales
u(0) = ug, u(0) = uy,

ce qui acheve la preuve d’existence dans le lemme (4.2).

Le lemme suivant crucial pour la preuve de notre résultat principal

Lemme 2.3. Pour p.p v € Q, et p(.) satisfaisant (2.6), la fonction F(s) = |s|P® =25 (In |s|)
est différentiable et

IF/(s)] < (p2 = D[] In|s]| + [s[+)~ (2.21)
2(p2—1 2(p2—1 - - '
< e D ||t 4 2D s slte ([P o s 2) s A0,
o1
pr—2=<p2—2<hky <25, pourn >3, (2.22)
0<pi—2<py—2<ky pourn=1,2, '
et 2
0 <k <pr—2<p—2< ;25 pourn >3, (2.23)

0<ki<p—2<py—2pourn=1,2.
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Démonstration. Evidemment, pour k # 0, puisque In¢ < ig‘k pour tout ¢ > 1, et InC >
—2(7%, ¢ <1, alors pour tout k > 0, on a

F(s)] = |(p(x) = 1) [s]P@2 (In |s]) + || 2|
< 2l (’ |p1+k— 2+ |s|Peth- 2) ot (|5’p1 —k=2 4 | ‘pg—k—2)
+(Isf =2 4 [s] %)
< 2p2d 1$|p2+k 2+2p2 1|S|p1 F=2 4 (5172  |s[P22)
2 1) 1)
- ((p§p22) k1)|5’k1+e(k2(p?p2 2))’5’k2 (Is[Pr=2 + [s272),
avec ki, et ko sont dans (2.22)-(2.23). O

Proof of Theorem (2.1). Existence. Soit v € L ((0,T), H} (€2)). Alors

H|v|p(~)*%1n|v|Hz < s{ 0|72 (In |v])? da:—i—g{ 0|27 (In |v])? dz

:{ mf(t)‘ | |v[2pl*2 (1n|v|)2dx+{ Qlf(t)l ; |U‘2p272 (ln]v|)2dx

xeld:|v < xell:|v <

+ J 0|72 (In |v])* dz + J 0?72 (In |v])® da
{eeQlu(t)|>1} {oeulv(®)>1}

Choisir o tel que,

2n

2 —1<o<
(p2—1) <o <=

A
[\
§
\’:
A

2 > pour n > 3,
2 < 2(pp—1)<2(p2—1)<opourn=1,2,

et, par In( < é(s pour tous ( > 1, s >0, on a

’U|2p1—2 (ln |U|)2 de + [ ‘U|2p1—2 (ln |U|>2 dx
{ze|v(t)|<1} {zeQ: Iv( )|>1}
S % + ei2 (0'+2 2p1 ) f |U| dl‘ (224)

< B+ 300 (Hf_gpl) HWIE < 00,

de la méme maniere

J 2 (fo)?dz+ [ (o] (Info])* da
{ze:|v(t)|<1} {ze:|v(t)|21} (225)
<l lce * vl
+ = (a+2 2p2) I UHQ < 00,

ot Cy est la constante optimale de Sobolev plongeant Hg(€2) — L7(2). Donc, dans ce cas
[0PO 20 fv] € L ((0,T), L*(Q)) € LA(Q x (0,T))
Ainsi, pour chaque v € L ((0,T), H} (R2)), il existe un u unique, de sorte que

ue L ((0,1), Hy(Q)), ur € L= ((0,7), L*()) N L™O(Q x (0,T)), (2.26)
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Gaoui Nour Elhouda 2.3 Existence de solutions faibles

satisfaisant le probleme non linéaire

Uy — Au+ ug "7 uy = [oPO20In |v|, dans Q x (0,7)
u(z,t) =0, sur 092 x (0,7)
u(z,0) = ug(x), w(x,0) =ui(x), dans .

Soit Ry un réel positif tel que

Ry = \/2 <|u1]2 + \Vu0\2>,
pour un temps suffisamment petit 7' > 0, on définit 'espace Br(Ry) par

v(t) € L= ((0,T), Hy (),
Ut (t) €L ((07T)7 Lz(Q)) )
[ (O + Vo (8)]* < Rg sur [0,T],
v (0) = vy, v (0) = uy.

Br(Ro) =

On introduit la métrique d sur 'espace Br(Ry) par

d (u,v) = sup (|ut (t) — v ())* + |Vu (t) — Vo (t)]Q) pour u, v € Br(Ry).

0<t<T

(2.27)

Evidemment, Pespace Br(Ry) est un espace métrique complet. Soit v € Bp(Rp). Alors

|IVu(t)| < Ry, |v'(t)] < Ry pour tout t € [0, 7). Définissez I’application ® par
® (v) =u,
ou u satisfait (3.24) et (2.27). Ensuite on a

® (v) =u € Br(Ry) pour v € Br(Ry),
® : Br(Ry) — Br(Rp) est une application contractant.

Pour afficher (2.28), multiplier (2.27) par u;, donne

1d N
s (Lo [ vapda) + [ @ de = [ jor =20 (n o)) wds

(2.30)

A partir de I'inégalité de Young, (3.1), et (3.2), pour tout ¢ > 0, les estimations suivantes

sont valables,

[ 07920 (In o)) updal < Jpuda + 1 Jo [oP@2 (In o)) da

<hum+[hmm2meM+hm%*meM}

< fouddz + 1 {29' + 507 (525) 1903

+e2CU (a+2 2;;2) ||VU||2] :
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Donc (2.30) devient

d ) N 2 2 ? 2
T (||Ut||2 + ||VU||2) < S+ 507 (U+2_2p2> RE + Jlualf5 -
Ainsi nous avons
U () ()< () (0)+ Ji (190 + 3C7 (3) RS+ (0 (1) ds
< GRG+ BoJy (L+ 0y () (1) ds,

2
ol B = max (1 1+ 207 (525 ) B, 1) et

Yo () () = luelly + [ Vull3.

Par I'inégalité de Gronwall et des calculs simples, nous avons que
1
3+ IVull3 < (5R3+ BTy ) 4™ < B, 0<t<T,

pour suffisamment petit 0 < Ty < 7. Ainsi (2.28) est satisfait.
Ensuite, nous montrons (2.29). Soit w = u; — ug, ou u; = P (vy), uy = d(vy) avec vy,
ve € Br(Ry).
Ensuite on a
(wir, ) = (Daw, ) =+ (Jun (O g (8) = g (™ 0t (1) 0) (2.31)
= (|v1|p(’”)_201 In |v1] — v [P@) =20, In vy ,v) , dans L*(0,Ty; H1 (). '

Posons
By (w) (t) = lwy () + |V (1)
En multipliant w; par (2.31), en utilisant (2.10), nous avons

1d
5 (loe @) + [V (0)1%) < (Jor™ 201 In foa] = 02" 20y In fua], wy) -

Maintenant, nous estimons

1= [ 1F (01(s)) = F (wa(s))] [wl do = [ [F()[v]wr da,
ou
v=v—vyet{=av;+ (1 —a)vy, 0 <a <1,
D’apres les inégalités de Holder, de Young et le lemme (2.3), nous avons
I? < Jowidz fo [F'(E)] o] de
k
< 4 [, widz [((jjgpg)”) Jo (Jaws + (1 = @)oo [v]2da
+ (2 2) o (v + (1= a)usf™) [olPda
+4 [q (|av1 + (1 — a)vglm’rz)) lv]Pdz + 4 [ (]cwl + (1 — a)vy \2@272)) \v|2dx}
< . U upda) (fo ol #2d) ™ (o fown + (1= @)uaf") " do
2
+ (fQ lavy + (1 — Oé)'UQ‘nkQ) dz + [o (]owl + (1= a)vo ™2 )
+ fo (|owl + (1 — a)wy*P? ) dx}
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rappellons (2.6), et (2.17), nous arrivons a

I < ey (Jowida) [[Voll3 Vo3 + [Voull3™ + [ Vusl[2 + (Vo5
2(p2—2)

2(py—2) 2(pp—2) 2(p1-2)
T + 190 + 19wl + [Vl
< SC*CSRS(k2+p2_2)d (v1,v2) By, (w) (1),

ol ¢, = c (e, p1, P2, ki1, k2) , et ¢, est le plongement de Sobolev H} () — Lt (), il s’ensuit

que
d

G () (1) < &d (00,02)* B (w) (1)%

Comme 5, (w) (0) = 0, par le lemme de Gronwall on a que
2
T

d (ug,uz) < §4d (v1,v9) el

Choisis un 0 < 77 < T assez petit qui satisfait que

52

ZTleTl < 1.

Ainsi par le théoreme de cartographie de contraction de Banach il existe un point fixe u =
®(u) € By, (Ryp), qui est une solution faible locale en le temps pour (2.1).

. Uniqueness. Supposons que nous ayons deux solutions u et v, et posons

] wi(s) —ua(s), s€0,t]
w(s) = { 0, s € [t,T],

donc
we L? (O,T; Wol’p(')(Q)> . wy € L2 (O,T; H&(Q))
et w satisfait

 [wtar s [wuPar< [ [ (P )~ F@)ude

Par conséquent, 'unicité est dérivée de la continuité Lipschitz locale de F' : R* — R et du
plongement Hj () < L*(Q). Ceci achéve la preuve du théoréme.
m

2.4 Explosion de solutions faibles

Enfin, nous donnons les conditions suffisantes sur m(.) pour I’éclatement en temps fini
des solutions faibles du probleme (2.1) si

—1
2 <my <mia) Smy<pi<p(e) Spp <2, n 23, (2.32)
—
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est satisfaisant, et £(0) < 0, ou

B(t)= 5 fo (Ju (2,0 + |[Vu (z, t)|2) dz — [, 1@ [ (e, )P In(|u (2, 1) )da

T Jo sl (2, 1) [P dr

(2.33)

Pour notre propos, nous avions besoin du lemme suivant montrant la décroissance de 1’énergie

E.

Lemme 2.4. L’énergie correspondante au probléeme (2.1) est donnée par (2.33), de plus

dE (¢)
at

et linégalité E(t) < E(0) est satisfait, ou

Q

E(0)= 3o (|U1|2+|VU0|2) — Jo 525 o[ n(Jug| ) da
+lo e yuoyp dx

Soit
H(t)=—E(t) pourt >0,

omme E(t) est absolument continue, donc H'(t) > 0 et

1 p(z)
0< H(0)<H()< o p (@) lu (z, )P In(Ju|)dz

Lemme 2.5. Soit les hypothéses (3.5) et soit u la solution de (2.1). Alors,

Jupde > [ juprde = ful} o,

Oy ={z € Qf|u(x,t)] > 1}.

Démonstration. Soit
Qo ={z € Qf|u(x,t)] > 1} et Q1 = {x € Q/|u(x,t)| < 1}.

donc nous avons

Jo [uP®)dz = Ja, |uP®da + Jo, [ul? @ da
> Jo, [ulPrdr + fo [ufPrdz > fo, |u[Prde = ||ul]}}

Ainsi, (3.28).

p1,822°

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

O

Lemme 2.6. Sous les hypothéses du théoréme(2.1), la fonctionnelle H(t) illustrée ci-dessus

fournit les estimations suivantes :

9, B

0<H(0)§H(t)§ple G—p2)em

IVully, t =0,

(2.38)
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ou s est choisi suffisamment petit pour que

2n
P < p2<8§n

5 pourn >3, (2.39)

p1 < pp<s<oopourn=1,2,
et B, est une constante positive du plongement de H}(Q) dans L3(2) tel que
|ulls < Bs||Vullz, Yu € Hy (). (2.40)
Démonstration. D’apres le lemme (2.4), H(t) est non décroissante en t. Ainsi
H(t) > H(0) = —E(0) > 0, ¢ > 0. (2.41)
Combiner (2.33), (2.34), (3.27), utilisant le fait que In¢ < L¢? pour chaque o > 0, on a
0< H () < L folu (@, ) In(ju (z,1) |)de

= pil f{xEQ:\u(x)Kl} |U (ia t)|p(x)71 (|U, (ZL', t)| 1H(|U, (ZL', t) |)) dx

p2T0 p2+o
S ﬁ + gepl f |u| dl’ S ﬁ + oep1 ||U| p2+o

> 5.
S e T (s—pa)ept [Vaully,

et (4.19) suit. O

Théoréme 2.2. Supposons que les conditions du théoréme (2.1) soient satisfaites. De plus,
supposons que (2.32) soit vrai et E(0) < 0. Alors la solution du probléme (2.1) donnée par le
théoréme (2.1) explose en temps fini.

Démonstration. pour chaque t dans [0,7T), définissons

L(t) == H" (1) + ¢ /Q (e, sz, t)dz, (2.43)

avec € petit a reprendre plus tard et a tel que

(2.44)

-2 — 2 — 2) _
0<a< min{pl P1— Mo (pl m1) (p1 ml) }

2p1 ;1 (mg — 1)’ 5 (my — 1)]917 s(mg —1)py
Un dérivé simple de (2.43), en utilisant Eq. (2.1), on obtient
L) = (1_a)H—a(t)H'(t)+a/ [} — [Vuf?] +£/ [u[?® (In |u|)—5/ |2 g, (2.45)
Q Q Q
En additionnant et en soustrayant pour (1 —n)p1 H(t), avec 0 < n < plp—?, du coté droit de
(3.29), on arrive a

L'(t) = (1 — a)H=*(t)H'(t) + (1 = n)p H(t) + n Jo [u™ (In |u]) dz

_ _ m(z)— 2.46
e (U 1)l + 2 (U2 — 1) [Vl = & Jo wfu " d, (2:40)

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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prendre en compte
1 1
= [ Jule,t) POde < = [ ul) (nu]) do
b3 /o b1 /@

en vertu de (3.28), alors (3.30) conduit a

L't >0 —a)HO)H ) — e fo |lu]™ * vuyda
+eB [H(t) + luelly + | Vul3 + fo |u (z,t) [/dz]
> (1— o) H () H'(t) — & fo [u| ™7 wpdz
+eB [H(t) + luelly + 1 Vul3 + [[ull o]

(2.47)

ou

11— 1-—
5:min{(1—n)p1,p§n,< 77)]01+17( s —1} > 0.
|5 2 2

Maintenant, grace a l'inégalité de Young, nous évaluons le dernier terme de (3.29) comme
suit

/|UI " ylde < */ ¢y e 4 /C T |1y dz, VC > 0. (2.48)

Donc en prenant J tel que
_ m(x)
¢ moT =kH %(t), k>0,

Pour k assez grand ou étre déterminé plus tard, en le remplagant dans (3.32) on obtient

mg—l)k’

1
[t ™ ulde < — [ ) ) e (1) H()H'(t). (2.49)
Q my Jo

mo

Joindre (3.31) avec (3.33) donne

L'(t) > [(1— o) —e(m22) k| H-o(t)H'(t) + B [H(t) + ||ut||§ + [V ull3 + [lu(t)|2:]
_cET™ pra(ms— V(@) [, ’u‘m(m

(2.50)
En appliquant le lemme (2.6), on a
Hm=D(t) fo fu(t)[™da
a(ma—1
S C [(2a(m21)1 (%) (ma— )+2a(m2—1) 1(5 P ||V ||sa(m2 1)>
(lellyia, + lulla, )| (2.51)

< gotm- c(;,?i)“(’” “((n 7a,) ™+ (lelfia,) ™)

a(m sa(ma—1)
+2 ( - 1) 10 s p2 ep1 ||v || o (Hu| P1, QQ + ||u| P1 QQ) :

Nous allons analyser les termes du c6té droit de (3.35). En exploitant I'inégalité de Young,

on a ( N
sa(mg—1)py

IVl fullg, < 2 u(@)h g, + OB [Vall, 7™
sa(mg—1)py

2\ 2(pp—-m1)
= Sl g, + CE5 (IValy)

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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de la méme maniere

sa(mo—1)py

> (Ivulz) "7

sa(ma—1) m ma
IVl 520 flu(t) 2 <E\|u(t)|p192+0

p1,8202 =

En exploitant I'inégalité algébrique connue suivante :
1
zng—i-lg(l—l—d)(z—l—d),szO,0<T§1,d20, (2.52)

avec z = |lu(t)|l}} o,, @ = 1+ ﬁ, d=H(0) et =171 (7' = %), respectivement, alors la

condition (2.32) implique que 0 < 7 < 1, et donc

(12 0,) ™ + (@2 0,) ™ < 20 (Ju@2 g, + HO) < 20 (la@ g, + HE)

de méme, avec z = ||Vull5, b= 1+ ﬁ, d=H(0)etT= % alors la condition (3.20)
implique que 0 < 7 < 1, et donc

sa(mg—1)

(Ivull3) =7 < b ((IVuls + H(0))) < b ((IVull + H(®))
aussi, avec z = ||VU||37 h=1+ ﬁ» d=H(0) et 7= %,

sa(mg—1)py

(I9ali3) " < b ((IVal + H))).

par conséquent, (3.35) conduit a
Homa=1 (¢ / [u(®)["Pdz < C (Ju()|22 o, + H(E) + [ Vull3) , ¥t € [0,T]. (2.53)

ou C pour indiquer une constante positive générique dépendant de (€2, e, h, p1 2, M1 2) seulement.
Combiner (3.34) et (3.36) donne

L/(t) > [(1—a) = e () k| Ho () H'(1) (254
te (8= EZC) [HE) + ull; + IVl + [u@)2 o] '
1
A ce point nous choisissons v = 3 — %C’ > 0, (c’est le cas quand k > (Bg‘l) ),
Une fois que k est fixé, nous choisissons € > 0 suffisamment petit pour que
my — 1 l1—«
(1—a)—5< o >k;2()et L(0)=H (0)—1—5/Qu0(x)u1(x)dx>0.
2
Ainsi (3.37) prend la forme
L(t) = 5 (HE) + ludlls + 1Vull3 + @5 0,) (2.55)

Par conséquent, nous avons

L(t) > L(0) > 0, pour tout t > 0

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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D’autre part de (2.43),

Lﬁ(t) < 2t/ (1=a) (H(t) + ‘/Quut(a:,t)dx 11&) : (2.56)

En appliquant I'inégalité de Holder, on voit que
[ il tyda] < Clul, Nl < 2C a0, il

Encore I'inégalité algébrique (3.42), avec z = ||ul|?' ,, h = 1+ d=H0)et 0 <7 =

<1 (voir (3.20)), donne

p1,Q2° H(O)’

(1- 2a)

(“ |p1,Q2) mzem 2&)171 < O (||U| p1,822 + H(t)) )
Ainsi, I'inégalité de Young donne

2(1—a) ‘| 1/(1-a)

Hu\lpi o+l

“2a 2
<C [(lluﬂplm) T ]
< O [Jull2 o, + H(®) + llurll?] . pour tous ¢ > 0,

| foy ity (2, £)d| /=) <C

P1, 92

en le joignant avec (3.38) et (3.39), donne
L'(t) > 6Lﬁ(t), pour tous ¢ > 0, (2.57)

ol J est une constante positive dépendant de (¢,7,C). Avec une simple intégration de (3.40)

sur (0,¢) on en déduit que
o 1
L5 () > — . (2.58)
L1-a (O) — ﬁét

Par conséquent, L(t) explose en un temps fini 7' avec

11—«

T<———.
daL 75 (0)

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DONDES NON-LINEAIRES AVEC
AMORTISEMENT : EXISTENCE ET EXPLOSION EN TEMPS
FINI

3.1 Introduction

Soit © un domaine borné dans R™ avec une frontiere réguliere 92 = I". Nous considérons
le probléme aux limites initiale suivant :

w4+ A%+ aug [ue*0 7% = bulu[PO 2 dans Q x (0,T)
u(x,t) = 0,sur 00 x (0,7) (3.1)
u(z,0) = up(x), uz,0) =u(z),dans €2

ou a, b > 0 sont des constantes et les exposants k(-) et p(-) sont des fonctions mesurables
données sur (2 satisfaisant

2<q <qz) <¢

IN

n>3 (3.2)

avec

¢ = ess inf q(x), g := esssup q(z)
SCEQ xeN

et la condition de continuité log-Holder :
M

log |z —y]

M>0 0<d<1

]q(m) o Q(y)‘ < , pour p.p. X,y € Qa avec ’l’ - y’ < 57 (33>

Dans le cas ou k, p sont des constantes, 'existence locale, globale et le comportement as-
symptotique ont été considérés par de nombreux auteurs. Par exemple, en I'absence du terme
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d’amortissement au |u;|" 2, le terme source bu|u[P~2 provoque une explosion en temps fini
des solutions avec une initiale négative énergie (voir [75, 76]). Pour b = 0, il est bien connu
que le terme d’amortissement au, ]ut|k72 assure l'existence globale de données initiales ar-
bitraires (voir [77, 78]). L’interaction entre 'amortissement et les termes sources d’abord a
été considérée par Levine (voir [76, 79]). Il a discuté du cas ou m = 2 et a établi I'explo-
sion en temps fini pour les solutions d’énergie initiale négative. Georgiev et Todorova [81]
ont généralisé le résultat de Levine a la situation ou m > 2 en introduisant une technique
différente. Levine et al. [82] ont étendu les travaux précédents a des domaines non bornée. Ils
ont prouvé que toute solution avec une énergie initiale négative explose en un temps fini. si
p > m. Messaoudi [80] a prouvé que toute solution & énergie initiale négative explose en un
temps fini si p > m. Ces derniéres années, une grande attention a été accordée a I’étude des
modeles mathématiques non linéaires d’équations hyperboliques, paraboliques et elliptiques
avec des exposants variables de non-linéarité. Par exemple, la modélisation de phénomenes
physiques tels que les écoulements de fluides électro-rhéologiques ou de fluides a viscosité
dépendante de la température, viscoélasticité non linéaire. procédés de filtration a travers un
support poreux et traitement d’image. Plus de détails sur ces problemes peuvent étre trouvés
dans [66, ?, 7, 57, 58, 59, 60, 63, 65, 64, 61, 62]. En réalité. il n’existe que peu de travaux
concernant les équations a exposants variables de non-linéarité. Mentionnons certains de ces
problemes. Par exemple, Antontsev [84] a étudié le probleme suivant

Uy = div (a(x)\Vu\p(‘f”)”Vu) + alAuy + b(z)|ul” @20 + f(x,t), dans Q x (0,T)
u(z,t) =0, sur 2 x (0,7
u(x,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x), dans Q

et prouvé l'existence et I'explosion de solutions faibles a énergie initiale négative dans des
conditions appropriées sur les fonctions a, b, f, p, 0. Guo et Gao [64] se penchent sur le méme
probleme d’Antontsev [63] et ont prouvé plusieurs résultats explosifs pour certaines solutions
associées a une énergie initiale négative. Précisément, ils ont choisi o(x) = r > 2, une
constante, et ont établi un résultat d’explosion en temps fini. Pour le cas o(z) = r(x), ils
ont obtenu le méme résultat d’explosion, mais aucune preuve n’a été présentée. Ce travail
est considéré comme un ajout a celui d’Antontsev [63]. Dans les travaux de Sun et al, [65],
ils ont étudié ’équation suivante :

Ut + C(.’ﬂ)ut |ut|q($)71 _ dw(a(:z:)Vu) + b(x)u’ulp(:r:)—l

dans un domaine borné €2, avec des conditions aux limites de Dirichlet, et a établi un résultat
d’explosion pour des solutions a énergie initiale positive. Ils ont également fourni des limites
inférieures et supérieures pour le temps d’explosion et ont fourni une illustration numérique
de leur résultat. Rahmoune in [74], considére un probléme aux limites parabolique généralisé
semi-linéaire suivant governée par des équations aux dérivées partielles qui décrivent 1’évolu-
tion des matériaux viscoélastiques avec de type des exposant variable non-linéarités sous la

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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condition de type Dirichlet suivant :

t
ut—Au—l—/ gt —s)Au=[uf 2y, 2€Q, t>0
0

u=0surI',t>0
u(z,0) = uo(z), 7 € 2,

Ensuite, le résultat de ’explosion pour une certaine solution avec une énergie initiale positive
est établi. L’estimation de la limite supérieure du temps de blow-up pour les solutions de
blow-up sera obtenue. Rahmoune in [73], a étudié le probléeme suivant

up — div <|Vu|m(a”)_2 Vu) =P ut f, 2€Q, t>0
u=0surI',t>0
u(r.0) = uo(x). 2 € O,

dans un domaine borné €2 dans R™ avec une frontiere lisse 9€2 = I', dans des conditions
appropriées sur m et p et pour f = 0, ils ont montré que toute solution avec une donnée
initiale non triviale explose en un temps fini, il donne un nouveaux résultats sur le temps
d’explosion T, il sera estimé superieurement par T I'orsque la donnée énergétique est positive.
Yunzhu Gao et Wenjie Cao [86] ont étudié une équation viscoélastique non linéaire & exposants
variables. Ils ont prouvé I'existence de solutions faibles en utilisant la méthode Faedo-Calerkin
sous des hypotheses appropriées. Smah el al. [87] a étudié le probléme suivant

uy — div (|Vu|m(:”)_2Vu) + py = |uP@ 2y, dans Q x (0,7)
u(z,t) = 0,sur 02 x (0,7)
'U/(l', O) = UO(ZU), ut(x7 O) = ul(‘x)adans Q

ou () est un domaine borné dans R™ avec une frontiere lisse 9. Pour une énergie initiale po-
sitive arbitraire, ils ont établi un résultat d’explosion en temps fini. Nous renvoyons le lecteur
a Antontsev [83, 84| et Calaktionov [85] pour plus de problémes impliquant les non-linéarités
a exposants variables. Notre but dans ce travail est de prouver un théoreme d’existence lo-
cale et de trouver des conditions suffisantes sur m, p et les données initiales pour lesquelles
I’explosion a lieu.

Lemme 3.1. ([67])Sip:Q — [1,00) est une fonction mesurable et

2§p1§p($)§p2<72, n >3 (3.4)
n_

Alors Uinjection HL(Q) < LPC(Q) est continue et compacte.

Lemme 3.2. (/67])Sip: Q — [1,00) est une fonction mesurable avec py < 0o, alors C3°(S2
est dense dans LPO)(Q).

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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Lemme 3.3 (Holder’s Inequality). ([67])Soit p, q, s > 1 des fonctions mesurables définies

sur € telles que

1 1 1
= , poury € €}

W) py) 4l
Si f € LPO(Q) et g € LIO(Q) alors fg € L*D(Q) et

I fallscy < N1l llgllac)-

Lemme 3.4 (Unit Ball Property). (/67]))Soit p une fonction mesurable sur Q. Alors || f||,) <
1 si et seulement si op)(f) < 1.

Lemme 3.5. ([67])Si p est une fonction mesurable sur Q satisfaisant (2.1), alors pour p.p. x €
Q, nous avons

min ([ull %) [ull22)) < on) (u) < max ([ull2), ul22))

pour toute u € LYO(Q).

3.2 Existence de solutions faibles

Dans cette section, nous prouvons l’existence de solutions faibles de notre probleme . Tout
d’abord, nous considérons le probleme aux limite initiale suivant :

Uy + A%+ auy [ug|*O7 = f(z,t),dans Q x (0,7)
u(z,t) = 0,sur 00 x (0,7) (P)
u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy(z),dans 2
oll a > 0 est une constante, f € L*(Q x (0,7T)), (uo,u;) € HE(Q) N H?(Q) x L*(Q2),I'exposant

m(.) est une fonction mesurable donnée satisfaisant (3.1) et (3.2), et £ est un domaine borné
en R™ & frontiere lisse (réguliere) OS.

Théoréme 3.1. Dans les conditions ci-dessus, le probléme (P) a une solution locale unique

we L% ((0,7), Hy () N H*(Q)), wr € L ((0,T), L*(Q)) N L"O(Q x (0,T)),
uy € L* ((0,7), H'(Q)).

Démonstration. Unicité : Supposons que (P) a deux solutions u et v. Alors, w = u — v

satisfait
wy + A%w + auy |ut|m(')_2 — avy |v,5|m(')_2 = 0,dans Q x (0,7

w(z,t) = 0,sur Q2 x (0,7)
w(z,0) = w(z,0) = 0,dans 2

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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Multiplier par u; et intégrer sur €2, pour obtenir

Ld m(z)— m(z)—
2dt {/wa‘f‘/Q|Aw|2}—|—a/Q(ut|ut| ) Q_Ut‘vt’ (=) 2) (uy —vy)dx =0

Intégrez sur (0,t), pour obtenir

t
/Q <wt2 + |Aw|2) + 2a/0 /Q (ut Sy |vt]m(x)_2) (up — v) deds =0
En utilisant I'inégalité
(la/"®)"2a— | b™®=?b) (a —b) > 0

pour tous a, b€ R" et p.p. z € (), on a

/Q (wf + |Aw|2) =0

ce qui implique que w = ¢ = 0, puisque w = 0 sur d€). Par conséquent, 1'unicité.
Existence. Soit {(vj);il} une base orthonormée pour Hj(Q) N H?(Q), avec
—Av; = \jv; dans 2, wv; =0, sur 0N
et définir le sous-espace Vi, = span {vy, ..., v}, de dimension finie
Par normalisation, nous avons ||v;||2 = 1. Nous recherchons des fonctions

ut(2,t) =D a(t)v

j=1
qui satisfont les problemes approximatifs suivants
/Quft(x,t)vj(x)dx + /Q AuF (2, t) Avj(z)dx
+a/ﬂ‘uf(x,t)‘m($)_2 uf (z, t)v;(z)dr = /Qf(x,t)vj(x)dx (3.5)
ub(2,0) = uf, uP(z,0)=ul Vj=12.... .. k

ot uf = S8 (ug, vi) vi, ub = S8, (ug,v;) v; sont deux suites dans Hi (Q) N H2(Q) et L2(9),
respectivement, de telle sorte que uf — ug in Hi () N H2(Q) et u}f — uy dans L*(Q).
Ceci génere le systeme de k équations différentielles ordinaires

{ a(t) + Nja;(t) = g;(t) + Gy (a4 (t), . .., dj(t)) 36)
a;(0) = (uo,v;), aj(0) = (ur,v;), Vj=1,2,...... k
g;(t) = /Q . ), (z)de
et . m@-2
Gj(d\(t),...,q,(t) = —a /Q ;aé(t)vi<w) Z;ai@)vi(x)vg(w)dw
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Ce systeéme peut étre résolu par la théorie standard de ODE. Par conséquent, nous obtenons

des fonctions
CLjI[O,tk)—}R, O0<tp<T

Ensuite, nous devons montrer que ¢, = T', Vo > 1. Nous multiplions (3.5) par @}(t) et somme

sur j pour obtenir

1d
ST [/Q (‘uf(x,t)‘zdxjt ‘Auk(a:,t)r) dw} ~|—a/
L’intégration sur (0,t) donne
2/<’utxt’dx+’Au :L’t >da:—|—a//‘utxs dxds
:2/Q<‘u1’ +‘Au0 )dw+/0 /Qf(x,s)ut(x,s)dxds
1 t T
< 7/ (u%—l— |Au0|2) dm+5/ / ‘uf‘Qd:pdsqLca/ /dexds
2 Ja 0 Ja

< C. —|—ssup/ ‘ut (x, t dr, Ytel0,t)
(0,ty)

(xt) da:—/fxtutyct)d

(3.7)

Alors, on a

dxds

fsup/‘ut xt‘ d:c—l-fsup/‘Au :ct)‘ da:+a/ /‘ut (z,5)™®
(0,t1) (0,t1)

<C’—|—5sup/‘utxt dx
(0,tx)

En choisissant € = i, on arrive a

sup/‘ut:ct dm—i—sup/’Au xt dx+a/ /‘utxs dxdsgC
(0,tx)

Ainsi, la solution peut étre étendue a [0, 7T) et, de plus, on a {(uk)} est une suite bornée dans

L= ((0,7T), H} (2) N H?(2)), (ut) est une suite bornée dans L> ((0, 7)), L?(2)) N L™ (Q x
(0,7)). On peut donc extraire une sous suite {(ut)} telle que

u® — u faible * dans L™ ((O,T), Hy(Q)N HQ(Q)>

ul — u, faible * dans L™ ((O, T), Lz(Q)) et faiblement dans L™ (Q x (0,7)).

Nous pouvons conclure par le Lemme du Lions [88] que u € C ([0, T], L*(€)) de sorte que
m(x)—2
u(z,0) a une signification, puisque (uf) est borné dans L™ (Q x (0,T)) alors ‘uf‘ © ul

m()
est borné dans L=0-1(Q x (0,7T)), par conséquent,

]

’ _ m()
Uy uy — 1 faiblement dans L™0O-1(Q x (0,7))
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Nous devons montrer que ¥ = |u,|™ 2w, in (3.5), nous utilisons u* au lieu de u et intégrer
sur (0,¢) pour obtenir

t
/Qutv] /ulvj—l—/ /Au Avj—l—a//‘ut tv]-:/ /vaj,Vj<€
0

Quand /¢ passe a +oo, on vérifie facilement que

/utt /ult +//AuAvJ+a//wv] /t/vaj, Vi>1

par conséquent.

/Qutv—/Qulqu/Ot/QAu.Av—i—a/Ot/ngv:/Ot/gfv, Vv € Hy(2) N H*(Q)

Tous les termes définissent des fonctions continues absolues, nous obtenons donc, pour p.p
te€ 0,1

d
5 /Q s + /Q (Au.Av + apv) = /Q fu, Yo € HY(Q) N HA(Q) (3.8)

Ceci implique que

uy + A?u+ 1 = f, dans D'(Q x (0,7)) (3.9)

Pour simplifier, soit A(v) = |[v|™®) =2y et définissons
T
X = [ [ (a(uf) -4 —0)dt>0, Yoe L™ ((0,T); H)(Q) N HA(Q
) (A ) = A@) (uf - ) ve 1O ((0,7); Hy(@) n B> ()

14

Donc, en utilisant (2.30) et en remplagant u* par u*, on obtient

xt= [ (o] + 2]) - 2/1um
——/\AuxT\—// utv—// (ut )

En prenant ¢ — 0o, on obtient

0 < limsu X£</T/fu+1/(u2+|Au|2)—1/|u(xT)|2
= PP A= o T2 o\ 0 2 Jo TN

—f/|AuxT //QZJU—//A (ug —v) (3.10)

En remplagant v par u; par dans (3.8) et en intégrant sur (0,7"), on arrive a

//ft— [ e, 1) = /1+ [ 18u(z, )P
—5/9|wo|+/0 [ v
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Gaoui Nour Elhouda 3.2 Existence de solutions faibles

Ajout (3.10) and (3.11), implique

OglimgsupXeg/OT/Qv,Dut—/OT/Qwv—/OT/QA(U)(ut—v)

/OT/Q(@@ — A()) (u —v)dt >0, Vo e L™ ((0,T); Hy(Q) N HX())

Par conséquent

Cest,

/()T/Q(zb CAW) (=) dt >0, Yo e L"O(Q x (0,T))

par densité de H}(Q) N H?(Q) in L™(Q) (Lemme 3.2).
Soit v = Aw 4 ug, w € L™ (Q x (0,T)). Alors, on obtient

—)\/OT/Q (6 —AQw+u)w>0, VA0, Ywe L™(Qx (0,T))

Pour A > 0, on a

T

/0 /Q(¢ CAOw+w)w <0, Ywe L"OEQ x (0,T))

Comme A — 0 et en utilisant la continuité de A par rapport a A, on obtient

/OT/Q (¥ — A(u))w <0, Ywe L™(Qx (0,T))
De méme maniere pour A < 0, on obtient

/OT/Q (W= A))w >0, Ywe L"OQ x (0,T))
Ceci implique que ¢ = A (u;). Ainsi (3.8) devient

/Q (utt'z) + AuAv + afuy ™7 uw) dr = /va,VU c Lm0 ((O,T) x Hy(Q) N HQ(Q)>

qui donne
Uy + A%+ alu, "™ u, = f, dans D'(Q x (0,T))

Pour gérer les conditions initiales, nous notons que

u’ — u faible  dans L™ ((O,T), Hy ()N HQ(Q)>

(3.12)
ut — uy faible ¥ dans L™ ((O, T), L2(Q)) :
Ainsi, en utilisant le lemme des Lions [88], nous obtenons
u® — u dans C([0, T, L*(Q) (3.13)
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Par conséquent, u‘(z,0) a un sens et u‘(x,0) — u(x,0) dans L*(Q).
Nous avons aussi

u(z,0) = uh(x) — up(x) dans Hg(Q) N H*(Q)

Ainsi

u(z,0) = ug(x) (3.14)
Soit ¢ € C§°(0,T), en remplacant (uk’) par (ue), on obtient de (3.5) et pour tout j < £ que

B /OT /Q ug(, t)v; (x)¢' (t)dadt

_ / ' / At (z, t) Avy (2) b (t) dwdt
—a/ / ’ut x,t) ‘mx ut(, t)v;(x)p(t)dzdt

s [ [ Fe @t

(3.15)

quand ¢ — +o00, on obtain que

- /oT /Q uy(z, t)v(7)¢' (t)dodt

. /0 ' /Q Au(z, t)Av,(2)d(t)dxdt
—a /OT/Q g (2, )™ 72wy (2, £)0; (2) d(t) dasdlt
+ /0 ' /Q i, o, (t)dedt

(3.16)

pour tout j > 1. Cela implique

—/ /uta:t '(t)dzdt

(3.17)
:/0 /Q Nu—a\ut(az,t)lm(x)—? (. t) + f(,0)] v(@)p(t)dudt

pour tout v € H () N H?(). Cela signifie uy, € L ([0,T), H(Q)) et u résouder 1’équation
Uy + A%u+ alu, ]m(')_2 u = f (3.18)
Donc, u; € L® ([0,T), L*(Q)), uy € Lo 1([0,T), H *(€)) . par conséquent.
u € C([0,7), H(Q)) (3.19)
Alors, uf(x,0) a un ense (voir [26]. Il ’ensuit que

ut(2,0) = uy(x,0) in H Q)
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Mais
ut(z,0) = uf(zr) = uy(x) dans L*(Q) (3.20)
Donc
w(z,0) = up(x)
Cela mettre fin a la preuve du théoréme 3.1. O

Lemme 3.6. Pour x € Q et p(.) satisfaisante
2<p1 <p(x) <p2 < +oo
la fonction g(s) = b|s|P®=2 est différenciable et |g'(s)| = |b||p(x) — 1||s|P@)=2.

Théoréme 3.2. Supposons que m(.) Satisfait(3.1), (3.2) et p(.) satisfait (3.2) et

1
2 < p1 < plz) §p2<2L2, n>3 (3.21)
n J—
Supposons en outre que
(uo,ur) € (HY(Q) N H2(Q)) x LA() (3.22)

Alors le probléeme (P) a une solution locale unique

we L% ((0,7), Hy(Q) N H*(Q)), w € L ((0,T), LX(Q)) N L"O(Q x (0,T)),

uy € L2 ((0,7), H(Q)) (323

Démonstration. Soit v € L ((0,T), H}(2) N H?(2)). Alors

la@IE = b [ 1o Ve < b2 | [ o2 Ve + [ o7 Dda] < +oc

puisque
2n

2(m—1)<2(p2—1) <
(p1 ) < 2(p2 >_n—2

Donc, dans ce cas,
g(v) € L ((0,T), L*(Q)) C L*(Q x (0,T))

Par conséquent, pour chaque v € L*> ((0,T), H}(Q2) N H*(Q)), il existe un unique
ue L= ((0,7), Hy(Q) N H*(Q)), e € L ((0,7), L*(€)) N L™(Q x (0,T))
satisfaire le probléme non linéaire

Uy + A%+ aug |ug(z, 1) = g(v),  dans Q x (0,7)
u(z,t) =0, sur 02 x (0,7") (L)
u(z,0) = ug(x),us(x,0) = uy(z), dans
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Nous définissons une application G : Xy — X7 par G(v) = u, ou
Xr = {we L ((0,T), Hy(Q) n H*(Q)) /w, € L= ((0,T), L*(Q)) }
Xr est un espace de Banach par rapport a la norme

[wllx, = HwHLOC((07T)7H3(Q)QH2(Q)) + HthLOO((O‘T),L?(Q))

Multipliez 1’équation de (L) par u, et intégrez sur Q x (0,t), pour obtenir

1 1 : o 1 1 )
5/{)ufdx+§/9|Au|2dx+a/o/Q|ut| ()dxzi/guf—l—i/QMU(ﬂ

t
+b/ / || @2y, da
0 Jo
En utilisant I'inégalité de Young, nous avons

4
/Up(x)_%utda: < Z/ u2d:10+7/ v|?P(@ =2y
Q

< - / 2dx + - U |v|2p2_2dx+/ |v|2p1_2dx]

2p1—2 2 2
< = [ ubda+ S (Vo + 9ol

(3.24)

Donc (3.24) devient

1 ) 1 |b|eT’
= [ w2 f/ Aul?dz < A 2t
3 J, e [ 18uPde < 0+ Z=sup [

blce | [T _ T _
+‘LC [/0 Vol 2dt+ [ Vol th]

d’ou nous avons

1
—sup [ ul+ = Sup/ |Aul? < 2)
(0,1) /% OT)

|b|5T

sw/%+%mmﬁﬂ+uW”}

s 2 2 L
olt Ao = 3 [Jur]3 + 5 [[Auo; et c. est la constante d’injection.
En choisissant ¢ tel que % = %, on obtient

[l By < A+ TB | [v] 2272 + o)1
Supposons que ||v||x, < M, pour certains M large. Alors

Jul |3, <A+ TBM™272 < M?
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siM?>MNet T <Ty< % Nous concluons que G : B — B, ol
B ={we L™ ((0,T), Hy(Q) N HX(Q)), w, € L= ((0,T), L*(Q)) tel que [[w]|x, < M}
Ensuite, nous montrons cela, pour T (encore plus petit). G est une contraction.
Pour cela, soit u;1 = G (v1) et uy = G (vy) et posons u = u; — us alors u satisfait
uy + A%u+a {ult ]ult]m(') — Uy |U2t’ 2}
=b [’U1|p($)_2 T L 'UQ] ,dans Q x (0,7)
u(z,t) = 0,sur 902 x (0,7)
u(x,0) = ug(x), uy(z,0) = uy(x),dans

(3.25)

La multiplication par u; et 'intégration sur Q x (0,t) donne
1 2 1 2 t m(x)—2 m(x)—2
§/Qutdx + §/Q|Au| dzr + a/o /Q [|u1t| Uy — | g u%] (w1 — ugy) dzds

= b/ot /Q (9 (v1) — g (v2)) wpdxds

1 2 1 2 l] t Il Il 26
— u da’; _|_ — A\ U d;l‘ < (] - (7 2 .
2/9 ¢ 2/Q| | /0 /Q< (Ul) (U ))Ut was (3 )

Maintenant, nous évaluons

1= [ o) =g @)l = [ l9©llu

d’ou nous avons

ou
v=v1—vet&=av;+ (1 —a)v,0<a<1

4] 2
fsg/u3+f/|g' (©F lof?

g/ g2 lf / oy + (1 = a)up [P [y 2
SyRy > l</>
([ Jaw+ (1= a)vzr"@l‘”)ﬂ

Igé/que

2 -2 2 2) 2(p1—2)
tescell Avlly [|Av 577 + A 577 4[| Ava||5727 4 || Avy |57 )]

L’inégalité de Young implique

En rappelant (3.21), on arrive a

<2 / W2 4 dese M2 D) || Ay 2
Q
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Gaoui Nour Elhouda 3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Par conséquent, (3.26) prend la forme
1 o _
ol By < STob ul [, + CoM202Tyb o] i,
En choisissant ¢ assez petit, on arrive a
lull%, <A4CsM*P="DTobl|v]%, = vTollvll%,

En prenant Tj assez petit, nous obtenons||ul%, < d|v[|%,., for 0 <d <1

Donc GG est une contraction. Le théoreme point fixe de Banach implique 'existence d’'un
uniqueu € B satisfaisant G(u) = u. Ainsi, u est une solution locale de (P).

Unicité. Supposons que nous ayons deux solutions u et v. Alors w = u — v satisfait

wy + A*w 4 a [ut Jue| ™72 — |vt|m(')_2} =D [\u|p($)_2 u— |v|f®2 v} ,

Multiplier par w; et intégrer sur {2 x (0,¢) pour obtenir
1 1 ¢ _ _
E/thzdx +3 /Q |Aw|*dz + a/o /Q (ut | |72 =y fvy | 2) (uy — v,) dx

¢
= b/ / <u|u|(””)_2 — U|U|p(z)_2) wdxds
0 Jo

Cela implique

1 1 t
i/wad:c + 3 /Q |Aw|*dx < b/o /Q (u!u|p(:"“)’2 - v|v]p(z)’2) wydz

En répétant les mémes estimations que ci-dessus, nous arrivons a

t
P ldwf)de < [ (wf A 2) dvd
/Q<wt+\ w|) r<c| Q(wt(a:,s)+\ w(x,s)|> xds
L’inégalité de Gronwall donne
24 Aw*)de =0
/Q(wt—l—| w|) x

Donc, w = 0. Cela montre I'unicité. La preuve du théoreme 3.2 est terminée. ]

3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Dans cette section, nous montrons que la solution (3.23) explose en temps fini si

2
2 <mi < m(x) <my < py < pla) Spp € (3.27)
détient et £(0) < 0, ou
1, ) P
E(t) = 5/Q (u} + |Vul )d:n—b/Q PR (3.28)

Nous écrivons aussi o(u) au lieu de gp()(u) pour simplifier.
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Lemme 3.7. Supposons que les conditions du Lemme 3.1 soient satisfaites. Alors il existe
un C' > 1 positif, dépendant uniquement de ) tel que

= 2
o7 (u) < C ([Vull3 + o(w)) (3.29)
pour toute u € HJ(Q) N H*(Q) et 2 < S < py.

Démonstration. Preuve. Si po(u) > 1, alors eﬁ(u) < o(u) < C[Vul2 + o(u)), ou C > 1.
Si o(u) < 1 alors, d’apres le lemme 3.4, ||ul|,) < 1. Alors, les lemmes 3.1 et 3.5 impliquent

s 2 2

o7 (u) < o7t (u) < max ([fullZ ), [lul22))™

lullp) < ClIVull;
Par conséquent (3.29) suit. O
Comme cas particulier, nous avons

Corollaire 3.3. Soit les hypothéses du Lemme 3.7 tenir. Ensuite nous avoir
lully, < € (IVull3 + luly,) (3:30)
pour toute u € HJ(Q) N H*(Q) et 2 < s < py.

Nous fixons
H(t) = —-E(1)

et I'utilisation, tout au long de ce document C' pour désigner une constante positive générique
en fonction de §2 uniquement. Comme un conséquence de (3.28) et (3.29) on a

Corollaire 3.4. Soit les hypothéses du Lemme 3.7 tenir. Ensuite nous avons
077 (u) < CCH () + |[ul} + o(u). (3.31)
pour toute u € H} () N H?(Q) et 2 < s < py.
Comme cas particulier, nous avons

Corollaire 3.5. Soit les hypothéses du Lemme 3.7 alors nous avons
lully, < C (@] el + lul:)
pour toute u € HJ(Q) N H*(Q) et 2 < s < py.
Lemme 3.8. Soit les hypothéses du lemme 3.7 et soit u la solution de (P). Puis.

o(u) = Cllullz- (3.32)
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Démonstration.
o(u) :/ |u]p(x)d3::/ |u]‘x(z)da:—|—/ |u|%* da
0 O Q_

ou

Qp ={z € Qfju(x,t)] > 1} and Q_ = {z € Q/|u(z,t)| < 1}

donc on obtient

P2

1
o) > [ s [l [ e (f) o)
o+ Q_ Q Q_
P

Cela implique que cg(g(u))é > fo_ |ulP and o(u) > [, |u"* et donc
P1
ca(o(u)) 2 + o(u) > [lullp (3.33)

puisque

alors (3.33) conduit a

3

By
> lulfp)

ofu) [1 e (pblﬂ(()))

Ainsi, (3.32) suit. O

Lemme 3.9. Supposons que (3.27) soit vérifiée et soit u la solution de (P) Alors.

[ e < e (o) + (o) # ) (3.34)

Démonstration.
/|u|m(z)dx§ / |u|m1dx+/ |u|™ dx
Q O Q4

m1/p1 ma/p1
</ ]u\pld:c> + (/ ]u\pld:c>
Q- (N

mo

< € ( (o) 7 + (o)) )

< C < O (Jlullz +ulle)

par Lemme 3.8. O
Notre résultat explosé se lit comme suit :
Théoréme 3.6. Soit les conditions du théoréme 3.2 remplies. Supposons que (3.27) soit
VETifié et
E(0) <0 (3.35)

Alors la solution du probléme (P) qui appartenant d la class (3.23) explose en temps fini.
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Démonstration. Nous multiplions (P) par u,, et intégrons sur {2 pour obtenir
E'(t) = —a / (2, £) ™) di (3.36)
Q

pour presque tout ¢ dans [0, T") puisque E(t) est absolument continue (voir [81]) : d’ou H'(t) >

0 et b
0< H)<H(t) < p—g(u) (3.37)

1

for every ¢ in [0,7T), by virtue of (3.35). We then define
L(t) == H"ot) + ¢ /Q wug(, 1) da (3.38)

pour ¢ petit a choisir plus tard et

(3.39)

0 < o <min ,
- { 2p1 p1(mg —1)

P1—2 p1—my }

En prenant la dérivée de (3.38) et en utilisant Eq. (P) on obtient
() = (1 — ) H () H'(t) + ¢ / [ — |Auf] +eb / uff@ — ae / wg [ug ™2 (3.40)
0 Q 0

Ajoutant +¢(1 —n)p1H(t) — (1 —n)prH(t), pour 0 < n < 1, du c6té droit de (3.40) pour
arriver a

L(t) = (1= @) H (O H'(t) + =(1 = n)pi H(E) + <by [ Jul P

| 5 ) (3.41)
+e << )P +1> el + e << 2")p1 - 1) | Aul2 —aa/Quut|ut|m(x) 2 da

2
pour 7 assez petit, on voit que
L'(t) > (1= a)H () H'(t) + B [H(t) + [lu]l5 + | Aull3 + o(u)] — as /Q wug [ug| ™2 d
(3.42)

ou

11— 1-—
6 _ mln{(l —7])271,1977, ( 277)191 +1, ( 277)p1 . 1} >0

en utilisant 'inégalité de Young nous estimons le dernier terme de (3.42) comme suit

mg—l

_ 1 __m(=)
[l ™ uldw < — [ 5Oz + |67 " e, V6 >0 (3.43)
Q my Jo Q

mo
Donc en prenant d pour que

5RO = KHO (1)
pour une grande constante k a spécifier plus tard, et en remplagant dans (3.43 ) on obtient

(mg - ].)k?

amso

1
/ | uldr < — / Jel=m(@) gy [ (@) o m@=D) () gy + H(OH' () (3.44)
Q my Ja
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La combinaison de (3.42) et (3.44) donne

L) = [(1-a) - (") K B
8 [H) + lul} + [ Vulld + o(w)] (3.45)

kl—mla

—&

H= () [l da
Q

my

En utilisant le lemme 3.9 et (3.37), ona

Hom2=1 () /

Q

m9

ul" @ < ¢ (ou) Y 4 glu) H ) (3.46)
On utilise alors le lemme 3.9 et (3.39) pour
s=mgo+ap; (me—1) <prets=m+ap (me—1) <y
pour trouvée de (3.46),
Hom2=1 () /Q ul " dz < e ([[Vul3 + o(u)) (3.47)

La combinaison de (3.45) et (3.47) donne

m2—1

L) > [(1 —a)—e ( - ) k] H () H' (1)

(3.48)

k,l—m
e (= ) [0 + k4 190+ o)
1

A ce point, on choisit k assez grand pour que

akl_ml

my

y=p0— C>0

Une fois k fixé (d’ou ) on choisit ¢ assez petit pour que

(1—a)—5<

m2—1

) k>0et L(0) = H™(0) + €/Qu0(x)u1(x)d:c >0

ma

Donc (3.48) prend la forme
L(0) 2 9 [H0) + [l + e®] = e [H0) + ual}3 + [l (349
en vertu de (3.32), en conséquence nous avons
L(t) > L(0) > 0, pour tout t >0
Nous voudrions ensuite montrer que

L'(t) > FLﬁ(t), pour tout ¢ > 0 (3.50)
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ou I' est une constante positive dépendant de ey et C' (la constante du corollaire 3.4 ). Une
fois que (3.50) est établie, on obtient de maniere standard 1’éxplosion en temps fini de L(t).
Pour prouver (3.50) notons d’abord que

< Jlulle fluelly < Cllullp, fluel,

‘/Q uuy(z, t)dx

ce qui implique
1

= 1 1
C <Ol [l

’/Quut(x,t)d:t

Encore une fois, 'inégalité de Young donne

1/(1=a) j e 0(l—«
< C[Jlullsf ™ + flugllg ] (3.51)

/Quut(x, t)dx

pour i + % = 1. Nous prenons § = 2(1 — «), pour obtenir 11/(1 — &) = 2/(1 — 2a) < p; par
(3.39) fonc (3.51) fevient

1/(1—a)

/Quut(:c, t)dx

s 2
< C[llulls, + lull3]

ou s =2/(1 —2«a) < p;. En utilisant le Corollaire 3.5 on obtient

1/(1—a)

/Quut(x, t)dx

< CH(®) + [[ullpy + llwll3] . potout ¢ >0 (3.52)

Enfin, en notant que

LY1=o() = [H(l_a)(t) +5/Quut(x,t)dx

1/(1—a)
/ UU
Q

et en le combinant avec (3.49) et (3.52), 'inégalité (3.50) est établie. Une simple intégra-
tion de (3.50) sur (0,¢) donne alors

]lma)

< gl/1-a) [H(t) +

La/(l—a)(t> > 1

Z La/-a(0) — Tta/(1 — a) (3:53)

Par conséquant (3.53) montre que L(t) explose en temps fini

l—«
T <
~ Ta[L(0)]~/ (=)

ou I' et o sont des constantes positives avec a < 1 et L est donné par (3.38) ci-dessus. Ceci
acheve la preuve. n

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini

[55]



CHAPITRE 4

RESULTATS DE NON-EXISTENCE GLOBALE ET
D’EXPLOSION POUR UNE EQUATION D’EVOLUTION
QUASI-LINEAIRE

4.1 Introduction

Soit 2 un domaine borné dans R™ n > 1 de frontiere lisse I' = 9€). On considere le
probleme aux limites initiales suivant :

a(z,t)u,— Apyu=f(u), €Q, t>0
u(x,t)=0onl,t>0 (4.1)
u(z, 0) = up(x), z € O,

ou
Apyu = div <|Vu\m(x)_2 Vu)

appelé 'opérateur m (.)-Laplacien. Cette opérateur peut étre étendu & un opérateur monotone
Y Lm()
entre l'espace Wy (§2) et son dual

—Apyu: Wy (Q) = W O(q),
< =Dyt ¢ (2) )= Jo [Vu|" 72 VuVe (2) da,
ou2<m <m(z)<my < oo.

avec < .,. >p,() désigne peoduit de dualité entre Wa™(Q) et W-Lm'O(Q ) s =
©) 0 m/ (x)

f (u) est un terme source général dépend de p(.), les coefficients a(z,.) et les exposants
p(.) et m(.) sont donnés des fonctions mesurables sur  telles que :

2<mi<m(z)<my<p <pr)<p <m,(z), (4.2)
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ou
1y = ess supyy (x), Yy = ess infih (x).
xeN e

nm(z) -
e (2) = mm(@); it n > mo
+oo ifn < my
Nous supposons également que m/(.) satisfait la condition de continuité locale uniforme de
Zhikov-Fan suivante :

1
|m (z) — m (y)] , for all z, y in Q with |z —y| < 2 M > 0. (4.3)

[ —
~ flog |z -yl
Un effort considérable a été consacré a 1’étude du probleme (4.1) dans le cas de variable
constante lorsque p(r) = p =constant et m(z) = m =constant. Le probleme (4.1) avec
I'opérateur m-Laplacien usuel A,u = div (|Vu|m_2 Vu), (m =constant > 2); (m = 2,
Ay u = Au), a été largement étudiée concernant ’existence, la non-existence et la dynamique
de temps long. Pour les résultats de la nature et dans le cas ou p(z) = p =constant> 2 et
m(x) = m =constant> 2, nous renvoyons le lecteur aux [106, 105, 104] relatifs a 1’équation

a () u; — div <|Vu|m_2 Vu) =f(u), €, t>0.
Lorsque m (z) = m = 2, a(z,t) = 1 et f (u) = uP@, problem (4.1) devient le suivant
u — Au=u", xeQ, t>0. (4.4)

Le probleme (4.4) découle de nombreux modeles mathématiques importants en ingénierie et
en sciences physiques. Par exemple, la science nucléaire, les réactions chimiques, le transfert
de chaleur, la dynamique des populations, les sciences biologiques, etc., et ont beaucoup
retenu l'attention dans la recherche, voir [66, 7, 70] et les références qui s’y trouvent. Pour
le probleme (4.4), Hua Wang et al. [103] a établi un résultat d’explosion avec une énergie
initiale positive sous certaines hypotheses appropriées sur les parametres p(.) et ug. Dans
[70], les auteurs ont prouvé qu’il existe des solutions non négatives avec un éclatement en
temps fini si et seulement si ps > 1. Les auteurs dans [54] ont obtenu la solution du probléme
(4.1) explose en un temps fini lorsque I’énergie initiale est positive. Dans [53], les auteurs se
basant exactement sur I'idée de celle de [55] ont dérivé les bornes inférieures pour le temps
d’explosion si les solutions explosent. Ce travail est d’étendre les résultats établis dans les
domaines bornés au probleme général comme dans (4.1) dans le cas ou les exposants m(.) et
p(.) sont donnés des fonctions mesurables sur ) et vérifie (4.2), et f(u) est un terme source
plus généralisé. Nous notons que la présence des non-linéarités des exposants variables et du
coefficient a(z,t) dans ce probleme rend l’analyse de I’article un peu plus difficile que celle
des problemes connexes. Le but du projet en cours est d’étudier le phénomene d’explosion
des solutions du probleme (4.1) dans le cadre des espaces de Lebesgue et de Sobolev a
exposants variables, nous établirons un résultat d’explosion et donner une estimation précise

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini

[57]



Gaoui Nour Elhouda 4.1 Introduction

de la durée de vie T™ de la solution dans ce cas. La méthode utilisée ici est la méthode de
la concavité. Cependant, en raison de la présence des non-linéarités a exposant variable dans
notre probléme, notre argument est considérablement différent et il est plus abrégé.

4.1.1 Hypotheses mathématiques

Dans cette section, nous établissons I'éclatement pour certaines solutions a énergie posi-
tive. Enoncer et prouver notre résultat.
Soit la fonction f € C°(R,R™), avec la primitive

Flw)=["fma (45)
satisfait
1f(s)] < Cy |s|p(m)_1 , plx)F(s) <sf(s), seR, Cyp>0. (4.6)

Un exemple simple et typique de ces fonctions est
f(s) =",

Supposons que a(x,t) est une fonction positive qui appartient a I’espace W1 (0, co; L™ (Q))
et que a; (x,t) < 0 p.p pour ¢t > 0.
Soient

m2

1 10L 1 p1—m2 m
Bl = max (1,30, <Cb) 1) , 1 = <B{)IC'O> , Qo= HVUOHm(z) ) (47)

mg
1 p1—m2 1 1 1 1
By = _— — )= — — — | . 4.8
0 (Bzflco> (mz Pl) <m2 pl) ! ( )

4.1.2 Existence et Unicité

et

Dans cette section, nous présentons notre principal résultat d’explosion. Nous partons
d’un résultat d’existence locale pour le probléme (4.1), qui peut étre établi en combinant les
arguments de [52, 56], le théoreme suivant, qui confirme 'existence de une solution locale est
un résultat direct.

Théoreme 4.1. Pour tout ugy € Wol’m(')(Q), il existe un nombre Ty € (0, T tel que le probléme
(4.1) ayant une solution forte u sur [0, Ty satisfaisant :

u € C([0, To; Wy ™ (@) N C([0, Tl; O () N W2(0, Ty; LH(Q)).
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4.1.2.1 Exploser pour une énergie initiale positive

Cette section présente d’abord notre résultat d’explosion principal pour 1’énergie initiale
positive et sa preuve pour le probleme (4.1).
Pour cela, nous commencons par le lemme suivant définir ’énergie de la solution.

Lemme 4.1. L’énergie correspondante au probléeme (4.1) est donnée par

E() —/th@ V()" e~ [ F (u(,1)) (4.9)

de plus, par la formule facilement vérifiable

dFE (t) B 2
7_—/Qa(:c,t)ut (x,t)dr <0 (4.10)

Uinégalité E(t) < E(0) est obtenue.
Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer nos principaux théoremes.

Théoréme 4.2. Si les données initiales ug € W™ (Q) sont tels que ug # 0,

£(0) :/thx) Vo (") de — [ F (ug () dr < By (4.11)

alors il existe T™ tel que limsup ||u (.,t)||, = +o00. De plus, si E(0) < Ey, alors le T* peut
=T

étre borné ci-dessus comme :

8 H\/a_ou() 22(9)
T (m -2 (Ey—E(0)

*

(4.12)

ot a(x,0) :=ag et u(zx,0) = up.
Afin de démontrer le théoréeme principal, rappelons les lemmes suivants.
Lemme 4.2. ([?, Lemmel.1] et [?, ConvezitA© logarithmique mA©thodes]) Supposons que
¢ € C*([0,T)) satisfaisant :
'o—(1+a)(¥)’ =0, a>0

et
©(0) >0, ¢'(0) >0,

alors
v (0)

ay’ (0)

Lemme 4.3. Supposons que E (0) < Ey et ay < ag < By™?. Alors il existe une constante

w =00 quandt —t; <ty =

g > g telle que :
HVqu?) > ap > aq pour tout t > 0.
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Démonstration. Grage a (2.3) et (2.11), on a pour tout t > 0

E(t):/ﬂm()

(, )™ dz — /F (1)) dz

1 Co
> — min ([|Vul|27,, ||[Vul|? —/7um,t @) g
g min (vl 1Vulli) = =2 a0l
1 Co
> : v mi V m2 _ Y Bpl V p1 BP2 V p2 4.13
= min (|[Vaullyt,  [1Vall7)) . max (B || Val[2} ) BE ([ Vul2) (4.13)
_ L . e Co ma ma R
= —min (a™,a ) — — max ( (aB] ) , (aB] ) :=g(a), Ya €0, +o0]
ma P
oAl o = IVul[;( - Maintenant si nous considérons
1 C 1
ha) = o~ 0 (appah
ma b1

Notez que h(a) = g(a), for 0 < o < By ™. 1l est facile de vérifier que la fonction h(«)
augmente pour 0 < a < oy et diminue pour a; < a < +o00.

Parce que E(0) < Ey = h(ay), il existe une constante positive ay € (aq,+00) tel que
h(az) = E(0). Alors nous avons h(ag) = g(ap) < E(0) = h(az). Cela implique que
Qg > Qg > Q.

Pour montrer que ||Vu (z,?)[| () > a2 on raisonne par absurde en supposant que || Vu (z, %) |77 <
ag pour quelques t*. Puis par la continuité de ||Vu (., )H -norm avec par rapport a la va-

riable temporelle, on peut choisir t* tel que ay > [|[Vu (.75 t*)H%?) > ;. La monotonie de
h(a), donne E () > h(||Vu (z,t)[;,()) > h(as) = E(0) c’est impossible car £(0) > E (t)
pour tout ¢ > 0. Alors, pour toujours ¢t > 0 :

IVul[;ty = az > ar. (4.14)
[l

Preuve du Théoréme 4.2. Case 1 : E(0) < Ej. Le but est de construire une fonction ap-
propriée qui satisfait les conditions du lemme ??. Suivant le arguments de [?, ?], pour notre
propos, nous avons défini les fonction appropriée suivante

// x,s) xs)dxds—i—// (s —t)a; (z,s)u? (x,8) dvds (4.15)
+(T0—t)/ﬂao(:c)uo(x)da:—i—ﬁ(m—to) L t<Th

oAl to, T, et B sont des constantes positives & déterminer plus tard. Puis en utilisant I’équation
(4.1) et I'intégration par parties, pour obtenir

o' (t) = /Qa(ac,t) u? (z,t) doe — /Ot/ﬂat (z,s)u’ (z,s) dvds
- /Q ao () w2 (x) dz + 28 (t + to) (4.16)

:2/0t/9a(x,s)u(:€,5)ut($,8)d$d5+25(t+t0)a
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o (t) = 2 /Q a(z,t)u (x,8) u (z,) dz + 2. (4.17)

Alors, grage a (4.6) et (4.14), on obtient ce qui suit :

o (1) > 2/|Vuxt)|m dx+2/p F (u)dz + 23
> 2/|Vu (z, )™ dx + 2p, (/Q|Vu xt)|mx)dm—E(t)>+2B

(2191 — 2) / IV (z, )™ do — 2p, E (t) + 28

—|—2p1/ / a(z, S) u? (z,8) drds — 2p1 E (0) + 23

2p1 m m
> ( _ 2) min (HVUHm%) ) Hqumf))

—|—2p1/ / (x,8)dxds — 2p1 E (0) + 2/
m1
> (2]91 — 2) min (05;2,042)
—|—2p1/ / (x,8)dxds — 2p1 E (0) + 2/

(1 1). %

> 2p; | — — — | min <Oé1 2a041>

m2 N
¢

—2p1 E(0) + 25 + 2p1/ / a(z,s)u? (z,s)dvds
0 Jo

=m{1—1)m—mE@<wuw>

ma2 D
+26 4 2p /Ot /Q a(z,s)u? (z,s)drds
=2p1 (Eo — E(0)) + 26+ 2p; /Ot /Q a(x,s)u? (v,s)dvds
Maintenant, soit § = 2(Fy — E(0)) > 0, et notez que p; > 2, alors
" (t) = (p1 +2) B+ (p1 +2) /Ot /Q a(z,s)u; (v,s)drds (4.18)
De (4.15), (4.16), (4.17) et (4.18), nous avons

¢ (0) =Ty fq ao (z) ud (z) dx + St§ > 0;
¢' (0) = 2fto > 0;
@' (t) > (p1+2)3>0Vt>0.

Donc ¢ et ¢ sont tous les deux positifs. Depuis a;(x,t) < 0, pour tout z € Q et t >0, on a

>// z,s)u? (x,5) deds + B (t + o), (4.19)
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Ainsi, A partir de (4.15)-(4.18) et (4.19), on déduit ce qui suit pour tout (¢,n) € R?

2

PO+ O+ =" ()
> (/Ot/ga(:c,s)uQ(x,s)dxds—l—ﬁ(t—i—to)Q) ¢
+2C77/0t/9a(a:,s)u(:v,s)ut (x,s)dxds + 2{np (t + to)
+8n* +n? /Ot/Qa(x,s) u (v, 8) dvds > 0

ce qui implique que

o (1) 20 (90/ (t)>2 >0,

p1+2 B 2
en suite
o (16" (1)~ P2 (o (1)) 2 0 (4.20)
Puis en utilisant le lemme 7?7, pour déduire ¢(t) — oo comme t — T, ou,
1) N | vz ;(m M 6t(2’>
- (%) ¢’ (0) (p1—2) Bto

Maintenant, nous allons choisir les ¢y et Ty appropriés. Soit ty quelconque nombre qui ne
dépend que de pi, Ey — E(0) et ||uol| 2y as

H\/%UO ;(Q)
(p1 —2) (Eo — E(0))

Fixez tq, puis Ty peut étre sélectionné comme

2
2 (TO H\/a_guo s T ﬁtg)
(p1 —2) Bto

to >

Ty =

pour que
2(Ey— E(0)) 13

(m1 —2) (Eo — E (0)) to — |[/aouq
Donc la durée de vie de la solution u(z,t) est bornée par
2(Ey— E(0)) ¢
0 (py = 2) (Bo — B (0))t — |[/aouo
8 H\/a_ouo iQ(Q)
(1 —2)" (Bo — E(0))

Cas 2 : E(0) = Ey. Pour ce cas, on considere en fait le réclamation suivante

TOI

2
L2(Q2)

2
L2(Q)
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Claim 4.1. [l eziste t* > 0 tel que E(t*) < Ej.

Supposons que Claim n’est pas vrai, ce qui signifie que E(t) = Ey pour tout ¢ > 0. Puis
par la continuité de |[Vu (-, ¢)],,., il existe un ¢, assez petit, tel que

E(t) = Ey et |[Vu (,t)||zf) > g > vy por tout t € [0, 0]

On considére alors la solution de (4.1) sur [0, ],

OzE(t)—Eoz—/OtO/Qa(x,t)uf(m,t)dxdt

qui devient
/ a(z,t)uy (z,t)u(z,t)dr =0 p.p. sur [0,]
Q

Et par conséquent, gragce a 1’équation (4.1),
/Qa(m,t) we (2, 8) u (2, 1) de (4.21)
= —/Q|Vu (z,8)|™) dz + /Qu(x,t) f (u(z,t))dz =0 p.p. sur (0,t].
D’autre part,
By = E (1) :/thx)]Vu(:c,t)\m(z) de— [ Flu(e.0)da
1 1
> mZ/Q|Vu (z, 1)@ dx—pl/Qu(x,t)f(u(x,t))dx

- (1 - 1) /Q IV (2,)]"") da (by (?7))

ma N
11\ m
> (mg - ]h) min (al 7041> (by (4.14))
_ (;L _ ;) a1 = Ey (by (4.7) and (4.8))

qui est une contradiction.
La preuve du Théoreme 4.2 est complete puisqu’on peut appliquer la cas précédent (Cas
1) apres avoir changé l'origine du temps en t*. O]

4.1.3 Exploser pour une énergie initiale négative

Cette section est consacrée au résultat d’explosion principal et a sa preuve dans le cas
ou E(0) <0.

Supposons que a(z, t) est une fonction positive qui appartient a 'espace W (0, oo; L™ (2))
et que a; (z,t) > 0 p.p. pour t > 0.

Le lemme suivant donne le voulu résultat d’explosion.
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Lemme 4.4. Soit uy € W™ () tel que [ouidx > 0, f satisfait (4.6) et E(0) < 0. Alors
il existe un temps fini Tyax < 0o tel que

/ lu (t)|* dz — 00 it — Thay.
Q

Preuve du lemme ?77. On définit alors

P = ;/Qa(x,t) (1) dz
En différenciant ¢ par rapport & ¢, on obtient
& (t) = / () wupdz + - /at 1) [u () do
> — [ (IVal"® —uf (W) dz (by (4.1))
> — [ (IVu"™ = p(@) F () d(by (4.6))
—/vauym(‘”’ dx—l—pl/QF(u) dz

=~ [Vl dz 4y [ ml(x)wu (2™ ds — pu B (1) (by (1.9))

> (22— 1) [19u]™ dz — puE (0) (by (4.10))

mo
> ( - 1)/ V™ dz — co/ Vu[™® dz, (co > 0)
On définit les ensembles
Q={zecQ||Vu>1} et Q ={xeQ||Vul <1}.
Alors
& (t) > co/ V™ da:—l—co/ Vu|™ dz
Qz Q1

Cy ((/Q \Vu\2dx>2 + (/Q \Vu\2dx)2> :

En utilisant le fait que ||Vull, < C|[Vul|,, pour tout ¢ > 2, & obtenir

2

{ (¢ (£)™ > Ch foy, |Vl da;

2

(¢ ()™ > Cs [o, |Vl d.

Par addition, conduit a

(@ ()7 + (¢ ()™ = Cy [ [Vuf da (4.22)
Cs
>C5/ lul? dz > W¢(t>, Wt > 0.

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problémes avec des exposants
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ou alors

(&' (£)7 (1 (& (1) ) > Cod (1), Vi > 0. (4.23)

Par (4.22) et le fait que ¢(t) > ¢(0) > 0 (¢/(t) > 0), on a, pour chaque t > 0, soit

{ <¢’<>> ;Cﬁas(t)zcﬁ
my C

la sorciere donne, a son tour

Par conséquent

: 11
puisque - — —- < 0, (4.23) donne

(¢ (£)7 (1 +a)72 7 > Cuo (1), Vi > 0.

Donc
¢ (t) > Bo 7 (1), Ve > 0.

une intégration simple conduit alors a

(6% < (0(0)" % - ™ =251, vi > 0.
ce qui implique que
6(t) 2 ! :

1= My — e —2
((6(0))' % — m2) ™
Cela montre que ¢ explose en un temps fini 7T,,, donné par ’estimation

2(6(0)

= T - 2)5
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