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Résumé

Ce mémoire, propose une contribution à l’étude de l’existence, l’uni-
cité et l’explosion en temps fini(Blow-up) pour deux problèmes : pa-
rabolique et hyperbolique amorti non linéaire à exposants variables
pour des solutions faible.

Mots - clés : Parbolique, hyperbolique, existence ; unicité ; ex-
plosion en temps fini(Blow-up) ; exposants variable.
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INTRODUCTION

Notre objectif dans ce mémoire est l’existence, l’unicité et l’explosion en temps fini pour
des problèmes hyperboliques amortie non linéaire avec des exposants variables.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré à une brève exposition de la théorie des espaces de
fonctions qui fournissent un cadre analytique pour l’étude des EDPs à exposants variable
de non-linéarité. Ce sont les espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposants variables, qui
peuvent être considérés comme des cas particuliers des espaces d’Orlicz, ou des espaces semi-
modulaires.

Dans le second chapitre, nous intérésant à l’existence et l’unicité de solutions faibles,
l’explosion en temp fini(the Blow-up) sous certains conditions sur les données pour un équa-
tion d’onde semi-linéaire avec un terme source logarithmique non linéaire sous condition aux
limites de Dirichlet homogène

utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut = |u|p(.)−2u ln |u| , dans Ω× (0, T )
u(x, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω,
(1)

Dans (2.1), Ω soit un domaine bornée dans Rn(n ≥ 1) avec une frontière lisse ∂Ω, pour tous
m (.) , p (.) : Ω→ R fonctions mesurables satisfaisant pour la fonction q{

2 ≤ q1 ≤ q(x) ≤ q2 ≤ 2n
n−2 , n ≥ 3,

2 ≤ q1 ≤ q(x) ≤ q2 <∞, n ≤ 2, (2)

avec
q1 := ess inf

x∈Ω
q(x), q2 := ess sup

x∈Ω
q(x)

et la condition de continuité log–Hölder :

|q(x)− q(y)| ≤ − A
log |x−y| , pou p.p. x, y ∈ Ω, avec |x− y| < δ

A > 0, 0 < δ < 1.
(3)
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Dans le deuxième chapiter, nous concentrons sur une classe d’existence, d’unicité et d’éxplo-
sion en un temps fini T de la solution d’un modèle d’équation d’onde logarithmique impliquant
des exposant variable et des termes sources non linéaires sous des conditions aux limites de
Dirichlet homogènes.

utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut = |u|p(.)−2u ln |u|

Nous avons appliqué la méthode de Faedo-Galerkin combinée au théorème du point fixe de
Banach pour déterminer l’existence et l’unicité d’une solution locale dans le temps locale.
Sous l’hypothèse de conditions appropriées, différentes techniques des inégalités sont utilisées
pour obtenir les explosions en un temps fini T de la solution. Ce type d’équation est lié à la
dynamique des fluides, aux fluides électrorhéologiques, à la théorie de la mécanique quantique,
à la physique nucléaire, à l’optique et à la géophysique.

Dans le dernier chapitre, un résultats de non-existence globale et d’explosion pour une
équation d’évolution quasi-linéaire et l’explosion pour des solution faible avec une énergie
initiale négative à été analysiée pour un problème aux limites initiales suivant :

a (x, t)ut −∆m(.)u = f (u) , x ∈ Ω, t > 0
u (x, t) = 0 sur Γ, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(4)

où
∆m(.)u = div

(
|∇u|m(x)−2∇u

)
appelé l’opérateur m (.)-Laplacien, oùt Ω un domaine borné dans Rn, n ≥ 1 de frontière lisse
Γ = ∂Ω.



CHAPITRE 1

ESPACES DES FONCTIONS

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à une brève exposition de la théorie des espaces de fonctions qui
fournissent un cadre analytique pour l’étude des EDPs à non-linéarité variable. Ce sont les
espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposants variables, qui peuvent être considérés comme
des cas particuliers des espaces d’Orlicz [92], ou des espaces semi-modulaires [89, 90, 91].
La théorie de tels espaces est très intéressante en soi, ce sujet difficile s’est développé très

rapidement au cours des dernières décennies.
Une discussion détaillée de la théorie des espaces de Lebesgue et de Sobolev avec des ex-

posants variables dépasse le cadre de la monographie, pour cette raison, nous nous limitons
à décrire un ensemble minimal de propriétés nécessaires dans la suite de la procédure. Notre
présentation suit les documents [93, 94, 95, 96, 97].
Un aperçu approfondi et approfondi de la théorie des espaces de Lebesgue et de Sobolev

à exposant variable, ainsi que la discussion de la bibliographie disponible sur cette question,
se trouvent dans les monographies [98, 99].

1.2 Préliminaires

Avant de définir les espaces avec des exposants variables, introduisons plusieurs notations
et rappelons quelques faits bien connus les plus utilisés tout au long du texte. Sauf au indica-
tion spéciale, Ω représente toujours un domaine borné de Rn áfrontiér Γ = ∂Ω Lipschitzienne,
oú C1 par morceaux .
Notons que

Q = {(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (0, T )}
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est utilisé pour un cylindre générique en Rn × (0,∞) avec la base Ω et une hauteur finie
arbitraire T < ∞. La limite latérale de Q est notée Γ = ∂Ω × (0, T ). Si la valeur de T
est importante pour la procédure, nous utilisons les notations QT et ΓT .Pour par souci de
concision, pour les points du cylindre Q = Ω× (0, T ) on utilise souvent le notation z = (x, t).
étant donné une fonction φ(x, t) ∈ C0(Q), par convention on désigne

φ+(t) = supΩ φ(x, t), φ−(t) = infΩ φ(x, t),
φ+ = supQ φ(x, t), φ− = infQ φ(x, t). (1.1)

L’espace de Banach Lp(Ω) à constante p ∈ (1,∞) est l’ensemble des fonctions mesurables
à norme finie

||u||q,Ω =
(∫

Ω
|u|qdx

) 1
q

.

Par L∞(Ω) on désigne l’ensemble

L∞(Ω) =
{
u : Ω 7→ R| u est mesurable, |u| ≤M p.p. Ω

pour une constante finie M

}
.

La norme de L∞(Ω) est définie par

||u||∞,Ω = inf {M > 0 : |u| ≤Ma.e. enΩ} .

L’espaceL2(Ω) est un espace de Hilbert avec le produit intérieur

(u, v)2,Ω =
∫

Ω
uvdx.

W k,q(Ω), k > 1, 1 ≤ q ≤ ∞, est l’espace de k fois des fonctions faiblement différentiables
à norme bornée

||u||Wk,q(Ω) =
∫

Ω

∑
0≤|α|≤k

|Dαu|pdx

 1
p

,

où α est le multi-indice, α = (α1, ..., αn) avec un entier αi ≥ 0, |α| =
n∑
i=1

αi.

L’espace W k,p
0 (Ω) est la fermeture de C∞0 (Ω) (l’ensemble des fonctions lisses à support

compact en Ω) dans la norme de W k,p(Ω). Une norme équivalente de W 1,p
0 (Ω) est donnée par

||u||W 1,p
0 (Ω) = ||∇u||p,Ω.

Dans le cas p = 2 on note Hk(Ω) = W k,2(Ω) et Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω). Le produit interne dans
l’espace de Hilbert Hk

0 (Ω), k ≥ 1, est défini par

(u, v)Hk
0 (Ω) =

∑
0≤|α|≤k

(Dαu,Dαv)2,Ω.

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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On désigne par Lp(0, T ;Lq(Ω)), p, q ≥ 1, l’espace des fonctions mesurables avec la norme
bornée

||u||Lp(0,T ;Lp(Ω)) =
 T∫

0

||u(., t)||pp,Ωdt


1
p

.

Dans le cas p = q, nous écrivons ||u||Lp(0,T ;Lp(Ω)) = ||u||p,Q. La notation Lq(0, T ;W 1,p
0 (Ω))

représente l’espace des fonctions mesurables, faiblement différentiables en x et bornées dans
la norme

||u||Lq(0,T ;W 1,p
0 (Ω)) =

 T∫
0

||∇u(., t)||qp,Ωdt


1
q

.

Pour chaque f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp
′(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞ et p′ = p

p−1 , l’inégalité de Hölder
satisfaisant : ∫

Ω

|f ||g|dx ≤ ||f ||p,Ω||g||p′,Ω.

Pour tous les nombres réels non négatifs x, y et chaque p ∈ (1,∞), l’inégalité de Young
satisfaisant :

xy ≤ 1
p
xp + 1

p′
yp
′
, p′ = p

1− p.

Nous utiliserons souvent cette inégalité sous la forme suivante :
pour tout ε > 0, p ∈ (1,∞) et réel non négatif x, y

xy =
(
(εp)

1
px(εp)−

1
py
)
≤ εxp + (p− 1)ε−

1
p−1

pp′
yp
′
.

L’inégalité de Gronwall. Soit une fonction non négative v(t) : [0, T ) 7→ R satisfaisant l’in-
égalité différentielle

v′(t) ≤ a(t)v(t) + f(t) a.e in (0, T ), v(0) = v0,

avec a(t) donné, f(t) ∈ L1(0, T ). Alors pour a, t ∈ (0, T )

v(t) ≤ v0 exp
 t∫

0

a(τ)dτ
+

t∫
0

f(τ) exp
 t∫
τ

a(s)ds
 dτ.

Une fonction f(z, r) : Q×R 7→ R est appelée fonction carathéodoire si f(z, r) est mesurable
en Q pour tout r ∈ R et continue par rapport à r pour a.e. z ∈ Q.

1.3 Espaces de Lebesgue à Exposants Variables

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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1.3.1 Définition et propriétés de base
Soit Ω ⊂ Rn un domaine ouvert borné

avec la limite Lipschitz-continue ∂Ω
. (1.2)

et
p : Ω 7→ (1,∞) soit une fonction mesurable. (1.3)

Sur l’ensemble de toutes les fonctions f : Ω 7→ R on définit la fonctionnelle

Ap(·)(f) =
∫
Ω

|f(x)|p(x)dx <∞

et présenter l’ensemble

L1(Ω) =
{
f mesurable sur Ω : Ap(·)(f) <∞

}
,

qui est un espace linéaire. Il est facile de vérifier que

1. Ap(·)(f) ≥ 0 pour chaque f ,
2. Ap(·)(f) = 0 ⇐⇒ f = 0,
3. Ap(·)(f) = Ap(·)(−f) pour chaque f ,
4. Ap(·)(f) est convexe.

Chaque fonctionnelle qui satisfait aux propriétés (1) à (4) est appelée modulaire
convexe.
Le modulaire Ap(·)(f) possède aussi les propriétés
(5) si |f(x)| ≥ |g(x)| pour p.p. x ∈ Ω et si Ap(·)(f) < ∞, alors Ap(·)(f) ≤ Ap(·)(g),
l’inégalité est stricte si |f | 6 |g|,
(6) si 0 < Ap(·)(f) < ∞, alors la fonction λ 7→ Ap(·)(f/λ) est continue et décroissante
sur l’intervalle [1,∞)
La propriété (5) est évidente. Pour prouver la propriété (6), on remarque que pour a.e.
x ∈ Ω|f(x)/λ|p(x) est monotone décroissant en fonction de λ > 1, et que Ap(·)(f/λ) est
monotone en vertu de (5). Soit 0 < Ap(·)(f/λ) < ∞ et λk ↘ λ. Alors |f(x)/λk| ↗
|f(x)/λ| et la continuité de Ap(.)(f/λ) découle du théorème de convergence monotone.
Introduisons le fonctionnel

||f ||p(.),Ω ≡ ||f ||Lp(.)(Ω) = inf
{
λ > 0 : Ap(·)

(
f

λ

)
≤ 1

}
. (1.4)

Chaque fois que cela ne cause pas de confusion, nous utilisons la sténographie ||f ||p(.),Ω =
||f ||p.

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue à Exposants Variables

Proposition 1.1. Si 0 < ||f ||p <∞ alors Ap(f/||f ||p) ≤ 1.

Démonstration. Prend une suite {γk} telle que γk ↘ ||f ||p. En vertu de la définition de ||f ||p,
la propriété (6) et le lemme de Fatou

Ap(f/||f ||p) ≤ lim
k−→∞

inf Ap(f/γk) ≤ 1.

Corollaire 1.1. Si 0 < ||f ||p ≤ 1, alors Ap(f) ≤ 1.

Démonstration.

Ap(f) =
∫
Ω

|f(x)|p(x)dx ≤
∫
Ω

|f(x)|p(x)

||f(x)||p(x)
p

dx = Ap(f/||f ||p) ≤ 1.

Proposition 1.2 (Norme de Luxembourg de Lp(.)(Ω)). La fonctionnelle

||.||p(.),(Ω) : Lp(.)(Ω) 7→ [0,∞)

définit une norme de l’espace Lp(.)(Ω).

Démonstration. Nous devons vérifier que

1. ||f ||p(·),Ω ≤ 0 pour chaque f ∈ Lp(x)(Ω) ;
2. ||f ||p(·),Ω = 0⇒ f = 0 pour la norme en Ω ;
3. ∀(µ) ∈ R, f ∈ Lp(x)(Ω)||µf ||p(·),Ω = |µ|||f ||p(·),Ω ;
4. f, g ∈ Lp(x)(Ω)||f + g||p(·),Ω ≤ ||f ||p(·),Ω + ||g||p(·),Ω.

(1) La première propriété est évidente.
(2) Notons

P =
{
λ > 0 : Ap(.)(f/λ) ≤ 1

}
.

Il est clair que pour f = 0, nous avons P(0) = (0,∞). Si ||f ||p(·),Ω 6= 0, il résulte de la propriété
(6) du modulaire Ap(·)(·) et de la Proposition 1.1 que P(f) = [λ,∞) avec λ = ||f ||p. Par (2.4)

||f ||p = inf P(f),

c’est pourquoi pour f = 0, nous avons ||f ||p = inf P(0) = 0. Supposons, par contradiction,
qu’il existe f ∈ Lp(x)(Ω) tel que ||f |||p(·),Ω = 0, mais f 6= 0 sur un ensemble de mesure non
nulle en Ω. Cela signifie que ∫

Ω

|f |p(x)dx ≥ ε > 0

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue à Exposants Variables

pour certains ε > 0. Puisque inf P(f) = 0, il existe une suite {λk} ⊂ P(f)⋂(0, 1) telle que
λk → 0 et Ap(·)(f/λk) ≤ 1, ce qui est impossible car

1 ≥ Ap(·)(f/λk) =
∫
Ω

|f/λk|p(x)dx ≥ 1
λk

∫
Ω

|f |p(x)dx ≥ ε

λk
→∞ quand k →∞.

(3) La troidiéme propriété est évidente.
5. Présentons l’ensemble

M =
{
f ∈ Lp(x)(Ω) : Ap(f) ≤ 1

}
et remarquez que P(f) = {λ > 0 : f/λ ∈M}. Puisque Ap(·) est convexe, l’ensembleM est
également convexe. Pour chaque f, g ∈ Lp(x)(Ω) et un ε > 0 arbitraire

f

ε+ ||f ||p
,

g

ε+ ||g||p
∈M,

d’où
θf

ε+ ||f ||p
+ (1− θ)g
ε+ ||g||p

∈M ∀θ ∈ (0, 1)

en raison de la convexité deM. Choisissons θ de la manière spéciale :

θ

ε+ ||f ||p
= (1− θ)
ε+ ||g||p

⇔ θf

ε+ ||f ||p
+ (1− θ)g
ε+ ||g||p

= f + g

||f ||p + ||g||p + 2ε ∈M.

Il résulte que pour chaque ε > 0

||f ||p + ||g||p + 2ε ∈ P(f + g),

C’est,
||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p + 2ε.

Puisque ε est arbitraire, l’assertion suit.

Il résulte de la proposition 1.2 que l’ensemble Lp(·)(Ω) équipé de la norme de Luxembourg
||.||p(.),Ω est un espace linéaire normé. Dans le cas particulier p = const le modulaire Ap(·)
génère l’espace de Banach Lp(Ω) avec la norme ||f ||p,Ω = A

1
p
p (f), qui est l’espace de Lebesgue

classique (Lp(Ω), ||.||p,Ω).
L’espace Lp(·)(Ω) est un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak LM(Ω). LM(Ω) est
constitué de toutes les fonctions f sur Ω telles que∫

Ω

M(x, λf(x))dx <∞ pour certains λ > 0,

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini
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Gaoui Nour Elhouda 1.3 Espaces de Lebesgue à Exposants Variables

où M : Ω × R 7→ [0,∞) est une fonction mesurable non négative, semi-continue inférieure,
convexe, mÃame pour a.e. x ∈ Ω, et satisfaisant la condition lim

u−→0
M(x, u) = M(x, 0) = 0.

Pour les espaces de Lebesgue-Orlicz Lp(·)(Ω) = LM(Ω) avec M(x, u) = |u|p(x).
Dénotons

p− = ess inf
Ω
p(x), p+ = ess sup

Ω
p(x).

Proposition 1.3. Si p+ <∞, alors pour tout f avec 0 < ||f ||p(·),Ω <∞

Ap(·)(f/||f ||p(.),Ω) = 1.

Démonstration. En vertu de la Proposition 1.1, il suffit de vérifier que l’inégalitéAp(·)(f/||f ||p(·),Ω <
1 est impossible. Pour chaque 0 < λ ≤ |||f ||p(.),Ω)

Ap(.)(f/λ) =
∫
Ω

|f |p(x)

λp(x) dx

=
∫
Ω

(
|f |

||f ||p(.),Ω

)p(x) ( ||f ||p(.),Ω
λ

)p(x)

dx

≤
(
||f ||p(.),Ω

λ

)p+

Ap(f/||f ||p(·),Ω).

Si Ap(.)(f/||f ||p(.),Ω) < 1, on peut choisir λ < ||f ||p(.),Ω tel que Ap(·)(f/λ) ≤ 1,ce qui contredit
la définition de la norme ||f ||p(·),Ω.

Corollaire 1.2. Pour p+ <∞ propriétés (2) et (4) de le modulaire Ap(·)(f) avec la proposi-
tion ?? donnent :

si ||f ||p(.),Ω, alors Ap(·)(f) ≤ ||f ||p(·),Ω.

Supposons maintenant que

∀p.p.x ∈ Ω p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞). (1.5)

La relation entre la norme de Lp(.)(Ω) et le modulaire Ap(.)(.) est donnée dans l’assertion
suivante.

Lemme 1.1. Que les conditions (2.3) et (2.6) soient remplies. Alors pour chaque f ∈ Lp(.)(Ω)

min
{
||f ||p

−

p(·),Ω, ||f ||
p+

p(·),Ω

}
≤ Ap(·)(f) ≤ max

{
||f ||p

−

p(·),Ω, ||f ||
p+

p(·),Ω

}
. (1.6)

Démonstration. Supposons d’abord que µ = ||f ||p(·),Ω 6= 0 et considérons la fonction h(x) =
f(x)/µ. D’après la proposition 1.3 h ∈ Lp(·)(Ω) avec ||h||p(·),Ω = 1. D’autre part,

1 = ||h||p(·),Ω ≤ Ap(·)(h) ≤ {µ−p+
Ap(·)(f) si µ ≤ 1, µ−p+

Ap(·)(f) si µ > 1,
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d’où Ap(·)(f) ≥ min
{
µp

+
, µp

−
}
. Plus,

Ap(·)(f) =
∫
Ω

|f |p(x)dx =
∫
Ω

µp(x)|h|p(x)dx ≤ {µp− si µ ≤ 1, µp+ si µ > 1,

ce qui donne Ap(·)(f) ≥ min
{
µp

+
, µp

−
}
. Si ||f ||p(·),Ω = 0, alors f = 0 a.e. en Ω et Ap(·),Ω = 0

par la propriété (2) du modulaire.

Corollaire 1.3. L’assertion précédente peut être représentée sous la forme équivalente : si
les conditions (2.3) et (2.6) sont remplies, alors pour tout f ∈ Lp(.)(Ω)

min
{
A

1
p−

p(·)(f), A
1
p+

p(·)(f)
}
≥ ||f ||p(·),Ω ≥ max

{
A

1
p−

p(·)(f), A
1
p+

p(·)(f)
}
. (1.7)

Si l’exposant p est constant, alors p+ = p−, ce qui convertit (2.11) et (2.9) enégalité Ap(f) =
||f ||pp,Ω .

Corollaire 1.4. Il résulte de (2.11) et (2.9) que si les conditions (2.3) et (2.6) sont remplies,
alors pour tout f ∈ Lp(.)(Ω)

(i) ||f ||p(.),Ω = 1⇐⇒ Ap(.)(f) = 1
(ii) ||f ||p(.),Ω < 1⇐⇒ Ap(.)(f) < 1
(iii) ||f ||p(.),Ω > 1⇐⇒ Ap(.)(f) > 1.

Lemme 1.2. Soit {fn} une suite de fonctions fn ∈ Lp(.)(Ω) et f ∈ Lp(.)(Ω) avec p(x) vérifiant
(2.3) et (2.6). Puis

||fn − f ||p(.),Ω → 0 si et seulement si Ap(.)(fn − f)→ 0 as n→∞.

Démonstration. L’assertion est un sous-produit du Lemme 1.1.

Lemme 1.3. Soient les fonctions p(x) et q(x) vérifiant les conditions (2.3) et (2.6). Si
p(x) ≥ q(x) e.a. dans Ω, alors Lp(.)(Ω) ⊂ Lq(.)(Ω).

Démonstration. En vertu du lemme 1.1, il suffit de vérifier que la condition Ap(·)(u) < ∞
donne Aq(·)(u) <∞. Par l’inégalité de Young

Ap(.)(u) ≤
∫
Ω

(
q(x)
p(x) |u|

p(x) + p(x)− q(x)
p(x)

)
dx

≤
∫
Ω

(
1 + |u|p(x)

)
dx = |Ω|+ Aq(.)(u). (1.8)
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Corollaire 1.5. Sous les conditions du Lemme 1.3 la norme de l’opérateur plongeant Lp(x)(Ω) 7→
Lq(x)(Ω) ne dépasse pas 1 + |Ω|. Il suffit de remarquer que parvertu de (2.30)

sup
Ap(·),Ω(u)=1

Aq(·),Ω(u)
Ap(.),Ω(u) = sup

Ap(·),Ω(u)=1
Ap(·),Ω(u) ≤ 1 + |Ω|.

Lemme 1.4 (L’inégalité de Hölder). Soient les conditions (2.3) et (2.6) remplies. Pour tout
f ∈ Lp(x)(Ω) et g ∈ Lp′(x)(Ω) avec p′(x) = p(x)

p(x)−1 ce qui suit inégalité Hölder :

∫
Ω

|fg|dx ≤
(

1
p−

+ 1
(p−)′

)
||f ||p(.),Ω||g||p′(.),Ω ≤ 2||f ||p(.),Ω||g||p′(.),Ω. (1.9)

Démonstration. Notons ||f ||p(.),Ω = λ, ||g||p′(.),Ω = µ et supposons que λ 6= 0, µ 6= 0. Par
l’inégalité de Young, pour p.p. x ∈ Ω

|f(x)g(x)| = λµ

∣∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣g(x)
µ

∣∣∣∣∣
≤ λµ

 1
p(x)

∣∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

+ 1
p′(x)

∣∣∣∣∣g(x)
µ

∣∣∣∣∣
p′(x)


≤ λµ

 1
p−

∣∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

+ 1
(p′−

∣∣∣∣∣g(x)
µ

∣∣∣∣∣
p′(x)

 . (1.10)

Par la propsition 1.3
Ap(.)(f/λ) = 1, Ap(.)(g/µ) = 1, (1.11)

En intégrant (1.10) sur Ω et en appliquant (2.17) on obtient (2.16) :
∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ λµ

(
1
p−
Ap(·)(f/λ) + 1

(p′−Ap(·)(g/µ)
)

=
(

1
p−

+ 1
(p′−

)
||f ||p(·),Ω||g||p′(·),Ω.

Soit λµ = 0. Supposons par souci de précision, que λ = 0. Alors f = 0 a.e. en Ω et la
conclusion est la suivante : ∫

Ω

|f(x)g(x)|dx = 0.

Lemme 1.5. Soit Ω satisfait la condition (2.2), p(x) satisfait les conditions (2.3) et (2.6) et
q = const ≤ 1. Si q ≥ p(x) a.e. en Ω, alors

||f ||q,Ω ≤ C||f ||p(.),Ω avec la constante C = (1 + |Ω|)
1
q .
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Démonstration. Soit f ∈ Lp(·)(Ω) avec ||f ||q,Ω = λ <∞. On peut supposer que λ > 0, sinon
l’inégalité requise est évidente. Posons g(x) = f(x)/λ. D’après le lemme 1.3 g ∈ Lp(.)(Ω) ⊂
Lq(Ω) avec ||g||p(.),Ω = Ap(·)(g) = 1. D’après la proposition 1.3

1
λ
||f ||q,Ω = ||g||q,Ω ≤ A

1
q
q (g). (1.12)

En appliquant l’inégalité de Young et le corollaire 1.5 (i), nous trouvons que

Aq(g) =
∫
Ω

∣∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣∣
q

dx

≤
∫
Ω

p(x)− q
p(x) + q

p(x)

∣∣∣∣∣f(x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

 dx
≤ |Ω|+ Ap(·)(g) = 1 + |Ω|.

En introduisant cette inégalité dans (2.18) on arrive à l’inégalité

||f ||q,Ω ≤ (1 + |Ω|)
1
qλ = (1 + |Ω|)

1
q ||f ||p(·),Ω.

Lemme 1.6. Soit les exposants p(x), q(x) satisfont les conditions (2.3) et (2.6) et
p(x) ≤ q(x) p.p. en Ω. Alors le plongement Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω) est continu. La norme de
l’opérateur de plongement ne dépend que de |Ω|, p± et q± :

||f ||q(.),Ω ≤ C||f ||p(.),Ω, C = C(|Ω|, p±, q±).

Démonstration. Preuve Le plongement Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω) découle du Lemme 1.3. Soit f ∈
Lp(x)(Ω) avec f ||f ||p(.),Ω = λ > 0. Notons

Ω2 = {x ∈ Ω : p(x) = q(x)}, Ω1 = Ω\Ω2,

et considérons la fonction h = f/λ. D’après la proposition 1.3 Ap(.)(h) = 1 et

Ap(·)(h) =
∫

Ω1

|h|q(x)dx+
∫

Ω2

|h|q(x)dx

=
∫

Ω1

(
|h|p(x)

) q(x)
p(x) dx+

∫
Ω2

|h|p(x)dx

≤ 2||1|| p(·)
p(·)−q(·) ,Ω1

∥∥∥|h|q(x)
∥∥∥ p(·)
q(·) ,Ω1

+
∫

Ω2

|h|p(x)dx

≤ 2 max
{
|Ω|1−

q+

q− , |Ω|1−
q−

q+

}
max

{
A

q−

q+
p(·)
q(·)

(|h|q(x)), A
q+

q−
p(·)
q(·)

(|h|q(x))
}

+ Ap(·)(h)

= 2 max
{
|Ω|1−

q+

q− , |Ω|1−
q−

q+

}
max

{
A

q−

q+

p(·)(h), A
q+

q−

p(·)(h)
}

+ Ap(·)(h)

= 2 max
{
|Ω|1−

q+

q− , |Ω|1−
q−

q+

}
+ 1
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D’autre part, par (2.9)
1
λ
||f ||q(.),Ω = ||h||q(.),Ω ≤ max

{
A

1
q−

q(.)(h), A
1
q+

q(.)(h)
}
.

1.3.2 Norme équivalente et complétude de Lp(.)(Ω)
étant donné f ∈ Lp(.)(Ω), on définit la fonctionnelle

|f |p(·),Ω = sup
Ap′(·)(g)≤1

∫
Ω

f(x)g(x)dx, p′(x) = p(x)
p(x)− 1 . (1.13)

Proposition 1.4 (La norme d’Orlicz d eLp(.)(Ω)). La fonctionnelle

|.|p(·),(Ω) : Lp(·)(Ω) 7→ R

définit une norme de Lp(x)(Ω).

Démonstration. Nous devons vérifier que
1. |f |p(..),Ω ≤ 0 pour chaque f ∈ Lp(x)(Ω) ;
2. |f |p(.),Ω = 0⇒ f = 0 p.p. en Ω ;
3. ∀(µ) ∈ R, f ∈ Lp(x)(Ω)|µf |p(·),Ω = |µ||f |p(.),Ω ;
4. f, g ∈ Lp(x)(Ω)|f + g|p(.),Ω ≤ |f |p(.),Ω + |g|p(.),Ω.

(1) Nous raisonnons par contradiction. Supposons que |f |p < 0. Soit g ∈ Lp′(x)(Ω) une
fonction arbitraire telle que Ap(·)(−g) ≤ 1. D’après (2.32)

0 > |f |p(·),Ω ≥
1
2

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

Puisque Ap′(.)(g) = Ap′(.) (−g), on a aussi

0 > |f |p(.),Ω ≥
1
2

∫
Ω

f(x)(−g(x))dx = −1
2

∫
Ω

f(x)g(x)dx > 0.

ce qui est impossible.
(2) Pour f = 0 p.p. en Ω l’égalité |f |p = 0 découle de la définition de |f |p(.),Ω . Supposons
que |f |p(.),Ω = 0 mais f 6= 0 a.e. en Ω, soit Ap(·)(f) 6= 0. Introduisons la fonction

g(x) = |f(x)|p(x)−1signe f(x) ∈ Lp′(x)(Ω).

Nous avons

0 = |f |p(.),Ω ≥
∫
Ω

f(x)g(x)dx =
∫
Ω

|f(x)|p(x)dx = Ap(.)(f) 6= 0,

ce qui est impossible.
(3)-(4) cette propriété est un sous-produit immédiat des propriétés de la suprême.
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Proposition 1.5. Si |f |p(.),Ω <∞ et Ap′(.)(g) <∞, alors∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
|f |p(.),Ω si Ap′(.)(g) ≤ 1,
|f |p(.),ΩAp′(.)(g) autrement.

Démonstration. Le premier cas est un sous-produit immédiat de (2.32). Soit Ap′(.)(g) > 1.
En vertu de la convexité du modulaire Ap′(·)(·)

Ap′(.)
(
(Ap′(.)(g))−1g

)
≤ (Ap′(.)(g))−1Ap′(.)(g) = 1,

d’où ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ = Ap′(.)(g)

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x)/Ap′(·)(g)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ap′(.)(g)|f |p(.),Ω.

Proposition 1.6. Soit p(x) satisfait (2.3) et (2.6). Si Ap(.)(f) < ∞ et |f |p(.),Ω ≤ 1, alors
Ap(·)(f) ≤ 1.

Démonstration. On argumente par contradiction : supposons que Ap(·)(f) > 1. Par la pro-
priété (6) du modulaire (continuité de Ap(·)(f/λ) par rapport à λ) il existe λ > 1 tel que
Ap(·)(f/λ) = 1. Posons

g(x) = |f(x)/λ|p(x)−1sing f (x) , x ∈ Ω.

Puis
Ap′(·)(g) =

∫
Ω

(
|f(x)/λ|p(x)−1

) p(x)
p(x)−1 dx =

∫
Ω

|f/λ|pdx = 1,

d’où
|f |p(.),Ω ≥

∫
Ω

f(x)g(x)dx = λ
∫
Ω

|f/λ|p(x)dx = λ > 1,

une contradiction.

Proposition 1.7. Soit p(x) satisfait (2.3) et (2.6). Si |f |p(·),Ω ≤ 1, alors Ap(·)(f) ≤ |f |p(·),Ω .

Démonstration. Supposons d’abord que Ap(·)(f) ≤ ∞. Présenter la fonction

g(x) = |f(x)|p(x)−1sing f (x) , x ∈ Ω.

Puis
Ap(·)(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x)dx =
∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ |f |p(·),Ω.
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Pour éviter l’hypothèse Ap(·)(f) <∞ on considère la suite de troncatures

fk(x) = min{k, |f(x)|}XGk , k ∈ N,

où {Gk} est une suite d’ensembles Gk ⊂ Gk+1 ⊂ Ω tels que Ω =
∞⋃
k=1

Gk et XGk est la fonction
caractéristique de Gk . Pour tout k ∈ NAp(fk) <∞ et

|fk|p(·),Ω ≤ |f |p(·),Ω ≤ 1.

L’assertion découle maintenant du théorème de convergence monotone de Lebesgue.

Théorème 1.6 (équivalence entre les normes de Luxembourg et d’Orlicz). Soit les conditions
(2.3) et (2.6) soient remplies. Alors

Lp(.)(Ω) = {f : |f |p(·),Ω <∞}

et il existe des constantes C∗, C∗ telles que

C∗||f ||p(.),Ω ≤ |f |p(.),Ω ≤ C∗||f ||p(·),Ω ∀f ∈ Lp(.)(Ω).

Démonstration. Soit f ∈ Lp(·)(Ω). D’après le corollaire 1.5, l’inégalité Ap′(·)(g) ≤ 1 implique
||g||p′(·),Ω ≤ 1, et par l’inégalité de Hölder

∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤
(

1
p−

+ 1
(p′)′

)
||f ||p(·),Ω||g||p(·),Ω ≤ 2||f ||p(·),Ω.

Supposons maintenant que 0 < |f |p(·),Ω <∞. Par∣∣∣∣∣ f

|f |p(.),Ω

∣∣∣∣∣
p(·),Ω

= sup
Ap(·)(g)≤1

∫
Ω

f(x)g(x)
|f |p(·),Ω

dx = |f |p(·),Ω
|f |p(·),Ω

= 1,

il résulte de la proposition 1.7 que Ap(f/|f |p(·),Ω) ≤ 1. D’après le corollaire 1.5

||f ||/|f |p(·),Ω ≤ 1,

d’où ||f ||p(·),Ω ≤ |f |p(·),Ω par la définition de la norme de Luxembourg.

Lemme 1.7. Si p(x) satisfait (2.3) et (2.6), l’espace Lp(.)(Ω) est complet.

Démonstration. Soit {fk} une suite de Cauchy de fonctions fk ∈ Lp(.)(Ω) : pour tout ε > 0
il existe k0 ∈ N tel que ∫

Ω

|fm(x)− fn(x)||g(x)|dx < ε ∀m,n ≥ k0 (1.14)
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et tout g avec Ap′(.)(g) ≤ 1. Décomposons Ω en sous-ensembles deux à deux disjoints Gk avec
|Gk| <∞ et définir les fonctions

gk = XGk

1 + |Gk|
, k ∈ N,

Pour qui
Ap′(·)(gk) =

∫
Ω

XGkdx

(1 + |Gk|)p(x) ≤
|Gk|

1 + |Gk|
≤ 1.

En remplaçant g = gk dans (2.33) on obtient l’inégalité
∫
Gk

|fm − fn|
1 + |Gk|

≤
∫
Ω

|fm(x)− fn(x)||gk(x)|dx < ε,

d’où ∫
Gk

|fm(x)− fn(x)|dx < ε(1 + |Gk|).

Il s’ensuit que {fk} est une suite de Cauchy dans L1(Gk) pour tout k. Extrayons de fk les
sous-séquences {f (j)

k } et trouvons les fonctions f (j) ∈ L1(Gj) telles que

{f (1)
k } ⊂ {fk} : f (1)

k → f (1) p.p. en G1, f
(1) ∈ L1(G1),

{f (2)
k } ⊂ {f (1)

k } : f (2)
k → f (2) p.p. en G2, f

(2) ∈ L1(G2),
· · ·

{f (m)
k } ⊂ {f (m−1)

k } : f (m)
k → f (m) p.p. en Gm, f

(m) ∈ L1(Gm),

Considérons la suite diagonale {f (m)
m }. Puisqu’il s’agit d’une sous-suite de chaque {f (j)

m }, alors

f (m)
m (x)→

∞∑
k=1

f (k)(x)XGk := f(x) pour p.p. x ∈ Ω.

En vertu de (2.33) ∫
Ω

|f (m)
m − fn||g(x)|dx ≤ ε

pour tout m,n ≤ n0 et g tel que Ap(.)(g) ≤ 1. En appliquant le Lemme de Fatou on passer
à la limite et conclure que∫

Ω

|fm(x)− fn(x)||g(x)|dx ≤ sup
m∈N,m≤n0

∫
Ω

|f (m)
m (x)− fn(x)||g(x)|dx ≤ ε

pour tout n ≤ n0 et tout g tel que Ap′(g) ≤ 1. Par conséquent, |f − fn|p ≤ ε.

Corollaire 1.7. Si les conditions (2.3) et (2.6) sont remplies, Lp(·)(Ω) est un espace de
Banach.
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Lemme 1.8. Si p(x) vérifie (2.3) et (2.6), alors Lp(·)(Ω) est réflexif et séparable.

Démonstration. D’après le lemme 1.7 l’espace Lp(·)(Ω) est un sous-espace complet et fermé
de Lp−(Ω). Pour p− > 1 l’espace Lp−(Ω) est un espace de Banach réflexif et séparable. Il
s’ensuit que Lp(·)(Ω) est également réflexif et séparable (voir, par exemple, [100, Chap. 1]).

Soit p(x) satisfaire (2.3) et (2.6). D’après le corollaire 1.5 Ap(f) ≤ 1 si et seulement si
||f ||p ≤ 1. Il résulte du théorème 1.1 que pour tout g ∈ Lp′(x)(Ω) l’application Lp(x)(Ω)→ R
défini par

G(f) =
∫
Ω

f(x)g(x)dx, f ∈ Lp(x)(Ω), (1.15)

est une fonctionnelle linéaire continue sur Lp(x)(Ω) de norme vérifiant les inégalités C∗||g||p′ ≤
||G|| ≤ C∗||g||p′ .

Lemme 1.9. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p ∈ L∞(Ω),
(ii) pour toute fonctionnelle linéaire continue G sur Lp(x)(Ω) il existe un unique fonction
g ∈ Lp′(x)(Ω) tel que (2.34) soit vérifié.
La preuve peut êre trouvée dans [101] ou [102, Part I, Sect. 2.7].

Corollaire 1.8. L’espace dual de Lp(x)(Ω) est Lp′(x)(Ω) si et seulement si p ∈ L∞(Ω).

1.3.3 Ensembles denses dans Lp(.)(Ω)
Lemme 1.10. Si p(x) vérifie (2.3) et (2.6), l’ensemble des fonctions mesurables et bornées
en Ω est dense en Lp(·)(Ω).

Démonstration. Etant donné f ∈ Lp(·)(Ω), considérons la suite de fonctions fk ∈ Lp(·)(Ω) ∩
L∞(Ω) défini par les formules

fk =

f(x) si |f(x)| ≤ k,

k singe f(x) si |f(x)| > k.

Depuis |fk| ≤ |f | et fk → f a.e. en Ω, par la convergence dominée par Lebesgue théorème
Ap(·)(fk − f)→ 0 lorsque k →∞, et l’assertion découle du lemme 1.2.

Théorème 1.9. Soit p(x) satisfait (2.3) et (2.6). Alors l’ensemble C(Ω) ∩ L∞(Ω) est dense
dans Lp(·)(Ω).
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Démonstration. Soit f ∈ Lp(.)(Ω). D’après le lemme 1.10 pour tout ε > 0 fixé il existe un
fonction g ∈ L∞(Ω) ∩ Lp(·)(Ω) tel que

||f − g||p(.),Ω < ε. (1.16)

D’après le théorème de Luzin il existe une fonction h(x) ∈ C(Ω) et un ouvert U tel que ce

|U | ≤ min

1,
(

ε

2||g||∞

)p+ ,
g(x) = h(x) partout dans Ω/U et sup |h(x)| = sup

Ω/U
|g(x)| ≤ ||g||∞. Il s’ensuit que

Ap(·)((g − h)/ε) =
∫
Ω

|g − h|p(x)

εp(x) dx ≤
∫
U

|f − h|p(x)

εp(x) dx

≤
∫
U

(
|g|+ |h|

ε

)p(x)

dx

≤
∫
U

(
2||g||∞
ε

)p+

dx

≤ |U |max

1,
(

2||g||∞
ε

)p+ ≤ 1.

pour chaque ε > 1
1
εp−

∫
Ω

|g(x)− h(x)|p(x)dx ≤ Ap(·)((g − h)/ε) ≤ 1⇒ Ap(·)(g − h) ≤ εp
−

et par le corollaire 1.5

||g − h||p(·),Ω ≤ max
{
A

1
p−

p(·)(g − h), A
1
p+

p(·)(g − h)
}
≤ max

{
ε, ε

p−

p+

}
= ε

p−

p+ .

En rapportant cette inégalité à (1.16), on trouve que

||f − h||p(·),Ω ≤ ε+ ε
p−

p+ .

Corollaire 1.10. Sous les conditions du Lemme 1.10 l’espace C∞0 (Ω) est dense en Lp(·)(Ω) :
C∞0 (Ω) est dense dans l’ensemble des fonctions simples, les fonctions simples sont denses
dans C(Ω) ∩ L∞(Ω), et C(Ω) ∩ L∞(Ω) est dense dans Lp(·)(Ω).

Corollaire 1.11. Sous les conditions du lemme 1.10 l’espace Lp(.)(Ω) est séparable : l’en-
semble des polynÃ´mes à coefficients rationnels est dénombrable et dense dans C∞0 (Ω).
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1.4 Espaces de Sobolev à exposants variables

Soit le domaine Ω satisfait (1.2) et l’exposant p(x) satisfait (2.3) et (2.6). le Espace de
Banach W 1,p(·)

0 (Ω) est défini par

W
1,p(·)
0 (Ω) = {u ∈ Lp(·)(Ω) : |∇u|p(x) ∈ L1(Ω), u = 0 en ∂Ω}, (1.17)

||u||
W

1,p(·)
0 (Ω) = ||u||p(·),Ω + ||∇u||p(·),Ω

Lemme 1.11 (L’inégalité de Poincaré). Soient Ω et p(x) vérifiant les conditions (2.2) et
(2.3) et (2.6). Si p(x) ∈ C0(Ω), alors il existe une constante finie C > 0 telle que pour tout
u ∈ W 1,p(·)

0 (Ω)
||u||p(·),Ω ≤ C||∇u||p(·),Ω. (1.18)

Démonstration. Il suffit de prouver (1.18) pour un ensemble B ∩ Ω, où B est une boule de
rayon suffisamment petit tel que

max
B∩Ω

p(x) ≤ n+ 1
n

min
B∩Ω

p(x). (1.19)

Le choix de B dépend du module de continuité de p(x) dans Ω. Dénoter

p+ = max
B∩Ω

p(x), p− = min
B∩Ω

p(x).

D’après le théorème d’injection de Sobolev, la chaîne de plongements suivante est vérifiée :

W
1,p(.)
0 (Ω) ⊂ W 1,p(.)(Ω)(B ∩ Ω) ⊂ W 1,p−(B ∩ Ω) ⊂ W p+(B ∩ Ω) ⊂ W p(.)(Ω)(B ∩ Ω).

Puisque p(x) est uniformément continue sur Ω, le domaine Ω peut être couvert par un nombre
fini de balles satisfaisant (1.19), d’où (1.18).
Une conséquence immédiate de l’inégalité (1.18) est la possibilité de définir un norme équi-
valent de l’espace W 1,p(.)

0 (Ω) par la relation

||u||
W

1,p(.)
0 (Ω) = ||∇u||p(.),Ω. (1.20)

Notons Clog(Ω) l’ensemble des fonctions p(x) qui vérifient les conditions (2.3) et (2.6) et sont
continues en Ω avec le module de continuité logarithmique .
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CHAPITRE 2

ÉQUATION D’ONDE SEMI-LINÉAIRE AVEC UN TERME
SOURCE LOGARITHMIQUE NON LINÉAIRE : EXISTENCE

ET EXPLOSION EN TEMPS FINI

2.1 Introduction

Ces dernières années, de nombreux auteurs se sont intéressés à l’étude des équations dif-
férentielles logarithmiques non locales. Cela est dû en partie au grand emploi de ce type pour
modéliser plusieurs phénomènes tels que la dynamique des fluides, les fluides électrorhéolo-
giques, la physique nucléaire, l’optique, la géophysique, la théorie de la mécanique quantique.

Dans ce chapiter, nous traitons l’équation d’onde semi-linéaire avec un terme source lo-
garithmique non linéaire sous condition aux limites de Dirichlet homogène le suivant

utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut = |u|p(.)−2u ln |u| , dans Ω× (0, T )
u(x, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω,
(2.1)

Dans (2.1), Ω soit un domaine bornée dans Rn(n ≥ 1) avec une frontière lisse ∂Ω, pour tous
m (.) , p (.) : Ω→ R fonctions mesurables satisfaisant pour la fonction q{

2 ≤ q1 ≤ q(x) ≤ q2 ≤ 2n
n−2 , n ≥ 3,

2 ≤ q1 ≤ q(x) ≤ q2 <∞, n ≤ 2, (2.2)

avec
q1 := ess inf

x∈Ω
q(x), q2 := ess sup

x∈Ω
q(x)

et la condition de continuité log–Hölder :

|q(x)− q(y)| ≤ − A
log |x−y| , pou p.p. x, y ∈ Ω, avec |x− y| < δ

A > 0, 0 < δ < 1
(2.3)
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Dans le cas où m et p sont des constantes, l’existence locale et globale et le comportement
à long terme ont été pris en compte par de nombreux auteurs. Par exemple, en l’absence
du terme d’amortissement |ut|m−2 ut, les termes logarithmique de non-linéarité |u|p−2u ln(|u|)
provoquent un explosion de temps infini de solutions avec énergie initiale négative. [16, 13,
23, 24], contrairement au terme de source de puissance |u|p−2u, qui provoque un exposion en
temps fini des solutions [75, 18], il est bien connu que le terme d’amortissement |ut|m−2 ut
assure l’existence globale pour données initiales arbitraires [77, 20, 25]. Nous nous référons
également à [21, 22] et aux références qu’il contient pour les problèmes logarithmique de
non-linéarité.

Ces équations d’ondes semi-linéaires apparaissent dans l’étude de plusieurs problèmes et
peuvent être utilisées comme modèles de fluides viscoélastiques, de processus de filtration
à travers un milieu poreux et de fluides dont la viscosité dépend de la température, de la
théorie de la filtration, etc. (voir [48, 47]). Nous nous référons également à [26, 27] et aux
références qu’il contient pour des problèmes supplémentaires dans ce numéro.

Au cours des dernières années, certaines équations aux dérivées partielles avec des termes
de non-linéarité logarithmique ont fait l’objet d’une grande attention en raison de leur large
application en physique et dans d’autres sciences appliquées, telles que l’infiltration de fluides
homogènes à travers une roche fissurée [28], la conduction thermique impliquant deux sys-
tèmes de température [29], la propagation unidirectionnelle d’ondes longues non linéaires et
dispersives [29, 30], l’écoulement de fluide dans un milieu poreux fissuré [31], écoulement
diphasique en milieu poreux avec pression capillaire dynamique [32, 33] et agrégation de po-
pulations [34]. Les équations pseudo-paraboliques peuvent également être considérées comme
une équation de type Sobolev ou une équation de type Sobolev-Galpern, que l’on peut voir
dans [35, 36], et de nombreux articles ont été consacrés à l’étude du les bien-posé et des
propriétés qualitatives des solutions pour ces équations aux dérivées partielles à exposants
constants. Il est important de souligner que le calcul du temps et du taux d’explosion aux
équations d’évolution non linéaires est un sujet important (voir [37, 38]), et ces évaluations
peuvent caractériser le phénomène d’explosion de manière concluante.

La terminologie des exposants variables vient du fait que m(.) et p(.) sont des fonctions et
non des nombres réels. Ce terme |ut|m(.)−2 ut − |u|p(.)−2u ln |u| est alors une généralisation de
|ut|m−2 ut−|u|p−2u, qui correspond àm(.), p(.) > 1, et ln |u|. En fait, (2.1) peut être interprété
comme une extension du cas variable de l’équation d’onde viscoélastique du second ordre avec
des conditions de croissance variables

utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut = |u|p(.)−2u, in Ω× (0, T ) (2.4)

qui est obtenu en considérant |ut|m(.)−2 ut − |u|p(.)−2u ln |u|. L’équation (2.4) est une figure
bien connue dans le traitement de la dynamique des fluides, un modèle pour les fluides
électrorhéologiques [44]. D’autre part, les résultats pour l’équation d’onde viscoélastique avec
amortissement logarithmique et conditions de croissance variables sont limités et rares, et la
littérature sur ces équations est beaucoup moins étendue voir [49, 51, 50].
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L’intérêt ces dernières années pour l’analyse mathématique des équations aux dérivées
partielles pilotées par des opérateurs différentiels non homogènes à exposants variables (voir
par exemple [68, 67, 39]). L’étude de ces systèmes est basée sur l’utilisation des espaces de
Lebesgue et de Sobolev à exposants variables. Remarquons que les problèmes d’équations
différentielles à croissance p(x) non standard sont un thème peu familier et intéressant. Il
s’agit de la théorie de l’élasticité non linéaire, des fluides électrorhéologiques, etc. Ces fluides
conservent la propriété motrice que leur viscosité dépend du champ électrique dans le fluide.
Pour des rapports généraux sur la physique sous-jacente, voir [43] et pour les visions ma-
thématiques, voir [42]. Une série d’articles liés aux problèmes des fluides dits rhéologiques
et électrorhéologiques, qui pointent vers des espaces avec des exposants variables, ont été
publiés récemment par Diening et Rŭzicka [68, 67]. Les résultats élaborés dans ces articles
ont été relevés dans les livres [44, 45]. De nombreux modèles mathématiques en mécanique
des fluides, en théorie de l’élasticité (récemment en traitement d’image), voir par exemple
[46], etc, se sont montrés manifestement liés aux problèmes de croissance locale non stan-
dard. Dans cet article, nous considérons (2.1) et établissons un résultat d’existence locale.
De plus, pour des données initiales convenables, nous montrons que la solution explose en
temps fini T . L’article est organisé de la manière suivante. Dans la section 2, nous présen-
tons quelques préliminaires et notations nécessaires à notre travail. Dans la section 3, nous
établissons l’existence locale des solutions au problème. Dans la section 4, nous donnons un
résultat éclaté pour les équations d’onde (2.1) avec une énergie initiale négative.

2.2 Preliminaries

Soit p : Ω → [1,∞] une fonction mesurable. Lp(.)(Ω) désigne l’ensemble des fonctions
mesurables réelles u sur Ω telles que∫

Ω
|λu (x)|p(x) dx <∞ pour certains λ > 0.

L’espace à exposant variable Lp(.) (Ω) muni de la norme de type Luxembourg

‖u‖p(.) = inf

λ > 0,
∫

Ω

∣∣∣∣∣u (x)
λ

∣∣∣∣∣
p(x)

dx ≤ 1

 ,

est un espace de Banach. Tout au long de l’article, nous utilisons ‖.‖q pour indiquer la norme
Lq pour 1 ≤ q ≤ +∞. H1

0 (Ω) est la clôsure de C∞0 (Ω) par rapport à la norme suivante :

‖u‖H1
0 (Ω) =

(
‖∇u‖2

2 + ‖u‖2
2

) 1
2 .

On sait que pour les éléments de H1
0 (Ω) l’inégalité de Poincaré est satisfait,

‖u‖2 ≤ C∗ ‖∇u‖2 , pour toute u ∈ H
1
0 (Ω).
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et une norme équivalente de H1
0 (Ω) peut être définie par

‖u‖H1
0 (Ω) = ‖∇u‖2 =

(∫
Ω
|∇u (x)|2 dx

) 1
2
.

Lemme 2.1. [67, 68]. Si p : Ω→ [1,∞) est une fonction mesurable et

2 ≤ p1 ≤ p(x) ≤ p2 <
2n
n− 2 , n ≥ 3. (2.5)

Alors le plongement H1
0 (Ω) ↪→ Lp(.)(Ω) est continu et compact.

2.3 Existence de solutions faibles

Dans cette section, nous présentons l’existence locale et l’unicité des solutions pour le
système (2.1). Notre méthode de preuve est basée sur le théorème du point fixe de Banach.

Théorème 2.1. Soit m (.), et p (.) satisfait (2.2), (2.3), et de plus p(.) satisfait

2 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < 2n− 1
n− 2 , n ≥ 3. (2.6)

Alors donné (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)×L2 (Ω), il existe T > 0 et une unique solution u du problème

(2.1) sur (0, T ) telle que

u ∈ C
(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
∩ Lm(.)(Ω× (0, T )), (2.7)

utt ∈ L2
(
(0, T ) , H−1(Ω)

)
.

Pour prouver le théorème principal, nous avons besoin de l’existence locale et de l’unicité
de la solution à un problème connexe. Alors, pour v donné, considérons le problème aux
limites à valeur initiales suivant :

utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut = v(x, t), dans Ω× (0, T ),
u(x, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω,
(2.8)

où l’exposant m(.) est une fonction mesurable donnée sur Ω vérifiant (2.2) et (2.3), et Ω
est un domaine borné dans Rn à bord lisse ∂Ω. Nous devons maintenant énoncer le résultat
d’existence suivant de la solution locale au problème (2.8) pour v ∈ L2(Ω × (0, T )), et la
valeur initiale (u0, u1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω), que nous avons établi, en utilisant la méthode de
Galerkin comme dans [14] ou dans [88, Theorem 3.1, Chapter 1]

Lemme 2.2. Supposons que m(.) satisfait (2.2), et (2.3). Alors, pour tout (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)×

L2 (Ω) et v ∈ L2(Ω× (0, T )), il existe une unique solution locale u du problème (2.8),

u ∈ L∞ ((0, T ), H1
0 (Ω)) , ut ∈ L∞ ((0, T ), L2(Ω)) ∩ Lm(.)(Ω× (0, T ))

utt ∈ L2 ((0, T ), H−1(Ω)) . (2.9)
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Démonstration.1. Unicité : Si le problème (2.8) a deux solutions u et v. Alors, w = u− v doit
vérifierUnicité :

wtt −∆w + ut |ut|m(.)−2 − vt |vt|m(.)−2 = 0, dans Ω× (0, T ),
w(x, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T ),

w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, dans Ω.

En multipliant par wt et en intégrant sur Ω, on obtient

1
2

d
dt

[∫
Ω
w2
t +

∫
Ω
|∇w|2

]
+
∫

Ω

(
ut |ut|m(x)−2 − vt |vt|m(x)−2

)
(ut − vt) dx = 0.

En intégrant sur (0, t), on obtient∫
Ω

(
w2
t + |∇w|2

)
+ 2

∫ t

0

∫
Ω

(
ut |ut|m(x)−2 − vt |vt|m(x)−2

)
(ut − vt) dxds = 0.

En utilisant l’inégalité (
|a|m(x)−2a− | bm(x)−2b

)
.(a − b) ≥ 0 (2.10)

pour tout a, b ∈ Rn et p.p x ∈ Ω, on obtient∫
Ω

(
w2
t + |∇w|2

)
= 0

ce qui signifie que w = 0, puisque w = 0 sur ∂Ω. Par conséquent, l’unicité suit.
2. Existence. Soit

{
(vj)∞j=1

}
une base orthonormée de H1

0 (Ω), avec

−∆vj = λjvj dans Ω, vj = 0, sur ∂Ω,

déterminons le sous-espace de dimension finie Vk = span {v1, . . . , vk}, sans perte de généralité
nous pouvons prendre ‖vj‖2 = 1. On va construire une suite convergente

{
uk(x, t)

}
,

uk(x, t) =
k∑
j=1

akj(t)vj,

où uk(x, t) satisfaire le système d’équations différentielles linéaires∫
Ω u

k
tt(x, t)vj(x)dx+

∫
Ω∇uk(x, t)∇vj(x)dx

+
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣m(x)−2
ukt (x, t)vj(x)dx =

∫
Ω v(x, t)vj(x)dx

uk(x, 0) = uk0, u
k
t (x, 0) = uk1 ∀j = 1.2 . . . . . . k,

(2.11)

où
uk0 =

k∑
i=1

(u0, vi) v → u0 dans H1
0 (Ω),

uk1 =
k∑
i=1

(u1, vi) vi → u1 dans L2(Ω).
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Il convient de noter que (2.11) est un système d’équations différentielles ordinaires pour
akj(t). L’existence locale des solutions du système (2.11) est garantie par le théorème de
Picard-Lindelŏf, dont on sait qu’il a une solution locale dans un intervalle [0, Tk) avec 0 <
Tk ≤ Tmax < +∞. L’extension de la solution à tout l’intervalle [0,+∞) est une conséquence
des estimations suivantes.
Multiplier (2.11) par a′kj(t) et additionner sur j pour trouver

1
2

d
dt

[∫
Ω

(∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+
∣∣∣∇uk(x, t)∣∣∣2) dx

]
+
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣m(x)
dx =

∫
Ω
v(x, t)ukt (x, t)dx

Une intégration simple sur (0, t) donne

1
2
∫

Ω

(∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+
∣∣∣∇uk(x, t)∣∣∣2) dx+

∫ t
0
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, s)∣∣∣m(x)
dxds

= 1
2
∫
Ω

(∣∣∣uk1∣∣∣2 +
∣∣∣∇uk0∣∣∣2) dx+

∫ t
0
∫

Ω v(x, s)ukt (x, s)dxds

≤ 1
2
∫
Ω

(
u2

1 + |∇u0|2
)

dx+ ε
∫ t

0
∫

Ω

∣∣∣ukt ∣∣∣2 dxds+ cε
∫ T

0
∫

Ω v
2dxds

≤ Cε + ε sup(0,tk)
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx, ∀t ∈ [0, tk) ,

(2.12)

ensuite
1
2 sup(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+ 1
2 sup(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣∇uk(x, t)∣∣∣2 dx+
∫ tk

0
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, s)m(x)
∣∣∣ dxds

≤ Cε + ε sup(0,tk)
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx

Prendre ε = 1
4 , nous arrivons à

sup
(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+ sup
(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣∇uk(x, t)∣∣∣2 dx+
∫ tk

0

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, s)∣∣∣m(x)
dxds ≤ C

Donc, la solution peut être prolongée jusqu’à [0, T ) et, de plus, on a{(
uk
)}

est une suite bornée dans L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω)
)
,(

ukt
)

est une suite bornée dans L∞
(
(0, T ), L2(Ω)

)
∩ Lm(.)(Ω× (0, T )),∣∣∣ukt ∣∣∣m(.)−2

ukt est une suite bornée dans L
m(.)
m(.)−1 (Ω× (0, T )).

Du théorème de Dunford–Pettis, on peut extraire de
{(
uk
)}

une sous-suite encore notée{(
uk
)}

telle que
uk → u faiblement ∗ dans L∞

(
(0, T ), H1

0 (Ω)
)
, (2.13)

ukt → ut faiblement ∗ dans L∞
(
(0, T ), L2(Ω)

)
et faiblement dans Lm(.)(Ω× (0, T )), (2.14)

∣∣∣ukt ∣∣∣m(.)−2
ukt → ψ faiblement dans L

m(.)
m(.)−1 (Ω× (0, T )). (2.15)
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Ainsi (2.13)–(2.15) permet de passer à la limite dans l’équation approchée pour en déduire
que u ∈ C ([0, T ], L2(Ω)), et donc u(x, 0) a un sens.
Montrons maintenant que u ∈ C ([0, T ], L2(Ω)) est une solution du système (2.8). Premiè-
rement, nous essayons de prouver que ψ = |ut|m(.)−2 ut,, pour tout v ∈ L∞ ((0, T ), L2(Ω)) ,
dans (2.11), intégrer sur (0, t), et en faisant k →∞ dans les résultats, on peut déduire pour
p.p t ∈ [0, T ], que

1
2

d
dt

∫
Ω
utϕ+

∫
Ω

(∇u.∇ϕ+ ψϕ)dx =
∫

Ω
vϕdx, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω). (2.16)

Pour plus de simplicité, soit A(ϕ) = |ϕ|m(x)−2ϕ and define (voir [14, Proposition 2.5. ]),

Xk =
∫ t

0

∫
Ω

(
A
(
ukt
)
− A(ϕ)

) (
ukt − ϕ

)
dt ≥ 0, ∀ϕ ∈ Lm(.)

(
(0, T );H1

0 (Ω)
)

Ainsi, en utilisant (2.12), on a

Xk =
∫ t

0
∫
Ω vu

k
t dxds+ 1

2
∫

Ω

(∣∣∣uk1∣∣∣2 +
∣∣∣∇uk0∣∣∣2) dxds− 1

2
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx

−1
2
∫
Ω

∣∣∣∇uk(x, t)∣∣∣2 dx−
∫ t

0
∫

Ω A
(
ukt
)
ϕdxds−

∫ t
0
∫

Ω A(ϕ)
(
ukt − ϕ

)
dxds

Prendre k →∞, nous arrivons à

0 ≤ lim sup
k

Xk ≤
∫ t

0

∫
Ω
vutdxds+ 1

2

∫
Ω

(
u2

1 + |∇u0|2
)

dxds− 1
2

∫
Ω
|ut(x, t)|2 dx.

−1
2

∫
Ω
|∇u(x, t)|2dx−

∫ t

0

∫
Ω
ψϕdxds−

∫ t

0

∫
Ω
A(ϕ) (ut − ϕ) dxds. (2.17)

En posant ϕ = ut dans (2.16) et en intégrant sur (0, T ), on arrive à
∫ t
0
∫

Ω vutdxds = 1
2
∫
Ω |ut(x, t)|

2 dxds− 1
2
∫

Ω u
2
1dxds+ 1

2
∫

Ω |∇u(x, t)|2dx
−1

2
∫

Ω |∇u0|2 dx+
∫ t

0
∫

Ω ψutdxds. (2.18)

Joindre (2.17) et (2.18), produire

0 ≤ lim sup
k

Xk ≤
∫ t

0

∫
Ω
ψutdxds−

∫ t

0

∫
Ω
ψϕdxds−

∫ t

0

∫
Ω
A(ϕ) (ut − ϕ) dxds.

C’est ∫ t

0

∫
Ω

(ψ − A(ϕ)) (ut − ϕ) dt ≥ 0, ∀ϕ ∈ Lm(.)
(
(0, T );H1

0 (Ω)
)
.

Par conséquent ∫ t

0

∫
Ω

(ψ − A(ϕ)) (ut − ϕ) dxdt ≥ 0, ∀ϕ ∈ Lm(.)(Ω× (0, T )),

par densité de H1
0 (Ω) dans Lm(.)(Ω).
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Maintenant, soit ϕ = λw + ut, w ∈ Lm(.)(Ω× (0, T )). Dès lors, nous savons

−λ
∫ t

0

∫
Ω

(ψ − A (λw + ut))w ≥ 0, ∀λ 6= 0, ∀w ∈ Lm(.)(Ω× (0, T ))

pour λ > 0, on a ∫ t

0

∫
Ω

(ψ − A (λw + ut))w ≤ 0, ∀w ∈ Lm(.)(Ω× (0, T ))

Comme λ→ et en utilisant l’hémi-continuité de A, on obtient∫ t

0

∫
Ω

(ψ − A (ut))w ≤ 0, ∀w ∈ Lm(.)(Ω× (0, T )) (2.19)

De manière similaire pour λ < 0, on trouve∫ t

0

∫
Ω

(ψ − A (ut))w ≥ 0, ∀w ∈ Lm(.)(Ω× (0, T )) (2.20)

De (2.19) et (2.20), on obtient ψ = A (ut), c’est-à-dire comme k tend vers l’infini,∣∣∣ukt ∣∣∣m(.)−2
ukt → |ut|

m(.)−2 ut faiblement dans L
m(.)
m(.)−1 (Ω× (0, T )).

Donc, du résultat ci-dessus et (2.13)–(2.15), on déduit qu’il existe u ∈ C ([0, T ], L2(Ω)) satis-
faisant l’équation suivante (

utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut − v, ϕ
)

= 0

pour tous ϕ ∈ H1
0 (Ω), et les conditions initiales

u(0) = u0, ut(0) = u1,

ce qui achève la preuve d’existence dans le lemme (4.2).

Le lemme suivant crucial pour la preuve de notre résultat principal

Lemme 2.3. Pour p.p x ∈ Ω, et p(.) satisfaisant (2.6), la fonction F(s) = |s|p(x)−2s (ln |s|)
est différentiable et

|F′(s)| ≤ (p2 − 1) |s|p(x)−2 |ln |s||+ |s|p(x)−2

≤ 2(p2−1)
e((p1−2)−k1) |s|

k1 + 2(p2−1)
e(k2−(p2−2)) |s|

k2 + (|s|p1−2 + |s|p2−2) , s 6= 0, (2.21)

où
p1 − 2 ≤ p2 − 2 < k2 ≤ 2

n−2 , pour n ≥ 3,
0 < p1 − 2 ≤ p2 − 2 < k2 pour n = 1, 2, (2.22)

et
0 < k1 < p1 − 2 ≤ p2 − 2 ≤ 2

n−2 , pour n ≥ 3,
0 < k1 < p1 − 2 ≤ p2 − 2 pour n = 1, 2. (2.23)
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Démonstration. Évidemment, pour k 6= 0, puisque ln ζ ≤ 1
ek
ζk pour tout ζ ≥ 1, et ln ζ ≥

− 1
ek
ζ−k , ζ < 1, alors pour tout k > 0, on a

|F′(s)| =
∣∣∣(p(x)− 1) |s|p(x)−2 (ln |s|) + |s|p(x)−2

∣∣∣
≤ p2−1

ek

(
|s|p1+k−2 + |s|p2+k−2

)
+ p2−1

ek

(
|s|p1−k−2 + |s|p2−k−2

)
+ (|s|p1−2 + |s|p2−2)

≤ 2p2−1
ek
|s|p2+k−2 + 2p2−1

ek
|s|p1−k−2 + (|s|p1−2 + |s|p2−2)

= 2(p2−1)
e((p1−2)−k1) |s|

k1 + 2(p2−1)
e(k2−(p2−2)) |s|

k2 + (|s|p1−2 + |s|p2−2) ,

avec k1, et k2 sont dans (2.22)-(2.23).

Proof of Theorem (2.1).1. Existence. Soit v ∈ L∞ ((0, T ), H1
0 (Ω)). Alors∥∥∥|v|p(.)−2v ln |v|

∥∥∥2

2
≤
∫
Ω
|v|2p1−2 (ln |v|)2 dx+

∫
Ω
|v|2p2−2 (ln |v|)2 dx

=
∫

{x∈Ω:|v(t)|<1}
|v|2p1−2 (ln |v|)2 dx+

∫
{x∈Ω:|v(t)|<1}

|v|2p2−2 (ln |v|)2 dx

+
∫

{x∈Ω:|v(t)|≥1}
|v|2p1−2 (ln |v|)2 dx+

∫
{x∈Ω:|v(t)|≥1}

|v|2p2−2 (ln |v|)2 dx.

Choisir σ tel que,

2 ≤ 2 (p1 − 1) ≤ 2 (p2 − 1) < σ ≤ 2n
n− 2 , pour n ≥ 3,

2 ≤ 2 (p1 − 1) ≤ 2 (p2 − 1) < σ pour n = 1, 2,

et, par ln ζ ≤ 1
es
ζs pour tous ζ ≥ 1, s > 0, on a
∫

{x∈Ω:|v(t)|<1}
|v|2p1−2 (ln |v|)2 dx+

∫
{x∈Ω:|v(t)|≥1}

|v|2p1−2 (ln |v|)2 dx

≤ |Ω|
e2

+ 1
e2

(
2

σ+2−2p1

)2 ∫
Ω
|v|σ dx

≤ |Ω|
e2

+ 1
e2
Cσ
s

(
2

σ+2−2p1

)2
‖∇v‖σ2 <∞,

(2.24)

de la même manière∫
{x∈Ω:|v(t)|<1}

|v|2p2−2 (ln |v|)2 dx+
∫

{x∈Ω:|v(t)|≥1}
|v|2p2−2 (ln |v|)2 dx

≤ |Ω|
e2

+ 1
e2
Cσ
s

(
2

σ+2−2p2

)2
‖∇v‖σ2 <∞,

(2.25)

où Cs est la constante optimale de Sobolev plongeant H1
0 (Ω)→ Lσ(Ω). Donc, dans ce cas

|v|p(.)−2v ln |v| ∈ L∞
(
(0, T ), L2(Ω)

)
⊂ L2(Ω× (0, T ))

Ainsi, pour chaque v ∈ L∞ ((0, T ), H1
0 (Ω)), il existe un u unique, de sorte que

u ∈ L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω)
)
, ut ∈ L∞

(
(0, T ), L2(Ω)

)
∩ Lm(.)(Ω× (0, T )), (2.26)
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satisfaisant le problème non linéaire
utt −∆u+ |ut|m(.)−2 ut = |v|p(.)−2v ln |v| , dans Ω× (0, T )

u(x, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω.

(2.27)

Soit R0 un réel positif tel que

R0 =
√

2
(
|u1|2 + |∇u0|2

)
,

pour un temps suffisamment petit T > 0, on définit l’espace BT (R0) par

BT (R0) =


v (t) ∈ L∞ ((0, T ), H1

0 (Ω)) ,
vt (t) ∈ L∞ ((0, T ), L2(Ω)) ,

|v′ (t)|2 + |∇v (t)|2 ≤ R2
0 sur [0, T ] ,

v (0) = v0, v
′ (0) = u1.


On introduit la métrique d sur l’espace BT (R0) par

d (u, v) = sup
0≤t≤T

(
|ut (t)− vt (t)|2 + |∇u (t)−∇v (t)|2

)
pour u, v ∈ BT (R0).

Évidemment, l’espace BT (R0) est un espace métrique complet. Soit v ∈ BT (R0). Alors
|∇v(t)| ≤ R0, |v′(t)| ≤ R0 pour tout t ∈ [0, T ]. Définissez l’application Φ par

Φ (v) = u,

où u satisfait (3.24) et (2.27). Ensuite on a

Φ (v) = u ∈ BT (R0) pour v ∈ BT (R0), (2.28)
Φ : BT (R0)→ BT (R0) est une application contractant. (2.29)

Pour afficher (2.28), multiplier (2.27) par ut, donne

1
2

d
dt

(∫
Ω
u2
tdx+

∫
Ω
|∇u|2dx

)
+
∫

Ω
|ut|m(x) dx =

∫
Ω
|v|p(x)−2v (ln |v|)utdx (2.30)

À partir de l’inégalité de Young, (3.1), et (3.2), pour tout ε > 0, les estimations suivantes
sont valables,∣∣∣∫Ω vp(x)−2v (ln |v|)utdx

∣∣∣ ≤
∫

Ω u
2
tdx+ 1

4
∫

Ω |v|2p(x)−2 (ln |v|)2 dx
≤
∫
Ω u

2
tdx+ 1

4

[∫
Ω |v|2p2−2 (ln |v|)2 dx+

∫
Ω |v|2p1−2 (ln |v|)2 dx

]
≤
∫

Ω u
2
tdx+ 1

4

[
2 |Ω|
e2

+ 1
e2
Cσ
s

(
2

σ+2−2p1

)2
‖∇v‖σ2

+ 1
e2
Cσ
s

(
2

σ+2−2p2

)2
‖∇v‖σ2

]
.
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Donc (2.30) devient

d
dt
(
‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2

)
≤ 1
e2 |Ω|+

2
e2C

σ
s

(
2

σ + 2− 2p2

)2

Rσ
0 + ‖ut‖2

2 .

Ainsi nous avons

ψv (u) (t) ≤ ψv (u) (0) +
∫ t

0

(
1
e2
|Ω|+ 2

e2
Cσ
s

(
2

σ+2−2p2

)2
Rσ

0 + ψv (u) (t)
)

ds
≤ 1

2R
2
0 + β0

∫ t
0 (1 + ψv (u) (t)) ds,

où β0 = max
(

1
e2
|Ω|+ 2

e2
Cσ
s

(
2

σ+2−2p2

)2
Rσ

0 , 1
)
, et

ψv (u) (t) = ‖ut‖2
2 + ‖∇u‖2

2 .

Par l’inégalité de Gronwall et des calculs simples, nous avons que

‖ut‖2
2 + ‖∇u‖2

2 ≤
(1

2R
2
0 + β0T0

)
eβ0T0 < R2

0, 0 ≤ t ≤ T0,

pour suffisamment petit 0 < T0 ≤ T . Ainsi (2.28) est satisfait.
Ensuite, nous montrons (2.29). Soit w = u1 − u2, où u1 = Φ (v1) , u2 = Φ (v2) avec v1,

v2 ∈ BT (R0).
Ensuite on a

(wtt, v)− (∆w, v) +
(
|u1t (t)|m(x)−1 u1t (t)− |u2t (t)|m(x)−1 u2t (t) , v

)
=
(
|v1|p(x)−2v1 ln |v1| − |v2|p(x)−2v2 ln |v2| , v

)
, dans L2 (0, T1;H−1 (Ω)) .

(2.31)

Posons
βv (w) (t) = |wt(t)|2 + |∇w (t)|2 .

En multipliant wt par (2.31), en utilisant (2.10), nous avons
1
2

d
dt
(
|wt(t)|2 + |∇w (t)|2

)
≤
(
|v1|p(x)−2v1 ln |v1| − |v2|p(x)−2v2 ln |v2| , wt

)
.

Maintenant, nous estimons

I =
∫

Ω
|F (v1(s))− F (v2(s))| |wt| dx =

∫
Ω
|F ′(ξ)‖v‖wt| dx,

où
v = v1 − v2 et ξ = av1 + (1− a)v2, 0 ≤ a ≤ 1.

D’après les inégalités de Hölder, de Young et le lemme (2.3), nous avons
I2 ≤

∫
Ωw

2
t dx

∫
Ω |F ′(ξ)|

2 |v|2dx
≤ 4

∫
Ω w

2
t dx

[(
2(p2−1)

e((p1−2)−k1)

)2 ∫
Ω

(
|αv1 + (1− α)v2|2k1

)
|v|2dx

+
(

2(p2−1)
e(k2−(p2−2))

)2 ∫
Ω

(
|αv1 + (1− α)v2|2k2

)
|v|2dx

+ 4
∫

Ω

(
|αv1 + (1− α)v2|2(p1−2)

)
|v|2dx+ 4

∫
Ω

(
|αv1 + (1− α)v2|2(p2−2)

)
|v|2dx

]
≤ c∗ (

∫
Ω w

2
t dx)

(∫
Ω |v|

2n
n−2 dx

)n−2
n

[(∫
Ω |αv1 + (1− α)v2|k1n

) 2
n dx

+
(∫

Ω |αv1 + (1− α)v2|nk2
) 2
n dx+

∫
Ω

(
|αv1 + (1− α)v2|2(p1−2)

)
dx

+
∫

Ω

(
|αv1 + (1− α)v2|2(p2−2)

)
dx
]
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rappellons (2.6), et (2.17), nous arrivons à

I2 ≤ c∗cs (
∫

Ωw
2
t dx) ‖∇v‖2

2

[
‖∇v1‖2k1

2 + ‖∇v1‖2k2
2 + ‖∇v2‖2k1

2 + ‖∇v2‖2k2
2

+ ‖∇v1‖
2(p1−2)

2 + ‖∇v1‖
2(p2−2)

2 + ‖∇v2‖
2(p1−2)

2 + ‖∇v2‖
2(p2−2)

2

]
≤ 8c∗csR2(k2+p2−2)

0 d (v1, v2) βv1 (w) (t) ,

où c∗ = c (e, p1, p2, k1, k2) , et cs, est le plongement de Sobolev H1
0 (Ω)→ L

2n
n−2 (Ω), il s’ensuit

que
d
dtβv (w) (t) ≤ ξd (v1, v2)

1
2 βv (w) (t)

1
2 .

Comme βv (w) (0) = 0, par le lemme de Gronwall on a que

d (u1, u2) ≤ ξ2T

4 d (v1, v2) eT .

Choisis un 0 < T1 ≤ T assez petit qui satisfait que

ξ2

4 T1e
T1 < 1.

Ainsi par le théorème de cartographie de contraction de Banach il existe un point fixe u =
Φ(u) ∈ BT1(R0), qui est une solution faible locale en le temps pour (2.1).

2. Uniqueness. Supposons que nous ayons deux solutions u et v, et posons

w(s) =
{
u1(s)− u2(s), s ∈ [0, t]

0, s ∈ [t, T ],

donc
w ∈ L2

(
0, T ;W 1,p(.)

0 (Ω)
)
, wt ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

et w satisfait 1
2

∫
Ω
w2
t dx+ 1

2

∫
Ω
|∇w|2dx ≤

∫ t

0

∫
Ω

(F (u)− F (v))wtdx

Par conséquent, l’unicité est dérivée de la continuité Lipschitz locale de F : R∗ → R et du
plongement H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω). Ceci achève la preuve du théorème.

2.4 Explosion de solutions faibles

Enfin, nous donnons les conditions suffisantes sur m(.) pour l’éclatement en temps fini
des solutions faibles du problème (2.1) si

2 < m1 ≤ m(x) ≤ m2 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < 2n− 1
n− 2 , n ≥ 3, (2.32)
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est satisfaisant, et E(0) < 0, où

E(t) = 1
2
∫
Ω

(
|ut (x, t)|2 + |∇u (x, t)|2

)
dx−

∫
Ω

1
p(x) |u (x, t)|p(x) ln(|u (x, t) |)dx

+
∫

Ω
1

p2(x) |u (x, t) |p(x)dx.
(2.33)

Pour notre propos, nous avions besoin du lemme suivant montrant la décroissance de l’énergie
E.

Lemme 2.4. L’énergie correspondante au problème (2.1) est donnée par (2.33), de plus

dE (t)
dt = −

∫
Ω
|ut|m(x) dx ≤ 0, (2.34)

et l’inégalité E(t) ≤ E(0) est satisfait, où

E(0) = 1
2
∫

Ω

(
|u1|2 + |∇u0|2

)
dx−

∫
Ω

1
p(x) |u0|p(x) ln(|u0|)dx

+
∫

Ω
1

p2(x) |u0|p(x)dx.
(2.35)

Soit
H (t) = −E (t) pour t ≥ 0, (2.36)

omme E(t) est absolument continue, donc H ′(t) ≥ 0 et

0 < H(0) ≤ H (t) ≤
∫

Ω

1
p (x) |u (x, t)|p(x) ln(|u|)dx.

Lemme 2.5. Soit les hypothèses (3.5) et soit u la solution de (2.1). Alors,∫
Ω
|u|p(x)dx ≥

∫
Ω2
|u|p1dx := ‖u‖p1

p1,Ω2 , (2.37)

où
Ω2 = {x ∈ Ω/|u(x, t)| ≥ 1}.

Démonstration. Soit

Ω2 = {x ∈ Ω/|u(x, t)| ≥ 1} et Ω1 = {x ∈ Ω/|u(x, t)| < 1}.

donc nous avons∫
Ω |u|p(x)dx =

∫
Ω2
|u|p(x)dx+

∫
Ω1
|u|p(x)dx

≥
∫
Ω2
|u|p1dx+

∫
Ω1
|u|p2dx ≥

∫
Ω2
|u|p1dx := ‖u‖p1

p1,Ω2 .

Ainsi, (3.28).

Lemme 2.6. Sous les hypothèses du théorème(2.1), la fonctionnelle H(t) illustrée ci-dessus
fournit les estimations suivantes :

0 < H(0) ≤ H (t) ≤ |Ω|
p1e

+ Bs

(s− p2) ep1
‖∇u‖s2 , t ≥ 0, (2.38)
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où s est choisi suffisamment petit pour que

p1 ≤ p2 < s ≤ 2n
n− 2 , pour n ≥ 3, (2.39)

p1 ≤ p2 < s <∞ pour n = 1, 2,

et Bs est une constante positive du plongement de H1
0 (Ω) dans Ls(Ω) tel que

‖u‖s ≤ Bs‖∇u‖2, ∀u ∈ H1
0 (Ω). (2.40)

Démonstration. D’après le lemme (2.4), H(t) est non décroissante en t. Ainsi

H (t) ≥ H(0) = −E(0) > 0, t ≥ 0. (2.41)

Combiner (2.33), (2.34), (3.27), utilisant le fait que ln ζ ≤ 1
eσ
ζσ pour chaque σ > 0, on a

0 < H (t) < 1
p1

∫
Ω |u (x, t)|p(x) ln(|u (x, t) |)dx

= 1
p1

∫
{x∈Ω:|u(x)|<1} |u (x, t)|p(x)−1 (|u (x, t)| ln(|u (x, t) |)) dx
+ 1
p1

∫
{x∈Ω:|u(x)|≥1} |u (x, t)|p(x) ln(|u (x, t) |)dx

≤ |Ω|
p1e

+ 1
σep1

∫
{x∈Ω:|u(x)|≥1}

|u|p2+σ dx ≤ |Ω|
p1e

+ 1
σep1
‖u‖p2+σ

p2+σ

≤ |Ω|
p1e

+ Bs
(s−p2)ep1

‖∇u‖s2 ,

(2.42)

et (4.19) suit.

Théorème 2.2. Supposons que les conditions du théorème (2.1) soient satisfaites. De plus,
supposons que (2.32) soit vrai et E(0) < 0. Alors la solution du problème (2.1) donnée par le
théorème (2.1) explose en temps fini.

Démonstration. pour chaque t dans [0, T ), définissons

L(t) := H1−α(t) + ε
∫

Ω
u(x, t)ut(x, t)dx, (2.43)

avec ε petit à reprendre plus tard et α tel que

0 < α ≤ min
{
p1 − 2

2p1
,
p1 −m2

p1 (m2 − 1) ,
2 (p1 −m1)
s (m1 − 1) p1

,
2 (p1 −m1)
s (m2 − 1) p1

}
. (2.44)

Un dérivé simple de (2.43), en utilisant Eq. (2.1), on obtient

L′(t) = (1−α)H−α(t)H ′(t)+ε
∫

Ω

[
u2
t − |∇u|2

]
+ε

∫
Ω
|u|p(x) (ln |u|)−ε

∫
Ω
|ut|m(x)−2 uut (2.45)

En additionnant et en soustrayant pour ε(1− η)p1H(t), avec 0 < η < p1−2
p1
, du côté droit de

(3.29), on arrive à

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε(1− η)p1H(t) + η
∫

Ω |u|p(x) (ln |u|) dx
+ε

(
(1−η)p1

2 + 1
)
‖ut‖2

2 + ε
(

(1−η)p1
2 − 1

)
‖∇u‖2

2 − ε
∫

Ω uut |ut|
m(x)−2 dx, (2.46)
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prendre en compte
1
p2

2

∫
Ω
|u (x, t) |p(x)dx < 1

p1

∫
Ω
|u|p(x) (ln |u|) dx,

en vertu de (3.28), alors (3.30) conduit à

L′(t) ≥ (1− α)H−α(t)H ′(t)− ε
∫

Ω |ut|
m(x)−2 uutdx

+εβ
[
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 +

∫
Ω |u (x, t) |p(x)dx

]
≥ (1− α)H−α(t)H ′(t)− ε

∫
Ω |ut|

m(x)−2 uutdx
+εβ

[
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 + ‖u‖p1

p1,Ω2

]
,

(2.47)

où
β = min

{
(1− η)p1,

p1

p2
2
η,

(1− η)p1

2 + 1, (1− η)p1

2 − 1
}
> 0.

Maintenant, grâce à l’inégalité de Young, nous évaluons le dernier terme de (3.29) comme
suit∫

Ω
|ut|m(x)−1 |u|dx ≤ 1

m1

∫
Ω
ζm(x)|u|m(x)dx+ m2 − 1

m2

∫
Ω
ζ−

m(x)
m(x)−1 |ut|m(x) dx, ∀ζ > 0. (2.48)

Donc en prenant δ tel que
ζ−

m(x)
m(x)−1 = kH−α(t), k > 0,

Pour k assez grand où être déterminé plus tard, en le remplaçant dans (3.32) on obtient∫
Ω
|ut|m(x)−1 |u|dx ≤ 1

m1

∫
Ω
k1−m(x)|u|m(x)Hα(m(x)−1)(t)dx+ (m2 − 1) k

m2
H−α(t)H ′(t). (2.49)

Joindre (3.31) avec (3.33) donne

L′(t) ≥
[
(1− α)− ε

(
m2−1
m2

)
k
]
H−α(t)H ′(t) + εβ

[
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 + ‖u(t)‖p1

p1

]
−εk1−m1

m1
Hα(m2−1)(t)

∫
Ω |u|m(x)dx.

(2.50)
En appliquant le lemme (2.6), on a

Hα(m2−1)(t)
∫

Ω |u(t)|m(x)dx
≤ C

[(
2α(m2−1)−1

(
|Ω|
p1e

)α(m2−1)
+ 2α(m2−1)−1 1

(s−p2)ep1
‖∇u‖sα(m2−1)

2

)
(
‖u‖m1

p1,Ω2 + ‖u‖m2
p1,Ω2

)]
≤ 2α(m2−1)−1C

(
|Ω|
p1e

)α(m2−1)
((
‖u‖p1

p1,Ω2

)m1
p1 +

(
‖u‖p1

p1,Ω2

)m2
p1

)
+2α(m2−1)−1C 1

(s−p2)ep1
‖∇u‖sα(m2−1)

2

(
‖u‖m1

p1,Ω2 + ‖u‖m2
p1,Ω2

)
.

(2.51)

Nous allons analyser les termes du côté droit de (3.35). En exploitant l’inégalité de Young,
on a

‖∇u‖sα(m2−1)
2 ‖u‖m1

p1,Ω2 ≤ m1
p1
‖u(t)‖p1

p1,Ω2 + C p1−m1
p1
‖∇u‖

sα(m2−1)p1
p1−m1

2

= m1
p1
‖u(t)‖p1

p1,Ω2 + C p1−m1
p1

(
‖∇u‖2

2

) sα(m2−1)p1
2(p1−m1) ,
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de la même manière

‖∇u‖sα(m2−1)
2 ‖u(t)‖m2

p1,Ω2 ≤
m2

p1
‖u(t)‖p1

p1,Ω2 + C
p1 −m2

p1

(
‖∇u‖2

2

) sα(m2−1)p1
2(p1−m2) .

En exploitant l’inégalité algébrique connue suivante :

zτ ≤ z + 1 ≤
(

1 + 1
d

)
(z + d), ∀z ≥ 0, 0 < τ ≤ 1, d ≥ 0, (2.52)

avec z = ‖u(t)‖p1
p1,Ω2 , a = 1 + 1

H(0) , d = H(0) et τ = m1
p1

(
τ = m2

p1

)
, respectivement, alors la

condition (2.32) implique que 0 < τ ≤ 1, et donc(
‖u(t)‖p1

p1,Ω2

)m1
p1 +

(
‖u(t)‖p1

p1,Ω2

)m2
p1 ≤ 2a

(
‖u(t)‖p1

p1,Ω2 +H(0)
)
≤ 2a

(
‖u(t)‖p1

p1,Ω2 +H(t)
)
,

de même, avec z = ‖∇u‖2
2 , b = 1 + 1

H(0) , d = H(0) et τ = sα(m2−1)p1
2(p1−m1) , alors la condition (3.20)

implique que 0 < τ ≤ 1, et donc
(
‖∇u‖2

2

) sα(m2−1)p1
2(p1−m1) ≤ b

((
‖∇u‖2

2 +H(0)
))
≤ b

((
‖∇u‖2

2 +H(t)
))
,

aussi, avec z = ‖∇u‖2
2 , h = 1 + 1

H(0) , d = H(0) et τ = sα(m2−1)p1
2(p1−m2) ,

(
‖∇u‖2

2

) sα(m2−1)p1
2(p1−m2) ≤ h

((
‖∇u‖2

2 +H(t)
))
,

par conséquent, (3.35) conduit à

Hα(m2−1)(t)
∫

Ω
|u(t)|m(x)dx ≤ C

(
‖u(t)‖p1

p1,Ω2 +H(t) + ‖∇u‖2
2

)
, ∀t ∈ [0, T ]. (2.53)

où C pour indiquer une constante positive générique dépendant de (Ω, e, h, p1,2,m1,2) seulement.
Combiner (3.34) et (3.36) donne

L′(t) ≥
[
(1− α)− ε

(
m2−1
m2

)
k
]
H−α(t)H ′(t)

+ε
(
β − k1−m1

m1
C
) [
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 + ‖u(t)‖p1

p1,Ω2

]
.

(2.54)

À ce point nous choisissons γ = β − k1−m1
m1

C > 0, (c’est le cas quand k >
(
βm1
C

) 1
1−m1 ).

Une fois que k est fixé, nous choisissons ε > 0 suffisamment petit pour que

(1− α)− ε
(
m2 − 1
m2

)
k ≥ 0 et L(0) = H1−α(0) + ε

∫
Ω
u0(x)u1(x)dx > 0.

Ainsi (3.37) prend la forme

L′(t) ≥ γ
(
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 + ‖u(t)‖p1

p1,Ω2

)
. (2.55)

Par conséquent, nous avons

L(t) ≥ L(0) > 0, pour tout t ≥ 0
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D’autre part de (2.43),

L
1

1−α (t) ≤ 21/(1−α)
(
H(t) +

∣∣∣∣∫
Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣ 1
1−α

)
, (2.56)

En appliquant l’inégalité de Hölder, on voit que∣∣∣∣∫
Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣ ≤ C‖u‖p1 ‖ut‖2 ≤ 2C‖u‖p1,Ω2 ‖ut‖2 .

Encore l’inégalité algébrique (3.42), avec z = ‖u‖p1
p1,Ω2 , h = 1 + 1

H(0) , d = H(0) et 0 < τ =
2

(1−2α)p1
≤ 1 (voir (3.20)), donne

(
‖u‖p1

p1,Ω2

) 2
(1−2α)p1 ≤ C

(
‖u‖p1

p1,Ω2 +H(t)
)
,

Ainsi, l’inégalité de Young donne

|
∫
Ω uut(x, t)dx|

1/(1−α) ≤ C

[
‖u‖

2(1−α)
1−2α
p1,Ω2 + ‖ut‖2(1−α)

2

]1/(1−α)

≤ C
[(
‖u‖p1

p1,Ω2

) 2
(1−2α)p1 + ‖ut‖2

2

]
≤ C

[
‖u‖p1

p1,Ω2 +H(t) + ‖ut‖2
2

]
, pour tous t ≥ 0,

en le joignant avec (3.38) et (3.39), donne

L′(t) ≥ δL
1

1−α (t), pour tous t ≥ 0, (2.57)

où δ est une constante positive dépendant de (ε,γ,C). Avec une simple intégration de (3.40)
sur (0, t) on en déduit que

L
α

1−α (t) ≥ 1
L

α
1−α (0)− α

1−αδt
. (2.58)

Par conséquent, L(t) explose en un temps fini T̂ avec

T̂ ≤ 1− α
δαL

α
1−α (0)

.
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CHAPITRE 3

ÉQUATIONS D́ONDES NON-LINÉAIRES AVEC
AMORTISEMENT : EXISTENCE ET EXPLOSION EN TEMPS

FINI

3.1 Introduction

Soit Ω un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière ∂Ω = Γ. Nous considérons
le problème aux limites initiale suivant :

utt + ∆2u+ aut |ut|k(.)−2 = bu|u|p(.)−2,dans Ω× (0, T )
u(x, t) = 0,sur ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),dans Ω
(3.1)

où a, b ≥ 0 sont des constantes et les exposants k(·) et p(·) sont des fonctions mesurables
données sur Ω satisfaisant

2 ≤ q1 ≤ q(x) ≤ q2 ≤
2n
n− 2 , n ≥ 3 (3.2)

avec
q1 := ess inf

x∈Ω
q(x), q2 := ess sup

x∈Ω
q(x)

et la condition de continuité log–Hölder :

|q(x)− q(y)| ≤ − M

log |x− y| , pour p.p. x, y ∈ Ω, avec |x− y| < δ, (3.3)

M > 0, 0 < δ < 1

Dans le cas où k, p sont des constantes, l’existence locale, globale et le comportement as-
symptotique ont été considérés par de nombreux auteurs. Par exemple, en l’absence du terme
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d’amortissement aut |ut|k−2, le terme source bu|u|p−2 provoque une explosion en temps fini
des solutions avec une initiale négative énergie (voir [75, 76]). Pour b = 0, il est bien connu
que le terme d’amortissement aut |ut|k−2 assure l’existence globale de données initiales ar-
bitraires (voir [77, 78]). L’interaction entre l’amortissement et les termes sources d’abord a
été considérée par Levine (voir [76, 79]). Il a discuté du cas où m = 2 et a établi l’explo-
sion en temps fini pour les solutions d’énergie initiale négative. Georgiev et Todorova [81]
ont généralisé le résultat de Levine à la situation où m > 2 en introduisant une technique
différente. Levine et al. [82] ont étendu les travaux précédents à des domaines non bornée. Ils
ont prouvé que toute solution avec une énergie initiale négative explose en un temps fini. si
p > m. Messaoudi [80] a prouvé que toute solution à énergie initiale négative explose en un
temps fini si p > m. Ces dernières années, une grande attention a été accordée à l’étude des
modèles mathématiques non linéaires d’équations hyperboliques, paraboliques et elliptiques
avec des exposants variables de non-linéarité. Par exemple, la modélisation de phénomènes
physiques tels que les écoulements de fluides électro-rhéologiques ou de fluides à viscosité
dépendante de la température, viscoélasticité non linéaire. procédés de filtration à travers un
support poreux et traitement d’image. Plus de détails sur ces problèmes peuvent être trouvés
dans [66, ?, ?, 57, 58, 59, 60, 63, 65, 64, 61, 62]. En réalité. il n’existe que peu de travaux
concernant les équations à exposants variables de non-linéarité. Mentionnons certains de ces
problèmes. Par exemple, Antontsev [84] a étudié le problème suivant

utt = div
(
a(x)|∇u|p(x)−2∇u

)
+ α∆ut + b(x)|u|σ(x)−2u+ f(x, t), dans Ω× (0, T )

u(x, t) = 0, sur Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω

et prouvé l’existence et l’explosion de solutions faibles à énergie initiale négative dans des
conditions appropriées sur les fonctions a, b, f, p, σ. Guo et Gao [64] se penchent sur le même
problème d’Antontsev [63] et ont prouvé plusieurs résultats explosifs pour certaines solutions
associées à une énergie initiale négative. Précisément, ils ont choisi σ(x) = r > 2, une
constante, et ont établi un résultat d’explosion en temps fini. Pour le cas σ(x) = r(x), ils
ont obtenu le même résultat d’explosion, mais aucune preuve n’a été présentée. Ce travail
est considéré comme un ajout à celui d’Antontsev [63]. Dans les travaux de Sun et al, [65],
ils ont étudié l’équation suivante :

utt + c(x)ut |ut|q(x)−1 = div(a(x)∇u) + b(x)u|u|p(x)−1

dans un domaine borné Ω, avec des conditions aux limites de Dirichlet, et a établi un résultat
d’explosion pour des solutions à énergie initiale positive. Ils ont également fourni des limites
inférieures et supérieures pour le temps d’explosion et ont fourni une illustration numérique
de leur résultat. Rahmoune in [74], considère un problème aux limites parabolique généralisé
semi-linéaire suivant governée par des équations aux dérivées partielles qui décrivent l’évolu-
tion des matériaux viscoélastiques avec de type des exposant variable non-linéarités sous la
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condition de type Dirichlet suivant :
ut −∆u+

∫ t

0
g (t− s) ∆u = |u|p(x)−2 u, x ∈ Ω, t > 0

u = 0 sur Γ, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

Ensuite, le résultat de l’explosion pour une certaine solution avec une énergie initiale positive
est établi. L’estimation de la limite supérieure du temps de blow-up pour les solutions de
blow-up sera obtenue. Rahmoune in [73], a étudié le problème suivant

ut − div
(
|∇u|m(x)−2∇u

)
= |u|p(x)−2 u+ f, x ∈ Ω, t > 0

u = 0 sur Γ, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

dans un domaine borné Ω dans Rn avec une frontière lisse ∂Ω = Γ, dans des conditions
appropriées sur m et p et pour f = 0, ils ont montré que toute solution avec une donnée
initiale non triviale explose en un temps fini, il donne un nouveaux résultats sur le temps
d’explosion T , il sera estimé superieurement par T̂ l’orsque la donnée énergétique est positive.
Yunzhu Gao et Wenjie Cao [86] ont étudié une équation viscoélastique non linéaire à exposants
variables. Ils ont prouvé l’existence de solutions faibles en utilisant la méthode Faedo-Calerkin
sous des hypothèses appropriées. Smah el al. [87] a étudié le problème suivant

utt − div
(
|∇u|m(x)−2∇u

)
+ µut = |u|p(x)−2u,dans Ω× (0, T )

u(x, t) = 0,sur ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),dans Ω

où Ω est un domaine borné dans Rn avec une frontière lisse ∂Ω. Pour une énergie initiale po-
sitive arbitraire, ils ont établi un résultat d’explosion en temps fini. Nous renvoyons le lecteur
à Antontsev [83, 84] et Calaktionov [85] pour plus de problèmes impliquant les non-linéarités
à exposants variables. Notre but dans ce travail est de prouver un théorème d’existence lo-
cale et de trouver des conditions suffisantes sur m, p et les données initiales pour lesquelles
l’explosion a lieu.

Lemme 3.1. ([67])Si p : Ω→ [1,∞) est une fonction mesurable et

2 ≤ p1 ≤ p(x) ≤ p2 <
2n
n− 2 , n ≥ 3 (3.4)

Alors l’injection H1
0 (Ω) ↪→ LP (.)(Ω) est continue et compacte.

Lemme 3.2. ([67])Si p : Ω → [1,∞) est une fonction mesurable avec p2 < ∞, alors C∞0 (Ω
est dense dans Lp(·)(Ω).
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Lemme 3.3 (Holder’s Inequality). ([67])Soit p, q, s ≥ 1 des fonctions mesurables définies
sur Ω telles que

1
s(y) = 1

p(y) + 1
q(y) , pour y ∈ Ω

Si f ∈ Lp(.)(Ω) et g ∈ Lq(.)(Ω) alors fg ∈ Ls(.)(Ω) et

‖fg‖s(.) ≤ ‖f‖p(.)‖g‖q(.).

Lemme 3.4 (Unit Ball Property). ([67]))Soit p une fonction mesurable sur Ω. Alors ‖f‖p(·) ≤
1 si et seulement si %p(.)(f) ≤ 1.

Lemme 3.5. ([67])Si p est une fonction mesurable sur Ω satisfaisant (2.1), alors pour p.p. x ∈
Ω, nous avons

min
(
‖u‖p1

p(·) , ‖u‖
p2
p(·)

)
≤ %p(·) (u) ≤ max

(
‖u‖p1

p(·) , ‖u‖
p2
p(·)

)
.

pour toute u ∈ LP (.)(Ω).

3.2 Existence de solutions faibles

Dans cette section, nous prouvons l’existence de solutions faibles de notre problème . Tout
d’abord, nous considérons le problème aux limite initiale suivant :

utt + ∆2u+ aut |ut|k(·)−2 = f(x, t),dans Ω× (0, T )
u(x, t) = 0,sur ∂Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),dans Ω
(P)

où a > 0 est une constante, f ∈ L2(Ω× (0, T )), (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω)×L2(Ω),l’exposant

m(.) est une fonction mesurable donnée satisfaisant (3.1) et (3.2), et Ω est un domaine borné
en Rn à frontière lisse (régulière) ∂Ω.

Théorème 3.1. Dans les conditions ci-dessus, le problème (P) a une solution locale unique

u ∈ L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
, ut ∈ L∞

(
(0, T ), L2(Ω)

)
∩ Lm(·)(Ω× (0, T )),

utt ∈ L2
(
(0, T ), H−1(Ω)

)
.

Démonstration. Unicité : Supposons que (P) a deux solutions u et v. Alors, w = u − v

satisfait 
wtt + ∆2w + aut |ut|m(.)−2 − avt |vt|m(.)−2 = 0,dans Ω× (0, T )

w(x, t) = 0,sur ∂Ω× (0, T )
w(x, 0) = wt(x, 0) = 0,dans Ω
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Multiplier par ut et intégrer sur Ω, pour obtenir

1
2
d

dt

[∫
Ω
w2
t +

∫
Ω
|∆w|2

]
+ a

∫
Ω

(
ut |ut|m(x)−2 − vt |vt|m(x)−2

)
(ut − vt) dx = 0

Intégrez sur (0, t), pour obtenir∫
Ω

(
w2
t + |∆w|2

)
+ 2a

∫ t

0

∫
Ω

(
ut |ut|m(x)−2 − vt |vt|m(x)−2

)
(ut − vt) dxds = 0

En utilisant l’inégalité (
|a|m(x)−2a− | bm(x)−2b

)
.(a − b) ≥ 0

pour tous a, b ∈ Rn et p.p. x ∈ Ω, on a∫
Ω

(
w2
t + |∆w|2

)
= 0

ce qui implique que w = c = 0, puisque w = 0 sur ∂Ω. Par conséquent, l’unicité.
Existence. Soit

{
(vj)∞j=1

}
une base orthonormée pour H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), avec

−∆vj = λjvj dans Ω, vj = 0, sur ∂Ω

et définir le sous-espace Vk = span {v1, . . . , vk}, de dimension finie
Par normalisation, nous avons ‖vj‖2 = 1. Nous recherchons des fonctions

uk(x, t) =
k∑
j=1

aj(t)vj

qui satisfont les problèmes approximatifs suivants∫
Ω
uktt(x, t)vj(x)dx+

∫
Ω

∆uk(x, t)∆vj(x)dx

+a
∫

Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣m(x)−2
ukt (x, t)vj(x)dx =

∫
Ω
f(x, t)vj(x)dx

uk(x, 0) = uk0, u
k
t (x, 0) = uk1 ∀j = 1.2 . . . . . . k

(3.5)

où uk0 = ∑k
i=1 (u0, vi) vi, uk1 = ∑k

i=1 (u1, vi) vi sont deux suites dans H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) et L2(Ω),

respectivement, de telle sorte que uk0 → u0 in H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) et uk1 → u1 dans L2(Ω).

Ceci génère le système de k équations différentielles ordinaires a′′j (t) + λjaj(t) = gj(t) +Gj (a′1(t), . . . , a′k(t))
aj(0) = (u0, vj) , α′j(0) = (u1, vj) , ∀j = 1, 2, . . . . . . k

(3.6)

où
gj(t) =

∫
Ω
f(x, t)vj(x)dx

et

Gj (a′1(t), . . . , a′k(t)) = −a
∫

Ω

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

α′i(t)vi(x)
∣∣∣∣∣
m(x)−2 k∑

i=1
a′i(t)vi(x)vj(x)dx
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Ce système peut être résolu par la théorie standard de ODE. Par conséquent, nous obtenons
des fonctions

aj : [0, tk)→ R, 0 < tk < T

Ensuite, nous devons montrer que tk = T, ∀x ≥ 1. Nous multiplions (3.5) par a′j(t) et somme
sur j pour obtenir

1
2
d

dt

[∫
Ω

(∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+
∣∣∣∆uk(x, t)∣∣∣2) dx]+ a

∫
a

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣m(x)
dx =

∫
Ω
f(x, t)ukt (x, t)dx

L’intégration sur (0, t) donne

1
2

∫
Ω

(∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+
∣∣∣∆uk(x, t)∣∣∣2) dx+ a

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, s)∣∣∣m(x)
dxds

= 1
2

∫
Ω

(∣∣∣uk1∣∣∣2 +
∣∣∣∆uk0∣∣∣2) dx+

∫ t

0

∫
Ω
f(x, s)ukt (x, s)dxds

≤ 1
2

∫
Ω

(
u2

1 + |∆u0|2
)
dx+ ε

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣ukt ∣∣∣2 dxds+ cε

∫ T

0

∫
Ω
f 2dxds

≤ Cε + ε sup
(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx, ∀t ∈ [0, tk)

(3.7)

Alors, on a

1
2 sup

(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+ 1
2 sup

(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣∆uk(x, t)∣∣∣2 dx+ a
∫ tx

0

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, s)m(x)
∣∣∣ dxds

≤ Cε + ε sup
(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx
En choisissant ε = 1

4 , on arrive à

sup
(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, t)∣∣∣2 dx+ sup
(0,tk)

∫
Ω

∣∣∣∆uk(x, t)∣∣∣2 dx+ a
∫ tk

0

∫
Ω

∣∣∣ukt (x, s)∣∣∣m(x)
dxds ≤ C

Ainsi, la solution peut être étendue à [0, T ) et, de plus, on a
{(
uk
)}

est une suite bornée dans
L∞ ((0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),
(
ukt
)
est une suite bornée dans L∞ ((0, T ), L2(Ω)) ∩ Lm(.)(Ω ×

(0, T )). On peut donc extraire une sous suite
{

(u`t)
}
telle que

u` → u faible ∗ dans L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)

u`t → ut faible ∗ dans L∞
(
(0, T ), L2(Ω)

)
et faiblement dans Lm(·)(Ω× (0, T )).

Nous pouvons conclure par le Lemme du Lions [88] que u ∈ C ([0, T ], L2(Ω)) de sorte que
u(x, 0) a une signification, puisque

(
u`t
)
est borné dans Lm(·)(Ω × (0, T )) alors

∣∣∣u`t∣∣∣m(x)−2
u`t

est borné dans L
m(·)
m(·)−1 (Ω× (0, T )), par conséquent,∣∣∣u`t∣∣∣m(·)−2

u`t → ψ faiblement dans L
m(·)
m(·)−1 (Ω× (0, T ))

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini

43



Gaoui Nour Elhouda 3.2 Existence de solutions faibles

Nous devons montrer que ψ = |ut|m(·)−2 ut, in (3.5), nous utilisons u` au lieu de uk et intégrer
sur (0, t) pour obtenir∫

Ω
u`tvj −

∫
Ω
u`1vj +

∫ t

0

∫
Ω

∆u`.∆vj + a
∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣u`t∣∣∣m(x)−2
u`tvj =

∫ t

0

∫
Ω
fvj,∀j < `

Quand ` passe à +∞, on vérifie facilement que∫
Ω
uttj −

∫
Ω
u1tj +

∫ t

0

∫
Ω

∆u.∆vj + a
∫ t

0

∫
Ω
ψvj =

∫ t

0

∫
Ω
fvj, ∀j ≥ 1

par conséquent.∫
Ω
utv −

∫
Ω
u1v +

∫ t

0

∫
Ω

∆u.∆v + a
∫ t

0

∫
Ω
ψv =

∫ t

0

∫
Ω
fv, ∀v ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)

Tous les termes définissent des fonctions continues absolues, nous obtenons donc, pour p.p
t ∈ [0, T ]

d

dt

∫
Ω
utv +

∫
Ω

(∆u.∆v + aψv) =
∫

Ω
fv, ∀v ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) (3.8)

Ceci implique que
utt + ∆2u+ ψ = f, dans D′(Ω× (0, T )) (3.9)

Pour simplifier, soit A(v) = |v|m(x)−2v et définissons

X` =
∫ T

0

∫
Ω

(
A
(
u`t
)
− A(v)

) (
u`t − v

)
dt ≥ 0, ∀v ∈ Lm(·)

(
(0, T );H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)

Donc, en utilisant (2.30) et en remplaçant uk par u`, on obtient

X` =
∫ T

0

∫
Ω
fu`t + 1

2

∫
Ω

(∣∣∣u`1∣∣∣2 +
∣∣∣∆u`0∣∣∣2)− 1

2

∫
Ω

∣∣∣u`t(x, T )
∣∣∣2

−1
2

∫
Ω

∣∣∣∆u`(x, T )
∣∣∣2 − ∫ T

0

∫
Ω
A
(
utt
)
v −

∫ T

0

∫
Ω
A(v)

(
u`t − v

)
En prenant `→∞, on obtient

0 ≤ lim sup
t

X` ≤
∫ T

0

∫
g
fut + 1

2

∫
Ω

(
u2

1 + |∆u0|2
)
− 1

2

∫
Ω
|ut(x, T )|2

−1
2

∫
Ω
|∆u(x, T )|2 −

∫ t

0

∫
Ω
ψv −

∫ T

0

∫
Ω
A(v) (ut − v) (3.10)

En remplaçant v par ut par dans (3.8) et en intégrant sur (0, T ), on arrive à∫ T

0

∫
Ω
fut = 1

2

∫
Ω
|ut(x, T )|2 − 1

2

∫
Ω
u2

1 + 1
2

∫
Ω
|∆u(x, T )|2

−1
2

∫
Ω
|∇u0|2 +

∫ T

0

∫
Ω
ψut

(3.11)
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Ajout (3.10) and (3.11), implique

0 ≤ lim sup
`

X` ≤
∫ T

0

∫
Ω
ψut −

∫ T

0

∫
Ω
ψv −

∫ T

0

∫
Ω
A(v) (ut − v)

C’est, ∫ T

0

∫
Ω

(ψ − A(v)) (ut − v) dt ≥ 0, ∀v ∈ Lm(·)
(
(0, T );H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)

Par conséquent ∫ T

0

∫
Ω

(ψ − A(v)) (ut − v) dt ≥ 0, ∀v ∈ Lm(.)(Ω× (0, T ))

par densité de H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) in Lm(·)(Ω) (Lemme 3.2).

Soit v = λw + ut, w ∈ Lm(·)(Ω× (0, T )). Alors, on obtient

−λ
∫ T

0

∫
Ω

(ψ − A (λw + ut))w ≥ 0, ∀λ 6= 0, ∀w ∈ Lm(·)(Ω× (0, T ))

Pour λ > 0, on a ∫ T

0

∫
Ω

(ψ − A (λw + ut))w ≤ 0, ∀w ∈ Lm(·)(Ω× (0, T ))

Comme λ→ 0 et en utilisant la continuité de A par rapport à λ, on obtient∫ T

0

∫
Ω

(ψ − A (ut))w ≤ 0, ∀w ∈ Lm(·)(Ω× (0, T ))

De même manière pour λ < 0, on obtient∫ T

0

∫
Ω

(ψ − A (ut))w ≥ 0, ∀w ∈ Lm(·)(Ω× (0, T ))

Ceci implique que ψ = A (ut). Ainsi (3.8) devient∫
Ω

(
uttv + ∆u.∆v + a |ut|m(x)−2 utv

)
dx =

∫
Ω
fv,∀v ∈ Lm(·)

(
(0, T )×H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)

qui donne
utt + ∆2u+ a |ut|m(x)−2 ut = f, dans D′(Ω× (0, T ))

Pour gérer les conditions initiales, nous notons que

u` − u faible ∗ dans L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)

u`t − ut faible ∗ dans L∞
(
(0, T ), L2(Ω)

)
.

(3.12)

Ainsi, en utilisant le lemme des Lions [88], nous obtenons

u` → u dans C([0, T ] , L2(Ω) (3.13)
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Par conséquent, u`(x, 0) a un sens et u`(x, 0)→ u(x, 0) dans L2(Ω).
Nous avons aussi

u`(x, 0) = u`0(x)→ u0(x) dans H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

Ainsi
u(x, 0) = u0(x) (3.14)

Soit φ ∈ C∞0 (0, T ), en remplaçant
(
uk
)
par

(
u`
)
, on obtient de (3.5) et pour tout j ≤ ` que

−
∫ T

0

∫
Ω
u`t(x, t)vj(x)φ′(t)dxdt

= −
∫ T

0

∫
Ω

∆u`(x, t)∆vj(x)φ(t)dxdt

−a
∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣utt(x, t)∣∣∣m(x)−2
u`t(x, t)vj(x)φ(t)dxdt

+
∫ T

0

∫
Ω
f(x, t)y(x)φ(t)dxdt

(3.15)

quand `→ +∞, on obtain que

−
∫ T

0

∫
Ω
ut(x, t)vj(x)φ′(t)dxdt

= −
∫ T

0

∫
Ω

∆u(x, t)∆vj(x)φ(t)dxdt

−a
∫ T

0

∫
Ω
|ut(x, t)|m(x)−2 ut(x, t)vj(x)φ(t)dxdt

+
∫ T

0

∫
Ω
f(x, t)vjφ(t)dxdt

(3.16)

pour tout j ≥ 1. Cela implique

−
∫ T

0

∫
Ω
ut(x, t)v(x)φ′(t)dxdt

=
∫ T

0

∫
Ω

[
∆2u− a |ut(x, t)|m(x)−2 ut(x, t) + f(x, t)

]
v(x)φ(t)dxdt

(3.17)

pour tout v ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω). Cela signifie utt ∈ L2 ([0, T ), H−1(Ω)) et u résouder l’équation

utt + ∆2u+ a |ut|m(·)−2 ut = f (3.18)

Donc, ut ∈ L∞ ([0, T ), L2(Ω)) , utt ∈ L
m(·)
m(·)−1 ([0, T ), H−1(Ω)) . par conséquent.

ut ∈ C
(
[0, T ), H−1(Ω)

)
(3.19)

Alors, u`t(x, 0) a un ense (voir [26]. Il s’ensuit que

u`t(x, 0)→ ut(x, 0) in H−1(Ω)
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Mais
u`t(x, 0) = u`1(x)→ u1(x) dans L2(Ω) (3.20)

Donc
ut(x, 0) = u1(x)

Cela mettre fin à la preuve du théorème 3.1.

Lemme 3.6. Pour x ∈ Ω et p(.) satisfaisante

2 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < +∞

la fonction g(s) = b|s|p(x)−2 est différenciable et |g′(s)| = |b‖p(x)− 1‖s||p(x)|−2.

Théorème 3.2. Supposons que m(.) Satisfait(3.1), (3.2) et p(.) satisfait (3.2) et

2 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < 2n− 1
n− 2 , n ≥ 3 (3.21)

Supposons en outre que

(u0, u1) ∈ (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))× L2(Ω) (3.22)

Alors le problème (P) a une solution locale unique

u ∈ L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
, ut ∈ L∞

(
(0, T ), L2(Ω)

)
∩ Lm(.)(Ω× (0, T )),

utt ∈ L2
(
(0, T ), H−1(Ω)

) (3.23)

Démonstration. Soit v ∈ L∞ ((0, T ), H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)). Alors

‖g(v)‖2
2 = |b|2

∫
Ω
|v|2p(x)−1)dx ≤ |b|2

[∫
Ω
|v|2(p2−1)dx+

∫
Ω
|v|2(p1−1)dx

]
< +∞

puisque
2 (p1 − 1) ≤ 2 (p2 − 1) ≤ 2n

n− 2
Donc, dans ce cas,

g(v) ∈ L∞
(
(0, T ), L2(Ω)

)
⊂ L2(Ω× (0, T ))

Par conséquent, pour chaque v ∈ L∞ ((0, T ), H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)), il existe un unique

u ∈ L∞
(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
, ut ∈ L∞

(
(0, T ), L2(Ω)

)
∩ Lm(·)(Ω× (0, T ))

satisfaire le problème non linéaire
utt + ∆2u+ aut |ut(x, t)|m(x)−2 = g(v), dans Ω× (0, T )

u(x, t) = 0, sur ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω

(L)
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Nous définissons une application G : XT → XT par G(v) = u, où

XT =
{
w ∈ L∞

(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
/wt ∈ L∞

(
(0, T ), L2(Ω)

)}
XT est un espace de Banach par rapport à la norme

‖w‖XT = ‖w‖L∞((0,T ),H1
0 (Ω)∩H2(Ω)) + ‖wt‖L∞((0.T ),L2(Ω))

Multipliez l’équation de (L) par ut et intégrez sur Ω× (0, t), pour obtenir

1
2

∫
Ω
u2
tdx+ 1

2

∫
Ω
|∆u|2dx+ a

∫ t

0

∫
Ω
|ut|m(x) dx = 1

2

∫
Ω
u2

1 + 1
2

∫
Ω
|∆u0|2

+b
∫ t

0

∫
Ω
|v|(x)−2vutdx

(3.24)

En utilisant l’inégalité de Young, nous avons∣∣∣∣∫
Ω
vp(x)−2vutdx

∣∣∣∣ ≤ ε

4

∫
Ω
u2
tdx+ 4

ε

∫
Ω
|v|2p(x)−2dx

≤ ε

4

∫
Ω
u2
tdx+ 4

ε

[∫
Ω
|v|2p2−2dx+

∫
Ω
|v|2p1−2dx

]
≤ ε

4

∫
Ω
u2
tdx+ ce

ε

[
‖∇v‖2p1−2

2 + ‖∇v‖2p2−2
2

]
Donc (3.24) devient

1
2

∫
Ω
u2
tdx+ 1

2

∫
Ω
|∆u|2dx ≤ λ0 + |b|εT4 sup

(0,t)

∫
Ω
u2
tdt

+ |b|ce
ε

[∫ T

0
‖∇v‖2p2−2

2 dt+
∫ T

0
‖∇v‖2p1−2

2 dt

]

d’où nous avons
1
2 sup

(0,T )

∫
Ω
u2
t + 1

2 sup
(0,T )

∫
Ω
|∆u|2 ≤ 2λ0

+ |b|εT2 sup
(0,T )

∫
Ω
u2
t + Tcε

[
| |v| |2p2−2

XT
+ ‖v‖2p1−2

XT

]

où λ0 = 1
2 ‖u1‖2

2 + 1
2 ‖∆u0‖2

2 et ce est la constante d’injection.
En choisissant ε tel que |b|ε2 = 1

4 , on obtient

| |u| |2XT ≤ λ+ Tβ
[
| |v| |2p2−2

XT
+ ‖v‖2p1−2

XT

]
Supposons que ‖v‖XT ≤M, pour certains M large. Alors

|u| |2XT ≤ λ+ TβM2p2−2 ≤M2
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si M2 > λ et T ≤ T0 <
M2−λ
βM2p2−2 . Nous concluons que G : B → B, où

B =
{
w ∈ L∞

(
(0, T ), H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
, wt ∈ L∞

(
(0, T ), L2(Ω)

)
tel que ‖w‖XT0

≤M
}

Ensuite, nous montrons cela, pour T0 (encore plus petit). G est une contraction.
Pour cela, soit u1 = G (v1) et u2 = G (v2) et posons u = u1 − u2 alors u satisfait

utt + ∆2u+ a
[
u1t |u1t|m(·)−2 − u2t |u2t|m(·)−2

]
= b

[
|v1|p(x)−2 v1 − |v2|p(x)−2 v2

]
,dans Ω× (0, T )

u(x, t) = 0,sur ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),dans Ω

(3.25)

La multiplication par ut et l’intégration sur Ω× (0, t) donne
1
2

∫
Ω
u2
tdx+ 1

2

∫
Ω
|∆u|2dx+ a

∫ t

0

∫
Ω

[
|u1t|m(x)−2 u1t − |u2t|m(x)−2 u2t

]
(u1t − u2t) dxds

= b
∫ t

0

∫
Ω

(g (v1)− g (v2))utdxds

d’où nous avons
1
2

∫
Ω
u2
tdx+ 1

2

∫
Ω
|∆u|2dx ≤ b

∫ t

0

∫
Ω

(g (v1)− g (v2))utdxds (3.26)

Maintenant, nous évaluons

I =
∫

Ω
|g (v1)− g (v2)| |ut| =

∫
Ω
|g′(ξ)‖v‖ut|

où
v = v1 − v2 et ξ = αv1 + (1− α)v2, 0 ≤ α ≤ 1

L’inégalité de Young implique

I ≤ δ

2

∫
Ω
u2
t + 2

δ

∫
Ω
|g′(ξ)|2 |v|2

≤ δ

2

∫
Ω
u2
t + 2a2 (p2 − 1)2

δ

∫
Ω
|αv1 + (1− α)v2|2(p(x)−2) |v|2

≤ δ

2

∫
Ω
u2
t + cδ

(∫
Ω
|v|

2n
n−2

)n−2
n

[(∫
Ω
|αv1 + (1− α)v2|n(p2−2)

) 2
n

+
(∫

Ω
|αv1 + (1− α)v2|n(p1−2)

) 2
n

]

En rappelant (3.21), on arrive à

I ≤ δ

2

∫
Ω
u2
tde

+cδce‖∆v‖2
2

[
‖∆v1‖2(p2−2)

2 + ‖∆v1‖2(p1−2)
2 + ‖∆v2‖2(p2−2)

2 + ‖∆v2‖2(p1−2)
2

]
≤ δ

2

∫
Ω
u2
t + 4cδceM2(p2−2)‖∆v‖2

2
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Gaoui Nour Elhouda 3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Par conséquent, (3.26) prend la forme

1
2 | |u| |

2
XT
≤ δ

2T0b| |u| |2XT + CδM
2(p2−2)T0b| |v| |2XT

En choisissant δ assez petit, on arrive à

‖u‖2
XT
≤ 4CδM2(p2−2)T0b‖v‖2

XT
= γT0‖v‖2

XT

En prenant T0 assez petit, nous obtenons‖u‖2
XT
≤ d‖v‖2

XT
, for 0 < d < 1

Donc G est une contraction. Le théorème point fixe de Banach implique l’existence d’un
uniqueu ∈ B satisfaisant G(u) = u. Ainsi, u est une solution locale de (P).

Unicité. Supposons que nous ayons deux solutions u et v. Alors w = u− v satisfait

wtt + ∆2w + a
[
ut |ut|m(·)−2 − vt |vt|m(·)−2

]
= b

[
|u|p(x)−2 u− |v|p(x)−2 v

]
,

Multiplier par wt et intégrer sur Ω× (0, t) pour obtenir
1
2

∫
Ω
w2
t dx+ 1

2

∫
Ω
|∆w|2dx+ a

∫ t

0

∫
Ω

(
ut |ut|m(x)−2 − vt |vt|m(x)−2

)
(ut − vz) dx

= b
∫ t

0

∫
Ω

(
u|u|(x)−2 − v|v|p(x)−2

)
utdxds

Cela implique
1
2

∫
Ω
w2
t dx+ 1

2

∫
Ω
|∆w|2dx ≤ b

∫ t

0

∫
Ω

(
u|u|p(x)−2 − v|v|p(x)−2

)
wtdx

En répétant les mêmes estimations que ci-dessus, nous arrivons à∫
Ω

(
w2
t + |∆w|2

)
dx ≤ c

∫ t

0

∫
Ω

(
w2
t (x, s) + |∆w(x, s)|2

)
dxds

L’inégalité de Gronwall donne ∫
Ω

(
w2
t + |∆w|2

)
dx = 0

Donc, w ≡ 0. Cela montre l’unicité. La preuve du théorème 3.2 est terminée.

3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Dans cette section, nous montrons que la solution (3.23) explose en temps fini si

2 ≤ m1 ≤ m(x) ≤ m2 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 ≤
2n
n− 2 (3.27)

détient et E(0) < 0, où

E(t) = 1
2

∫
Ω

(
u2
t + |∇u|2

)
dx− b

∫
Ω

|u||p(x)

p(x) dx (3.28)

Nous écrivons aussi %(u) au lieu de %p(.)(u) pour simplifier.
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Gaoui Nour Elhouda 3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Lemme 3.7. Supposons que les conditions du Lemme 3.1 soient satisfaites. Alors il existe
un C > 1 positif, dépendant uniquement de Ω tel que

%
S
p1 (u) ≤ C

(
‖∇u‖2

2 + %(u)
)

(3.29)

pour toute u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) et 2 ≤ S ≤ p1.

Démonstration. Preuve. Si %(u) > 1, alors e
s
p1 (u) ≤ %(u) ≤ C [∇u‖2

2 + %(u)) , où C > 1.
Si %(u) ≤ 1 alors, d’après le lemme 3.4, ‖u‖p(.) ≤ 1. Alors, les lemmes 3.1 et 3.5 impliquent

%
s
p1 (u) ≤ %

2
p1 (u) ≤ max

(
‖u‖p1

p(.) , ‖u‖
p2
p(.)

) 2
p1 = ‖u‖2

p(.) ≤ C‖∇u‖2
2

Par conséquent (3.29) suit.

Comme cas particulier, nous avons

Corollaire 3.3. Soit les hypothèses du Lemme 3.7 tenir. Ensuite nous avoir

‖u‖Sp1 ≤ C
(
‖∇u‖2

2 + ‖u‖p1
p(.)

)
(3.30)

pour toute u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) et 2 ≤ s ≤ p1.

Nous fixons
H(t) = −E(t)

et l’utilisation, tout au long de ce document C pour désigner une constante positive générique
en fonction de Ω uniquement. Comme un conséquence de (3.28) et (3.29) on a

Corollaire 3.4. Soit les hypothèses du Lemme 3.7 tenir. Ensuite nous avons

%
S
p1 (u) ≤ C(H(t) + ‖ul‖2

2 + %(u)), (3.31)

pour toute u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) et 2 ≤ s ≤ p1.

Comme cas particulier, nous avons

Corollaire 3.5. Soit les hypothèses du Lemme 3.7 alors nous avons

‖u‖sp1 ≤ C
(
|H(t)|+ ‖ut‖2

2 + ‖u‖p1
p1

)
pour toute u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) et 2 ≤ s ≤ p1.

Lemme 3.8. Soit les hypothèses du lemme 3.7 et soit u la solution de (P). Puis.

%(u) ≥ C‖u‖p1
p1. (3.32)
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Gaoui Nour Elhouda 3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Démonstration.
%(u) =

∫
Ω
|u|p(x)dx =

∫
Ωt
|u||x(x)dx+

∫
Ω−
|u||βxdx

où
Ω+ = {x ∈ Ω/|u(x, t)| ≥ 1} and Ω− = {x ∈ Ω/|u(x, t)| < 1}

donc on obtient

%(u) ≥
∫

Ω+
|u|p1 +

∫
Ω−
|u|n ≥

∫
Ω+
|u|p1 + c1

(∫
Ω−
|u|p1

) p2
p1

Cela implique que c2(%(u))
p1
p2 ≥

∫
Ω− |u|p1 and %(u) ≥

∫
Ω+ |u|p1 et donc

c2(%(u))
p1
p2 + %(u) ≥ ‖u‖p1

P1 (3.33)

puisque
0 < H(0) ≤ H(t) ≤ b

p1
%(u)

alors (3.33) conduit à

%(u)
[
1 + c2

(
p1

b
H(0)

) p1
2 −1

]
≥ ‖u‖p1

p1

Ainsi, (3.32) suit.

Lemme 3.9. Supposons que (3.27) soit vérifiée et soit u la solution de (P) Alors.∫
Ω
|u|m(x)dx ≤ c

(
(%(u))

m1
p1 + (%(u))

m2
p2

)
(3.34)

Démonstration.∫
Ω
|u|m(x)dx ≤

∫
Ω−
|u|m1dx+

∫
Ω+
|u|m2dx

≤ C

(∫
Ω−
|u|p1dx

)m1/p1

+
(∫

Ω+
|u|p1dx

)m2/p1
 ≤ C

(
‖u‖m1

p1 + u‖m2
p1

)
≤ C

(
(%(u))

m1
p1 + (%(u))

m2
p2

)
par Lemme 3.8.

Notre résultat explosé se lit comme suit :

Théorème 3.6. Soit les conditions du théorème 3.2 remplies. Supposons que (3.27) soit
vérifié et

E(0) < 0 (3.35)

Alors la solution du problème (P) qui appartenant à la class (3.23) explose en temps fini.
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Gaoui Nour Elhouda 3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Démonstration. Nous multiplions (P) par ut, et intégrons sur Ω pour obtenir

E ′(t) = −a
∫

Ω
|ut(x, t)|m(x) dx (3.36)

pour presque tout t dans [0, T ) puisque E(t) est absolument continue (voir [81]) : d’oùH ′(t) ≥
0 et

0 < H(0) ≤ H(t) ≤ b

p1
%(u) (3.37)

for every t in [0, T ), by virtue of (3.35). We then define

L(t) := H1−α(t) + ε
∫

Ω
uut(x, t)dx (3.38)

pour ε petit à choisir plus tard et

0 < α ≤ min
{
p1 − 2

2p1
,
p1 −m2

p1 (m2 − 1)

}
(3.39)

En prenant la dérivée de (3.38) et en utilisant Eq. (P) on obtient

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε
∫

Ω

[
u2
t − |∆u|2

]
+ εb

∫
Ω
|u|p(x) − aε

∫
Ω
uut |ut|m(x)−2 (3.40)

Ajoutant +ε(1 − η)p1H(t) − ε(1 − η)p1H(t), pour 0 < η < 1, du côté droit de (3.40) pour
arriver à

L′(t) = (1− α)H−α(t)H ′(t) + ε(1− η)p1H(t) + εbη
∫

Ω
|u||p|x)

+ε
(

(1− η)p1

2 + 1
)
‖ut‖2

2 + ε

(
(1− η)p1

2 − 1
)
‖∆u‖2

2 − aε
∫

Ω
uut |ut|m(x)−2 dx

(3.41)

pour η assez petit, on voit que

L′(t) ≥ (1− α)H−α(t)H ′(t) + εβ
[
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∆u‖2
2 + %(u)

]
− aε

∫
Ω
uut |ut|m(x)−2 dx

(3.42)
où

β = min
{

(1− η)p1, bη,
(1− η)p1

2 + 1, (1− η)p1

2 − 1
}
> 0

en utilisant l’inégalité de Young nous estimons le dernier terme de (3.42) comme suit∫
Ω
|ut|m(x)−1 |u|dx ≤ 1

m1

∫
Ω
δm(x)|u|m(x)dx+ m2 − 1

m2

∫
Ω
δ−

m(x)
m(x)−1 |ut|m(x) dx, ∀δ > 0 (3.43)

Donc en prenant δ pour que
δ−

m(x)
m(x)−1 = kH−α(t)

pour une grande constante k à spécifier plus tard, et en remplaçant dans (3.43 ) on obtient∫
Ω
|ut|m(x)−1 |u|dx ≤ 1

m1

∫
Ω
k1−m(x)|u|m(x)Hσ(m(x)−1)(t)dx+ (m2 − 1) k

am2
H−a(t)H ′(t) (3.44)
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La combinaison de (3.42) et (3.44) donne

L′(t) ≥
[
(1− α)− ε

(
m2 − 1
m2

)
k
]
H−α(t)H ′(t)

+εβ
[
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 + %(u)

]
−εk

1−m1a

m1
Hα(m2−1)(t)

∫
Ω
|u|m(x)dx

(3.45)

En utilisant le lemme 3.9 et (3.37), ona

Hσ(m2−1)(t)
∫

Ω
|u|m(x)dx ≤ c

(
%(u)

m1
p1

+a(m2−1) + %(u)
m2
p1

+a(m2−1)
)

(3.46)

On utilise alors le lemme 3.9 et (3.39) pour

s = m2 + αp1 (m2 − 1) ≤ p1 et s = m1 + αp1 (m2 − 1) ≤ p1

pour trouvée de (3.46),

Hσ(m2−1)(t)
∫

Ω
|u|m(x)dx ≤ c

(
‖∇u‖2

2 + %(u)
)

(3.47)

La combinaison de (3.45) et (3.47) donne

L′(t) ≥
[
(1− α)− ε

(
m2 − 1
m2

)
k
]
H−α(t)H ′(t)

+ε
(
β − k1−m1a

m1
c

) [
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖∇u‖2
2 + %(u)

] (3.48)

À ce point, on choisit k assez grand pour que

γ = β − ak1−m1

m1
C > 0

Une fois k fixé (d’où γ) on choisit ε assez petit pour que

(1− α)− ε
(
m2 − 1
m2

)
k ≥ 0 et L(0) = H1−α(0) + ε

∫
Ω
u0(x)u1(x)dx > 0

Donc (3.48) prend la forme

L′(t) ≥ γε
[
H(t) + ‖ut‖2

2 + e(u)
]
≥ γε

[
H(t) + ‖ut‖2

2 + ‖u‖p1
pp

]
(3.49)

en vertu de (3.32), en conséquence nous avons

L(t) ≥ L(0) > 0, pour tout t ≥ 0

Nous voudrions ensuite montrer que

L′(t) ≥ ΓL
1

1−α (t), pour tout t ≥ 0 (3.50)
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où Γ est une constante positive dépendant de εγ et C (la constante du corollaire 3.4 ). Une
fois que (3.50) est établie, on obtient de manière standard l’éxplosion en temps fini de L(t).
Pour prouver (3.50) notons d’abord que∣∣∣∣∫

Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖2 ‖ut‖2 ≤ C‖u‖p1 ‖ut‖2

ce qui implique ∣∣∣∣∫
Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣ 1
1−α
≤ C‖u‖

1
1−α
p1 ‖ut‖

1
1−α
2

Encore une fois, l’inégalité de Young donne∣∣∣∣∫
Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣1/(1−α)
≤ C

[
‖u‖µ/(1−α)

p1 + ‖ut‖θ(1−α)
2

]
(3.51)

pour 1
µ

+ 1
d

= 1. Nous prenons θ = 2(1− α), pour obtenir µ/(1− α) = 2/(1− 2α) ≤ p1 par
(3.39) fonc (3.51) fevient

∣∣∣∣∫
Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣1/(1−α)
≤ C

[
‖u‖sp1 + ‖ut‖2

2

]
où s = 2/(1− 2α) ≤ p1. En utilisant le Corollaire 3.5 on obtient

∣∣∣∣∫
Ω
uut(x, t)dx

∣∣∣∣1/(1−α)
≤ C

[
H(t) + ‖u‖p1

p1 + ‖ut‖2
2

]
, potout t ≥ 0 (3.52)

Enfin, en notant que

L1/1−α(t) =
[
H(1−α)(t) + ε

∫
Ω
uut(x, t)dx

]1/(1−α)

≤ 21/(1−α)
[
H(t) +

∣∣∣∣∫
Ω
uut

∣∣∣∣1/(1−a)
]

et en le combinant avec (3.49) et (3.52), l’inégalité (3.50) est établie. Une simple intégra-
tion de (3.50) sur (0, t) donne alors

Lα/(1−α)(t) ≥ 1
L−α/(1−α)(0)− Γtα/(1− α) (3.53)

Par conséquant (3.53) montre que L(t) explose en temps fini

T ∗ ≤ 1− α
Γα[L(0)]α/(1−α)

où Γ et α sont des constantes positives avec α < 1 et L est donné par (3.38) ci-dessus. Ceci
achève la preuve.
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CHAPITRE 4

RÉSULTATS DE NON-EXISTENCE GLOBALE ET
D’EXPLOSION POUR UNE ÉQUATION D’ÉVOLUTION

QUASI-LINÉAIRE

4.1 Introduction

Soit Ω un domaine borné dans Rn, n ≥ 1 de frontière lisse Γ = ∂Ω. On considère le
problème aux limites initiales suivant :

a (x, t)ut −∆m(.)u = f (u) , x ∈ Ω, t > 0
u (x, t) = 0 on Γ, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(4.1)

où
∆m(.)u = div

(
|∇u|m(x)−2∇u

)
appelé l’opérateurm (.)-Laplacien. Cette opérateur peut être étendu à un opérateur monotone
entre l’espace W 1,m(.)

0 (Ω) et son dual
−∆m(.)u : W 1,m(.)

0 (Ω)→ W−1,m′(.)(Ω),
< −∆m(.)u, φ (x) >m(.)=

∫
Ω |∇u|

m(x)−2∇u∇φ (x) dx,
où 2 < m1 ≤ m (x) ≤ m2 <∞.

avec < ., . >m(.) désigne peoduit de dualité entreW 1,m(.)
0 (Ω) etW−1,m′(.)(Ω), 1

m(x) + 1
m′(x) =

1.
f (u) est un terme source général dépend de p(.), les coefficients a(x, .) et les exposants

p(.) et m(.) sont donnés des fonctions mesurables sur Ω telles que :

2 < m1 ≤ m (x) ≤ m2 < p1 ≤ p (x) ≤ p2 ≤ m∗ (x) , (4.2)
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où
ψ2 = ess sup

x∈Ω
ψ (x) , ψ1 = ess inf

x∈Ω
ψ (x) .

et

m∗ (x) =


nm(x)

(n−m(x))2
if n > m2

+∞ if n ≤ m2

Nous supposons également que m(.) satisfait la condition de continuité locale uniforme de
Zhikov-Fan suivante :

|m (x)−m (y)| ≤ M

|log |x− y|| , for all x, y in Ω with |x− y| < 1
2 , M > 0. (4.3)

Un effort considérable a été consacré à l’étude du problème (4.1) dans le cas de variable
constante lorsque p(x) = p =constant et m(x) = m =constant. Le problème (4.1) avec
l’opérateur m-Laplacien usuel ∆mu = div

(
|∇u|m−2∇u

)
, (m =constant ≥ 2) ; (m = 2,

∆mu = ∆u), a été largement étudiée concernant l’existence, la non-existence et la dynamique
de temps long. Pour les résultats de la nature et dans le cas où p(x) = p =constant≥ 2 et
m(x) = m =constant> 2, nous renvoyons le lecteur aux [106, 105, 104] relatifs à l’équation

a (x)ut − div
(
|∇u|m−2∇u

)
= f (u) , x ∈ Ω, t > 0.

Lorsque m (x) = m = 2, a (x, t) = 1 et f (u) = up(x), problèm (4.1) devient le suivant

ut −4u = up(x), x ∈ Ω, t > 0. (4.4)

Le problème (4.4) découle de nombreux modèles mathématiques importants en ingénierie et
en sciences physiques. Par exemple, la science nucléaire, les réactions chimiques, le transfert
de chaleur, la dynamique des populations, les sciences biologiques, etc., et ont beaucoup
retenu l’attention dans la recherche, voir [66, ?, 70] et les références qui s’y trouvent. Pour
le problème (4.4), Hua Wang et al. [103] a établi un résultat d’explosion avec une énergie
initiale positive sous certaines hypothèses appropriées sur les paramètres p(.) et u0. Dans
[70], les auteurs ont prouvé qu’il existe des solutions non négatives avec un éclatement en
temps fini si et seulement si p2 > 1. Les auteurs dans [54] ont obtenu la solution du problème
(4.1) explose en un temps fini lorsque l’énergie initiale est positive. Dans [53], les auteurs se
basant exactement sur l’idée de celle de [55] ont dérivé les bornes inférieures pour le temps
d’explosion si les solutions explosent. Ce travail est d’étendre les résultats établis dans les
domaines bornés au problème général comme dans (4.1) dans le cas où les exposants m(.) et
p(.) sont donnés des fonctions mesurables sur Ω et vérifie (4.2), et f(u) est un terme source
plus généralisé. Nous notons que la présence des non-linéarités des exposants variables et du
coefficient a(x, t) dans ce problème rend l’analyse de l’article un peu plus difficile que celle
des problèmes connexes. Le but du projet en cours est d’étudier le phénomène d’explosion
des solutions du problème (4.1) dans le cadre des espaces de Lebesgue et de Sobolev à
exposants variables, nous établirons un résultat d’explosion et donner une estimation précise
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de la durée de vie T ∗ de la solution dans ce cas. La méthode utilisée ici est la méthode de
la concavité. Cependant, en raison de la présence des non-linéarités à exposant variable dans
notre problème, notre argument est considérablement différent et il est plus abrégé.

4.1.1 Hypothèses mathématiques
Dans cette section, nous établissons l’éclatement pour certaines solutions à énergie posi-

tive. Énoncer et prouver notre résultat.
Soit la fonction f ∈ C0(R,R+), avec la primitive

F (u) =
∫ u

0
f (η) dη. (4.5)

satisfait
|f (s)| ≤ C0 |s|p(x)−1 , p (x)F (s) ≤ sf (s) , s ∈ R, C0 > 0. (4.6)

Un exemple simple et typique de ces fonctions est

f (s) = |s|p(x)−2 s.

Supposons que a(x, t) est une fonction positive qui appartient à l’espaceW 1,∞ (0,∞;L∞ (Ω))
et que at (x, t) ≤ 0 p.p pour t ≥ 0.

Soient

B1 = max
(

1, B0,
( 1
C0

) 1
p1
)
, α1 =

(
1

Bp1
1 C0

) m2
p1−m2

, α0 = ‖∇u0‖m2
m(.) , (4.7)

et

E0 =
(

1
Bp1

1 C0

) m2
p1−m2

(
1
m2
− 1
p1

)
=
(

1
m2
− 1
p1

)
α1. (4.8)

4.1.2 Existence et Unicité
Dans cette section, nous présentons notre principal résultat d’explosion. Nous partons

d’un résultat d’existence locale pour le problème (4.1), qui peut être établi en combinant les
arguments de [52, 56], le théorème suivant, qui confirme l’existence de une solution locale est
un résultat direct.

Théorème 4.1. Pour tout u0 ∈ W 1,m(.)
0 (Ω), il existe un nombre T0 ∈ (0, T ] tel que le problème

(4.1) ayant une solution forte u sur [0, T0] satisfaisant :

u ∈ C([0, T0];W 1,m(.)
0 (Ω)) ∩ C([0, T0];Lp(.)(Ω)) ∩W 1,2(0, T0;L2(Ω)).

Mémoire de Master : Sommes hyperboliques amortie non linéaire problèmes avec des exposants
variables :Existence, Unicité et explosion en temps fini

58



Gaoui Nour Elhouda 4.1 Introduction

4.1.2.1 Exploser pour une énergie initiale positive

Cette section présente d’abord notre résultat d’explosion principal pour l’énergie initiale
positive et sa preuve pour le problème (4.1).

Pour cela, nous commençons par le lemme suivant définir l’énergie de la solution.

Lemme 4.1. L’énergie correspondante au problème (4.1) est donnée par

E (t) =
∫

Ω

1
m (x) |∇u (x, t)|m(x) dx−

∫
Ω
F (u (x, t)) dx (4.9)

de plus, par la formule facilement vérifiable

dE (t)
dt

= −
∫

Ω
a (x, t)u2

t (x, t) dx ≤ 0 (4.10)

l’inégalité E(t) ≤ E(0) est obtenue.

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer nos principaux théorèmes.

Théorème 4.2. Si les données initiales u0 ∈ W 1,m(x) (Ω) sont tels que u0 6= 0,

E (0) =
∫

Ω

1
m (x) |∇u0 (x)|m(x) dx−

∫
Ω
F (u0 (x)) dx ≤ E0 (4.11)

alors il existe T ∗ tel que lim sup
t→T ∗

‖u (., t)‖2 = +∞. De plus, si E (0) < E0, alors le T ∗ peut
être borné ci-dessus comme :

T ∗ ≤
8
∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)

(p1 − 2)2 (E0 − E (0))
. (4.12)

où a (x, 0) := a0 et u (x, 0) := u0.

Afin de démontrer le théorème principal, rappelons les lemmes suivants.

Lemme 4.2. ([?, Lemme1.1] et [?, ConvexitÃ c© logarithmique mÃ c©thodes]) Supposons que
ϕ ∈ C2([0, T )) satisfaisant :

ϕ′′ϕ− (1 + α) (ϕ′)2 ≥ 0, α > 0

et
ϕ(0) > 0, ϕ′(0) > 0,

alors
ϕ→∞ quand t→ t1 ≤ t2 = ϕ (0)

αϕ′ (0) .

Lemme 4.3. Supposons que E (0) < E0 et α1 < α0 ≤ B−m2
1 . Alors il existe une constante

α2 > α1 telle que :
‖∇u‖m2

m(.) ≥ α2 > α1 pour tout t ≥ 0.
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Démonstration. Graçe à (2.3) et (2.11), on a pour tout t ≥ 0

E (t) =
∫

Ω

1
m (x) |∇u (x, t)|m(x) dx−

∫
Ω
F (u (x, t)) dx

≥ 1
m2

min
(
‖∇u‖m1

m(·) , ‖∇u‖
m2
m(·)

)
−
∫

Ω

C0

p (x) |u (x, t)|p(x) dx

≥ 1
m2

min
(
‖∇u‖m1

m(·) , ‖∇u‖
m2
m(·)

)
− C0

p1
max

(
Bp1

1 ‖∇u‖
p1
m(·) , B

p2
1 ‖∇u‖

p2
m(·)

)
(4.13)

= 1
m2

min
(
α
m1
m2 , α

)
− C0

p1
max

(
(αBm2

1 )
p1
m2 , (αBm2

1 )
p2
m2

)
: = g (α) , ∀α ∈ [0,+∞[

oÃ1 α = ‖∇u‖m2
m(·) . Maintenant si nous considérons

h (α) = 1
m2

α− C0

p1
(αBm2

1 )
p1
m2

Notez que h (α) = g (α) , for 0 < α < B−m2
1 . Il est facile de vérifier que la fonction h(α)

augmente pour 0 < α < α1 et diminue pour α1 < α ≤ +∞.
Parce que E(0) < E0 = h(α1), il existe une constante positive α2 ∈ (α1,+∞) tel que

h (α2) = E (0) . Alors nous avons h (α0) = g (α0) ≤ E(0) = h (α2) . Cela implique que
α0 ≥ α2 > α1.

Pour montrer que ‖∇u (x, t)‖m2
m(·) ≥ α2 on raisonne par absurde en supposant que ‖∇u (x, t∗)‖m2

m(·) <

α2 pour quelques t∗. Puis par la continuité de ‖∇u (., t)‖m(·)-norm avec par rapport à la va-
riable temporelle, on peut choisir t∗ tel que α2 > ‖∇u (x, t∗)‖m2

m(.) > α1. La monotonie de
h(α), donne E (t∗) ≥ h(‖∇u (x, t)‖m2

m(.)) > h (α2) = E (0) c’est impossible car E (0) ≥ E (t)
pour tout t ≥ 0. Alors, pour toujours t ≥ 0 :

‖∇u‖m2
m(·) ≥ α2 > α1. (4.14)

Preuve du Théorème 4.2. Case 1 : E(0) < E0. Le but est de construire une fonction ap-
propriée qui satisfait les conditions du lemme ??. Suivant le arguments de [?, ?], pour notre
propos, nous avons défini les fonction appropriée suivante

ϕ (t) =
∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2 (x, s) dxds+

∫ t

0

∫
Ω

(s− t) at (x, s)u2 (x, s) dxds (4.15)

+ (T0 − t)
∫

Ω
a0 (x)u2

0 (x) dx+ β (t+ t0)2 , t < T0

oÃ1 t0, T0 et β sont des constantes positives à déterminer plus tard. Puis en utilisant l’équation
(4.1) et l’intégration par parties, pour obtenir

ϕ′ (t) =
∫

Ω
a (x, t)u2 (x, t) dx−

∫ t

0

∫
Ω
at (x, s)u2 (x, s) dxds

−
∫

Ω
a0 (x)u2

0 (x) dx+ 2β (t+ t0) (4.16)

= 2
∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u (x, s)ut (x, s) dxds+ 2β (t+ t0) ,
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et
ϕ′′ (t) = 2

∫
Ω
a (x, t)u (x, t)ut (x, t) dx+ 2β. (4.17)

Alors, graçe à (4.6) et (4.14), on obtient ce qui suit :

ϕ′′ (t) ≥ −2
∫

Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx+ 2

∫
Ω
p (x)F (u) dx+ 2β

≥ −2
∫

Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx+ 2p1

(∫
Ω

1
m (x) |∇u (x, t)|m(x) dx− E (t)

)
+ 2β

≥
(2p1

m2
− 2

) ∫
Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx− 2p1E (t) + 2β

≥
(2p1

m2
− 2

) ∫
Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx

+2p1

∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds− 2p1E (0) + 2β

≥
(2p1

m2
− 2

)
min

(
‖∇u‖m1

m(·) , ‖∇u‖
m2
m(·)

)
+2p1

∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds− 2p1E (0) + 2β

≥
(2p1

m2
− 2

)
min

(
α
m1
m2
2 , α2

)
+2p1

∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds− 2p1E (0) + 2β

≥ 2p1

(
1
m2
− 1
p1

)
min

(
α
m1
m2
1 , α1

)
−2p1E (0) + 2β + 2p1

∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds

= 2p1

(
1
m2
− 1
p1

)
α1 − 2p1E (0) (by (4.7))

+2β + 2p1

∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds

= 2p1 (E0 − E (0)) + 2β + 2p1

∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds

Maintenant, soit β = 2(E0 − E(0)) > 0, et notez que p1 > 2, alors

ϕ′′ (t) ≥ (p1 + 2) β + (p1 + 2)
∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds (4.18)

De (4.15), (4.16), (4.17) et (4.18), nous avons
ϕ (0) = T0

∫
Ω a0 (x)u2

0 (x) dx+ βt20 > 0;
ϕ′ (0) = 2βt0 > 0;

ϕ′′ (t) ≥ (p1 + 2) β > 0 ∀t ≥ 0.

Donc ϕ et ϕ′ sont tous les deux positifs. Depuis at(x, t) ≤ 0, pour tout x ∈ Ω et t ≥ 0, on a

ϕ (t) ≥
∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2 (x, s) dxds+ β (t+ t0)2 , (4.19)
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Ainsi, Ã partir de (4.15)-(4.18) et (4.19), on déduit ce qui suit pour tout (ζ, η) ∈ R2

ϕ (t) ζ2 + ϕ′ (t) ζη + η2

p1 + 2ϕ
′′ (t)

≥
(∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2 (x, s) dxds+ β (t+ t0)2

)
ζ2

+2ζη
∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u (x, s)ut (x, s) dxds+ 2ζηβ (t+ t0)

+βη2 + η2
∫ t

0

∫
Ω
a (x, s)u2

t (x, s) dxds ≥ 0

ce qui implique que

ϕ (t) ϕ
′′ (t)

p1 + 2 −
(
ϕ′ (t)

2

)2

≥ 0,

en suite
ϕ (t)ϕ′′ (t)− p1 + 2

4 (ϕ′ (t))2 ≥ 0 (4.20)

Puis en utilisant le lemme ??, pour déduire ϕ(t)→∞ comme t→ T ∗, où,

T ∗ ≤ ϕ (0)(
p1−2

4

)
ϕ′ (0)

=
2
(
T0

∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)
+ βt20

)
(p1 − 2) βt0

Maintenant, nous allons choisir les t0 et T0 appropriés. Soit t0 quelconque nombre qui ne
dépend que de p1, E0 − E (0) et ‖u0‖L2(Ω) as

t0 >

∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)

(p1 − 2) (E0 − E (0))

Fixez t0, puis T0 peut être sélectionné comme

T0 =
2
(
T0

∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)
+ βt20

)
(p1 − 2) βt0

pour que
T0 = 2 (E0 − E (0)) t20

(p1 − 2) (E0 − E (0)) t0 −
∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)

Donc la durée de vie de la solution u(x, t) est bornée par

T ∗ ≤ inf
t≥t0

2 (E0 − E (0)) t2

(p1 − 2) (E0 − E (0)) t−
∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)

=
8
∥∥∥√a0u0

∥∥∥2

L2(Ω)

(p1 − 2)2 (E0 − E (0))
.

Cas 2 : E(0) = E0. Pour ce cas, on considère en fait le réclamation suivante
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Claim 4.1. Il existe t∗ > 0 tel que E(t∗) < E0.

Supposons que Claim n’est pas vrai, ce qui signifie que E(t) = E0 pour tout t ≥ 0. Puis
par la continuité de ‖∇u (·, t)‖m(·) il existe un t0 assez petit, tel que

E(t) = E0 et ‖∇u (·, t)‖m2
m(·) ≥ α2 > α1 por tout t ∈ [0, t0]

On considère alors la solution de (4.1) sur [0, t0] ,

0 = E(t)− E0 = −
∫ t0

0

∫
Ω
a (x, t)u2

t (x, t) dxdt

qui devient ∫
Ω
a (x, t)ut (x, t)u (x, t) dx = 0 p.p. sur [0, t0]

Et par conséquent, graçce à l’équation (4.1),∫
Ω
a (x, t)ut (x, t)u (x, t) dx (4.21)

= −
∫

Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx+

∫
Ω
u (x, t) f (u (x, t)) dx = 0 p.p. sur (0, t0].

D’autre part,

E0 = E (t) =
∫

Ω

1
m (x) |∇u (x, t)|m(x) dx−

∫
Ω
F (u (x, t)) dx

≥ 1
m2

∫
Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx− 1

p1

∫
Ω
u (x, t) f (u (x, t)) dx

=
(

1
m2
− 1
p1

)∫
Ω
|∇u (x, t)|m(x) dx (by (??))

>

(
1
m2
− 1
p1

)
min

(
α
m1
m2
1 , α1

)
(by (4.14))

=
(

1
m2
− 1
p1

)
α1 = E0 (by (4.7) and (4.8))

qui est une contradiction.
La preuve du Théorème 4.2 est complète puisqu’on peut appliquer la cas précédent (Cas

1) après avoir changé l’origine du temps en t∗.

4.1.3 Exploser pour une énergie initiale négative
Cette section est consacrée au résultat d’explosion principal et à sa preuve dans le cas

où E (0) ≤ 0.
Supposons que a(x, t) est une fonction positive qui appartient à l’espaceW 1,∞ (0,∞;L∞ (Ω))

et que at (x, t) ≥ 0 p.p. pour t ≥ 0.
Le lemme suivant donne le voulu résultat d’explosion.
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Lemme 4.4. Soit u0 ∈ W 1,m(.)
0 (Ω) tel que

∫
Ω u

2
0dx > 0, f satisfait (4.6) et E(0) ≤ 0. Alors

il existe un temps fini Tmax <∞ tel que∫
Ω
|u (t)|2 dx→∞ si t→ Tmax.

Preuve du lemme ??. On définit alors

φ (t) = 1
2

∫
Ω
a (x, t) |u (t)|2 dx

En différenciant φ par rapport à t, on obtient

φ′ (t) =
∫

Ω
a (x, t)uutdx+ 1

2

∫
Ω
at (x, t) |u (t)|2 dx

≥ −
∫

Ω

(
|∇u|m(x) − uf (u)

)
dx (by (4.1))

≥ −
∫

Ω

(
|∇u|m(x) − p (x)F (u)

)
dx (by (4.6))

≥ −
∫

Ω
|∇u|m(x) dx+ p1

∫
Ω
F (u) dx

= −
∫

Ω
|∇u|m(x) dx+ p1

∫
Ω

1
m (x) |∇u (x, t)|m(x) dx− p1E (t) (by (4.9))

≥
(
p1

m2
− 1

) ∫
Ω
|∇u|m(x) dx− p1E (0) (by (4.10))

≥
(
p1

m2
− 1

) ∫
Ω
|∇u|m(x) dx = c0

∫
Ω
|∇u|m(x) dx, (c0 > 0)

On définit les ensembles

Ω2 = {x ∈ Ω | |∇u| ≥ 1} et Ω1 = {x ∈ Ω | |∇u| < 1} .

Alors

φ′ (t) ≥ c0

∫
Ω2
|∇u|m1 dx+ c0

∫
Ω1
|∇u|m2 dx

≥ C1

((∫
Ω2
|∇u|2 dx

)m1
2

+
(∫

Ω1
|∇u|2 dx

)m2
2
)
,

En utilisant le fait que ‖∇u‖2 ≤ C ‖∇u‖q , pour tout q ≥ 2, à obtenir (φ′ (t))
2
m2 ≥ C2

∫
Ω1
|∇u|2 dx ;

(φ′ (t))
2
m1 ≥ C3

∫
Ω2
|∇u|2 dx.

Par addition, conduit à

(φ′ (t))
2
m2 + (φ′ (t))

2
m1 ≥ C4

∫
Ω
|∇u|2 dx (4.22)

≥ C5

∫
Ω
|u|2 dx ≥ C5

sup a (x, t)φ (t) , ∀t ≥ 0.
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ou alors
(φ′ (t))

2
m1

(
1 + (φ′ (t))

2
m2
− 2
m1

)
≥ C6φ (t) , ∀t ≥ 0. (4.23)

Par (4.22) et le fait que φ(t) ≥ φ(0) > 0 (φ′(t) ≥ 0), on a, pour chaque t > 0, soit (φ′ (t))
2
m1 ≥ C6

2 φ (t) ≥ C6
2 φ (0) ;

or (φ′ (t))
2
m2 ≥ C6

2 φ (t) ≥ C6
2 φ (0)

la sorcière donne, à son tour  φ′ (t) ≥ C7 (φ (0))
m2
2 ;

or φ′ (t) ≥ C8 (φ (0))
m1
2 ,

Par conséquent
φ′ (t) ≥ α = min

(
C7 (φ (0))

m2
2 , C8 (φ (0))

m1
2
)
,

puisque 1
p2
− 1

p1
≤ 0, (4.23) donne

(φ′ (t))
2
m1 (1 + α)

2
m2
− 2
m1 ≥ C4φ (t) , ∀t ≥ 0.

Donc
φ′ (t) ≥ βφ

m1
2 (t) , ∀t ≥ 0.

une intégration simple conduit alors à

(φ (t))1−m1
2 ≤ (φ (0))1−m1

2 − m1 − 2
2 βt, ∀t ≥ 0.

ce qui implique que
φ (t) ≥ 1(

(φ (0))1−m1
2 − m1−2

2 βt
) 2
m1−2

Cela montre que φ explose en un temps fini Tmax donné par l’estimation

Tmax ≤
2 (φ (0))1−m1

2

(m1 − 2) β .
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