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Introduction Générale 

La recherche de nouveaux matériaux aux propriétés physiques et/ou chimiques spécifiques est 

un enjeu majeur de l’industrie actuelle, et ce quels que soient les domaines d’applications considé-

rés. Un des meilleurs exemples que l’on puisse donner est la recherche de matériaux dits “ultra-

durs”. 

Les matériaux ultra-durs ont toujours été un sujet d'un grand intérêt en raison de leur importance 

dans la science fondamentale et de leur utilité dans une grande variété d'applications technolo-

giques. Ces matériaux présentent d'excellentes propriétés mécaniques et thermiques, tels que la du-

reté, leur points de fusions élevées, la résistance à la pénétration et à la déformation. Le diamant 

reste le matériau le plus dur connu malgré les années de recherche expérimentales théoriques [1-4], 

et le deuxième matériau plus dur est le nitrure de bore cubique (c-BN) [5] 

 Cependant, le premier a des limites dans ses applications; le second ne se produit pas naturel-

lement, ce qui le rend très coûteux. Par conséquent, le développement d'une nouvelle classe de ma-

tériaux durs est d'un grand intérêt pratique. L'une des stratégies mises en œuvre pour l'élaboration 

de matériaux super-durs est d'introduire de petits atomes pour former des liaisons covalentes telles 

que le carbone, l'azote ou le bore, dans les différents systèmes, l'un des meilleurs exemples de ce 

type des matériaux est les borures de terres rares [6-7].  

 Les borures de terres rares ont trouvé de nombreuses applications industrielles grâce à leurs 

propriétés chimiques, physiques, électriques, magnétiques et mécaniques qui sont souvent supé-

rieurs à celles des terres rares pures , parmi lesquelles la température de fusion élevée, la valeur de 

dureté élevée et l’ haute résistance à l'usure [8-9]. 

Les borures de terres rares ont fait l'objet de nombreuses études théoriques explorant certaines 

de leurs propriétés physiques fondamentales. Parmi ces études théoriques sont basées sur des mé-

thodes quantiques, dites méthodes de premiers principes (ab initio). Les méthodes de premiers prin-

cipes permettent de prédire des propriétés physiques sans avoir besoin de données empiriques. Ceci 

est rendu possible en s’appuyant sur la mécanique quantique et sur la résolution de son équation 

majeure qui est l’équation de Schrödinger. Ces méthodes sont devenues aujourd’hui un outil de 

base pour l’étude des propriétés structurales, électroniques, mécaniques, vibrationnelles, …, etc, des 

atomes des matériaux. La puissance des calculs ab-initio a pour origine le formalisme de la théorie 

de la fonctionnelle de la densité (DFT: Density Functional Theory)[10], élaborée par Hohenberg et 

Kohn [11], ensuite par Kohn et Sham [12] dans les années 60. Cette théorie a connu un essor im-

pressionnant par la mise au point de nouvelles techniques de calcul, plus rapides, plus précises, 

permettant ainsi d’obtenir les propriétés physiques de nombreux solides. Partant de l’analyse de la 
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structure des atomes et de leurs propriétés électroniques, la DFT permet aussi de prédire des nou-

velles propriétés et de nouveaux matériaux. Ces derniers, sont utilisés actuellement dans l’industrie 

et dans les nouvelles technologies.  

Les objectifs de la thèse 

   Cette étude s’inscrit dans le cadre de l’étude des propriétés physiques du borure de lanthane. 

Le diagramme de phase du système La-B illustre dans la partie riche en bore l’existence de deux 

phases stables (LaB4, LaB6) et un composant de structure inconnue (LaB9) [13-14]. Markovskii et 

Vekshina a signalé l’existence de composé La2B pour les borures des terres rares riche en métaux. 

   Malgré les nombreuses études théoriques déjà réalisées sur LaB6, à notre connaissance, au-

cune étude théorique ou expérimentale n’a été réalisée pour étudier les propriétés mécaniques de 

LaB4. D’autre part, aucune étude n’a été effectuée jusqu’à maintenant ; pour établir la structure la 

plus stable de La2B [15]. 

   Donc les objectifs principaux du travail de recherche, mené au cours de la préparation de 

cette thèse sont les suivants : 

 Le calcul systématique des propriétés structurales, électroniques, élastiques, dynamiques et 

thermodynamique des deux composes (LaB6 et LaB4) 

 Trouver la structure la plus stable mécaniquement et dynamiquement de composant La2B à 

travers le calcul des constantes élastiques ainsi que les phonons. 

Le calcul de cette thèse a été réalisé via la méthode des pseudopotentiels et ondes planes (PP-

PW) basée sur  la DFT et la DFPT[16] implémentée dans le code ABINIT[17]. 

Le plan de la thèse 

   Le manuscrit de thèse est organisé en cinq chapitres, le premier chapitre présente l’état de 

l’art bibliographique, qui comprend deux parties : la première présente l‘importance des terres rares 

dans différents domaines d’applications grâce à leurs propriétés physico-chimiques, ce qui a conduit 

à les considérer comme métaux stratégiques au niveau mondial. Nous rappellerons dans deuxième 

partie de ce chapitre, les caractéristiques structurales, les propriétés et les applications de différentes 

compositions de borures des terres rares. 

  Chapitre deux expose les fondements de la théorie fonctionnelle de la densité (DFT), ainsi 

que les approximations utilisées pour traiter les effets d’échange et de corrélation : l’approximation 

de la densité locale (LDA), l’approximation du gradient généralisé (GGA) Et LDA+U et la méthode 

des Pseudo-potentiel et les Ondes Planes (PP-PW). 
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  Le troisième chapitre est consacré la théorie des perturbations à la fonctionnelle de la densité 

(DFPT), pour l'étude des propriétés dynamiques, on rappellera les propriétés thermodynamiques et 

l'approximation quasi-harmonique et le code utilisé. 

  Le quatrième chapitre est focalisé sur la présentation et à la discussion des résultats obtenus 

concernant les propriétés structurales, électroniques, élastiques dynamiques des composés binaires 

LaB6 et LaB4 par l’utilisation des trois approximations (GGA, LDA et LDA+U) . 

  Le cinquième chapitre présente les résultats des calculs de la structure la plus stable du La2B 

parmi plusieurs structures de type RX2 ( Fe2B, Cr2B, Be2B, Ag2Te, Zn2Mg, Al2Cu, Cu2Mg, Ag2O, 

AlB2 et FeS2).  

Enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion générale en évoquant les principaux ré-

sultats obtenus et nous soulignerons les principales perspectives ouvertes par cette thèse.  
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Chapitre I:  Borures de Terres Rares 

I.1. Introduction 

La recherche de matériaux aux propriétés physiques ou chimiques spécifiques est un enjeu 

majeur de l’industrie actuelle, et ceci quelque soient les domaines d’applications considérés (maté-

riaux émergents, micro-électronique, environnement, biomatériaux, énergie etc.) aujourd’hui les 

borures des terres rares sont devenues indispensables pour ces domaines d’applications. 

Dans ce chapitre nous allons effectuer une recherche bibliographique sur les terres rares, leur 

boruration ou d’une façon précise, la boruration de Lanthane. 

I.2. Métaux de terres rares 

Les terres rares représentent le groupe des lanthanides constitué de 17 éléments chimiques 

métalliques pris du tableau périodique de Mendeleïev (encadré jaune) et présentés dans la figure 

(I.1). Elles rassemblent 15 lanthanides (le lanthane, le cérium, le praséodyme, le néodyme, le pro-

méthéum, le samarium, l’europium, le gadolinium, le terbium, le dysprosium, l’holmium, l’erbium, 

le thulium, l’ytterbium et le lutétium) auxquels s’ajoutent deux autres éléments, le scandium et 

l’yttrium, en raison de leurs propriétés chimiques voisines car ils se situent dans la même colonne 

de classification périodique [1]. 

D’une manière générale, ces éléments n’existent pas individuellement dans les gisements, 

elles ont été nommées "rares" car leur exploitation est compliquée en raison de leur faible concen-

tration dans les minerais.  

I.2.1. Caractéristiques des éléments de terres rares. 

Ces éléments possédant un certain nombre de particularités touchant par exemple à leur struc-

ture électronique, à leur rayon ionique ou à d'autres propriétés chimiques (Tableau I-1) [2], dans la 

suite nous allons passer rapidement en revue sur les plus intéressantes d'entre elles. 

I.2.1.1. Configuration électronique 

Les lanthanides possèdent un même cortège électronique externe (ou valence) qui leurs confè-

rent une cohérence dans le comportement physique et chimique. Leurs propriétés électromagné-

tiques proviennent de leur configuration électronique qui correspond à celle d’un gaz rare le Xe, 

auquel des électrons s’ajoutent sur les orbitales 4f, 6s et 5d. Ainsi, le remplissage de l’orbitale in-

terne 4f croît régulièrement du lanthane jusqu’au lutétium. 
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Figure I.1. Classification périodique de Mendeleïev des éléments. 

 

I.2.1.2. Rayon ionique 

Le rayon ionique des lanthanides est lié au remplissage de l’orbital 4f. Il diminue régulière-

ment le long de la série, chaque fois que le nombre d’électrons sur l’orbital 4f augmente. Cette ré-

duction est appelée contraction lanthanidique. 

 

I.2.1.3. État d’oxydation 

Les lanthanides (terres rares) sont généralement trivalentes dans les conditions naturelles en 

transférant les électrons des couches 5d et 6s, à l’exception du Cérium et de l’Europium qui peuvent 

prendre en plus un autre état ionique. 

 

 

 

 

 

 



Chapitre I                                                                                                        Borures de Terres Rares 

9 

Tableau I-1: Caractéristiques des éléments de terres rares [2]. 

Symbole Numéro 

atomique 

Éléments de 

terres rares 

Configuration 

électronique 

Rayon ionique 

TR
+3 

Degré(s) 

d’oxydation 

Sc 21 Scandium [Ar] 3d
1
 4s

2
 0.730 3 

Y 39 Yttrium [Kr] 4d
1
 5s

2
 0.892 3 

La 57 Lanthane [Xe] 4f
0
 5d

1
 6s

2
 1.061 3 

Ce 58 Cérium [Xe] 4f
1
 5d

1
 6s

2
 1.034 3-4 

Pr 59 Praséodyme [Xe] 4f
3
 6s

2
 1.013 3-4 

Nd 60 Néodyme [Xe] 4f
4
 6s

2
 0.995 3 

Pm 61 Prométhium [Xe] 4f
5
 6s

2
 0.970 3 

Sm 62 Samarium [Xe] 4f
6
 6s

2
 0.964 2-3 

Eu 63 Europium [Xe] 4f
7
 6s

2
 0.950 2-3 

Gd 64 Gadolinium [Xe] 4f
7
 5d

1
 6s

2
 0.938 3 

Tb 65 Terbium [Xe] 4f
9
 6s

2
 0.923 3-4 

Dy 66 Dysprosium [Xe] 4f
10

 6s
2
 0.908 3 

Ho 67 Holmium [Xe] 4f
11

 6s
2
 0.894 3 

Er 68 Erbium [Xe] 4f
12

 6s
2
 0.881 3 

Tm 69 Thulium [Xe] 4f
13

 6s
2
 0.869 2-3 

Yb 70 Ytterbium [Xe] 4f
14

 6s
2
 0.858 2-3 

Lu 71 Lutécium [Xe] 4f
14

 5d
1
 6s

2
 0.848 3 

 

I-2.2.Propriétés physico-chimiques des terres rares : 

Une majorité des terres rares est blanc argenté ou gris argenté, à l'exception de Pr et de Nd qui 

sont jaune pâle. Les propriétés physiques des métaux des terres rares sont présentées dans le ta-

bleau (I.2) [3]. 
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Tableau I.2 : Propriétés physiques des métaux de terres rares [3] 

Symbole Densité 

 

(g/cm
3
) 

Point de 

fusion 

(°C) 

Point 

d’ébullition 

(°C) 

Resistivites 

(25°c) 

(10
4
Ωcm) 

Moment  

magnétique 

Sc 2.985 1538 2730 66 0 

Y 4.472 1502 2630 53 0 

La 6.166 920 3470 57 0 

Ce 6.773 793 3468 75 2.5 

Pr 6.475 935 3017 68 3.6 

Nd 7.003 1024 3210 64 3.6 

Pm 7.264 1042 3000 56 2.7 

Sm 7.536 1072 1670 92 0.8 

Eu 5.245 826 1430 81 0.0 

Gd 7.886 1312 2800 134 7.9 

Tb 8.253 1356 2480 116 9.7 

Dy 8.559 1407 2330 91 10.6 

Ho 8.78 1461 2490 94 10.6 

Er 9.054 1497 2490 86 9.6 

Tm 6.318 1545 1720 90 7.6 

Yb 6.972 824 1320 28 4.5 

Lu 9.84 1652 3330 68 0.0 

 

I.2.3. Application des terres rares : 

Les terres rares, bien que peu connues du grand public, sont pourtant présentes dans une mul-

titude d’applications. En effet, elles sont utilisées dans un bon nombre d’objets de notre quotidien, 

comme les téléphones portables, les téléviseurs à écran plat ou même les billets de banque. On les 

retrouve également dans les matériels militaires, pour certains procédés de fabrication industriels et 

dans les technologies vertes [4-6]. Les principaux domaines d’application des terres rares sont illus-

trés dans le tableau (I.3). 
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Tableau I.3 : Applications des terres rares par secteur [4-6]. 

Secteur Segment Sous-segment Terres rares  

utilisées 

Energie conven-

tionnelles 

Catalyseur de craquage 

Contrôle d’émission nu-

cléaire 

Catalyseurs matériaux La,Ce 

Gd 

Energie renou-

velables 

Stockage Eolienne Batteries NiMH 

Aimants 

La, Nd, Pr 

Automobiles et 

transports 

Contrôle d’émission Catalyseur 

 

Ce, Y 

 

 Véhicules électriques Aimants Batteries Nd, Pr, Dy, La 

Eclairage Ampoules CFL et 

DEL 

Luminophores Eu, Tb, Y , Ce, La 

Métallurgie Alliages spéciaux TR siliciures Ce La, Y 

 

 

Electronique 

Appareils nomades Polissage 

Matériaux 

Luminophores 

 

Ce La 

Appareils de photos La 

Ecrans Eu, Tb, Y, Ce, La 

Condensateurs et puces Dy, Nd, Ce 

Fibres optiques- Lasers Er, Eu, Tb, Y 

 

Médical 

 

IRM 

Scanners 

Médecine 

Aimants 

Monocristaux 

Matériaux 

Gd, Nd, Pr 

Lu 

La 

 

Divers 

Défense 

Céramiques décoratives 

Agricultures 

 

Niches 

Nd, Pr, Dy, La 

Ce, Pr 

Ce 

 

I.3.Borures de terres-rares : 

Les terres-rares sont très utilisés dans le domaine industriel, mais vu les insuffisances présen-

tées par ces matériaux, telles que les problèmes de corrosion, usure et fatigue de contact, plusieurs 

recherches ont été menées pour améliorer les propriétés des surfaces de ces matériaux sur le plan 

mécanique, physico-chimique. C’est pourquoi, des traitements de surface tels que la boruration, la 
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nitruration et la carbonitruration sont appliquées pour satisfaire ces exigences sur le plan industriel 

[7-8]. 

Au cours de ces dernières années le domaine de borure de terres-rares a connu un grand essor, 

due aux propriétés considérable que présentent ces types d’alliages, telles que les points de fusion 

élevés, la faible pression de vapeur, la bonne conductivité électrique et thermique et enfin, la grande 

dureté. Ces différentes propriétés sont étroitement liées à la force de liaisons covalentes B-B dans 

ces composés. En effet, les atomes de bore créent un réseau hôte très rigide dans lequel s’insèrent 

les atomes des terres rares [9]. 

I.3.1.Alliage binaire bore - terres rares 

L’alliage binaire bore - terres rares donne de nombreux composés de formulation chimiques : 

TRB2 TRB4, TR2B5, TRB6 ,TRB12 , TRB25 , TRB50 et TRB66 [10-13]. Les structures cristallines de 

ces composés se différencient suivant la façon dont se groupent les atomes de bore, qui se lient ai-

sément par des liaisons covalentes.  

Nous ne ferons état, dans la description structurale ci-dessous, que des composées à faible te-

neur en bore à cause des structures complexes des composés très riches en bore (TRB25 , TRB50 et 

TRB66). 

I.3.1.1.Structures cristallines des diborures  

Les diborures de terre rare TRB2 existent uniquement pour les terres rares TR= Sm, 

 Gd Lu,Y. En effet, les terres rares cériques (La  Nd), de rayon métallique trop élevé, ne peu-

vent s’insérer dans le réseau de bore de cette structure. Les composés TRB2 cristallisent dans la 

structure type AlB2 (symétrie hexagonale de groupe d’espace  𝑃6/𝑚𝑚𝑛 − 𝐷6ℎ
1  (𝑁°191)) et comme 

est illustré au tableau (I.4), le paramètre a est proche de 0. 3𝑛𝑚, et le paramètre c varie entre 

(3 à 4 𝐴°) [14-15]. L’édifice structural généré par les atomes de bore est un réseau bidimensionnel 

« graphitiques », dans lequel s’insèrent les atomes de la terre rare. Chaque atome est situé au centre 

d’un polyèdre hexagonal constitué de douze atomes de bore, alors que  

chaque bore occupe le centre d’un site trigonal prismatique d’atomes de terre rare (Figure (I.2)). 

Les liaisons entre atomes de bores sont de type s-p
2
 , et la distance entre atomes voisins, égale 

à 𝑎 √3⁄ (1.87 à 1.92 𝐴°) , cette distance est d’environ 10% supérieures au diamétre covalent du 

bore (1.74 𝐴°) alors que les distance TR-TR les plus courtes (3.25 − 3.32 𝐴°) sont inférieures de 

l’ordre de 8% au diamètre métallique de la terre rare [16]. Les données structurales de la littérature 

sont rassemblés dans le tableau (I.4). 
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Figure I .2. Structure cristalline type AlB2. 

  Tableau I.4 :Pramètre de maille et distances interatomique pour les diborures de terres-rares. 

TRB2 Y Sm Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb Lu 

𝒂(𝑨°) 3,290 3,310 3,3179 3,2938 3,287 3,279 3,271 3,258 3,2503 3,2442 

𝒄(𝑨°) 3,835 4,019 3,9371 3,886 3,845 3,811 3,782 3,745 3,7315 3,7061 

𝑽(𝑨°𝟑) 35,95 38,13 37,53 36,51 35,98 35,49 35,04 34,43 34,14 33,78 

𝒅𝑩−𝑩(𝑨°) 1,899 1,911 1,916 1,902 1,898 1,893 1,889 1,881 1,877 1,873 

𝒅𝑩−𝑻𝑹(𝑨°) 2,699 2,773 2,747 2,719 2,701 2,686 2,673 2,654 2,646 2,635 

𝒅𝑻𝑹−𝑻𝑹(𝑨°) 3,290 3,310 3,318 3,294 3,287 3,279 3,271 3,258 3,25 3,244 

 

I.3.1.2.Structures cristallines des tétraborures  

Les tétraborures constituent la famille de borures la plus représentée pour les terres rares 

(TR=LaLu, Y). Parmi les systèmes étudiés jusqu'à présent, seul le système europium-bore ne 

présente pas cette phase, en raison de la structure électronique particulière de cet élément [13]. 

TRB4 cristallisent dans le type la structural ThB4 (Symetrie tetragonal de groupe d’espace 

 4/𝑚𝑏𝑚 − 𝐷4ℎ
5  (𝑁°127) . Les paramètres de maille sont de l'ordre de 0. 7nm pour 𝑎 et 0. 4nm pour 

c [17]. 
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Figure I.3. Structure cristalline type ThB4. 

 

La structure ThB4, illustrée sur la figure (I.3) , montre en fait que les atomes de terre rare for-

ment des empilements cubiques et trigonaux prismatiques à l’intérieur desquels sont disposés res-

pectivement les octaèdres de bore B6 ,( 4 atomes en position B(3) et 2 en B(2)) et les paires B-B ( 

B(1)-B(1)). Les Paires (B(1)-B(1)) relient quatre octaèdres B6 dans le plan [0,0,1] induisant la for-

mation d’heptagones de bore. Selon l’axe [1,0,0], les octaèdres B6 sont reliés entre eux par des liai-

sons directes B-B ( B(2)-B(2). On peut considérer cette structure comme une transition entre les 

diborures TRB2 et les hexaborures TRB6, puisqu'elle reprend à la fois les octaèdres de la structure 

CaB6 et les liaisons s-p-(entre les atomes B (2)) de la structure A1B2. Le tableau (I.5) résume les 

données structurales existent dans la littérature pour les différents tétraborures de terres rare [18-

24]. 
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Tableau I.5 : Pramètre de maille et distances interatomique pour les tétraborures de terres-rares 

TRB4   Y La Sm Gd TB Dy Er 

a(Å)   7,111 7,324 7,174 7,1316 7,12 7,021 7,071 

c(Å)   4,017 4,181 4,0641 4,0505 4,042 3,972 4,000 

V(Å
 3
)   203,1 224,3 209,16 206,01 204,9 195,8 200,0 

Atome#1 Atome#1 CN Dist.(A°)       

B1 B3 2 1,721 1,775 1,694 1,729 1,721 1,71 1,712 

 B1 1 1,752 1,831 1,814 1,749 1,762 1,71 1,718 

 TR 4 2,856 2,969 2,90 2,873 2,87 2,81 2,835 

 TR 2 3,069 3,155 3,074 3,085 3,074 3,05 3,066 

B2 B2 1 1,629 1,746 1,739 1,644 1,631 1,56 1,625 

 B3 4 1,75 1,787 1,759 1,759 1,760 1,74 1,745 

 TR 4 2,729 2,818 2,766 2,738 2,732 2,69 2,716 

B3 B3 2 1,809 1,85 1,868 1,815 1,813 1,78 1,808 

 TR 2 2,743 2,849 2,764 2,756 2,754 2,71 2,724 

 TR 4 2,823 2,915 2,845 2,842 2,833 2,80 2,815 

TR TR 4 3,684 3,790 3,718 3,693 3,687 3,64 6,665 

 TR 2 4,017 4,181 4,064 4,050 4,042 3,97 4,00 

 

I.3.1.3.Structures cristallines de type TR2B5 

Les composés binaires TR2B5 n'existent que pour RE=Nd, Pr, Sm et Gd et n'ont pas reçu au-

tant d'attention que d'autres groupes de structure de borure. Les composés TR2B5 contiennent quatre 

unités de formule par cellule unitaire (Z=4) et cristallisent en symétrie monoclinique mais dans 

deux groupes spatiaux différents. Pr2B5 et Nd2B5 appartiennent à la même famille structurale avec le 

groupe d’espace 𝐶2 /𝑐 − 𝐶2ℎ
6 (𝑁015)[24-26], alors que Sm2B5 et Gd2B5 partagent un type de struc-

ture différent avec le groupe d'espace 𝑃21 /𝑐 − 𝐶2ℎ
6 (𝑁014)[27-28] qui a un volume de cellule uni-

taire presque deux fois inférieur à celui des deux autres composés (tableau (1.6)). La structure 

Pr2B5 (Nd2B5) est étroitement liée à la structure Gd2B5 et en diffère en ce qu'elle a une symétrie plus 

élevée, et l'un des paramètres de la cellule unitaire est doublé (tableau (1.6)) [29]. La représentation 

structurale pour les types ( Gd2B5 et Nd2B5 ) est illustré dans la figure (I.4). 
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Figure I.4. Représentations des structures (type Gd2B5 et type Nd2B5 )  

 

Tableau 1.6 : Paramètre de maille des borures type TR2B5. 

 Paramètres de réseau A° volume de cellule      

unitaire A°
3 

phase Groupe d’espace    a    b    c     

Pr2B5 𝑪𝟐 /𝒄 15.1603 7.2771 7.3137 109.607 760.08 

Nd2B5 𝑪𝟐 /𝒄 15.0808 7.2522 7.2841 109.104 752.78 

Sm2B5 𝑷𝟐𝟏 /𝒄 7.183 7.191 7.216 102.03 364.5 

Gd2B5 𝑷𝟐𝟏 /𝒄 7.179 7.196 7.195 102.16 363.4 

 

I.3.1.4.Structures cristallines des hexaborures 

Les hexaborures de terres rare (La  Ho, Y) cristallisent dans le type structural CaB6 (symé-

trie cubique simple, de groupe d'espace 𝑃𝑚3𝑚 − (𝑁°221) [13]. Ce type peut être assimilé à une 

structure CsCl, dans laquelle les atomes terres rare se substituent aux atomes de césium alors que 

les positions du bore sont occupées par six atomes de bore se condensant pour former un cluser oc-

taédrique B6.  

Donc on peut décrire cette structure comme un composant à deux réseaux cubiques décalés de 

(1/2,1/2,1/2): un réseau d'octaèdres B6, analogues à ceux des tétraborures, et un réseau d'atomes 

métalliques, (figure (I.5)). Le paramètre cristallin est de l'ordre de 0. 4𝑛𝑚.  
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Figure I.5. Structure cristalline type CaB6. 

Tableau I.7 :Pramètre de maille et distances interatomique pour les hexaborures de terres-rares 

TRB6   Y La Ce Nd Sm Eu Gd Yb 

𝒂(Å)   4,113 4,1571 4,1396 4,1269 4,128 4,1849 4,112 4,1479 

𝑽(Å𝟑)   69,58 71,84 70,94 70,29 70,34 73,29 69,53 71,36 

Atome#1 Atome#2 CN Dist.(A°)        

 B   B 1 1,703 1,659 1,650 1,642 1,642 1,651 1,697 1,669 

  B 4 1,705 1,767 1,761 1,757 1,751 1,760 1,704 1,753 

 TR 4 3,031 3,054 3,041 3,031 3,033 3,078 3,030 3,049 

TR TR 6 3,069 3,155 3,074 3,085 3,074 3,05 3,066 3,066 

 

 

Nous avons répertorié dans le tableau (I-7) les données structurales de TRB6 issues de la lit-

térature [29-36]. On peut remarquer que les distances inter-clusters B–B s’échelonnent entre 1,64 et 

1,70 Å., donc les liaisons covalentes B-B sont très courtes et inférieures à celles intra-clusters (1.75 

- 1.76 Å). 
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I.3.1.5.Structures cristallines des Dode caborures 

Les dodécaborures de terres rares TRB12 (TR=Tb Lu, Y) cristallisent dans une structure cu-

bique à faces centrées dérivée du type NaCl. Son groupe d'espace est (𝐹𝑚3𝑚 − 𝑂ℎ
5, 𝑁°225), et son 

proto type UB12 [29]. Comme illustre la figure (I.6), l’élément métallique dans cette structure, est 

en disposition cubique faces centrées tandis que les sites octaédriques de l’empilement sont occupés 

par des icosaèdres B12. Chaque atome métallique est entouré d'une cage de 24 atomes de bore et il 

n’excite pas de liaison métal-métal dans cette structure. 

La rigidité du réseau de bore est encore plus importante que dans les hexaborures, et le para-

mètre cristallin, proche de 0.7 5nm est pratiquement indépendant du rayon de l'atome métallique 

(tableau (I.8)) [37-39]. 

 

 

Figure I.6. Structure cristalline type UB12. 
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Tableau I.8 :Pramètre de maille et distances interatomique pour les dodecaborures de terres-rares 

Paramètres YB12 TbB12 DYB12 HoB12 ErB12 TmB12 YbB12 LuB12 

𝒂(Å) 7.500 7.5006 7.5004 7.4923 7.4803 7.4758 7.4697 7.4648 

𝑽(Å𝟑) 421.875 421.976 421.944 420.592 419.186 417.816 416.798 415.968 

(𝒈/𝒄𝒎𝟑) 3.43 4.543 4.600 4.653 4.706 4.748 4.825 4.865 

𝒅(𝑻𝑹 − 𝑩)(𝑨°) 2.783 2.7877 2.7874 2.7845 2.7820 2.7773 2.7761 2.7733 

𝒅(𝑩 − 𝑩)𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓(𝑨°) 1.684 1.718 1.718 1.726 1.719 1.706 1.711 1.704 

𝒅(𝑩 − 𝑩)𝒊𝒏𝒕𝒓𝒂(𝑨°) 1.809 1.7928 1.7928 1.7928 1.7909 1.7903  1.785        1.7874 

 

I.3.2.Propriétés chimiques et physiques.  

 Les borures de terres-rares sont réfractaires. Les hexaborures sont les plus stables pour les 

premières terres-rares (La-Sm), avec fusion congruente vers 2600°C [40]. Pour les éléments sui-

vants (Gd-Lu), les composés les plus stables sont les tétraborures, avec fusion congruente égale-

ment [41].  

 Il est maintenant établi que la stabilisation des réseaux de bore des di, tétra, hexa et dodéca 

borures nécessite l'apport de deux électrons par atome de métal. La valence 3+ étant la plus stable 

pour presque toutes les terres rares, la plupart de leurs borures auront un caractère métallique, avec 

un électron de conduction par atome de métal [42]. Seuls EuB6 et YbB6 sont des semi-conducteurs 

[43-44] . 

 Comme tous les composés de terres rares, les borures présentent une large gamme de transi-

tions magnétiques. Par exemple TbB2, DyB2, ErB2 et HoB2 sont des ferromagnétiques [45-46], 

CeB6 , PrB6 , NdB6 , GdB6 , TbB6, DyB6 ,HoB6, HoB6, ErB6 et TmB6, ainsi que HoB12 et ErB12 

s'ordonnent anti-ferromagnétiquement [47-50] alors que EuB6 est un ferromagnétique [51-52]. 

Les borures supérieurs HoB66, ErB66 et YbB66 ne montrent pas d'ordre magnétique, au moins 

pour les températures explorées jusqu'à présent [53]. Les tétraborures sont parmi les plus intéres-

sants, cumulant de nombreuses transitions magnétiques, suivant la température et le champ appli-

qué, et un fort caractère anisotropique.[54-58]. Le Tableau (I.9) illustre les propriétés magnétiques 

pour les différents borures de terres rares [45-59]. 

 

 

 

 



Chapitre I                                                                                                        Borures de Terres Rares 

20 

Tableau I.9 : Les propriétés magnétiques pour les différents borures de terres rares[59]. 

TR TRB2 TRB4 TRB6 TRB12 

Y PARA DIA SC PARA 

La - DIA DIA - 

Ce - PARA AFM - 

Pr FM FM AFM - 

Nd AFM AFM AFM - 

Pm AFM - - - 

Sm AFM AFM PARA - 

Eu AFM - FM - 

Gd FM AFM AFM - 

Tb FM AFM AFM AFM 

Dy FM AFM AFM AFM 

Ho FM AFM AFM AFM 

Er FM AFM - AFM 

Tm FM AFM - AFM 

Yb AFM DIA - PARA 

Lu DIA DIA - DIA 

 

I.3.3. Propriétés et applications  

La quasi-totalité des borures de terres rare sont des composés à caractère métallique. Ces ma-

tériaux possèdent une richesse des propriétés qui les rend intéressants ; un point de fusion élevé 

compris entre 1900 et 3000 °C, une bonne résistance à l’oxydation à des températures supérieures à 

1200°C, ainsi qu’une dureté et une conductivité électrique élevées [29,38,53]. La réunion de ces 

propriétés permet d'utiliser ces matériaux dans des applications industrielles de pointe. Nous cite-

rons par exemple : 

 les hexaborures de terres rares (YB6, TmB6, et surtout LaB6), alliant un faible travail de 

sortie à un caractère réfractaire et à une bonne conductibilité électrique sont couramment 

employés comme cathodes émissives dans les microscopes électroniques à balayage, mi-

croscopes électroniques à transmission, en analyse de surface et en métrologie, et pour les 

applications à courant élevé telles que les micro-ondes, la lithographie, les soudeurs à fais-

ceau d'électrons, sources de rayons X et lasers à électrons libres.  
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 L’hexaborure d’Europium a une utilisation comme absorbeurs de neutrons thermiques dans 

les réacteurs nucléaires compacts [29,60-63]. 

 En raison de la dureté élevée et de la haute résistance, les borures de terres rares ont trouvé 

leurs applications dans le secteur de l’aviation et l’automobile [61-62]. 

 Ils sont aussi largement utilisés dans les matériaux de blindage militaire en raison de son 

module d'élasticité élevé [29]. 

I.4. Borure de Lanthane 

Les borures lanthane sont considérés comme matériaux prometteuses largement utilisées en 

raison de leurs rentabilités et les excellentes propriétés mécaniques, physiques et chimiques qui les 

possèdent.  

Au cours de ce travail nous nous sommes intéressés au borure de lanthane. Le diagramme de 

phase de système La-B dans la partie riche en bore, a été évalué par Schlesinger et al. [64] (Figure 

(I.7)), cette évaluation est basée sur les résultats expérimentaux publiés par R. Johnson et al [65] , 

E. Storms, [66] . Ce diagramme contient deux composés stables : LaB4 , LaB6 et une autre phase 

LaB9 de structure inconnu .  

Comme est illustré la figure (1.7), la phase LaB6 a une température de fusion congruente à 

2988 K et les deux phases : LaB4 et LaB9 se décomposent pratiquement à 2073°K et 2280° K, res-

pectivement.  

Les points particuliers de diagramme de phase La- B sont résumés dans le tableau (I.10) 

 

D’un autre côté, Markovskii et Vekshina a signalé l’existence de composé La2B pour les bo-

rures des terres rares riche en métaux [67], Ils ont préparés cette phase en frittant des mélanges de 

métal et de bore à 800 ° C [13]. Ces auteurs indiquent également le composé La2B dans la structure 

C16 considéré comme métastable. Mais les résultats du calcul ab-initio de C. Colinet et al [11], 

montre que le composé La2B dans la structure C16 a une enthalpie de formation positive et ne peut 

pas être considéré comme métastable. 
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Figure I.7: Diagramme de phase du système La-B selon Schlesinger et al [4].  

 

Tableau I.10: Les points particuliers du diagramme des phases La-B[4]. 

 

 

 

 

Réaction 

Composition des 

phases respectives, 

à.% B 

 

Température,°C 

 

Type de réaction 

L ↔ (γLa) 0 918 Fusion 

(γLa) ↔ (βLa) 0 865 Allotropique 

(βLa) ↔ (αLa) 0 310 Allotropique 

L ↔ (γLa) + LaB4 ~0           80             0 918 Eutectique 

L + (LaB6) ↔ LaB4 66.7      85.7         80 1800 Péritectique 

L ↔ (LaB6) 86.1 2715 Fusion 

LaB9 ↔ (LaB6) + βB 90         85.9           0 1527 Eutectoide 

(LaB6) + βB ↔ LaB9 ~87.3      100         90 2007 Péritectide 

L ↔ (βB) + (LaB6) <95        100         87 2052 Eutectique 

L ↔ (βB) 100 2092 Fusion 
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I.4.1.Champ d'application de borure de lanthane: 

Le borure de lanthane possède de nombreuses propriétés intéressantes, telles que la force 

d'émission d'électrons, la résistance aux rayonnements, la stabilité chimique à haute température, 

etc., ce qui le rend largement utilisé dans le domaine militaire et dans de nombreux domaines de 

haute technologie, tels que le radar, l'aérospatiale et Industrie électronique. Instrumentation, équi-

pement médical, appareils ménagers, métallurgie et autres industries. En effet, Nous citerons 

quelques exemples d’applications de ce matériau [9,29,62]: 

 Le borure de lanthane peut remplacer les métaux et alliages à point de fusion élevé dans les 

réacteurs de fusion nucléaire et la production d'énergie thermique d'électrons, en raison de 

son point de fusion élevé et de sa radioactivité électronique élevée [68].  

 Le borure de lanthane à l'échelle nanométrique est un meilleur matériau pour le nano-

revêtement des vitres. Le revêtement conçu pour les climats chauds laisse passer la lumière 

visible à travers le verre, mais empêche les rayons infrarouges d'entrer. Dans les climats 

froids, le nano-revêtement peut utiliser plus efficacement la lumière et la chaleur en empê-

chant la lumière et la chaleur d'être rayonnées vers l'extérieur [69-70]. 

 Le borure de lanthane monocristallin est le matériau préféré, lors de la fabrication de tubes 

électroniques de haute puissance, de magnétrons, de faisceaux d'électrons, de faisceaux 

d'ions, de cathodes accélératrices [71]. 

 L'hexaborure de lanthane est aussi utilisé comme standard de souche/taille pour la diffrac-

tion de poudre appliquée aux rayons X, afin de calibrer la gamme des pics de diffraction 

[29]. 
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Chapitre II: Théorie et méthodologie 

 

II.1.Introduction : 

Les simulations quantiques ont acquis depuis quelques années une place de choix dans les 

sciences physiques et permettent aujourd’hui d’explorer les propriétés structurales, électroniques et 

dynamiques de la matière sans connaissance expérimentale a priori des systèmes étudiés. Il est de-

venu courant de parler à leur sujet d’“expériences numériques”. Cette appellation définit de fait un 

champ de la physique apparenté à la fois aux approches expérimentales et théoriques.    

La modélisation permet, moyennant certaines approximations pratiques que nous allons dé-

crire ici, de prédire uniquement par calcul des propriétés de plus en plus complexes et de proposer a 

priori de nouveaux matériaux possédant des propriétés optimisées. Il s’agit d’une part d’observer 

aussi finement que possible le comportement de la matière à l’échelle désirée : en cela, les simula-

tions numériques peuvent seconder les expériences. D’autre part, la comparaison des résultats obte-

nus avec les expériences disponibles permet de valider la pertinence des approches théoriques dont 

les simulations ne sont que des mises en œuvre numérique. 

L’objectif des études ab-initio est donc triple : aider à comprendre les données expérimen-

tales, servir de guide pour l’expérimentation et faire des prédictions pour des nouveaux matériaux.    

Dans ce chapitre, nous présentons les fondements théoriques de la méthode ab initio utilisée 

dans ce travail. Nous commençons tout d’abord par les approximations quantiques fondamentales 

introduites pour résoudre l’équation de Schrödinger pour un système complexe, à savoir 

l’approximation de Born-Oppenheimer et l’approximation de Hartree-Fock. Nous introduisons par 

la suite le concept de la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT (Density Functional Theory) 

qui est basé principalement sur les théorèmes d’Hohenberg et Kohn (1964) et l’approche de Kohn et 

Sham (1965). Nous expliquons comment le potentiel d’échange-corrélation peut être traité à travers 

différentes approximations.  

Ensuite nous décrivons les particularités liées aux calculs dans les systèmes aux conditions 

périodiques.  

II.2. Equation de Schrödinger  

Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : les ions et les élec-

trons. Le problème théorique fondamental de la physique des solides est de comprendre 

l’organisation intime de ces particules à l’origine de leurs propriétés. Mais dans ce cas, la méca-
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nique classique s’avère être insuffisante et il faut faire appel à la mécanique quantique dont la base 

est la résolution de l’équation de Schrödinger [1], et qui s'écrit:  

𝑖ℏ
𝜕 (𝑅⃗ 𝐼,𝑟 𝑖,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐻̂𝑇 (𝑅⃗ 𝐼 , 𝑟 𝑖 , 𝑡)                                            (II.1) 

Dans laquelle  

 𝐻̂𝑇  représente l’opérateur hamiltonien total à plusieurs corps ; 

 La fonction d’onde  (𝑅⃗ 𝐼 , 𝑟 𝑖 , 𝑡) est une fonction de toutes les coordonnées nucléaires et 

électroniques et du temps ;  

 𝑅⃗ 𝐼 𝑒𝑡  𝑟 𝑖 représentent les jeux de coordonnées nucléaires et électroniques, respectivement. 

À l’équilibre, on est dans le cas stationnaire, l’équation de Schrödinger devient une équation aux 

valeurs propres (indépendante du temps) et se simplifie selon : 

𝐻̂𝑇 (𝑅⃗ 𝐼 , 𝑟 𝑖 , 𝑡) = 𝐸 (𝑅⃗ 𝐼 , 𝑟 𝑖 , 𝑡)                                            (II.2) 

 Où 𝐸 représente l’énergie du système (valeurs propres de l’opérateur Hamiltonien) décrit par 

 (𝑅⃗ 𝐼 , 𝑟 𝑖 , 𝑡). 

  Dans cette équation, l’opérateur Hamiltonien total, 𝐻̂𝑇 , associé à un système possédant plu-

sieurs particules en interaction (N noyaux + M électrons) est la somme de l’opérateur énergie ciné-

tique total, 𝑇̂𝑇, et de l’opérateur décrivant l’ensemble des interactions coulombiennes, 𝑉̂𝑇. 

𝐻̂𝑇 = 𝑇̂𝑇 + 𝑉̂𝑇                                                                (II.3) 

L’opérateur hamiltonien non-relativiste total, peut ainsi s’exprimer plus précisément selon 

l’équation : 

𝐻̂𝑇 = 𝑇̂𝑒(𝑟 𝑖) + 𝑇̂𝑁(𝑅⃗ 𝐼) + 𝑉̂𝑁𝑒(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ 𝐼) + 𝑉̂𝑒(𝑟 𝑖) + 𝑉̂𝑁(𝑅⃗ 𝐼)                      (II.4) 

Où chaque terme est exprimé en unités S.I, sous la forme suivante : 

  𝑇̂𝑒(𝑟 𝑖) =  −∑
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2

𝑖   représente l’operateur de l’énergie cinétique des M électrons de 

masse me. 

 𝑇̂𝑁(𝑅⃗ 𝐼) =  −∑
ℏ2

2𝑀𝐼
𝑖 ∇

𝑹⃗⃗ 𝑰

2  l’operateur de l’énergie cinétique des N noyaux de masse MI. 

 𝑉̂𝑁𝑒(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ 𝐼) = −
1

4𝜋𝜀0
∑

𝑍𝐼𝑒
2

|𝑟 𝑖−𝑅⃗ 𝐼|
𝑖,𝐼  l’operateur de l'énergie d'attraction noyaux – électrons. 

 𝑉̂𝑒(𝑟𝑖⃗⃗ ) =
1

8𝜋𝜀0
∑

𝑒2

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑖≠𝑗  l’operateur de l'énergie de répulsion entre des électrons 

 (deux par deux). 

 𝑉̂𝑁(𝑅⃗ 𝐼) =
1

8𝜋𝜀0
∑

𝑍𝐼𝑍𝐽𝑒
2

|𝑅⃗ 𝐼−𝑅⃗ 𝐽|
𝐼≠𝐽  l’operateur de l'énergie d'interaction entre des noyaux (deux par 

deux). 
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Avec : 

e =1.69 10
-19

 C: charge de l’électron.  

me : Masse de l’électron  

MI : Masse de noyau.  

𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗: définissent les positions des électrons  

𝑅⃗ 𝐼 , 𝑅⃗ 𝐽: définissent les positions des noyaux Z 

𝑍𝐼 , 𝑍𝐽: nombres atomiques des noyaux 

Donc, L’hamiltonien exact du cristal s’écrit : 

𝐻̂𝑇 = −∑
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2

𝑖 − ∑
ℏ2

2𝑀𝐼
𝑖 ∇

𝑹⃗⃗ 𝑰

2 −
1

4𝜋𝜀0
∑

𝑍𝐼𝑒
2

|𝑟 𝑖−𝑅⃗ 𝐼|
𝑖,𝐼 +

1

8𝜋𝜀0
∑

𝑒2

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑖≠𝑗 +

1

8𝜋𝜀0
∑

𝑍𝐼𝑍𝐽𝑒
2

|𝑅⃗ 𝐼−𝑅⃗ 𝐽|
𝐼≠𝐽    (II.5) 

   La résolution exacte de l’équation de Schrödinger (II.1) avec l’Hamiltonien (II.5), est uni-

quement possible que pour l’atome d’hydrogène et les systèmes hydrogenoides. Mais dans le cas 

général des systèmes d’intérêt physique, qui sont le plus souvent poly-atomiques et multi-

électroniques, l'équation de Schrödinger indépendante du temps ne peut pas être résolue analyti-

quement. Il est donc nécessaire de mettre en œuvre des procédures simplificatrices associées à des 

approximations judicieusement choisies et contrôlées afin d’atteindre une solution approchée. 

II.3.Les approximations apportées sur l’équation de Schrödinger 

Afin de contourner cette difficulté de résoudre l'équation de Schrödinger devant la complexité 

de l'hamiltonien, les simplifications deviennent essentielles, donc nous allons suivre l'acheminement 

des trois principales approches qui conduisant enfin à la formulation et la mise en œuvre de la théo-

rie de la fonctionnelle de la densité (DFT : Density functional theory) :  

1- L’approximation de Born-Oppenheimer (premier niveau d’approximation). 

2- L’approximation Hartree-Fock ou le formalisme de la Théorie de la Fonctionnelle de la densité 

(deuxième niveau d’approximation). 

3-Les approximations inhérentes à la résolution des équations (troisième niveau d’approximation). 

 

II.3.1.L'approximation de Born-Oppenheimer 

L’approximation proposée par Born et Oppenheimer (1927)[2] consiste à découpler le mou-

vement des électrons de celui des noyaux atomiques s’appuyant sur la différence importante entre la 

masse de l’électron et celle du noyau (le noyau est constitué des nucléides et chaque nucléide pèse 

1800 fois plus que l’électron).  
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Tant que, les noyaux sont beaucoup plus lourds que les électrons, ils se déplacent plus lente-

ment et sont considérés comme immobiles.  

Ceci permet d’imaginer que les électrons se meuvent dans le champ des noyaux fixes où le 

terme énergie cinétique des noyaux peut être négligé (𝑇̂𝑁 =  0), et l’énergie potentielle noyaux-

noyaux devient constante (𝑉̂𝑁 =  𝐶𝑠𝑡𝑒) . 

Et le nouvel hamiltonien devient  

 

𝐻̂𝑇 = 𝑇̂𝑒(𝑟 𝑖) + 𝑉̂𝑁𝑒(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ 𝐼) + 𝑉̂𝑒(𝑟 𝑖)⏟                  
𝐻̂𝑒

+ 𝑉̂𝑁(𝑅⃗ 𝐼) = 𝐻̂𝑒 + 𝑐𝑠𝑡𝑒                   (II.6) 

Dans le cadre de cette approximation, on peut considérer le mouvement des électrons comme 

indépendant de celui des noyaux. Ainsi, on peut décomposer la fonction d’onde totale comme un 

produit de la fonction d’onde des noyaux 𝜙{𝑅⃗ 𝑖} et de celle des électrons 
𝑒
[{𝑅⃗ 𝑖}, {𝑟 𝑖}] : 

[{𝑅⃗ 𝑖}, {𝑟 𝑖}] = 
𝑒
[{𝑅⃗ 𝑖}, {𝑟 𝑖}] × 𝜙𝑁{𝑅⃗ 𝑖}                                     (II.7) 

L’hamiltonien total (II.6) dans l’approximation de Born-Oppenheimer, permet à l’équation de 

Schrödinger de se simplifier comme suit :  

𝐻̂𝑒𝑒 = 𝐸𝑒𝑒                                                                  (II.8) 

Cette simplification de Born-Oppenheimer permet de réduire de manière significative le degré 

de complexité inhérente à la résolution de l’équation de Schrödinger (II.1) où le problème de résolu-

tion se réduit à celui du comportement des électrons, de sorte que dépend seulement et explicite-

ment des coordonnées spatiales des électrons. Malheureusement, la résolution analytique de cette 

équation reste encore trop complexe même par voie numérique, en raison du troisième terme qui 

décrivant l’ensemble des électrons en interaction mutuelle. Ce qui fait, le passage au deuxième ni-

veau d’approximation est obligatoire pour réaliser de façon effective la résolution de l’équation 

électronique pour les matériaux réels. 

II.3.2.Approximations de Hartree et Hartree-Fock  

II.3.2.a-Approximations de Hartree 

Pour contourner le problème polyélectronique et de se rapprocher du problème à un électron 

des atomes hydrogénoïdes, on fait appel à l’approximation monoélectronique qui consiste à consi-

dérer chaque électron comme étant indépendant mais subissant un potentiel effectif,𝑉𝑒𝑓𝑓 qui doit 

tenir compte de toutes les interactions électroniques. En 1928, Hartree [3] fut le premier à proposer 

l’hypothèse du champ moyen: chaque électron évolue dans un potentiel effectif généré par les 

noyaux et les autres électrons. Mathématiquement, on parle de la séparation des variables électro-



Chapitre II                                                                                                       Théorie et méthodologie 

35 

niques. Dans l’approximation de Hartree, la fonction d’onde totale 
𝑒
(𝑟 1, 𝑟 2, …… , 𝑟 𝑁) est remplacée 

par le produit direct de fonctions d’onde 𝜙𝑖 à une particule :  


𝑒
(𝑟 1, 𝑟 2, …… , 𝑟 𝑁) = 

1
(𝑟 1) × 

2
× (𝑟 2)…× 

𝑁
(𝑟 𝑁) = ∏ 

𝑖
(𝑟 𝑖)

𝑁
𝑖=1                (II.9) 

  Dans ce modèle simplifié, on traite chaque électron individuellement : l’équation de Schrö-

dinger à N électrons se ramène à N équations de Schrödinger à un seul électron : 

(−
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) + 𝑉𝐻(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗))𝑖(𝑟 𝑖) = 𝜖𝑖𝑖(𝑟 𝑖)                    (II .10) 

Où  

 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) représente l’interaction attractive entre l’électron de coordonnée 𝑟 𝑖 et les noyaux 

de coordonnées𝑅⃗ . 

 𝑉𝐻(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗) est le potentiel d’Hartree issu de l’interaction coulombienne répulsive entre un 

électron de coordonnée 𝑟 𝑖 plongé dans le champ moyen des autres électrons de 

nées 𝑟 𝑗. 

𝑉𝐻(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗) = +
𝑒2

4𝜋𝜀0
∫

𝜌𝑖(𝑟)

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑑𝑟 𝑖                                        ( II.11) 

La densité d’électrons 𝜌𝑖(𝑟) dans l’équation (II.11) est donnée par : 

𝜌𝑖(𝑟) = ∑ |
𝑗
(𝑟 𝑗)|

2
𝑁
𝑗=1
(𝑗≠𝑖)

                                                (II.12) 

Enfin on exprime le potentiel effectif comme la somme de ces deux contributions : 

𝑉𝑒𝑓𝑓 = 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) + 𝑉𝐻(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗) = 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) +
𝑒2

4𝜋𝜀0
∫

∑ |𝑗(𝑟 𝑗)|
2

𝑁
𝑗=1
(𝑗≠𝑖)

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑑𝑟 𝑗             (II.13) 

On aura donc les équations de Hartree pour un système monoélectronique : 

{
 
 

 
 

−
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) +

𝑒2

4𝜋𝜀0
∑ ∫

|𝑗(𝑟 𝑗)|
2

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑑𝑟 𝑗

𝑁
𝑗=1
𝑗≠𝑖⏟              
𝑉𝐻(𝑟 𝑖,𝑟 𝑗) }

 
 

 
 


𝑖
(𝑟 𝑖) = 𝜖𝑖𝑖(𝑟 𝑖)         (II.14) 

Des quelles on déduit les énergies 𝜖𝑖 : 

∫𝑑𝑟 𝑖 𝑖(𝑟 𝑖) {−
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) +

𝑒2

4𝜋𝜀0
∑ ∫

|𝑗(𝑟 𝑗)|
2

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑑𝑟 𝑗

𝑁
𝑗=1
𝑗≠𝑖

}(𝑟 𝑖) = 𝜖𝑖        (II.15) 

Ces expressions font intervenir des intégrales dites de cœur : 

 

𝐸𝑖 = ∫𝑑𝑟 𝑖 𝑖(𝑟 𝑖) {−
ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ )}𝑖(𝑟 𝑖)                               (II.16) 
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et des intégrales dites de Coulomb : 

𝐽𝑖𝑗 =
𝑒2

4𝜋𝜀0
∬𝑑𝑟 𝑖𝑑𝑟 𝑗

|𝑖(𝑟 𝑖)|
2
|𝑗(𝑟 𝑗)|

2

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
                                            (II.17) 

 Pour résoudre le système d'équations différentielles (II.14) de Hartree, on procède par itéra-

tions successives. Par le biais des fonctions d'ondes individuelles 
1

(1)(𝑟 ),
2

(1)(𝑟 ),⋯
𝑁

(1)(𝑟 ), on 

calcule le potentiel effectif 𝑉𝑒𝑓𝑓
(1)
(𝑟 , 𝑅⃗ ) . On réinjecte ce dernier dans le système que l'on résout, ce 

qui nous donne une autre série d'orbitales 
1

(2)(𝑟 ),
2

(2)(𝑟 ),⋯
𝑁

(2)(𝑟 ) , ce qui nous donne un autre 

potentiel 𝑉𝑒𝑓𝑓
(2)
(𝑟 , 𝑅⃗ ) et ainsi de suite. On réitère la procédure jusqu'à obtenir un potentiel 𝑉𝑒𝑓𝑓

(𝑛)
(𝑟 , 𝑅⃗ ) 

qui est identique au potentiel de l'étape précédente  𝑉𝑒𝑓𝑓
(𝑛−1)

(𝑟 , 𝑅⃗ ) .  

L’approximation de Hartree surestime nécessairement la répulsion coulombienne puisqu’elle 

néglige les corrélations. De plus, les électrons étant considérés sans spin, donc les solutions ne sont 

pas antisymétriques et ne vérifient pas le principe de Pauli, lequel stipule que toute fonction d’onde 

pour un système donné doit être antisymétrique vis à vis de l’échange de deux particules. 

II.3.2.b-Approximation de Hartree-Fock 

L’approximation de Hartree-Fock [4]  est l’extension de l’approximation de Hartree, incluant 

la symétrie de permutation des fonctions d’ondes qui mène à l’interaction d’échange. Fock a propo-

sé d’exprimer la fonction d’onde d’un système à N électrons, en utilisant une combinaison linéaire 

des fonctions d’ondes des électrons indépendants, sous la forme générale d’un déterminant de Sla-

ter: 


𝑒
(𝑟 1𝜎 1, 𝑟 2𝜎 2, …… , 𝑟 𝑁𝜎 𝑁) =

1

√𝑁! |
|


1
(𝑟 1𝜎 1) 

2
(𝑟 1𝜎 1)


1
(𝑟 2𝜎 2) 

2
(𝑟 2𝜎 2)

   
⋯ 

𝑁
(𝑟 1𝜎 1)

⋯ 
𝑁
(𝑟 2𝜎 2)

⋮ ⋮

1
(𝑟 𝑁𝜎 𝑁) 

2
(𝑟 𝑁𝜎 𝑁)

   
⋱ ⋮
⋯ 

𝑁
(𝑟 𝑁𝜎 𝑁)

 

||                   (II.18) 

 

Où  
𝑖
(𝑟 𝑖𝜎 𝑖) : est la fonction d’onde mono électronique qui dépend des coordonnées spatiales 

𝑟 𝑖et du spin des électrons 𝜎 𝑖, nommée la spin-orbitale et 
1

√𝑁!
 : est le facteur de normalisation. 

Inter-changer deux électrons reviennent à inter-changer deux lignes du déterminant ci-dessus, 

ce qui a comme conséquence le changement de signe de
𝑒
. Le principe de Pauli est donc satisfait 

puisque les fonctions d’ondes des deux électrons occupant le même état spin-orbite ne peuvent pas 

exister. Afin de chercher les fonctions d’ondes spin-orbitales mono électroniques 
𝑖
(𝑟 𝑖𝜎 𝑖) , (ortho-
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normées) qui minimisent l’énergie, on résout l’équation de Schrödinger en insérant 
𝑒
(𝑟 )sous la 

forme du déterminant de Slater et l’hamiltonien des quatre termes d’énergie ; ainsi nous aurons : 

(

 
 
−

ℏ2

2𝑚𝑒
∇𝒓⃗ 𝒊
2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) + 𝑉𝐻(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗)−

𝑒2

4𝜋𝜀0
∑ ∫𝛿𝜎𝑖𝜎𝑗

𝑗
∗(𝑟 𝑗)𝑖(𝑟 𝑗)

|𝑟 𝑖−𝑟 𝑗|
𝑑𝑟 𝑗

𝑁
𝑗=1
𝑗≠𝑖⏟                    

𝑉𝑋(𝑟 𝑖,𝑟 𝑗) )

 
 

𝑖
(𝑟 𝑖) = 𝜖𝑖𝑖(𝑟 𝑖)   (II.19) 

  Où 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 𝑖 , 𝑅⃗ ) est le potentiel externe, 𝑉𝐻(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗) est le potentiel d’Hartree (défini dans la sec-

tion précédente) et 𝑉𝑋(𝑟 𝑖 , 𝑟 𝑗) est le potentiel d’échange qui provient de la nature antisymétrique de 

la fonction d’onde électronique. 

  Donc, l’énergie Hartree-Fock est la somme de toutes les quatre contributions énergétiques 

(cinétique des électrons et de trois termes d’énergie potentielle (externe, de Hartree et d’échange)) : 

 

𝐸𝐻𝐹 = 𝐸𝑐𝑖𝑛é𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 + 𝐸𝑒𝑥𝑡 + 𝐸𝐻 + 𝐸𝑥                               (II.20) 

 

On remarque que la différence entre la méthode de Hartree et celle de Hartree-Fock réside 

dans le terme d’échange. Dans la méthode de Hartree-Fock, chaque orbitale est soumise à un champ 

moyen électrostatique et l’opérateur d’échange traduit la modification de l’énergie due au fait que 

deux électrons de même spin ne peuvent pas occuper la même position. 

 Pour la résolution auto-consistante de l’équation (II.19), on procède de la manière suivante : 

i) Un ensemble de spin-orbitale d’essai, généralement construit sur des orbitales atomiques ou 

des ondes planes, est utilisé pour construire les potentiels 𝑉𝐻 et 𝑉𝑋 que l’on introduit dans les 

équations mono électroniques. 

ii) La résolution de ces équations fournit un nouveau jeu de fonctions mono électroniques 

d’où les termes 𝑉𝐻 et 𝑉𝑋 sont réévalués. 

iii) On réitère ce processus jusqu’à ce que l’on obtienne un jeu de fonctions mono électro-

niques et des valeurs propres qui n’évoluent pas (critère de convergence stationnaire). 

iv) Finalement, on calcule l’énergie totale et on ajuste la distribution du système de façon à 

minimiser cette énergie totale. 

Pratiquement, l’approximation de Hartree-Fock conduit à de bons résultats, notamment en physique 

moléculaire, mais elle donne toujours une borne supérieure à l’énergie, c'est-à-dire elle surestime 

toujours l’énergie totale. Le problème-major de cette approximation est qu’elle néglige les interac-

tions de corrélation électronique. En effet, considéré que chaque électron dans le système baigne 

dans un champ moyen créé par les autres électrons, revient à négliger la corrélation électronique. 
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Donc, l’énergie de Hartree-Fock lui manque le terme d’énergie de corrélation donnée par la diffé-

rence entre l’énergie exacte et l’énergie de Hartree-Fock, 𝐸𝐶 = 𝐸𝑒𝑥𝑐𝑎𝑡𝑒 − 𝐸𝐻𝐹.  

     Cette partie de l’énergie même c’est elle est très petite par rapport aux autres, elle n’est pas né-

gligeable.  

Afin de remédier à cet obstacle, plusieurs travaux ont été envisagés telles que la théorie de la 

fonctionnelle de la densité DFT. 

Dans le cadre de ce manuscrit, seule la théorie DFT basée sur la densité électronique comme 

entité de base sera détaillée, puisqu’elle est à l’origine de tous les résultats présentés au cours de 

cette étude. 

II.4.La théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

La théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT: Density functional theory) représente au-

jourd’hui l’une des méthodes les plus utilisée dans les calculs théoriques pour la description et l'ana-

lyse des propriétés physiques et chimiques des systèmes complexes contenant un grand nombre 

d'électrons. Depuis sa création, la communauté scientifique, à travers de nombreux travaux [5], a 

tentée d’améliorer l’efficacité et la précision de ces méthodes dans les domaines de la matière con-

densée. 

La DFT consiste à déterminer les propriétés de l’état fondamental d’un système composé d’un 

nombre donné d’électrons en interaction coulombienne avec des noyaux fixes à partir de la densité 

électronique. L’idée originale de cette théorie a vu le jour dans les travaux développé par L.lewellyn 

Thomas [6] et Enrico Fermi [7] remonte à la fin des années 1920.  

Dans leur travaux, Thomas et Fermi ont écarté les interactions entre les électrons, considérant 

ainsi le système comme un gaz homogène et son énergie cinétique comme fonctionnelle de la densi-

té (locale). Les deux auteurs ont négligé les effets d’échange corrélation qui surgissent entre les 

électrons. En 1930 Dirac a amélioré cette théorie en ajoutant au modèle de Thomas et Fermi une 

énergie d’échange fonctionnelle de la densité électronique [8]. Mais le terme de corrélation électro-

nique était toujours absent dans cette nouvelle approche.  

Beaucoup plus tard, en 1951, Slater [9] montre comment un résultat similaire, mais non iden-

tique à celui de Dirac, correspond à une simplification de la méthode de Hartree-Fock. Néanmoins, 

il faudra attendre le milieu des années 1960 où les contributions de Pierre Hohenberg, Walter Kohn 

[10] et Lu Sham [11] ont établi le formalisme théorique sur lequel repose la méthode actuelle. En 

1998, Walter Kohn (1923-2016) fut récompensé du prix Nobel de Chimie pour son développement 

de la théorie de la fonctionnelle de la densité. 
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II.4.1. Les théorèmes de Hohenberg et Kohn 

Dans le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité, l’utilisation de la densité de 

charge comme fonction principale permet de reformuler le problème de la résolution de l’équation 

de Schrödinger électronique dans un langage de type champ moyen classique (Hartree) qui conduit 

néanmoins en principe à la solution exacte pour l’état fondamental. Elle fournit une simplification 

conceptuelle considérable de ce problème étant donné qu’elle réduit le nombre de degrés de liberté 

de 3M (où M représente le nombre d’électrons du système ramené au nombre d’électrons contenus 

dans la maille pour un système cristallin), aux degrés de liberté d’une fonction scalaire dans 

l’espace à trois dimensions. Cette formulation de l’équation de Schrödinger basée sur la densité 

électronique, 𝜌(𝑟 ), est la conséquence des deux théorèmes de Hohenberg et Kohn [12], et qui 

s'énoncent comme suit : 

Théorème 1 :« L’énergie totale de l’état fondamental E est une fonctionnelle unique de la 

densité des particules ρ(r)pour un potentiel externe 𝑉𝑒𝑥𝑡 (𝑟 ) donné ». 

 Ce théorème signifie qu’il suffit de connaître seulement la densité électronique pour détermi-

ner toutes les fonctions d’onde. C’est le résultat fondamental de la théorie de la fonctionnelle de la 

densité DFT. 

En conséquence, l’énergie totale E d’un système d’électrons en interaction dans un potentiel 

extérieur est représentée comme une fonctionnelle de la densité électronique de l’état fondamental, 

comme suit : 

𝐸 = 𝐸[𝜌(𝑟 )]                                                       (II.21) 

Où : 

𝐸 = 𝐸[𝜌(𝑟 )] = 𝑇𝑒[𝜌(𝑟 )] + 𝑈𝑒−𝑒[𝜌(𝑟 )] + 𝑈𝑛−𝑒[𝜌(𝑟 )]                            (II.22) 

 

Le terme 𝑈𝑛−𝑒[𝜌(𝑟)] représente l’interaction noyaux-électrons et les termes indépendants du 

système sont regroupés dans la fonctionnelle dite de Hohenberg et Kohn (𝐹𝐻𝐾 ) comme suite : 

 

𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟 )] = 𝑇𝑒[𝜌(𝑟 )] + 𝑈𝑒−𝑒[𝜌(𝑟 )]                                 (II.23) 

 

Donc, la fonctionnelle 𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟)] se compose de deux termes, le premier purement cinétique, 

et l’autre comprenant la fonctionnelle de l’énergie potentielle due à l’interaction entre les électrons. 

De l’autre côté :          

     𝑈𝑛−𝑒[𝜌(𝑟 )] = ∫𝜌(𝑟 )𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 ) 𝑑
3𝑟                                          (II.24) 
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En conséquence :   

       𝐸[𝜌(𝑟 )] = 𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟 )] +
𝑒2

4𝜋𝜀0
∫𝜌(𝑟 )𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 ) 𝑑

3𝑟                           (II.25) 

Théorème 2 « Une fonctionnelle universelle pour l’énergie 𝐸[𝜌(𝑟 )] peut être définie tout sys-

tème d’électrons. Pour 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟) donné, l’énergie fondamentale exacte est le minimum absolu 

par rapport à 𝜌(𝑟 ), et la densité 𝜌0(𝑟 ) qui minimise cette fonctionnelle est la densité fon-

damentale exacte »  

Donc on peut écrire :  

𝜕𝐸[𝜌(𝑟 )]

𝜕𝜌(𝑟 )
|
𝜌=𝜌0

= 0  ↦ 𝐸[𝜌0] = 𝑚𝑖𝑛 𝐸[𝜌]                                (II.26) 

Le terme 𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟)] représenté par l’équation (II.23) regroupé l’énergie cinétique et l’énergie 

potentielle due à l’interaction entre les électrons reste indéterminé, dans ce contexte, Kohn et Sham 

[11, 12] ont proposé l’équation 𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟)] suivante : 

 

𝐹𝐻𝐾[𝜌(𝑟 )] = 𝑇𝑔𝑎𝑧[𝜌(𝑟 )] + 𝐸𝐻[𝜌(𝑟 )] + 𝐸𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )]                           (II.27) 

Où :  

 𝑇𝑔𝑎𝑧[𝜌(𝑟 )] est l’énergie cinétique d’un gaz d’électrons de densité  𝜌 sans interactions,  

 𝐸𝐻[𝜌(𝑟 )] est l’interaction coulombienne d’Hartree,  

 𝐸𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )] est l’énergie d’échange-corrélation, ce dernier terme n’est pas prise en compte 

dans l’approximation de Hartree, il décrit toutes les contributions quantiques à N-corps et 

qui est aussi une fonctionnelle de la densité électronique [13-17].  

Par égalité entre les équations (II.23) et (II.27):  

𝑇𝑒[𝜌(𝑟 )] + 𝑈𝑒−𝑒[𝜌(𝑟 )] = 𝑇𝑔𝑎𝑧[𝜌(𝑟 )] + 𝐸𝐻[𝜌(𝑟 )] + 𝐸𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )]                 (II.28) 

On trouve : 

𝐸𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )] = {𝑇𝑒[𝜌(𝑟 )] + 𝑈𝑒−𝑒[𝜌(𝑟 )]} − {𝑇𝑔𝑎𝑧[𝜌(𝑟 )] + 𝐸𝐻[𝜌(𝑟 )]}              (II.29)      

  

  Grâce à cette simplification, le problème à deux inconnues a été remplacé par un problème à 

un seul inconnu 𝐸𝑥𝑐. Ce dernier offre un cadre théorique permettant de percevoir la résolution de 

l’équation de Schrödinger en utilisant la densité électronique comme variable principale. 

II.4.2.Les équations de Kohn-Sham 

On a maintenant une méthode formelle pour trouver l'énergie de l’état fondamental du sys-

tème initial. Mais, en réalité, on doit résoudre un système réel de N corps en interaction.  
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En 1965 W. Kohn et L. Sham [11] ont introduit la notion d'un système auxiliaire fictif de N 

électrons sans interaction se déplaçant dans un potentiel effectif 𝑉𝑒𝑓𝑓 au lieu d’un système de N 

électrons en interaction dans un potentiel extérieur 𝑉𝑒𝑥𝑡, c'est ce qui nous rend à écrire le problème 

sous la forme de trois équations interdépendantes, les équations de Kohn- Sham : 

La première donne la définition du potentiel effectif dans lequel immergent les électrons: 

 

𝑉𝑒𝑓𝑓[𝜌(𝑟 )] = 𝑉𝑒𝑥𝑡 + 𝑉𝐻[𝜌(𝑟 )] + 𝑉𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )]                                     (II.30) 

Où :  

𝑉𝐻[𝜌(𝑟 )] =
1

2

1

4𝜋𝜀0
∫
𝜌(𝑟 ′)

|𝑟 −𝑟 ′|
𝑑𝑟 ′ : Le potentiel de Hartree des électrons. 

𝑉𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )] =  
𝛿𝐸𝑥𝑐[𝜌(𝑟 )]

𝛿𝜌(𝑟 )
 : Le potentiel d’échange-corrélation. 

    La seconde utilise le potentiel effectif dans les N équations de Schrödinger mono-

électroniques dans le but d’obtenir les fonctions d'onde à une seule particule (𝜙𝑖 ): 

 

[−
1

2
∇2 + 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟 )] 𝜙𝑖(𝑟 ) = 𝜖𝑖𝑖(𝑟 )                                         (II.31) 

 

Avec 𝜖𝑖 et 
𝑖
(𝑟 )  sont, respectivement, l’énergie d’une orbitale Kohn- Sham et la fonction 

d’onde propre à une particule. 

La troisième indique comment accéder à la densité à partir des N fonctions mono- électroniques 


𝑖
(𝑟 ) : 

𝜌(𝑟 ) = ∑ |
𝑖
(𝑟 )|

2𝑁
𝑖=1                                                          (II.32) 

 

Ce formalisme de Kohn et Sham est un outil pratique et performant pour la résolution d’une 

équation faisant intervenir des fonctions d’onde mono-électroniques, car, l’équation (II.31) peut être 

vu comme une équation de Schrödinger à une particule ou le potentiel externe a été remplacé par le 

potentiel effectif bien défini dans l’équation ((II.30)) et peuvent être utilisés pour déterminer la den-

sité d’électrons. 

II.5. Les différents types de fonctionnelles d’échange-corrélation : 

Pour pouvoir faire le calcul il nous faut maintenant une approximation pour le terme 

d’échange et corrélation, qui est le dernier terme pour lequel nous ne connaissons pas d’expression 

en fonction de la densité ou des orbitales. La recherche d’approximation précise pour l’échange et 
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corrélation est toujours d’actualité et nous ne présentons ici que les fonctionnels standards, qui ont 

déjà été largement utilisées.  

II.5.1. L’approximation de la densité locale (LDA) 

L’approximation de la densité locale (LDA: Local Density Approximation), a été proposée en 

1965 par Kohn et Sham[11], elle repose sur deux points principaux:  

 les effets d'échange-corrélation sont dominés par la densité située au point 𝑟  

 le gaz d'électrons inhomogène comme localement homogène.  

Donc, cette approximation remplace le potentiel d’échange-corrélation à chaque point de 

l’espace par celui d’un gaz d’électrons uniforme de densité 𝜌(𝑟 ). 

Dans ce cadre, la fonctionnelle d’échange-corrélation 𝐸𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 ⃗⃗ )] s’écrit alors : 

 

𝐸𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 ⃗⃗ )] = ∫𝜌(𝑟 ⃗⃗ )𝜖𝑋𝐶

𝐿𝐷𝐴 [𝜌(𝑟 ⃗⃗ )]𝑑3𝑟 ⃗⃗                                    (II.33) 

 

𝜖𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴 désigne l’énergie d’échange-corrélation pour un gaz homogène d’électrons avec une 

densité uniforme 𝜌(𝑟 ⃗⃗ ). Le potentiel d’échange-corrélation lui correspondant est: 

 

𝑉𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴(𝑟 ) =

𝛿𝐸𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 )]

𝛿𝜌(𝑟 ⃗⃗⃗  )
= 𝜖𝑋𝐶

𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 )] + 𝜌(𝑟 )
𝛿𝜀𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 )]

𝛿𝜌(𝑟 )
                         (II.34)  

 

Le terme 𝜀𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴 peut-être approximé par une somme de deux contributions (cas linéaire), l’une cor-

respondant au terme d’échange 𝜀𝑥 , l’autre au terme de corrélation 𝜀𝑐 [18]: 

 

𝜖𝑋𝐶
𝐿𝐷𝐴 = 𝜖𝑋

𝐿𝐷𝐴 + 𝜖𝐶
𝐿𝐷𝐴                                                      (II.35) 

 

Où le terme d’échange, terme dit « échange de Dirac » et donné par [8]: 

 

𝜖𝑋
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 )] = −

3

4
√
3𝜌(𝑟 )

𝜋

3
                                              (II.36) 

Ainsi :   

𝐸𝑋
𝐿𝐷𝐴[𝜌(𝑟 )] = −

3

4
(
3

𝜋
)

1

3
∫𝜌(𝑟 )

4

3 𝑑𝑟                                            (II.37) 

En ce qui concerne l’énergie de corrélation 𝜖𝑋
𝐿𝐷𝐴 son expression n’est pas connue analytique-

ment. Elle a cependant été calculée en fonction de 𝜌(𝑟 ⃗⃗ ) par Ceperley et al. [19], en utilisant des 

méthodes de type Monte-Carlo quantique. Par la suite, plusieurs expressions analytiques ont été 
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établies, en particulier par Vosko et al. [20] et Perdew et Zunger [21]. L’approximation LDA est 

largement utilisée en physique du solide et donne de bon résultats pour les métaux dont la densité 

électronique est relativement homogène.  

Le traitement de l’énergie d’échange-corrélation à partir de la LDA fonctionne relativement 

bien dans le cas des métaux pour lesquels la densité est fortement uniforme mais également pour 

des cas plus inattendus comme les matériaux caractérisés par des liaisons iono-covalentes ou com-

portant des métaux de transition. En revanche, elle échoue dans les systèmes caractérisés par des 

densités électroniques variant fortement vis-à-vis de 𝑟  tels que ceux impliquant des électrons f. Ap-

pliquée à l’étude de matériaux appropriés, la fonctionnelle LDA fournit généralement des accords 

satisfaisants avec l’expérience concernant les propriétés structurales et vibrationnelles, les moments 

dipolaires. 

D’autres fonctionnelles ont par la suite été élaborées dans l’objectif d’améliorer le traitement 

de l’échange et de la corrélation proposé au niveau LDA. Ces fonctionnelles constituent des tenta-

tives de prise en compte de la non-homogénéité et du caractère non-local de la distribution électro-

nique. Les améliorations de l’approche LDA se doivent de considérer le gaz d’électrons sous sa 

forme réelle, c’est-à-dire non uniforme et non locale. Le fonctionnelle de type GGA permet de 

s’approcher progressivement de la prise en considération de ces deux effets. 

II.5.2. Approximation du Gradient Généralisé (GGA) : 

L’approximation du gradient généralisé GGA (Generalized Gradient Approximation) [22, 23] 

permet d’apporter des corrections à l’approximation LDA, notamment dans le cas où 𝜌(𝑟 ) varie 

rapidement. 

 Pour prendre en compte l’hétérogénéité de la densité électronique, une dépendance supplé-

mentaire en ∇𝜌(𝑟 ) est introduite dans l’énergie d’échange et corrélation 𝜀𝑋𝐶  : 

 

𝐸𝑋𝐶
𝐺𝐺𝐴[𝜌(𝑟 )] = ∫𝜌(𝑟 ⃗⃗ )𝜖𝑋𝐶

𝐺𝐺𝐴 [𝜌(𝑟 ), ∇𝜌(𝑟 )]𝑑3𝑟                             (II.38) 

 

La partie échange est calculée sur la même base que pour la LDA, mais en ajoutant un facteur 

d’amélioration 𝑓() dépendant du gradient : 

 

𝐸𝑋
𝐺𝐺𝐴[𝜌(𝑟 )] = ∫𝜌(𝑟 )𝜖𝑋

𝐺𝐺𝐴 [𝜌(𝑟 )]𝑓()𝑑3𝑟                                 (II.39) 

avec 

     =
|∇𝜌(𝑟 )|2

[2(3𝜋2)
1
3]

2

𝑛
5
3

                                                          (II.40) 
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La partie corrélation reprend la paramétrisation de la LDA en ajoutant : 

 Soit une nouvelle paramétrisation pour le gradient. C’est le cas des fonctionnelles B 

(Becke88)[24], PW (Perdew-Wang) [25] ou bien encore mPW [26] (modified 

Perdew-Wang) ; 

 Soit un terme plus théorique n’utilisant que des constantes fondamentales, comme la 

fonctionnelle PBE (Perdew-Burke-Ernzerhof) [27]. 

II.6.Limites de la méthode DFT apparition de la méthode DFT+U 

  La méthode DFT a contribué avec succès à la description d’un grand nombre de systèmes 

électroniques. Par contre, elle a échoué dans la description de certaines classes de matériaux à élec-

trons localisés près des noyaux et donc fortement corrélés tels que les isolants de Mott, les oxydes 

de métaux de transition, terres rares, actinides, ...etc. En effet, pour certains matériaux dont le carac-

tère isolant est connu, la DFT prédit des liaisons métalliques ou de faibles gaps[28]. Le problème 

est dû à l'utilisation de fonctionnelles d'échange corrélation conduisant à une mauvaise estimation 

de la corrélation électronique [29]. C'est principalement le cas pour des matériaux contenant des 

ions à couches d ou f incomplètes. Les électrons d et f sont localisés sur chaque atome de métal et 

les termes d'énergie coulombienne et d'échange interatomique associés, sont à la fois nombreux et 

larges, compte tenu de la présence de nombreux électrons et l'encombrement local des fonctions 

d'onde impliquées.  

 Comme la DFT conventionnelle n'annule pas convenablement l'auto-interaction électronique, 

la répulsion électron-électron est surestimée. 

  Pour modéliser ces fortes corrélations électroniques d’une façon correcte, il est nécessaire 

d’apporter des corrections à la méthode DFT standard pour obtenir des résultats en accord avec les 

données expérimentales. C’est  le principe de la méthode dite DFT+U (lorsque nous la couplons 

avec la LDA ou la GGA, nous obtenons respectivement la LDA+U et la GGA+U).  

Pour les systèmes fortement corrélés qui contiennent un métal de transition ou des terres rares 

avec des orbitales 𝑑 ou 𝑓, partiellement remplis, il est difficile de décrire et prédire correctement les 

propriétés des états excités de ces derniers par les approches LDA et GGA. 

II.6.1.Fondements de la méthode DFT+U 

Cette méthode se base sur le modèle d’Hubbard [30] qui fournit probablement la description 

quantique la plus simple incluant le mouvement des électrons et leurs interactions mutuelles sur le 

réseau. En effet, l’ajout d’un terme de Hubbard dans l’hamiltonien du système à N corps permet un 

meilleur traitement de l’échange et de corrélation avec (ou sans) polarisation de spin [31].  
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Le terme de Hubbard est composé de deux paramètres U et J :  

  U : représente l’énergie nécessaire pour faire passer un électron d’une orbitale corrélée à une 

autre à la limite atomique.  

  J:représente l’énergie d’échange interatomique écranté.  

Ce terme d’Hubbard est introduit par deux approches, soit par Liechtenstein et al. [32, 33] ou 

par Dudarev et al. [34]. Dans cette dernière approche, 𝑈  et  𝐽 interviennent par leur différence 

𝑈𝑒𝑓𝑓 = 𝑈 − 𝐽. Alors que dans la méthode du Liechtenstein , les termes U et J contribuent d’une 

manière séparée.  

 Dans cette méthode, les interactions entre électrons dans des états localisés sur le même 

centre atomique sont traitées de la même façon que dans la méthode Hartree-Fock, le reste étant 

traité par la DFT. Cette méthode DFT+U permet d’obtenir des résultats corrects à la fois pour 

l’énergie de cohésion, la largeur de bande interdite (gap) et le moment magnétique.  

 La DFT+U repose sur un Hamiltonien, s’appelle Hamiltonien d’Hubbard 𝐻̂𝐻𝑢𝑏𝑏𝑎𝑟𝑑 qui 

c’écrit sous la forme suivante : 

𝐻̂𝐻𝑢𝑏𝑏𝑎𝑟𝑑 =
𝑈

2
∑ 𝑛̂𝑚,𝜎𝑚,𝑚′,𝜎 𝑛̂𝑚′,−𝜎 +

(𝑈−𝐽)

2
∑ 𝑛̂𝑚,𝜎𝑚≠𝑚′,𝜎 𝑛̂𝑚′,𝜎                   (II.41) 

 

𝑛̂𝑚,𝜎  est l’opérateur qui donne le nombre d’électrons occupant une orbitale de nombre quan-

tique magnétique 𝑚 et de spin 𝜎 à un site particulier. 

 Donc, la DFT+U contient les contributions de l'énergie comptabilisées auparavant par la 

fonctionnelle DFT. Selon la forme :  

𝐸𝐷𝐹𝑇+𝑈 = 𝐸𝐷𝐹𝑇 + 𝐸𝐻𝑢𝑏 − 𝐸𝑑𝑐                                              (II.42) 

Où : 𝐸𝐷𝐹𝑇 est la contribution de l’énergie par la DFT standard (L DA ou GGA), est 𝐸𝐻𝑢𝑏 la 

correction de l’énergie d’interaction électron- électron et 𝐸𝑑𝑐 est le terme de double comptage qui 

corrige les contributions à l'énergie totale incluse à la fois dans 𝐸𝐷𝐹𝑇 et 𝐸𝐻𝑢𝑏 .  

L’expression proposée par Dudarev et al. [34] pour l’évaluation de l’énergie est la suivante : 

𝐸𝐷𝐹𝑇+𝑈 = 𝐸𝐷𝐹𝑇 +
(𝑈−𝐽)

2
∑ 𝑛̂𝑚,𝜎 −𝑚≠𝑚′,𝜎 𝑛̂𝑚′,𝜎

2             (II.43) 

Le nombre d’occupation des orbitale de Kohn-Sham tel que, le nombre total d’électrons pour 

un moment angulaire et un spin donnés. 

Finalement, La valeur de U peut-être déterminée par trois procédés différents qui sont les suivants :  

  Soit à partir des calculs annexes dits « calculs LDA contraints » [35] 

  Soit à partir des résultats expérimentaux. 

 Soit par la variation régulière de 2 eV à 8 eV. 
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II.6.2.Résolution des équations de Kohn-Sham 

Déterminer l’état fondamental du système revient alors à résoudre les équations de Kohn-

Sham, de manière auto-cohérente, l’ensemble de ces équations aux valeurs propres. Où on injecte 

une densité de départ dans le cycle auto-cohérent pour calculer les fonctionnelles de la densité ini-

tiale, on calcule 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟 ) avec l’équation (II.30) comme deuxième étape, cette dernière nous permet 

de résoudre l’équation différentielle (II.31) pour 
𝑖
 , dans la dernière procédure, les solutions 

𝑖
 

sont réinjectes dans l’équation (II.32) pour calculer une nouvelle densité qui nous permet de calcu-

ler un nouveau potentiel 𝑉𝑒𝑓𝑓 …et ainsi de suite. La procédure itérative continuée jusqu'à ce que la 

convergence soit atteinte. Les procédures sont regroupées dans le diagramme ci-dessous (figure 

(II.1)). 

  

Figure. II.1: Processus d'itération auto-cohérente utilisé pour résoudre les équations de Kohn-

Sham 
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II.7.Théorème de Bloch et bases d’ondes planes 

II.7.1.Théorème de Bloch 

  Dans un cristal parfait et à une température nulle (0K), les atomes sont placés de manière ré-

gulière et périodique. Les potentiels externes engendrés par les électrons sont, de fait, périodiques 

selon la maille unitaire. Ainsi, la périodicité dans le potentiel peut être présentée comme : 

𝑉(𝑟 + 𝑅⃗ ) = 𝑉(𝑟  )                                                           ( I.44) 

Où 𝑅⃗ = 𝑙1𝑎 1 + 𝑙2𝑎 2 + 𝑙3𝑎 3 est le vecteur de translation du réseau direct, avec 𝑎 1, 𝑎 2 et  𝑎 3  

sont les vecteurs unitaires déterminant la périodicité du réseau dans les trois directions 𝑙1, 𝑙2 et 𝑙3 

sont des entiers. 

  En conséquence, l’Hamiltonien électronique et toutes les quantités physiques décrivant le 

système périodique sont également caractérisés par l’invariance translationnelle du réseau dans la 

mesure où l’opérateur Hamiltonien commute avec les opérateurs qui génèrent des translations à 

travers les points du réseau. Les équations de Kohn-Sham étant vérifiées dans tout l'espace, une 

fonction d'onde (𝑟  ) doit dépendre de cette périodicité. 

En 1929, Félix Bloch [36] a discuté les conséquences de la symétrie cristalline des solides sur 

les calculs des fonctions d’ondes, et a fait énoncé le théorème suivant : 

Toute fonction d’onde mono-électronique d’un réseau cristallin 
𝑘
𝑛(𝑟  )peut être exprimée 

comme le produit d’une onde plane 𝑒𝑖𝑘⃗ 𝑟  et une fonction de même périodicité que le potentiel pério-

dique 𝑢
𝑘⃗ 
𝑛(𝑟  ): 


𝑘⃗ 
𝑛(𝑟  ) = 𝑒𝑖𝑘⃗ 𝑟 𝑢𝑛⃗ 

𝑘⃗ (𝑟  )                                                 (II.44) 

Avec 

𝑢𝑛⃗ 
𝑘⃗ (𝑟 + 𝑅⃗ ) = 𝑢

𝑘⃗ 
𝑛(𝑟  )                                                  (II.45) 

Où 𝑘⃗  :le vecteur d’onde de la première zone de Brillouin du réseau réciproque du cristal  

   n : l’indice de bande. 

La base d’ondes planes est complète et orthonormée et de ce fait toute fonction continue nor-

malisable peut être développée sur une base d’ondes planes. La fonction périodique 𝑢𝑛⃗ 
𝑘⃗ (𝑟  ) peut par 

conséquent être décomposée sur une base discrète d’ondes planes dont les vecteurs d’onde appar-

tiennent au réseau réciproque : 

𝑢𝑛⃗ 
𝑘⃗ (𝑟  ) = 1

√𝛺
⁄ ∑ 𝐶𝑛

𝑘⃗ (𝐺 )𝑒𝑖𝐺 𝑟 𝐺                                         (II.46) 

Avec 𝐺  :le vecteur du réseau réciproque  
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     𝛺 : le volume de la cellule de simulation. 

𝐶𝑛
𝑘⃗ (𝐺 ) :les coefficients de Fourier. 

En combinant les équations (II.42) et (II.44) , on exprime chaque fonction d’onde comme série 

de Fourier  


𝑘⃗ 
𝑛(𝑟  ) = 1

√𝛺
⁄ ∑ 𝐶𝑛

𝑘⃗ (𝐺 )𝑒𝑖(𝑘⃗ +𝐺 )𝑟 𝐺                                   (II.47) 

En injectant maintenant l’expression de la fonction de Bloch (II.47) dans les équations de 

Kohn et Sham, on obtient le système d’´équations s´séculaires [37-38] : 

 

∑ [(
1

2
|𝑘⃗ + 𝐺 | − 𝜖𝑛

𝑘⃗ ) 𝛿𝐺 ,𝐺 ′ + 𝑉̂𝑥𝑐(𝐺
 − 𝐺 ′) + 𝑉̂𝑒𝑥𝑡(𝐺 − 𝐺 ′) + 𝑉̂𝐻(𝐺 − 𝐺 ′)] 𝐶𝑛

𝑘⃗ (𝐺′⃗⃗  ⃗) = 0𝐺 ′   (II.48) 

 

 Où les potentiels 𝑉̂𝑥𝑐(𝐺 − 𝐺 ′),   𝑉̂𝑒𝑥𝑡(𝐺 − 𝐺 ′), 𝑉̂𝐻(𝐺 − 𝐺 ′) sont respectivement les transfor-

mées de Fourier du potentiel d’échange-corrélation, du potentiel de Hartree et du potentiel externe. 

Ainsi résoudre les équations de Kohn et Sham dans le cas d’un solide cristallin revient à trouver les 

valeurs propres et les vecteurs propres de l’équation séculaire. 

L’utilisation d’une base infinie est impossible en pratique et doit se ramener à un nombre fini 

d’ondes planes. Pour cela, le développement de l’équation (II.47) sur les vecteurs 𝐺  est tronqué : 

seules les ondes planes qui correspondent à une énergie cinétique inférieure à une énergie de cou-

pure (notée 𝐸𝑐𝑢𝑡) sont prises en compte. Ce critère de convergence s’exprime sous la forme sui-

vante: 

ℏ2

2𝑚𝑒
|𝑘⃗ + 𝐺 |

2
< 𝐸𝑐𝑢𝑡                                                (II.49) 

 La relation (II.47) montre qu’il est possible d’étendre la base en augmentant la valeur du 

𝐸𝑐𝑢𝑡. La simulation gagne en précision mais implique une augmentation du temps de calcul. Il est 

donc nécessaire de choisir une énergie de coupure qui résulte d’un compromis entre le temps de 

simulation et le traitement du problème physique le plus précis possible.  

 L’énergie minimale permettant un traitement correct du problème dépend du pseudopotentiel 

utilisé et du système étudié, de sorte qu’il est nécessaire d’effectuer des études de convergence 

avant d’interpréter les résultats [30]. 

II.7.2. Pseudo-potentiel 

 Dans tout calcul, la réduction du temps d'exécution sans forte perte de précision sur les résul-

tats est souhaitable. Un des moyens possibles est l'utilisation de pseudo-potentiels. 
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L'idée des pseudo-potentiels est de ne traiter explicitement que les électrons de valence dans 

les équations de Kohn-Sham. Elle découle à la base de l'approximation des cœurs gelés. 

 En effet, dans les molécules et les solides, les propriétés physiques des matériaux sont princi-

palement déterminées par les électrons de valence, tandis que les électrons de cœur, situés sur les 

couches les plus internes de l’atome, ne sont que légèrement affectés par l’environnement. Ces con-

sidérations chimiques permettent de regrouper les électrons de cœur avec le noyau pour former un 

cœur ionique dont les états électroniques restent inchangés, quel que soit l’environnement dans le-

quel l’atome est placé [39].Donc  cœurs ioniques sont  considérés comme étant “gelés” dans leurs 

configurations atomiques.  

Figure II.2. Illustration schématique de pseudo- potentiel . 

Pratiquement, les pseudo-potentiels sont construits de telle sorte qu’au-delà d’un certain rayon 

de coupure 𝑟𝑐, définissant une sphère à l'intérieur delaquelle sont localises les électrons de cœur, le 

pseudo-potentiel et les pseudo-fonctions 𝑝𝑠(𝑟 ) d’onde de valence doivent être identiques au vrai 

potentiel et les vraies fonctions d’onde de valence donc pour  𝑟 > 𝑟𝑐 , 𝑉𝑝𝑠(𝑟 ) = 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 ) et  𝑝𝑠(𝑟 ) =

(𝑟 ) (Figure 3.3). En dessous de 𝑟𝑐  (𝑟 < 𝑟𝑐) , le potentiel dû aux noyaux et aux électrons de cœur 

peut être remplacé par un pseudo-potentiel variant plus lentement que le potentiel réel, permettant 

alors de supprimer les nœuds dans la partie radiale de la pseudo-fonction d’onde [40]. Plus le rayon 

de coupure 𝑟𝑐 sera élevé, plus les pseudo-fonctions d’ondes et les pseudo-potentiels seront lisses. 

Les principaux avantages des pseudo-potentiels sont : 

 la réduction du nombre d’électrons à traiter lors des calculs, 

 la réduction du nombre d’ondes planes et ainsi l’allégement des calculs, 

 la possibilité d’inclure certains effets relativistes. 
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 Plusieurs types de pseudopotentiels ont déjà été développés, parmi ces pseudo-potentiels on 

peut distinguer trois grandes classes: les pseudo-potentiels dits `a norme conservée, les pseudo-

potentiels de Vanderbilt appelés ultra-mous [41] (US, de l’anglais : « Ultra-Soft ») et les pseudo-

potentiels à ondes planes augmentées par des projecteurs [42] (PAW, de l’anglais : « Projector 

Augmented-Wave »).  

II.8. Conclusion  

Nous avons décrit dans ce chapitre les différentes approches théoriques pour la résolution de 

l’équation de Schrödinger nommés les méthodes ab-initio basée sur : La théorie de la densité fonc-

tionnelle. Dans un premier temps, nous avons présenté le problème à plusieurs corps rencontré lors 

de la résolution de l’équation de Schrödinger dans le cas des systèmes étendus, avant de présenter 

diverses approximations basées sur les fonctions d’ondes qui ont été proposées au fil des années. 

Ensuite nous avons mis l’emphase sur notre méthode de base, la Théorie de la fonctionnelle de la 

densité (DFT), qui propose de résoudre le problème en s’appuyant uniquement sur la densité élec-

tronique. Les approximations de l’énergie d’échange-corrélation en DFT et la méthode des pseu-

dopotentiels ont été présentées.  
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Chapitre III : Propriétés Vibrationnelles, Elastique et la DFPT 

III.1. Introduction 

Dans le deuxième chapitre on a vu que la DFT est une théorie de base pour prédire les pro-

priétés physiques de l'état fondamental. Dans ce chapitre, on présente la méthode utilisée pour dé-

terminer les propriétés vibrationnelles et élastiques qui est basées sur la théorie de perturbation de la 

fonctionnelle de la densité (DFPT). 

La méthode DFPT est une méthode bien établie pour l’étude ab initio de la dynamique des ré-

seaux des solides. Permet de calculer les réponses du système à des perturbations, elle est basée sur 

l’extension perturbative de la DFT. La réponse linéaire fournit une manière analytique de calcul du 

second dérivé de l’énergie totale par rapport à une perturbation donnée. Selon la nature de cette 

perturbation, un certain nombre de propriétés peuvent être calculées, par exemple une perturbation 

en positions ioniques (déplacement atomique) donne la matrice dynamique et les phonons, une per-

turbation dans le champ magnétique et la réponse est RMN, une perturbation dans les vecteurs uni-

taires de la maille (déformation) et la réponse est les constantes élastiques, une perturbation dans un 

champ électrique et la réponse est diélectrique [1-2].  

 Dans ce qui suit, on va exposer la théorie de perturbation de la fonctionnelle de la densité 

(DFPT) sur laquelle est basée notre calcul des propriétés mécaniques et dynamiques de nos compo-

sés, qui est implémenté dans le code ABINIT [3-4]. 

III.2. Théorie de perturbation de la fonctionnelle de la densité 

La théorie est disponible sous plusieurs formulations, Baroni a développé une (DFPT) basée 

sur les fonctions de Green [5, 6] tandis que la formulation de Gonze se base sur l’extension de la 

fonctionnelle de l’énergie de Kohn-Sham suite à une perturbation [7,8]. C’est cette seconde ap-

proche que nous allons utiliser. 

L’objectif est d’obtenir la réponse du système à une petite perturbation 𝜆. Prenons, par 

exemple, la perturbation due à une légère modification du potentiel externe Vext(λ). La perturbation 

étant petite, le potentiel se développe en série de Taylor : 

 

H(λ)|φ(λ)⟩ = E(λ)|φ(λ)⟩                                                   (III.1) 

Dans la théorie des perturbations le potentiel externe est donné par : 

 

Vext(λ) = Vext
(0)
+ λVext

(1)
+ λ2Vext

(2)
+. . ..                                        (III.2) 
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Et la même chose s’applique aux autres quantités physiques X (énergie, densité électronique, 

la fonction d’onde électronique, ...). 

 𝑋 () =  𝑋0 + 𝑋(0) + 2𝑋(2) +⋯                                ( III.3) 

Nous introduisons ici la notation X(n) qui est reliée aux dérivées de la quantité X par rapport à 

la perturbation λ :         

  X(n) =
1

n!

dnX

dλn
|
λ=0

                                              ( III.4) 

 Pour caractériser au mieux notre système, nous pouvons considérer plusieurs types de pertur-

bations qui vont permettre de calculer différentes fonctions de réponse. Parmi elles, les perturba-

tions utilisées dans le cadre de cette thèse :  

 Réponse au déplacement 𝑢 d’un atome i de la maile 𝑢⃗ 𝑛𝑖 = . 

 Réponse à une déformation 𝜀 dans les directions i et j : 𝜀𝑖𝑗 =  . 

Ces différentes perturbations peuvent être associées et appliquées simultanément. 

L’énergie 𝐸(𝑢, 𝜀) se développe de la manière suivante : 

 

𝐸(𝑢;  𝜀) = 𝐸0(𝑢, 𝜀) + 𝑢
𝜕𝐸

𝜕𝑢
+ 𝜀

𝜕𝐸

𝜕𝜀
+
1

2
𝑢2

𝜕2𝐸

𝜕𝑢2
+
1

2
𝜀2

𝜕2𝐸

𝜕𝜀2
+⋯𝑂(3)          ( III.5) 

 

Dans l’expression, plusieurs dérivées de l’énergie apparaissent ; elles sont toutes reliées à une 

fonction de réponse. Les dérivées premières par rapport à un déplacement atomique vont permettre 

de calculer les forces inter-atomiques 𝐹𝑛𝑖: 

𝐹𝑛𝑖 = −
𝜕𝐸

𝜕𝑢𝑛𝑖
                                              ( III.6) 

Les dérivées par rapport à une déformation définissent les contraintes 𝜎𝑖𝑗 subies par le sys-

tème : 

𝜎𝑖𝑗 =
1

𝛺

𝜕𝐸

𝜕𝜖𝑖𝑗
                                               ( III.7) 

où 𝛺 est le volume de la cellule unité. 

En dérivant l’énergie à l’ordre deux, il sera également possible de calculer la matrice dyna-

mique du système (donnant accès aux modes de vibration) en utilisant la dérivée par rapport à deux 

déplacements atomiques ainsi que le tenseur élastique en calculant la dérivée seconde par rapport à 

deux déformations. 
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III.3.Réponse à la déformation (Élasticité) 

Considérons un cristal quelconque. Si on le soumet à une faible contrainte, celui-ci va se dé-

former. Si la contrainte est supprimée, il va revenir à son état initial. C’est ce que l’on appelle 

l’élasticité d’un matériau. En revanche, si la déformation est trop importante, le matériau se rompt 

ou continue à se déformer de manière irréversible. 

Dans le régime élastique, si la déformation est assez petite, elle sera linéairement proportion-

nelle la contrainte, c’est la loi de Hooke [9]. C’est dans ce régime que nous allons nous placer. La 

loi de Hooke permet de relier les tenseurs des contraintes 𝜎𝑖𝑗 et des déformations 𝜖𝑘𝑙 grâce à un 

tenseur que l’on appelle tenseur de raideur ou tenseur des constantes élastiques défini tel que : 

 

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜖𝑘𝑙                                                         ( III.8) 

 

Ce dernier permet de caractériser le comportement (du point de vue élastique) d’un solide vis-

à-vis d’une déformation.  

Si on effectue un développement quadratique de l’énergie par rapport aux variables 𝜖𝑖𝑗 on ob-

tient  

𝐸 = 𝐸𝑜 + ∑ 𝜖𝑖𝑗
𝜕𝐸

𝜕𝜖𝑖𝑗
|
0

+𝑛𝑖 𝛼
1

2
∑ ∑ 𝜀𝑖𝑗

𝜕2𝐸

𝜕𝜖𝑖𝑗𝜕𝜖𝑘𝑙
|
0

𝜀𝑘𝑙𝑘𝑙𝑖𝑗 +⋯                          ( III.9) 

Avec       

𝐶𝑖𝑗 =
𝜕𝐸

𝜕𝜖𝑖𝑗
 ,         𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝜕2𝐸

𝜕𝜖𝑖𝑗𝜕𝜖𝑘𝑙
                                              ( III.10) 

Le tenseur 𝜎𝑖𝑗est le tenseur des constantes élastiques. Le tenseur des contraintes est défini par 

: 

𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜖𝑘𝑙 =
𝜕𝐸

𝜕𝜖𝑖𝑗
                                                 ( III.11) 

  Donc, on peut déterminer les constantes d’élasticité à partir de la relation contrainte défor-

mation [10] ou à partir de la relation énergie- déformation [11], cette dernière est la méthode que 

nous avons utilisée dans notre étude. 

III.4. Dynamique du réseau dans l’approximation harmonique 

Dans un modèle parfait du réseau cristallin, on suppose que les atomes (ou les ions) sont fixes 

sur les sites du réseau cristallin. Cette approximation de la configuration réelle peut être considérée 

comme valide à température nulle. A température non nulle, chaque ion possède une certaine éner-

gie thermique et par conséquent présente un certain mouvement autour de sa position d’équilibre. 
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En réalité, même à température nulle, les ions ne sont pas immobiles (relation d’incertitude 

d’Heisenberg). La description de mouvements des ions fait appel au concept de phonons qui sont 

des oscillateurs quantiques et correspondent aux modes propres de vibration du cristal. L’évaluation 

des modes de vibration du système est nécessaire pour accéder non seulement aux propriétés en 

température, en particulier les fonctions thermodynamiques, mais également à la stabilité des struc-

tures. 

 Dans le cas d’un cristal à l’équilibre, l’atome 𝑖 se déplace autour de sa position d’équilibre 

notée 𝑅⃗ 𝑛𝑖 = 𝑅⃗ 𝑛 + 𝑅⃗ 𝑖, où 𝑅⃗ 𝑛 est la position de maille primitive et 𝑅⃗ 𝑖est la position de l’atome 𝑖 par 

rapport à l’origine de la maille primitive . Le vecteur déplacement de l’atome 𝑖 est noté 𝑢⃗ 𝑛𝑖 . 

  L’énergie cinétique du système 𝑇 s’exprime sous la forme suivante : 

𝑇 =
1

2
∑ 𝑀𝑖 (

𝑑𝑢𝑛𝑖
𝛼

𝑑𝑡
)
2

𝑙 𝛼                                                 ( III.12) 

où 𝑀𝑖 est la masse de l’atome 𝑖 et le terme 𝛼 représente une direction de l’espace {𝑥 , 𝑦 , 𝑧}. 

En considérant que les atomes vibrent autour de leur position d’équilibre, noté "0", avec de 

faibles amplitudes déplacements (l’énergie due à la vibration est petite par rapport à l’énergie de 

cohésion ), l’énergie potentielle 𝑉𝑁 , peut être écrite sous la forme d’un développement limité de 

Taylor : 

𝑉𝑁 = 𝑉𝑜 + ∑ 𝑢𝑛𝑖
𝛼 𝜕𝑉𝑁

𝜕𝑢𝑛𝑖
𝛼 |
0

+𝑛𝑖 𝛼
1

2
∑ 𝑢𝑛𝑖

𝛼 𝜕2𝑉𝑁

𝜕𝑢𝑛𝑖
𝛼 𝜕𝑢𝑚𝑗

𝛽 |
0

𝑢𝑚𝑗
𝛽
+𝑛𝑖𝛼 

𝑚𝑗𝛽
…              (III.13) 

  Dans l’approximation harmonique, le développement précédent est limité aux termes d’ordre 

deux [5, 12]. Le premier terme du développement, 𝑉𝑜 qui est une constante indépendante des dépla-

cements, peut être annulé en le considérant comme le zéro des énergies. Le second terme contient 

les premières dérivées partielles de l’énergie par rapport aux positions atomiques qui sont nulles 

puisqu’on considère que les atomes vibrent autour d’une position d’équilibre qui doit donc repré-

senter un minimum de l’énergie. 

Les constantes de force 𝐹 sont définies à partir du potentiel du système 𝑉𝑁 de la façon sui-

vante : 

𝐾𝑛𝑖𝑚𝑗
𝛼𝛽

=
𝜕2𝑉𝑁

𝜕𝑢𝑛𝑖
𝛼 𝜕𝑢𝑚𝑗

𝛽 |
0

= −
𝜕𝐹𝑛𝑖 

𝛼

𝜕𝑢𝑚𝑗
𝛽 |

0

                                    (III.14) 

 Donc 𝐾𝑛𝑖𝑚𝑗
𝛼𝛽

 est la matrice des constantes de forces car elle relie la force 𝐹 𝑛𝑖 qui agit sur 

l’atome 𝑖 dans la maille 𝑛 aux déplacements des atomes 𝑗 dans les mailles 𝑚 et 𝐹𝑛𝑖 
𝛼  est la compo-

sante de la force 𝐹 𝑛𝑖.   
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En appliquant le théorème de Lagrange sur la base des équations précédentes, les équations de 

mouvement des atomes sont donnés par : 

𝑀𝑖
𝑑2𝑢𝑛𝑖

𝛼

𝑑𝑡2
= −∑ 𝐾𝑛𝑖𝑚𝑗

𝛼𝛽
𝑚𝑗𝛽 𝑢𝑚𝑗

𝛽
                                    (III.15) 

On faisant une transformation de variable √𝑀𝑖𝑢𝑛𝑖
𝛼 = 𝑢̃𝑛𝑖

𝛼  on obtient : 

𝑑2𝑢̃𝑛𝑖
𝛼

𝑑𝑡2
= −∑ 𝐾̃𝑛𝑖𝑚𝑗

𝛼𝛽
𝑚𝑗𝛽 𝑢̃𝑚𝑗

𝛽
                                               (III.16) 

    Avec  

𝐾̃𝑛𝑖𝑚𝑗
𝛼𝛽

=
1

√𝑀𝑖√𝑀𝑗

𝜕2𝑉𝑁

𝜕𝑢𝑛𝑖
𝛼 𝜕𝑢𝑚𝑗

𝛽 |
0

                                            (III.17) 

La matrice 𝐾̃𝑛𝑖𝑚𝑗
𝛼𝛽

 est dite matrice dynamique. Dans cette équation, on peut voir que cette ma-

trice dépend de la dérivée seconde de l’énergie. Cette dérivée seconde doit avoir la périodicité du 

cristal. Cela signifie qu’une translation des positions 𝑅⃗ 𝑛𝑖
𝛼  et 𝑅⃗ 𝑚𝑗

𝛽
 suivant le même vecteur 𝑅⃗  du ré-

seau de Bravais ne doit pas changer l’élément de matrice 𝐾̃𝑛𝑖𝑚𝑗
𝛼𝛽

 qui doit donc dépendre uniquement 

de la distance relative 𝑅⃗ 𝑛  −  𝑅⃗ 𝑚 . On peut donc réécrire équation (III.16) comme suit : 

 

 
𝑑2𝑢̃𝑛𝑖

𝛼

𝑑𝑡2
= −∑ 𝐾̃𝑛𝑖𝑚𝑗

𝛼𝛽
(𝑅⃗ 𝑛  −  𝑅⃗ 𝑚)𝑚𝑗𝛽 𝑢̃𝑚𝑗

𝛽                          (III.18) 

La périodicité du réseau de Bravais nous suggère d’essayer une solution de la forme d’ondes 

progressives :  

𝑢̃𝑛𝑖
𝛼 = 𝑢̃𝑖

𝛼𝑒𝑖(𝑘⃗ ∙𝑅⃗ 𝑛−𝜔𝑡)                                                         (III.19) 

 où 𝜔 est fréquence de vibration et 𝑘⃗  est le vecteur d’onde du réseau réciproque du cristal. 

Cette expression insérée dans l’équation (III.18) conduit à la relation : 

 

𝜔2𝑢̃𝑖
𝛼 = ∑ 𝐾̃𝑖𝑗

𝛼𝛽
(𝑘⃗ )𝑗𝛽 𝑢̃𝑗

𝛽
                                               (III.20) 

 

Avec    𝐾̃𝑖𝑗
𝛼𝛽
(𝑘⃗ ) = ∑ 𝐾̃𝑖𝑗

𝛼𝛽
(𝑅⃗ )𝑅⃗ 𝑒−𝑖𝑘⃗ ∙𝑅⃗ = ∑

1

√𝑀𝑖√𝑀𝑗

𝜕2𝑉𝑁

𝜕𝑢𝑛𝑖
𝛼 𝜕𝑢0𝑗

𝛽𝑛 𝑒−𝑖𝑘⃗ ∙𝑅⃗ 𝑛              (III.21) 

Dans (III.21) en prenant l’atome 𝑛 = 0 comme référence.  

L’équation (III.20) est une équation aux valeurs propres et la matrice 𝐾̃𝑖𝑗
𝛼𝛽
(𝑘⃗ ) est de dimen-

sion 3 ×  3 ,  étant le nombre d’atomes dans la maille primitive. La diagonalisation de cette 

matrice détermine les 3 modes propres de vibration 𝜔
𝑘⃗ 
(𝑙)

 que le cristal peut avoir, l est un indexe 

qui prend 3 valeurs.  
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Pour chaque valeur du vecteur d’onde 𝑘⃗  on a une équation aux valeurs propres dont la solu-

tion donne 3 fréquences de vibrations. La variation continue de 𝑘⃗  produit alors 3 branches de 

fréquences. Normalement le paramètre 𝑘⃗  est continu, mais comme dans le cas des électrons, il est 

possible d’imposer les conditions aux limites périodiques aux déplacements des atomes pour pro-

voquer une discrétisation des valeurs de 𝑘⃗ . Les mêmes arguments utilisés dans le cas des électrons 

peuvent aussi être évoqués pour restreindre le vecteur d’ondes à la première zone de Brillouin. Un 

cristal de 𝑁 mailles primitives correspond alors à 𝑁 vecteurs d’ondes 𝑘⃗  dans la zone de Brillouin ce 

qui donne un nombre total de 3𝜗𝑁 modes propres. Le vecteur déplacement d’un atome 𝑖 dans la 

maille 𝑅⃗ 𝑛 sera donné par : 

𝑢𝑛𝑖
𝛼(𝑙)
(𝑘⃗ , 𝑡) =

1

√𝑀𝑖
𝑢
𝑘⃗ 𝑖

𝛼(𝑙)
𝑒
𝑖(𝑘⃗ ∙𝑅⃗ 𝑛−𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)
𝑡)

                                (III.22) 

Une particularité importante des modes propres de vibrations est qu’ils sont découplés et in-

dépendants. Cela permet de traiter les 3𝜗𝑁 modes propres comme 3𝜗𝑁 oscillateurs harmoniques 

indépendants qui, du point de vu de la mécanique quantique, doivent avoir des énergies quantifiées 

[13-15] : 

𝐸
𝑘⃗ 
(𝑙)
= (𝑛

𝑘⃗ 
(𝑙)
+
1

2
) ℏ𝜔

𝑘⃗ 
(𝑙)

                                              (III.23) 

Où 𝑛
𝑘⃗ 
(𝑙)

 est le nombre d'occupation du mode normal. 

Moyennant, l’énergie de vibration totale d’un système est obtenue tout simplement en som-

mant la contribution de chaque mode individuel (𝑘⃗ , 𝑙) contient 𝑛
𝑘⃗ 
(𝑙)

 , le nombre d’occupation de 

phonons, est restreint aux valeurs 0,1, 2,… ; alors l’énergie thermique peut être évaluée nûment à 

partir de la relation ci-dessus [13-15]: 

𝐸
𝑘⃗ 
(𝑙)
= ∑ (𝑛

𝑘⃗ 
(𝑙)
+
1

2
) ℏ𝜔

𝑘⃗ 
(𝑙)

𝑘⃗ ,𝑙                                          (III.24) 

Dans la figure ( III.1), on résume la procédure de calcul des modes de vibration de la struc-

ture cristalline et puis accéder aux propriétés thermodynamiques par DFPT. 
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Figure III.1. Illustration de calcul de la dispersion des phonons par DFPT 
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III.5. Grandeurs thermodynamiques  

Les propriétés thermodynamiques d’un matériau sont étroitement liées aux vibrations du ré-

seau et donc aux phonons [16].  

III.5.1. Fonction de partition des phonons 

 Demeurant dans la considération d’un oscillateur harmonique, l’énergie permise et quantifiée 

est donnée par la relation (III.24). En physique statistique nous définissons la fonction de partition 𝑍 

afin de découpler les oscillateurs harmoniques, cette dernière étant le produit de fonction de parti-

tion de chaque mode. Pour un mode (𝑘⃗ , 𝑙)la fonction de partition s’écrit comme suite [17-18]: 

𝑍 = ∑ 𝑒

−𝐸
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇
⁄

𝑛
𝑘⃗⃗ 

(𝑙)                                                     (III.25) 

où : 𝐾𝐵 est la constante de Boltzmann et 𝑇 est la température absolue. 

Remplaçant l’expression de l’énergie totale (III.24) dans l’expression (III.25) 

Z = ∑ 𝑒𝑥𝑝 {−∑
1

𝐾𝐵𝑇
(𝑛

𝑘⃗ 
(𝑙) +

1

2
) ℏ𝜔

𝑘⃗ 
(𝑙)∞

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙) } =

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙) ∏ 𝑒𝑥𝑝 {−∑

1

𝐾𝐵𝑇
(𝑛

𝑘⃗ 
(𝑙)
+
1

2
) ℏ𝜔

𝑘⃗ 
(𝑙)∞

𝑛
𝑘⃗⃗ 

(𝑙) }
𝑛
𝑘⃗⃗ 

(𝑙)  (III.26) 

 

𝑍 = ∏ 𝑍
𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)
  𝑛

𝑘⃗⃗ 

(𝑙)                                                  (III.27) 

Avec  

𝑍
𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙) = 𝑒

−ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇 ∑ 𝑒

−𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)
ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇
∞

𝑛
𝑘⃗⃗ 

(𝑙)                                      (III.28) 

Le terme somme de l’équation (III.28) peut s’écrire comme une progression géométrique de 

raison 𝑒

−ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇  . 

Sachant que : ∑𝑋𝑛 =
1

1−𝑋
  

Ceci nous permet de calculer le terme somme de l’équation (III.28): 

𝑍
𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙) = 𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇

(𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇 − 1)

⁄
                                           (III.29) 

La fonction de partition 𝑍 donnée par l’équation (III.28), pourra être réécrite alors sous la 

forme suivante :  
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𝑍 = ∏
1

𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇−1

𝑛
𝑘⃗⃗ 

(𝑙) 𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇                                           (III.30) 

Donc la fonction de partition 𝑍 totale ne dépend des oscillateurs que par l’intermédiaire des 

fréquences. En particulier elle est indépendante des vecteurs propres. Ceci facilite énormément le 

calcul des fonctions thermodynamiques. 

III.5.2 Energie libre des phonons  

 La fonction de partition, obtenue par la théorie de la physique statistique développée par 

Boltzmann, permet le calcul, en principe, de toutes les grandeurs physiques d’un système en équi-

libre et toutes les grandeurs thermodynamiques peuvent s'exprimer en fonction de 𝑍 . La 

grandeur qui joue un rôle important en physique statistique et en thermodynamique est l’énergie 

libre notée 𝐹 , elle s’exprime simplement en fonction de la température et de la fonction de par-

tition. 

la relation entre l’énergie libre et la fonction de partition est donnée par [16]: 

 

𝐹 = −𝐾𝐵𝑇𝑙𝑛𝑍                                                         (III.31) 

Substituant l’équation (III.30) dans (III.31), il vient: 

𝐹 = −𝐾𝐵𝑇𝑙𝑛∏
1

𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇 −1

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙) 𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇 = −𝐾𝐵𝑇∑ 𝑙𝑛(
𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇

𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇 −1

)
𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)             (III.32) 

Notons que :   

𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇

𝑒

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

𝐾𝐵𝑇 −1

=
1

2𝑠𝑖𝑛ℎ(
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

                                   (III.33) 

Alors  

𝐹 = 𝐾𝐵𝑇∑ 𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛ℎ (
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
))

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)                                       (III.34) 

il est possible de remplacer la somme précédente par une intégrale en définissant la densité 

d’états des phonons qui est une distribution des fréquences 𝑔 (𝜔) de sorte à ce que le nombre de 

modes entre 𝜔 et 𝜔 +  𝑑𝜔 soit donné par 𝑁𝑔 (𝜔)𝑑𝜔. Comme le nombre total des modes de vibra-

tion est 3𝑁 on doit avoir la condition de normalisation suivante : 
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∫ 𝑔 (𝜔)𝑑𝜔
∞

0
= 3                                              (III.35) 

 

L’énergie libre prend alors la forme suivante: 

𝐹 = 𝐾𝐵𝑇 ∫ 𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛ℎ (
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
))𝑔 (𝜔)𝑑𝜔

∞

0
                                   (III.36) 

III.5.3. Énergie interne des phonons 

Pour calculer la contribution des vibrations du réseau à l’énergie interne 𝐸 ; considérons un 

volume ayant un nombre de particules constant, pour les niveaux d’énergie restant inchangé. Tout 

comme l’énergie libre, l’énergie interne peut être exprimée en fonction de 𝑍, l’énergie interne 𝐸 est 

alors calculée comme suite [16,19]: 

𝐸 = −
𝜕𝑙𝑛𝑍

𝜕𝛽
                                                         (III.37) 

Avec  𝛽 =  𝐾𝐵𝑇 

Et comme 
𝜕

𝜕𝛽
= −𝐾𝐵𝑇

2 𝜕

𝜕𝑇
, la relation éq (III.37) devient :  

𝐸 = 𝐾𝐵𝑇
2 𝜕𝑙𝑛𝑍

𝜕𝑇
                                              (III.38) 

En substituant l’équation (III.34) dans (III.38), il vient : 

𝐸 =
ℏ

2
∑ 𝜔

𝑘⃗ 
(𝑙)
𝑐𝑜𝑡ℎ (

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)                                            (III.39) 

En tenant compte de la densité d’état vibrationnelle 𝑔(𝜔), cela nous permet de passer de la 

somme à l’intégrale et l’énergie interne 𝐸 se traduit sous la forme suivante: 

 

𝐸 =
ℏ

2
∫ 𝜔

𝑘⃗ 
(𝑙)
𝑐𝑜𝑡ℎ (

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

∞

0
𝑔(𝜔)𝑑𝜔                                    (III.40) 

III.5.4 Entropie des phonons 

La relation liant l’énergie libre et l’énergie interne, nous permet d’introduire une nouvelle 

quantité importante en thermodynamique, à savoir l’entropie vibrationnelle 𝑆. 

Cette nouvelle quantité pourra être définie comme étant une grandeur thermodynamique asso-

ciée à un système de particules, caractérisant le désordre ou le degré de désorganisation de ce sys-

tème. Elle a été introduite par Clausius en 1850 [20]. L’expression reliant l’énergie interne à 

l’énergie libre, et permettant la détermination de l’entropie vibrationnelle 𝑆 est donnée ci-dessous 

[21-22] : 
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𝐹 = 𝐸 − 𝑇𝑆                                                     (III.41) 

A partir de l’équation (III.41) l’entropie serait exprimée ainsi :  

𝑆 =
𝐸

𝑇
−
𝐹

𝑇
                                                       (III.42) 

Substituant les équations (III.34)et (III.39) dans (III.42), il vient : 

𝑆 = 𝐾𝐵 ∑ {(
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
) 𝑐𝑜𝑡ℎ (

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
) − 𝑙𝑛 (2𝑠𝑖𝑛ℎ (

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
))}

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)                       (III.43) 

En introduisant la densité d’états vibrationnelle 𝑔(𝜔), l’entropie vibrationnelle est donnée 

sous la forme : 

𝑆 = 𝐾𝐵 ∫ ∑ {(
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
) 𝑐𝑜𝑡ℎ (

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
) − 𝑙𝑛(2𝑠𝑖𝑛ℎ (

ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
))}

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

∞

0
 𝑔(𝜔)𝑑𝜔          (III.44) 

III.5.5 Chaleur spécifique des phonons 

Dans un solide, le transfert de chaleur par le réseau (phonons) est sensible à la capacité de 

stockage de la chaleur par les phonons du réseau. Cette notion de stockage est couramment associée 

à la chaleur spécifique à volume constant, notée 𝐶𝑉. Intuitivement, la chaleur spécifique rend 

compte de la capacité d'un matériau à stocker la chaleur par rapport à sa masse. Elle est définie par 

l’expression suivante [22-23]: 

𝐶𝑉 = (
𝜕𝐸

𝜕𝑇
)
𝑉

                                                               (III.45) 

En dérivant 𝐸 (l’énergie totale du système donnée précédemment dans l’équation (III.39) par 

rapport à la température T, on obtient : 

𝐶𝑉 = 𝐾𝐵 ∑ (
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

2

(

 
 1

𝑠𝑖𝑛ℎ2(
ℏ𝜔
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

)

 
 

𝑛
𝑘⃗⃗ 
(𝑙)                             (III.46) 

Faisant intervenir la densité des états vibrationnels 𝑔(𝜔), calculée par la dynamique de ré-

seau, la sommation discrète sur l’ensemble des vecteurs d’onde peut être remplacée par une forme 

d’intégrale, la chaleur spécifique devient : 

𝐶𝑉 = 𝐾𝐵 ∫ (
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

2

(

 
 1

𝑠𝑖𝑛ℎ2(
ℏ𝜔

𝑘⃗⃗ 
(𝑙)

2𝐾𝐵𝑇
)

)

 
 
𝑔(𝜔)𝑑𝜔

∞

0
                          (III.47) 
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III.6. Code de calcul : ABINIT 

Tout le travail contenu dans cette thèse a été effectué en utilisant le code Abinit 

[http://www.abinit.org], qui est un code développé par un groupe de recherche de l’université catho-

lique de Louvain et d’autres collaborateurs [24]. L’Abinit est un code gratuit et de source ouverte, 

ce qui assure la continuité de développement du code. Il est une implémentation de la théorie de 

fonctionnelle de la densité DFT, la théorie perturbative de la fonctionnelle de la densité (DFPT) et 

la fonctionnelle de la densité dépendant du temps (TDDFT) [25]. Le code ABINIT peut servir à 

calculer : l’énergie totale, la densité de charge et la structure électronique d’un grand nombre de 

systèmes tels que les molécules, les surfaces, les solides périodiques, les nanotubes etc... Il peut 

également optimiser les géométries selon les forces et les contraintes, simuler la dynamique molé-

culaire, générer les matrices dynamiques, les charges effectives, et les tenseurs diélectriques [4,26] .  

III.6. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté la méthode utilisée pour déterminer les propriétés vibration-

nelles et élastiques. Nous avons tout d'abord présenté la théorie de la fonctionnelle de la densité 

perturbée (DFPT) qui est une extension perturbative de la DFT. On a déterminé les expressions des 

différentes grandeurs dynamiques telles que : la constante de force et la matrice dynamique et les 

grandeurs thermodynamiques. Ensuite, nous avons donné un aperçu sur le code Abinit. 
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Chapitre IV : 

Résultats et discussions – I : Propriétés Structurales Electroniques, Mécaniques et 

Dynamiques des Composés Binaires LaB6 et LaB4 

 

IV.1. Introduction 

L’hexaborure de Lanthane LaB6 et le tetraborure de Lanthane (LaB4) ont été largement utilisés 

dans divers dispositifs émetteurs d'électrons de champ et systèmes optiques à haute énergie en rai-

son de leurs propriétés intéressantes de point de fusion élevé, de résistance mécanique élevée, faible 

fonction de travail, faible volatilité à haute température, conductivité, résistance chimique, lumino-

sité, petite taille optique, longue durée de vie, et le caractère monoénergétique de leurs électrons [1-

4]. 

Dans ce chapitre, nous discutons et nous présentons nos résultats de calculs théoriques ab-initio 

basés sur la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT /( DFPT) pour déterminer quelques pro-

priétés des composes LaB6 et LaB4. 

Nous avons focalisé notre attention sur leurs propriétés structurales, électroniques, mécaniques, 

vibrationnelles et thermodynamiques (l’énergie libre, l’énergie interne, l’entropie, et la capacité 

thermique) de ces deux composés. 

Ce chapitre est subdivisé en deux parties. Dans la première nous nous intéresserons au composé 

LaB6. La deuxième sera consacrée à l’étude de composés LaB4. 

IV. 2. Détails et techniques de travail 

Dans notre travail, nous avons effectué des calculs ab-initio basée sur la méthode des pseudo po-

tentiels et des ondes planes (pp-pw), sous le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densi-

té (DFT) [5] implémentée dans le code Abinit [6] qui permet de calculer l'énergie totale, la densité 

et la structure de bande des cristaux. Ainsi nous avons utilisé la théorie de perturbation de la fonc-

tionnelle de la densité (DFPT) [7] pour étudier les propriétés élastiques, dynamiques et vibration-

nelles de nos matériaux.  

Pour le potentiel d’échange et de corrélation, nous avons utilisé trois approximations : 

l’approximation de la densité locale (LDA) [8], l ’approximation du gradient généralisé (GGA) dans 

la forme de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE)[9] ainsi que l’approximation LDA+U où dans cette 

approximation, le potentiel LDA est augmenté d’un terme d’Hubbard pour décrire les fortes interac-
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tions coulombiennes entre les électrons de la couche 5d du Lanthane [10]. Le paramètre U a été fixé 

à 8.1 eV et J=0.6 eV pour les états 5d du Lanthane [11]. 

Les états de valence considérés au cours de nos calculs pour les deux atomes constituant les ma-

tériaux étudies sont donnés comme suit : La: [Xe] 6s
2
5d

1
 , B : [He] 2s

2
 2p

1
. 

Partie A : Hexaborure de Lanthane 

IV.A.1. Paramètres de convergence 

  Avant de lancer des calculs ab-initio, nous devons faire une étude de convergence de certains 

paramètres tels que : l'énergie de coupure Ecut « Cuttof » qui limite le nombre d'ondes planes em-

ployées pour la description des fonctions d'onde planes et le nombre de points spéciaux 𝑘 utilisés 

pour l'intégration dans la zone de Brillouin (nkpt). Ces tests de convergence sont importants dans la 

mesure où ils nous permettent de gagner un temps considérable de calcul et d’obtenir une excellente 

précision de calcul. 

  Nous avons commencé par fixer la grille de la zone de Brillouin avec laquelle nous avons pro-

cédé à un calcul d'énergie totale pour différentes valeurs croissantes de l'énergie de coupure, et on 

choisit Ecut à partir du quelle l'énergie totale est stabilisée. Ensuite, cette valeur a été retenue pour 

déterminer l'échantillonnage de la zone de Brillouin en cherchant un nouveau minimum de l'énergie 

totale en fonction du nombre de k-points. 

La figure (IV.1 (a et b)) représente respectivement la variation de l’énergie totale du système en 

fonction de l’énergie de coupure Ecut et le nombre des k-points pour l’approximation GGA. Il ap-

paraît clairement que l’on aboutit à une convergence sur l’énergie totale du système à environ 60Ha 

et sur la grille à environ 10 × 10 × 10 (la différence de l’énergie entre deux états consécutif est infé-

rieur de 10
-12

Ha. 

On a trouvé presque les mêmes résultats pour les deux approximations LDA et LDA+U. 
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Figure IV.1: Energie totale de LaB6 en fonction de l’énergie de coupure Ecut des ondes planes 

(a) et en fonction nkpt (b).  

 

IV.A.2. Propriétés structurales  

La compréhension profonde des propriétés physiques des matériaux exige l’étude et la connais-

sance parfaite du milieu physique c’est-à dire connaitre la façon sous laquelle les atomes sont placés 

et disposés. A ce moment, la détermination des propriétés structurales est une première étape très 

importante, pour avoir plus d’informations, du point de vue microscopique, sur les propriétés du 

matériau à étudier et ceci avant d’accéder aux autres propriétés physiques (électroniques, méca-

niques, dynamique, etc…). 

Dans les conditions ambiantes, l’hexaborure de Lanthane LaB6 cristallise dans la structure cu-

bique simple de groupe d’espace 𝑃𝑚3̅𝑚 (𝑂ℎ
𝑙 ), numéro 221 décrite par 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 et 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 =

90° .La maille conventionnelle du LaB6 contient 7 atomes [2]. Les positions cartésiennes de ces 

atomes sont illustrées dans le tableau (IV.1), où les valeurs sont données en unités de la constante 

de réseau a et le paramètre u varie expérimentalement de 0,1995 à 0,1997[12]. La structure cristal-

line de LaB6 est représentée sur la figure(IV.2). 
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Figure IV.2: Structure cristalline de l’hexaborure de Lanthane (LaB6). 

 

             Tableau IV.1.  Positions cartésiennes atomiques des structures cristallines LaB6 . 

Atome x y z 

La(a) 0.000 0.000 0.000 

B(f) u 0.500 0.500 

B 1-u 0.500 0.500 

B 0.500 u 0.500 

B 0.500 1- u 0.500 

B 0.500 0.500 u 

B 0.500 0.500 1- u 

 

La structure de LaB6 est optimisée, en variant la position des atomes à l’intérieur de la maille et 

le paramètre de la maille de manière à minimiser l’énergie totale. Ce minimum est traduit par une 

structure dans laquelle les forces agissant sur les atomes et les composantes du tenseur de con-

traintes de la maille sont nulles. Il est alors possible de réaliser un processus de minimisation auto-

matisé basé sur les forces et les contraintes en même temps. Parmi les algorithmes de minimisation 

implémentés dans ABINIT, nous avons utilisé dans ce chapitre celui de Broyden-Fletcher-Goldfard-

Shanno (BFGS) [13]. Du point de vu numérique, nous avons considéré que les forces sont nulles 

lorsqu’on dépasse au-dessous le seuil de 0.001 eV/Å alors que les contraintes sont minimisées pour 

un seuil de 0.002 GPa. 

Les résultats obtenus pour le paramètre du réseau a de l’hexaborure de lanthane LaB6, en utili-

sant les trois approximations LDA, GGA et LDA+U sont présentés dans le tableau (IV.2). Les 

données expérimentales et les résultats théoriques des précédents calculs disponibles dans la littéra-

ture scientifique sont rapportés dans le même tableau (IV.2) pour le but de comparaison. 
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Tableau IV.2 : Le paramètre du réseau (a) et paramètre interne u calculés par les trois approches  

Pour LaB6 avec d’autres valeurs expérimentales et théoriques. 

  Nos Calculs Autre calculs 

 GGA  LDA  LDA+U Expt théorique 

a (A°) 4.15553 4.11994 4.12659 4.157 [a] 4.155 [b] 

u(xred) 0.20107 0.20019      0.20017 0.199 [a] 0.201[b] 

             a
Réf.[14]; 

b
Réf.[15]. 

 

A partir du tableau (IV.2), nous pouvons constater que la valeur obtenue du paramètre du réseau 

𝑎 et le paramètre interne 𝑢, sont en bon accord avec les valeurs expérimentales [14] et les résultats 

théorique [15]. 

Les écarts relatifs entre les paramètres du réseau calculés en utilisant la GGA, LDA et (LDA+U) 

et la valeur expérimentale [14] sont de l’ordre de 0.035% , 0.89 % et 0.58%, respectivement.  

IV.A.3. Propriétés élastiques 

IV.A.3.1. Constantes élastiques 

Les constantes élastiques (𝐶𝑖𝑗) sont des paramètres essentiels qui décrivent la réponse d’un maté-

riau à une contrainte macroscopique appliquée et fournissent des informations importantes sur la 

nature des forces agissantes dans le matériau. En outre, ces constantes peuvent fournir des informa-

tions sur la stabilité d’un matériau, sur sa ductilité, sa dureté, sa rigidité ou sur l’anisotropie de ma-

tériau [16]. 

Les matériaux à symétrie cubique comme le cas du LaB6, possèdent seulement trois constantes 

élastiques indépendantes : 𝐶11, 𝐶12 et 𝐶44 pour caractériser totalement ces propriétés méca-

niques[17].  

Il existe plusieurs méthodes pour calculer les constantes élastiques à partir des méthodes du pre-

mier principe. Dans ce travail, Nous avons utilisé une méthode détaillée dans les références [18-19] 

basée sur la réponse linéaire à des perturbations dues à la contrainte qui peut être calculée dans le 

cadre de la DFPT[20-21] implémentée dans le code ABINIT [6]. Après une très bonne optimisation 

de la structure et relaxation des atomes pour annuler les forces d’Hellmann-Feynman, nous avons 

effectué le calcul. 
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Les différentes valeurs obtenues des constantes élastiques 𝐶11, 𝐶12 et 𝐶44 de LaB6 à une pression 

nulle, pour les trois approximation (LDA, GGA et LDA+U) sont portées dans le tableau (IV.3), 

ainsi que d’autres résultats expérimentaux et théoriques.  

Le critère de stabilité mécanique pour un cristal cubique; est que ces trois constantes élastiques 

indépendantes doivent satisfaire les relations suivantes données par Born et Huang [17, 25] : 

 

(𝐶11 − 𝐶12) > 0, 𝐶12 > 0 , 𝐶44 > 0 et (𝐶11 + 2𝐶12) > 0                    (IV.1) 

A partir du tableau (IV.3), nous constatons que les valeurs des constantes d’élasticité calculées 

sont positives et vérifient les critères de stabilités de l’équation (IV-1), indiquant ainsi la stabilité de 

notre matériau contre les déformations élastique. 

 

Tableau IV.3: Les constantes élastiques C11, C12 et C44 en GPa pour le composé LaB6. 

Matériau  Méthode C11 C12 C44 C13 C33 

  GGA 455.90 19.52 88.29   

 Nos Cal. LDA 479.57 32.38 92.78   

LaB6  LDA+U 465.4 32.56 91.4   

 autre 

calculs 

Exp 

Théorique 

453.3
[a] 

472
[b]

 

    474
[c] 

18.2 
[a]

 

26
[b]

 

24
[c] 

90.1
[a]

 

87
[b]

 

90.1
[c] 

  

La  Exp    50.2
[d] 

14.8
[d] 

15.4
[d] 

10.2
 [d]

 51.8 
[d] 

  Théorique   49.6
[e]

 14.4
[e]

 15.2
[e]

 9.6
[e]

 51.4
[e]

 

aRéf.[22]; bRéf.[15]; cRéf.[1] ; dRéf.[23] ; eRéf.[24] 

 

En comparant nos valeurs obtenues par les trois approches (LDA, GGA et LDA+U) avec les 

autres valeurs expérimentales et théoriques on remarque que : 

- Un bon accord entre nos valeurs obtenues par la méthode GGA et les valeurs expérimentales 

rapportés dans la référence [22]. 

- Un accord plus au moins acceptable entre nos valeurs des constantes élastiques obtenues par 

LDA et LDA+U et celles calcules par ref [15] et ref[1].  

- LaB6 est caractérisé par une grande valeur de 𝐶11par rapport à 𝐶12 et 𝐶44, signifiant qu’il est 

plus résistant à la compression unidirectionnelle qu’aux déformations de cisaillement. 
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IV.A.3. 2.Propriétés mécanique : 

La détermination des constantes élastiques permet de calculer les différentes propriétés méca-

niques de notre matériau telles que le module de compressibilité B, le module de cisaillement G, le 

module de Young E, le coefficient de poisson 𝑣, la dureté 𝐻𝑉 , et l’anisotropie A , qui sont des pa-

ramètres importants dans les applications technologiques et fournissent une description fondamen-

tale du comportement mécanique d’un matériau. 

Les modules de compressibilité et de cisaillement peuvent être calculés à partir des 𝐶𝑖𝑗 via les 

approximations Voigt Reuss-Hill [26-28]. Pour un système cubique, le module de compressibilité 

qui représente la résistance du matériau au changement de volume, est donné par la même formule 

dans les approximations Voigt (𝐵𝑉) et Reuss (𝐵𝑅) : 

𝐵𝑉 = 𝐵𝑅 =
(𝐶11 + 2𝐶12)

3
⁄                                             (IV.2) 

 Le module de cisaillement 𝐺 décrit le cisaillement élastique consécutif à l’application d’une sol-

licitation de cisaillement. Pour des cristaux cubiques, il est lié aux constantes élastiques selon 

l’approximation de Voigt- Reuss- Hill [28] par la relation suivante : 

 

𝐺 = (𝐺𝑅 + 𝐺𝑅)/2                                                     (IV.2) 

 

𝐺𝑉 est le module de cisaillement de Voigt [26] 

𝐺𝑉 =
1

5
(𝐶11 − 𝐶12 + 3𝐶44)                                          (IV.3) 

 

𝐺𝑅 est le module de cisaillement de Reuss [27] 

𝐺𝑅 =
(𝐶11−𝐶12)𝐶11

4𝐶44+3(𝐶11−𝐶12)
                                               (IV.4) 

 

Après le calcul du module de compressibilité 𝐵 et le module de cisaillement 𝐺, nous pouvons 

calculer : 

 - Le module de Young 𝐸, qui est défini comme étant le rapport qui relie la contrainte de traction 

(ou de compression) et la déformation pour un matériau élastique isotrope. Il est fréquemment utili-

sé pour donner une mesure de la rigidité d’un solide, c’est-à-dire que plus la valeur du module de 

Young est élevée, plus le matériau est rigide, son expression est donné par : 

𝐸 =
9𝐵𝐺

3𝐵+𝐺
                                                    (IV.5) 
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 - Le coefficient de Poisson 𝑣 qui est généralement pour un matériau donné varie entre 0 et 0.5. 

Compte tenu de leurs magnitudes, on peut en déduire des informations sur le caractère liant de ma-

tériau. La valeur critique 𝜈 <  0.25 indique que la liaison est de nature covalente, 𝜈 ≥  0.33 sug-

gère la présence de caractère métallique et pour 𝜈 =  0.25 la liaison est de nature ionique[29] . Ce 

coefficient peut être calculé à travers la relation suivante : 

𝑣 =
2𝐵−2𝐺

2(3𝐵+𝐺)
                                                               (IV-6) 

- La dureté est une autre propriété mécanique qui est étroitement liée à la rigidité des matériaux. 

Elle est définie comme la résistance d'un matériau à la déformation permanente telle que l'indenta-

tion, l'usure et l'abrasion. Pour estimer la dureté de LaB6, nous avons appliqué le modèle de Chen 

[30] pour calculer la dureté de Vickers 𝐻𝑉 donnée comme suit: 

 

𝐻𝑉 = 2((
𝐺

𝐵
)
2
𝐺)

0.585

− 3                                                    (IV.7) 

 

 L’ensemble des résultats concernant les propriétés élastiques : Le module de compressibilité, le 

module de cisaillement 𝐺, le rapport 𝐺/𝐵 , le module Young 𝐸, le coefficient de Poisson 𝜐 et la 

dureté de Vickers 𝐻𝑉 sont énumérés dans le tableau (IV.4). 

On voit clairement que nos résultats sont en très bon accords avec ceux existants dans la littéra-

ture (expérimentaux ou théoriques). 

 La valeur du module de cisaillement G est inférieure à celle de B, par conséquent on déduit que 

l’hexaborure de lanthane est plus résistif à la compression volumique qu’au cisaillement. 

Pour prédire les propriétés mécaniques telles que la ductilité et la fragilité des matières solides, 

certaines relations ont été proposées. Pugh [33] a proposé une relation simple qui relie empirique-

ment les propriétés plastiques des matériaux avec leurs modules d'élasticités par la relation 𝐺/𝐵. Le 

rapport élevé de 𝐺/𝐵  est associé à la fragilité, alors qu’une valeur faible correspond à la ductilité 

du matériau. La valeur critique qui sépare le matériau ductile et fragile est d’environ 0.57, c'est à 

dire, si 𝐺/𝐵 < 0.57, le matériau a un comportement ductile, par ailleurs, le matériau est fragile. Le 

rapport calculé de 𝐺/𝐵 pour le LaB6 est égal à 0.77, (0.73) en utilisant la GGA (LDA et LDA+U) , 

ce qui indique que hexaborure de lanthane est de nature fragile. D'autre part, Frantsevich et al. [34], 

ont proposé d'établir une distinction fragilité et ductilité par la valeur du rapport de Poisson (ν) . 
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Tableau IV.4 : Le module  de  compressibilité  (B), le module de cisaillement (G), le module  de  Young  (E),  le 

rapport B/G , coefficient de poisson  ν , la dureté de Vickers (𝐻𝑉) et l’indice d’anisotropie universel 𝐴𝑈 de LaB6 et La. 

   B 

(GPa) 

GR 

(GPa) 

GV 

(GPa) 

G 

(GPa) 

G/B E 

(GPa) 

ν HV 

(GPa) 

𝑨𝑼 

  GGA 164.98 115.89 140.25 128.07 0.77 305.23 0.191 22.42 1.05 

LaB6 NosCal. LDA 181.44 121.13 145.11 133.12 0.73 320.88 0.205 21.19 0.98 

  LDA+U 176.84 118.87 141.41 130.14 0.73 313.51 0.204 20.88 0.94 

 autre Exp 174
[a] 

    185
[a] 

 15
[a] 

 

 calculs Théori 174.2
[b] 

174.2
[c] 

  129
[b]

 

131.3
[c] 

0.74
[b]

 

0.75
[c] 

310
[b]

 

314.8
[c] 

0.20
[b]

 

0.19
 [c] 

18.8
[b] 

 

La  Exp 24.3
[d] 

  14.9
 [d] 

0.61
 [d] 

37.93
[d] 

0.28
[d] 

3.18
[d] 

 

théori 25.0
 [e]

   13.9
 [e]

 0.55
 [e]

 35.3
[e]

 0.27
[e]

   

aRéf.[22]; bRéf.[15]; cRéf.[1] ; dRéf.[31] ; ; eRéf.[32]. 

 

Selon Frantsevich, la valeur critique du coefficient de Poisson de Poisson (ν) d’un matériau est 

0.33. Si 𝜈 < 0.33, le matériau a un comportement fragile, autrement, le matériau a un comporte-

ment ductile. Du point de vue, le coefficient de coefficient de Poisson (𝜈~0.2) de LaB6 indique éga-

lement le caractère de fragilité de ce matériau le rapport et indique que les forces ne sont pas tota-

lement centrales, ou en d’autres termes les liaisons chimiques sont caractérisées par un mélange 

ionique-covalente.  

 En général, on voit que la présence de l'atome de bore contribue de manière significative dans 

l'amélioration des propriétés mécaniques de lanthane pur : la dureté et la rigidité, par contre, il di-

minue la leur ductilité. 

  - L’anisotropie élastique, qui est liée à la nature différente de la liaison selon les différentes di-

rections cristallographiques, elle est en corrélation avec la possibilité d’induire des microfissures 

dans les matériaux. Par conséquent, il est important d’estimer l’anisotropie élastique dans le but 

d’améliorer sa durabilité mécanique.  

 Aujourd’hui, un ensemble d’approches est proposé pour estimer l’anisotropie élastique numéri-

quement. Ici, nous avons utilisé deux méthodes différentes pour estimer l’anisotropie élastique du 

notre matériau: 

La première méthode utiliser pour mesure de l'anisotropie élastique est le calcule l’indice 

d’anisotropie universel 𝐴𝑈 donné par la relation [35] :  

𝐴𝑈 = 5
𝐺𝑉

𝐺𝑅
+
𝐵𝑉

𝐵𝑅
− 6                                                     (IV.8) 
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Pour un cristal isotrope 𝐴𝑈 est égal à zéro, tandis qu’une autre valeur supérieure ou inférieure à 

zéro signifie qu’il s’agit d’un cristal anisotrope.  

Les valeurs calculées des facteurs anisotropes 𝐴𝑈 pour le matériau considéré sont données dans 

le tableau (IV.4). 

D’après ces valeurs de 𝐴𝑈 calculés, nous pouvons observer que les valeurs de 𝐴𝑈 sont loin de zé-

ro, ce qui signifie que le LaB6 est fortement anisotropes. 

 La deuxième méthode utilisée pour évaluer l’anisotropie élastique de notre matériau est la repré-

sentations tridimensionnelles (3D) des dépendances directionnelles du module de Young (E) et le 

module compressibilité (B) ainsi que les sections transversales des surfaces 3D du module d'Young 

et de la compressibilité dans les plans xy , yz et xz.  

 Les dépendances de la direction cristallographique du module de Young (E) et de la compressi-

bilité (B) pour un cristal cubique sont données par les expressions suivantes [36]: 

1

𝐸
= 𝑆11 − 2(𝑆11 − 𝑆12 −

1

2
𝑆44) (𝑙1

2𝑙2
2 + 𝑙2

2𝑙3
2 + 𝑙3

2𝑙1
2)                                   (IV.9) 

β = 𝑆11 + 2𝑆12                                                           (IV.10) 

 Où, 𝑙1, , 𝑙2, et 𝑙3 sont les cosinus directeurs correspondants aux axes x, y et z respectivement, et 

les Sij sont les compliances élastiques obtenues à partir du tenseur inverse des constantes élastiques ( 

tenseur (Sij)= tenseur (1/Cij)). 

Les surfaces 3D-fermées représentant les dépendances de la direction cristallographique des mo-

dules élastiques présenteraient une forme sphérique dans le cas de matériaux isotropes, et par con-

séquent le degré de déviation de la forme sphérique est une mesure de l'étendue de l'anisotropie 

élastique [36]. La construction de la surface à 3D ainsi que la section transversale (2D) du module 

de Young E de LaB6 est représentée sur la figure (IV.3). A partir de cette figure, on note l’écart 

évident de cette forme par rapport à la forme sphérique pour la représentation 3D, ce qui confirme 

la présence d'une anisotropie élastique notable dans l’hexaborure de lanthane. 

Cette anisotropie élastique apparaît également à partir de  la coupe transversale de la surface ( du 

module d'Young 2D). 

Tandis que la compression linéaire d'une structure cubique est isotrope [36]. 
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Figure IV.3: Représentations 3D et 2D du module de Young E du LaB6. 

 

IV.A.3. 3.Température de Debye et les vitesses d’ondes élastiques 

 La température de Debye est un paramètre important lié à de nombreuses propriétés physiques 

des solides, telle que la chaleur spécifique et les caractéristiques thermiques. Une valeur élevée de 

𝜣𝑫 implique une conductivité thermique et une température de fusion associées élevées.  

 Une des méthodes standards pour calculer la température de Debye (𝛩𝐷) des solides est celle des 

constantes élastiques. Elle est peut être obtenue à partir de la vitesse moyenne 𝑉𝑚 des ondes élas-

tiques en utilisant l'équation suivante [37] : 

𝛩𝐷 =
ℎ

𝑘𝐵
[
3𝑛

4𝜋
(
𝑁𝐴𝜌

𝑀
)]
1
3⁄
𝑣𝑚                                            (IV.11) 

 

Avec ℎ est la constante de Planck, 𝑘𝐵 est la constante de Boltzmann, 𝑛 est le nombre d'atomes 

par molécule, 𝑁𝐴 est le nombre d'Avogadro, 𝜌 est la densité et M est la masse moléculaire. 

La vitesse moyenne du son 𝑉𝑚 est donnée par [38] : 

𝑉𝑚 = [
1

3
(
2

𝑉𝑡
3 +

1

𝑉𝑙
3)]

−1
3⁄

                                              (IV.12) 
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où 𝑉𝑡 et 𝑉𝑙 sont la vitesse d’onde élastique transversale et la vitesse d'onde élastique longitudi-

nale des matériaux respectivement. Elles peuvent être estimées à partir du module de cisaillement 𝐺 

et le module de rigidité 𝐵 en utilisant l'équation de Navier suivante [38] : 

𝑉𝑡 = (
𝐵+

4𝐺

3

𝜌
)

1
2⁄

     et     𝑉𝑙 = (
𝐺

𝜌
)
1
2⁄
                                       (IV.13) 

 

Les valeurs de (𝑉𝑡 , 𝑽𝒍, 𝑉𝑚 𝑒𝑡 𝜣𝑫) sont présentées dans le tableau (IV.5) calculées à des pressions 

nulles pour les trois approximations (GGA, LDA et LDA+U) ainsi que d'autres résultats obtenus par 

d'autres chercheurs [15, 38-40] pour LaB6. Il apparait à partir de ce tableau que : 

 les ondes élastiques de compression (ondes longitudinales) se propagent plus vite que les 

ondes élastiques de cisaillement (ondes transversales). 

 LaB6 est caractérisé par une température de Debye relativement élevée, suggérant une 

conductivité thermique relativement élevée. 

 Une bonne corrélation entre toutes nos valeurs calculées et celles de la littérature [15].  

 La température de Debye de lanthane pur [40,38] est très inférieure à la température de 

Debye de l’hexaborure de lanthane.  

 

Tableau IV.5 : Densité 𝜌, vitesse du son transversale 𝑉𝑡 ,longitudinale 𝑉𝑙, moyenne 𝑉𝑚et   

température de Debye 𝛩𝐷à pression nulle pour LaB6. 

Matériau  Méthode 𝝆(g/cm
3
) 𝑽𝒕(m/s) 𝑽𝒍(m/s) 𝑽𝒎(m/s) 𝜣𝑫(k) 

  GGA 4.7158 5211.3 8437.7 5748.1 786,6 

LaB6 NosCal. LDA 4.8405 5244.2 8611.2 5792.8 798.7 

  LDA+U 4.8159 5198.4 8529.4 5741.7 791.3 

 autre Exp     (212-885)
 [a] 

 calculs Théori 4.72
 [b] 

5230.3
 [b] 

8565.4
 [b] 

5775.4
 [b] 

791
[b] 

La  Exp 

Théori 

    152 
[c]

 

168.9
[d]

 

aRéf.[39]; bRéf.[15]; cRéf.[40] ; dRéf.[38] . 
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IV.A.4. Propriétés électroniques : 

L'importance des propriétés électroniques d'un matériau réside dans le faite qu'il nous informe à 

propos de la conductivité électronique et thermique, ils permettent également d'analyser et de com-

prendre la nature des liaisons qui se forment entre les différents éléments de ce matériau ; ces pro-

priétés comprennent les structures de bandes et les densités d'états. 

IV.A.4. 1. Structure de bande électronique 

Dans un système périodique, les niveaux d’énergie électronique sont décrits en termes de 

fonctions continues 𝐸𝑛(𝑘) ayant la périodicité du réseau réciproque ; 𝑛 est l’indice de la bande 

d’énergie et 𝑘 est une variable continue de l'espace réciproque limitée à la première zone de Bril-

louin. Ces fonctions 𝐸𝑛(𝑘) définissent la dispersion des bandes d’énergie (structure de bande). Pour 

simplifier les calculs, seule la dispersion le long des lignes de hautes symétries dans la première 

zone de Brillouin ( (0, 0, 0)  , 𝑅(𝜋/𝑎 , 𝜋/𝑎, 𝜋/𝑎)  , 𝑋(0 , 𝜋/𝑎, 0)   𝑒𝑡  𝑀(𝜋/𝑎 , 𝜋/𝑎, 0)) sont trai-

tées. Une illustration de la zone de Brillouin du système cubique est représentée sur la figure 

(IV.4). 

 

Figure IV.4: Représentation graphique de la première zone de Brillouin d’une structure 

cubique simple. 

La structure de bandes électroniques du LaB6 est calculée pour les points de haute symétrie de la 

première ZB ( Γ, X, M, Γ, R et X ) à pression nulle par GGA, LDA et LDA+U. Nous avons trouvé 

que les spectres des structures de bandes obtenues par la GGA et ceux obtenus par la LDA 

(LDA+U) possèdent, en général, la même topologie, donc nous avons présenté dans la figure 

(IV.5) la structure de bandes électroniques calculé par GGA. 

Nous pouvons voir clairement que ce matériau a un caractère métallique à cause du chevauche-

ment de la bande de valence avec la bande de conduction et le passage du niveau de Fermi à travers 

les régions qui se chevauchent (aucun gap n’existe). 
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Figures.IV.5 : Structure de bande de LaB6 en utilisant l’approximation GGA. 

IV.A.4. 2. Densité d'états électroniques 

 La densité d'états électroniques (DOS), définie comme étant le nombre d'états par unité d'éner-

gie, elle décrit la distribution des états électroniques du système en fonction de l'énergie. Elle est 

directement liée à la structure de bandes, on peut la considérer comme un moyen de déchiffrement. 

La détermination des spectres de densité d'états totale (TDOS) et partielle (PDOS) nous permet de : 

 Mieux comprendre la structure de bande. 

 Connaître la nature et les états responsables des liaisons. 

 Connaître le type d'hybridation. 

 Evaluer la contribution des états électronique des atomes dans chaque bande d'énergie. 

A pression nulle en utilisant l'approximation GGA, le spectre de densités d’états électroniques to-

tales (TDOS) et les densités d’états atomiques projetés sur les orbitales électroniques (PDOS) pour 

LaB6 sont représentés sur la figure ( IV.6). La position 0 eV sur l'axe des énergies indique le niveau 

de Fermi. 

À partir de nos DOS illustrées à la figure ( IV.6), nous voyons que la plus basse bande de va-

lence qui est située dans la gamme -17 eV à -16 eV , provient presque entièrement des états de 5p 

du La, avec une petite contribution d’états 2s de B  
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Les régions d’énergie située entre -15 à -14 eV et -10 eV jusqu’à niveau de Fermi montrent une 

hybridation des états 2s-B et 2p-B de l’atome de Bore et les états 5p de l’atome de lanthane. Nous 

avons également noté que la région située au-dessus de niveau de Fermi est principalement contri-

buée par les états 4d de lanthane avec une légère contribution des états 5p de bore. On note que les 

états 5s-La sont plus profonds en énergie et ne sont pas représentés dans la figure ( IV.6). 

L’analyse de DOS indique que les atomes La et B sont liés non seulement par une interaction io-

nique, mais aussi par une partie importante liaison covalente due à l'hybridation entre les orbites 5p 

de La et 2s et 2p de B dans la bande de valence. 

 

Figure IV.6. Densité d’états totale et partielle du LaB6 en utilisant l’approximation GGA 

 

IV.A.4. 3. Analyse topologique de la localisation électronique fonction ELF 

La fonction « electron localization function » ELF, fournie par une analyse dans l’espace direct 

et permet de décrire la localisation électronique autour des espèces atomiques, ce que nous permet 

de connaître la nature et le caractère des liaisons entre les atomes, et d’expliquer le transfert de 

charge ainsi que les propriétés des liaisons dans les matériaux. La zone bleue correspond à une loca-
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lisation électronique très faible voire nulle, tandis que la zone rouge correspond à des densités élec-

troniques fortes. La zone verte correspond à la localisation électronique du gaz d’électrons libres 

synonyme alors d’une délocalisation importante.  

Dans ce chapitre, les fonctions ELF ont été extraites par le code ABINIT. Elles peuvent être pro-

jetées sur un plan précis de la structure cristalline considérée. La figure (IV.7) présente la carte ELF 

projetée sur dans le plan (100)-a et le plan(110)-b. 

La figure (IV-(b)) montre une forte localisation électronique (couleur rouge) est aperçue autour 

des atomes de bore. Par opposition, la localisation électronique autour des atomes La et B est un 

peu faible que celle autour de bore figure (IV-(b)). La couleur verte remplissant l’espace entre les 

espèces atomiques indique que le caractère de la distribution des densités électroniques dans LaB6 

est identique à celui d’un gaz d’électrons libres dans un réseau métallique. 

Ces résultats obtenus confirment le caractère métallique de LaB6 et la nature des liaisons essen-

tiellement covalentes, très apparente entre les atomes de bore B-B. Le caractère iono-covalent est 

également confirmé dans la liaison La-B. Cette constatation est en très bon accord avec les résultats 

de Dos. 

 

Figure IV.7 : Cartographie de la fonction de localisation électronique (ELF) de LaB6 dans dans 

les plans (100)-a et (110)-b. 
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IV.A.5. Propriétés Dynamiques 

IVA.5. 1. Dispersions des phonons et la densité des états phononiques 

Les phonons sont des excitations élémentaires qui influencent certaines propriétés physiques, 

en particulier le comportement thermodynamique.  

Les spectres des phonons et la densité d'état des phonons sont calculés en utilisant la méthode 

(DFPT) [7, 41], implémentée dans le code ABINIT. Dans cette méthode, les dérivées secondes de 

l'énergie de l'état fondamental du système par rapport aux déplacements atomiques, ont été calcu-

lées pour obtenir la matrice dynamique. Nous avons calculé la matrice dynamique dans une grille de 

6 × 6 × 6, dans la partie irréductible de la zone Brillouin et nous avons utilisé l'interpolation de Fou-

rier pour calculer les phonons dans n'importe quel point 𝑞 choisi.  

Les spectres des phonons d'un solide contenant 𝑁 atomes dans la maille primitive sont caractéri-

sés par 3𝑁 modes. Trois des 3 modes sont acoustiques, les autres 3(𝑁 −  1) sont des modes op-

tiques. Dans notre cas, la maille primitive de la structure cubique de LaB6 contient sept atomes qui 

donnent naissance à vingt-un modes de vibrations pour un vecteur d’onde donné ; trois sont des 

modes acoustiques et dix-huit sont optiques.  

 Le spectre de dispersion des phonons calculés le long des points de hautes symétries de la zone 

de Brillouin de LaB6 ainsi que les densités d’états phononiques totales et partielles (TDOS et 

PDOS) correspondantes sont représentées sur la figure ( IV.8) et (IV.9) respectivement.  

L’analyse de spectre de dispersion des phonons et les densités d’états phononiques totales et par-

tielles calculés, nous permet de tirer les conclusions suivantes: 

 Aucun mode imaginaire (fréquences négatives) n’est observé dans l’ensemble de la pre-

mière zone de Brillouin, prouvant que l’hexaborure de lanthane est dynamiquement stable. 

 Les spectres des DOS obtenus sont en accord avec ceux disponibles dans la littérature scien-

tifique [42].  

 La présence d’un gap entre les branches acoustiques et les optiques dans le spectre des pho-

nons de LaB6. La formation de ce gap est due essentiellement à la différence de masse des 

atomes. En effet, les fréquences de vibration des phonons ont une dépendance en √𝑘 𝑚⁄  , 𝑘 

étant les constantes de force et m les masses des atomes. Dans le cas du Lanthane, la diffé-

rence de masse entre les atomes de Lanthane et les atomes de Bore est grande. Leurs fré-

quences propres de vibration sont donc éloignées, ce qui participe à la formation du gap. La 

contribution de chaque atome au spectre des phonons est confirmée à l'aide des densités 

d’états phononiques (figure ( IV.9)) . 
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Figure IV.8 : Courbe de dispersion de phonons dans les directions de haute symétrie de la pre-

mière zone de Brillouin de LaB6. 

 

Figure IV.9: la densité d'états de phonons totale et la densité d'états de phonons projetée pour 

chaque atome du composé LaB6. 
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IV.A.5. 2. Propriétés thermodynamiques 

Comme nous avons vu dans le chapitre III, il est bien établi que, les propriétés thermodyna-

miques locales d’un système donné, peuvent être déterminées facilement grâce aux fréquences vi-

brationnelles des phonons avec leurs densités d’états correspondantes. Dans l’approximation har-

monique les propriétés essentielles sont les suivantes [43] : 

L’énergie libre de Helmholtz 𝐹(𝑇): 

𝐹(𝑇) = 3𝑛𝑁𝑘𝐵𝑇 ∫ [2 sinh (
ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
)] 𝑔(𝜔)𝑑𝜔

𝜔𝑚𝑎𝑥
0

                       (IV.14) 

L’énergie interne 𝐸(𝑇): 

𝐸(𝑇) = 3𝑛𝑁
ℏ

2
∫ [𝜔 coth (

ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
)] 𝑔(𝜔)𝑑𝜔

𝜔𝑚𝑎𝑥
0

                          (IV.15) 

L'entropie 𝑆(𝑇) vibrationnel: 

𝑆(𝑇) = 3𝑛𝑁𝑘𝐵 ∫ [(
ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
) coth (

ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
) − 𝑙𝑛 (2 sinh (

ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
))] 𝑔(𝜔)𝑑𝜔 

𝜔𝑚𝑎𝑥
0

    (IV.16) 

La capacité calorifique à volume constant 𝐶𝑉(𝑇): 

𝐶𝑉(𝑇) = 3𝑛𝑁𝑘𝐵 ∫ [(
ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
)
2
csch2 (

ℏ𝜔

2𝑘𝐵𝑇
)] 𝑔(𝜔)𝑑𝜔

𝜔𝑚𝑎𝑥
0

                       (IV.17) 

Où n est le nombre d’atomes par maille élémentaire, N est le nombre de mailles élémentaires, 

𝜔𝑚𝑎𝑥 est la plus grande fréquence des phonons, 𝑘𝐵 est la constant de Boltzmann, 𝜔 est la fréquence 

des phonons et 𝑔(𝜔) est la densité d’états des phonons, donnée par : 

 

∫ 𝑔(𝜔)𝑑𝜔
𝜔𝑚𝑎𝑥
0

= 1                                                          (IV.18) 

Les valeurs de l’énergie interne et l’énergie libre à la température de 0 K peuvent être calculées à 

partir de l'expression suivante: 

𝐹0 = 𝐸0 = 3𝑛𝑁∫
ℏ𝜔

2
𝑔(𝜔)𝑑𝜔

𝜔𝑚𝑎𝑥
0

                                (IV.19) 

 La figure (IV.10) illustre respectivement, la variation de l’énergie libre de Helmholtz 𝐹 (a), 

l'énergie interne 𝐸 (b), de l'entropie S (c) et de la capacité calorifique à volume constant 𝐶𝑉 (d) de 

LaB6, en fonction de la température dans l’intervalle de 0 à 2000K. 

D’après la figure (IV.10 (a-b)), on peut observer que l’énergie libre diminue progressivement 

avec l'augmentation de la température. L’énergie interne augmente lentement, aux basses tempéra-

tures (T<400 K), au-delà de cette température, elle commence à croitre rapidement. La valeur de 

l'énergie libre d'Helmholtz est égale à l'énergie interne à température nulle et vaut 𝐹0 = 𝐸0 =

73,842 𝑘𝐽 ∙ 𝑚𝑜𝑙−1 , cette valeur est en bon accord avec la valeurs calculée dans le référence [42] . 
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Pour l’entropie, on peut constater sur la figure (IV.10 -c) qu’elle augmente rapidement avec 

l’augmentation de la température. Donc notre matériau passe d'un état ordonné à un état désor-

donne. 

La variation de la capacité calorifique 𝐶𝑉 en fonction de la température pour LaB6 est illustrée 

sur la figure (IV.10-d). Pour des températures inférieures à 750𝐾, la capacité calorifique 𝐶𝑉 aug-

mente rapidement avec la température, et au-delà de cette valeur elle augmente lentement avec la 

température et converge vers une valeur limite. 

  Cette valeur, connus sous le nom de la limite de Dulong-Petit[44], est égale à 174.54 𝐽 ∙

𝑚𝑜𝑙−1 ∙ 𝑘−1, ce qui corresponds à 3RN où 𝑁 est le nombre d’atome par cellule unitaire, et R est la 

constante des gaz parfait et égal à 8,314 𝐽 ∙ 𝑚𝑜𝑙−1 ∙ 𝑘−1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.10: Variation de l’énergie libre (a), l’énergie interne (b), l’entropie (c) et la capacité    

thermique (d) de LaB6 en fonction de la température. 
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Partie B : Tétraborure de lanthane LaB4  

IV. B.1.Tests de convergence  

La figure (IV.11) expose les résultats de l’étude de la convergence de l’énergie critique du LaB4 

par rapport aux deux paramètres : Ecut et le nombre des k-points. On voit bien qu’avec les para-

mètres: 50 Ha pour Ecut et 8 × 8 × 14 pour k-points, la variation relative de l’énergie est de l’ordre 

de 10
-12

Ha , ce qui justifier notre choix. 

 

Figure IV.11: Energie totale de LaB4 en fonction de l’énergie de coupure Ecut des ondes 

planes(a) et en fonction nkpt(b). 

IV. B.2.Propriétés structurales  

Tetraborure de Lanthane LaB4 cristallise dans la structure tetragonal de groupe d’espace 

𝑃4/𝑚𝑏𝑚 (𝐷4ℎ
5 ), numéro 127 décrite par 𝑎 = 𝑏 ≠ 𝑐 et 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90°. Les paramètres de maille 

de ce composant sont : 𝑎 = 7.324 𝐴°, 𝑐 = 4.181𝐴°[2]. La figure (IV.12) illustre la structure tetra-

gonal du composé LaB4. 

La maille conventionnelle contient quatre motifs LaB4. Donc, Il y a quatre atomes de lanthane, 

seize atomes de bore dans les positions indiquées dans le tableau (IV.6). Il existe 4 distances diffé-

rentes entre les atomes de bore sont : d1 = 2,4608 A°, d2 = 1,902 A°, d3 = 1,7748 A°, d4 = 1,839 A°, 

et les distances interatomiques entre les atomes de lanthane et bore sont en moyenne d = 2,956 A° 

[2].  
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Figure IV.12: Structure cristalline de tétraborure de Lanthane (LaB4). 

 

Tableau IV.6: Les paramètres du réseau (a et c) calculés par les trois approches pourLaB4      

avec d’autres valeurs expérimentales et théoriques. 

 Expt Other cal.  Nos. cal. 

   GGA LDA LDA+U 

a (A°) 7.324 [a] 

 

7.112[b] 

7.309 [c] 

7.2904 7.2365 7.2365 

c (A°) 4.181 [a] 

 

4.029 [b] 

4.183 [c] 

4.1712 4.1367 4.1370 

    aRéf.[45]; bRéf.[2]; cRéf.[46]. 

Les paramètres structuraux optimisés de LaB4 obtenues par les trois approximations sont rappor-

tés dans le tableau (IV.6) comparés aux données théoriques et expérimentales disponibles dans la 

littérature scientifique. 

D’après les résultats présentés dans le tableau (IV.6), nous remarquons que les valeurs obtenues 

soit par GGA ou par LDA (LDA+U) sont en parfait accord avec les valeurs expérimentales [44] 

avec des erreurs relatives de 0.45% et 0.23% par GGA et de 1.19% et1.06% par LDA (LDA+U) 

pour les paramètres a et c respectivement. 

D’autres travaux théoriques sont en bon accord avec nos résultats [2] avec des erreurs qui ne dé-

passent pas 2 % utilisant les différentes méthodes. 
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IV. B.3. Propriétés élastiques  

IV.B.3.1. Constantes élastiques 

Le système tétragonale (𝑃4/𝑚𝑏𝑚) comme dans le cas de LaB4 est caractérisé par six constantes 

élastiques indépendantes 𝐶11, 𝐶33 , 𝐶44, 𝐶66, 𝐶12 𝑒𝑡 𝐶33. Les critères de stabilité mécanique de Born 

pour cette structure tétragonale sont exprimés comme [25-17]: 

 

{
 

 
𝐶11 > 0 , 𝐶33 > 0, 𝐶44 > 0, 𝐶66 > 0 

(𝐶11 − 𝐶12) > 0,
(𝐶11 + 𝐶33 − 2𝐶13) > 0 

[2(𝐶11 + 𝐶12) + 𝐶33 + 4𝐶13] > 0

                                     (IV.20) 

 

Les valeurs obtenues des constantes élastiques de LaB4 à pression nulle pour les trois approxima-

tions (GGA, LDA et LDA+U) sont présentées dans le tableau (IV.7). 

Tableau IV.7: Les constantes élastiques 𝐶11, 𝐶33 , 𝐶44, 𝐶66, 𝐶12 𝑒𝑡 𝐶33 en GPa à pression nulle 

pour le composé LaB4. 

Méthode C11 C33 C44 C66 C12 C13 

GGA 388.45 397.5 143.22 148.62 61.5 52.81 

LDA 416.44 421.35 157.01 157.17 70.19 63.53 

LDA+U 403.28 411.05 155.03 153.71 70.8 67.17 

 

L'analyse de ces résultats indique que : 

 Les constantes élastiques calculées par GGA, LDA et LDA+U de LaB4, satisfont aux critères 

de Born [25], indiquant que LaB4 est mécaniquement stable. 

 Les valeurs des constantes élastiques obtenues par les calculs LDA (LDA+U) sont relative-

ment supérieures à celles obtenues par les calculs GGA. Ceci s’explique par le fait que les va-

leurs des paramètres du réseau et les distances interatomiques calculées par la GGA sont rela-

tivement supérieures par rapport à celles calculées par LDA; les constantes élastiques sont in-

versement proportionnelles au paramètre de maille et ainsi les distances entre les atomes. 

 La valeur de 𝐶44  est inférieure à 𝐶11, indiquant la faible résistance à la déformation par cisail-

lement par rapport à la résistance à la compression unidirectionnelle.  

 Il est important de souligner qu’à notre connaissance, la communauté scientifique ne dispose 

d’aucune valeur expérimentale ou théorique des constantes élastiques pour LaB4, donc on considère 

ces résultats des constantes élastiques comme une base de référence pour d’autre calcul. Cependant, 
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le très bon accord entre nos résultats obtenus via trois méthodes de calculs différentes confirme la 

fiabilité de nos résultats obtenus pour les constantes élastiques.  

IV.B.3.2. Propriétés mécaniques 

 La détermination des constantes élastiques de LaB4 permet de calculer les différentes propriétés 

mécaniques de ce matériau telles que le module de compressibilité 𝐵 et le module de cisaillement 

𝐺, quelles sont données pour une structure tétragonale par les expressions suivantes (selon l'ap-

proximation de Voigt-Reuss-Hill [26-28]): 

𝐵𝑉 =
1

9
(2𝐶11 + 2𝐶12 + 𝐶33 + 4𝐶13)                                       (IV.21) 

𝐵𝑅 =
𝐶2

𝑀
                                                                 (IV.22) 

𝐺𝑉 =
1

30
(𝑀 + 3𝐶11 − 3𝐶12 + 12𝐶44 + 6𝐶66)                             (IV.23) 

𝐺𝑅 = 15/ (
(18𝐵𝑉)

𝐶2
+

6

(𝐶11−𝐶12)
+

6

𝐶44
+

3

𝐶66
)                                    (IV.24) 

où M et 𝐶2sont donnés par: 

𝑀 = 𝐶11 + 𝐶12 + 2𝐶33 − 4𝐶13                                         (IV.25) 

𝐶2 = (𝐶11 + 𝐶12)𝐶33 − 2𝐶13
2                                             (IV.26) 

 

Nos résultats de modules d’élasticités de LaB4 calculés à partir des constantes élastiques et par 

les trois approximations (GGA, LDA et LDA+U) sont listés dans le tableau (IV.8). 

 

Tableau IV.8: Le module de compressibilité (B), le module de cisaillement (G ), le module de Young (E ), le rap-

port B/G , coefficient de poisson ν , la dureté de Vickers (𝐻𝑉) et l’indice d’anisotropie universel 𝐴𝑈 de LaB4. 

Méthode BR 

(GPa) 
BV 

(GPa) 
B 
(GPa) 

GR 

(GPa) 
GV 

(GPa) 
G 
(GPa) 

G/B E 
(GPa) 

  ν HV 

(GPa) 
A

U 
 

GGA 167.63 167.63 167.63 153.31 154.16 153.73 0.917 353.22 0.1488 31.379 0.0277  

LDA 183.19 183.19 183.19 164.17 164.7 164.43 0.897 379.7 0.15455 31.872 0.0161  

LDA+U 180.87 180.87 180.87 159.94 160.25 160.1 0.885 370.87 0.15826 30.776 0.0096  

 

 Basant sur le critère de Pugh [33], le tetraborure de Lanthane (LaB4) se comporte d’une manière 

fragile, car la valeur du rapport 𝐺/𝐵 calculée dans le cadre de GGA , LDA et LDA+U (voir tableau 

(IV.8)) est supérieur à la valeur critique proposée par Pugh (𝐺/𝐵 < 0.57 ). Ce comportement est 

confirmé aussi par la valeur du coefficient de Poisson qui est également inférieur à la valeur critique 

(ν < 0.33). 
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 Afin de prédire la réponse LaB4 aux déformations permanentes, nous avons calculé la dureté de 

Vickers (Hv) [30] pour LaB4, nous pouvons conclure que notre matériau est classés comme un ma-

tériau dur voir que leur dureté ne dépasse pas la valeur de 40 GPa qui définissent matériaux super-

durs. 

Les propriétés mécaniques obtenues pour LaB4 sont considérées purement prédictives car aucune 

donnée expérimentale ou théorique n’est disponible dans la littérature. A cet effet, nos résultats 

permettent de combler le manque d‘informations sur ce composé [47]. 

Enfin, le tableau (IV.8) indique clairement que LaB4 présente une rigidité très élevée par rapport 

au Lanthane Pur, vue les valeurs élevées de module de Young, module de cisaillement et dureté de 

Vickers. 

 Le tableau (IV.8) montre également que la valeur de facteur d’anisotropie A
U
 est éloignée de 

zéro, ce qui indique que LaB4 est anisotrope. 

Pour mieux illustrer l’anisotropie de notre matériau, on a tracé les surfaces 3D-fermées pour le 

module de Young et la compression, ainsi que leurs sections transversales. En utilisant les expres-

sions suivantes [36] : 

 

1

𝐸
= 𝑙1

4𝑆11 + 𝑙2
4𝑆11 + 𝑙3

4𝑆33 + (2𝑆12 + 𝑆66)𝑙1
2𝑙2
2 + (2𝑆13 + 𝑆44)𝑙3

2(1 − 𝑙3
2)           (IV.27) 

1

𝐵
= (𝑆11 + 𝑆12 + 𝑆13) − (𝑆11 + 𝑆12 − 𝑆13 − 𝑆33)𝑙3

2                         (IV.28) 

 

Qui décrivent les dépendances de la direction cristallographique du module de Young (E) et de la 

compression (B) pour un cristal tétragonal. 

Les surfaces 3D-fermées obtenues pour le module de Young et la compression sont représentées 

sur la figure (IV.13). A partir de cette figure, on note les écarts évidents de ces formes par rapport à 

la sphérique, indiquant la présence d'une anisotropie élastique notable dans le composé considéré. 

Comme on peut le voir à partir des sections transversales des surfaces 3D du module d'Young et de 

la compression dans les plans xy , yz et xz représentées sur la Figure (IV.14) s'écartent sensible-

ment de la forme circulaire, confirmant la présence d'une certaine anisotropie élastique dans le cris-

tal étudié. 
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Figure IV.13: Les représentations tridimensionnelles (3D) des dépendances directionnelles de 

module de Young (E) et de compressibilité (B). 

 

  

 

 

 

 

 

 

Figure IV.14: Les sections transversales des surfaces 2D du module d'Young et de la compres-

sion dans les plans xy, yz et xz. 

 

IV. B.3.3. Température de Debye et les vitesses d’ondes élastiques 

La densité 𝜌, les vitesses du son transversale 𝑉𝑡 longitudinale 𝑉𝑙, la vitesse du son moyenne  𝑉𝑚 

et la température de Debye 𝜣𝑫 à pression nulle sont regroupés dans le tableau (IV.9) de LaB4 pour 

les trois approximations (GGA, LDA et LDA+U)[37-38].  
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Il apparait à partir de ce tableau que : 

 les ondes élastiques de cisaillement (ondes transversales) se propagent plus vite que les ondes 

élastiques de compression (ondes longitudinales). 

 LaB4 est caractérisé par une température de Debye élevée, suggérant une conductivité ther-

mique élevée.  

Malheureusement, à notre connaissance, nous n’avons pas trouvé des données expérimentales ou 

des calculs théoriques pour faire la comparaison [47]. 

 

Tableau IV.9. Densité 𝝆, vitesse du son transversale 𝑽𝒕, longitudinale 𝑽𝒍, 

moyenne 𝑽𝒎et la température de Debye 𝜣𝑫à pression nulle pour LaB4. 

Méthode         𝝆(g/cm
3
)      𝑽𝒕(m/s)       𝑽𝒍(m/s)        𝑽𝒎(m/s)        𝜣𝑫(k) 

GGA 5.4553 8264.451 5308.477 6644.22 887.162 

LDA 5.5831 8489.999 5426.912 6803.847 915.513 

LDA+U 5.5834 8465.26 5354.837 6737.287 906.563 

 

IV. B.4. Propriétés électroniques 

IV. B.4. 1. Structure de bandes électroniques 

La figure (IV.16) représente la structure de bandes électroniques de LaB4 calculée à pression 

nulle avec les paramètres de maille obtenue par la méthode GGA, suivant les directions de haute 

symétrie de la première zone de Brillouin associée à la structure tétragonal  

((0 ,0, 0), 𝑋(0 , 𝜋 𝑎⁄ , 0), 𝑀(𝜋 𝑎⁄ , 𝜋 𝑎⁄ , 0) et  𝑍(0 ,0, 𝜋 𝑐⁄ )). Une représentation de la zone de Bril-

louin du système tetragonal est illustrée sur la figure (IV.15). 

 

      Figure IV.15 : Représentation graphique de la première zone de Brillouin d’une structure 

tétragonale. 
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Le niveau de Fermi EF, représenté par la ligne horizontale de couleur rouge pour EF = 0 eV. 

Nous pouvons voir clairement que LaB4 a un caractère métallique à cause du chevauchement de la 

bande de valence avec la bande de conduction et le passage du niveau de Fermi à travers les régions 

qui se chevauchent. En conséquence, LaB4 présente des propriétés métallique, c.-à-d., c’est un con-

ducteur. 

 

Figures.IV.16: Structure de bande de LaB4 en utilisant l’approximation GGA. 

IV.B.4. 2. Densité d'états électroniques 

Pour mieux analyser et déterminer le type d'hybridation ainsi que les états responsables des liai-

sons dans LaB4, nous avons représenté les densités d’états total (TDOS) et partielles (PDOS) en 

fonction de l’énergie sur la figures (IV.17). Nous avons choisi de représenter les densités obtenues 

par l’approximation GGA car elle a reproduit les paramètres expérimentaux avec succès (voir ta-

bleau (IV.7)) 

 Il est clair que le niveau de Fermi est largement dominé par les orbitales 4d des atomes Lan-

thane. La bande valence est divisée en quatre régions: la première s’étale entre [-17.2  ̶ -15 eV], elle 

est caractérisée par les états 5p-La qui forment un pic étroit et très intense. Entre [ -14.4 et -13.4 eV] 

et [-9.6 et -6.8 eV] , deux autres pics intenses apparaissent, ils correspondent aux états 5p-La et états 

2s-B et 2p-B. La quatrième région comprise entre -6.8 eV et le niveau de Fermi est dominée princi-

palement par les états 2p-B qui forment une hybridation avec les états 5p-La aussi présents. Cette 
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hybridation est responsable de la liaison covalente B-La et B-B. Au-dessus du niveau de Fermi, 

c’est plutôt les états 4d-La qui contribuent le plus. 

Donc la dureté et la stabilité structurelle de ce matériau sont obtenues par les larges contributions 

qui proviennent des fortes interactions covalentes entre B-B et La-B, comme les autres borures ou la 

bande de valence est constituée essentiellement des états La-5p et B-2p.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.17. Densité d’états totale et partielle du LaB4 en utilisant l’approximation GGA. 

IV.B.4. 3. Analyse topologique de la localisation électronique fonction ELF 

La cartographie de la localisation électronique représentée typologiquement par les fonctions 

ELF est montrée dans la figure (IV.16) pour LaB4 suivant les plans (100) et (001). La couleur verte 

observée entre les atomes (figure (IV.16)) indique que la distribution des densités électroniques 

dans LaB4 est similaire à celle d’un réseau métallique, i.e. elle ressemble au caractère d’un gaz 

d’électrons libres.  

Nous observons dans cette figure (IV.18), une localisation forte entre les atomes B (contours 

rouges). Ceci montré la liaison covalente forte entre ces atomes. La figure illustre également une 

liaison mixte ionique -covalente entre les atomes de lanthane et les atomes de bores (contours 

jaunes). 

Les résultats de l’analyse topologique de la fonction ELF apportent une confirmation à la prédic-

tion faite dans l’analyse des DOS d’états électroniques.  



Chapitre IV                                                                                                    Résultats et Discussions I 

99 

 

Figure IV.18 : Cartographie de la fonction de localisation électronique (ELF) de LaB4 dans les 

plans (001)-a et (100)-b. 

 

IV.B.5. Propriétés Dynamiques  

IV.B.5. 1. Dispersions des phonons et la densité des états phononiques 

Les courbes de dispersion des phonons calculés le long des lignes de haute symétrie de la 

zone de Brillouin de LaB4, sont illustrées dans la figure (IV.19). Les densités totales et partielles 

des phonons correspondantes sont également présentées dans la figure (IV.20) 

Pour le tetraborure de lantane, il y a vingt atomes pour chaque cellule élémentaire de la structure 

tetragonal, donc on a à soixante modes de vibrations pour un vecteur d’onde donné, trois sont des 

modes acoustiques et cinquante-sept sont des modes optiques. 

L’analyse des figures (VI.19) et (VI.20), montre que : 

 Aucune fréquence négative n’est observée dans l’ensemble de la première zone de Brillouin, 

démontrant que le LaB4 est dynamiquement stable. 

 Le spectre des phonons de LaB4 est divisé en deux intervalles de fréquences autorisées sépa-

rés par une bande interdite. L’intervalle des basses fréquences, contenant uniquement les 

modes acoustiques [0 − 184𝑐𝑚−1], est attribué aux vibrations de l’atome Lanthane, en raison 

de sa masse atomique relativement plus lourd que la masse de Bore, tandis que l’intervalle des 

hautes fréquences (𝜔 > 267𝑐𝑚−1), contenant uniquement les modes optiques, est due aux 

mouvements de l’atome Bore. 
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 Les spectres et les DOS obtenus sont en excellent accord avec les résultats des calculs obtenus 

par G. Surucu et al. [46], cela indiquent la fiabilité de nos calculs. 

 

Figure IV.19: Courbe de dispersion de phonons dans les directions de haute symétrie de la 

première zone de Brillouin de LaB4. 
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Figure IV.20: La densité d'états de phonons totale et la densité d'états de phonons projetée pour 

chaque atome du composé LaB4. 

 

IV.B.5. 2. Propriétés thermodynamiques  

A partir de notre calcul de fréquences vibrationnelles des phonons avec leurs densités d’états 

correspondantes, nous avons déterminé les propriétés thermodynamiques LaB4. Dans la figures 

(IV.21), nous avons présenté, respectivement, la variation de l’énergie de vibration (ou énergie libre 

de Helmholtz 𝐹), l'énergie interne 𝐸, de l'entropie S et de la capacité calorifique à volume constant 

𝐶𝑉 de LaB4, en fonction de la température. 

La figures (IV.21-a) montre que lorsque la température augmente, l’énergie libre de Helmholtz 

𝐹 diminue progressivement et tend vers zéro et par la suite à des valeurs négatives. Par contre, la 

figures (IV.21-b) illustre que l’énergie interne vibrationnelle 𝐸 croit avec l’augmentation de la 

température. 

L’analyse générale des deux figures (IV.21-a), et (IV.21-b), présentent des valeurs non nulles de 

l’énergie libre de Helmholtz 𝐹 et l'énergie interne 𝐸 à température nulle (𝐹0 = 𝐸0 = 191.73𝐾𝐽/

𝑚𝑜𝑙).  

D'après la figure (IV.21-c), nous constatons que l'entropie 𝑆 calculée augmente progressivement 

avec l'augmentation de la température. 

 Ce comportement, de l’entropie vibrationnelle, semble être assez logique parce que à zéro tem-

pérature, seul le niveau d'énergie le plus bas est occupé, l'entropie est donc nulle, car il y a très peu 

de probabilité d'une transition vers un niveau d'énergie plus élevé. Au fur et à mesure que la tempé-

rature augmente, il y a une augmentation de l'entropie puisque la probabilité d'une transition vers un 

autre niveau d’énergie augmente.  

 

La figure (IV.21-d), indique que aux basses températures, la capacité calorifique à volume cons-

tant 𝐶𝑉 augmente rapidement avec l'augmentation de la température au-dessous 600K, et est une 

fonction de 𝑇3. À des températures supérieures à 600K, 𝐶𝑉 tend asymptotiquement vers une cons-

tante et se rapproche de l'asymptote de Dulong et Petit autour de 495 J.mol
-1

.K
-1

.  

 

Ce comportement est logique car l’augmentation de la température entraine un peuplement des 

états de phonons, de ce fait, la capacité calorifique va augmenter pour atteindre un maximum lors-

que les processus à plusieurs phonons deviennent très importants. 
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Figure IV.21: Variation de l’énergie libre (a), l’énergie interne (b), l’entropie (c) et la capacité 

thermique (d) de LaB4 en fonction de la température. 

IV-3 Conclusion  

Dans ce chapitre, on a fait l’étude des propriétés structurales, élastiques, électroniques et dy-

namiques des composés LaB6 et LaB4. 

On peut résumer les résultats obtenus dans les points suivants: 

 Les valeurs calculées pour les paramètres de réseau par les trois approches GGA, LDA et 

LDA+U pour les deux matériaux considérés, s’accordent parfaitement avec les résultats théo-

riques et expérimentaux. 
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 Les valeurs obtenues des Cij de composé LaB6 se comparent bien avec les valeurs théoriques 

et expérimentales disponibles. 

  Les critères de stabilité mécanique obtenus par le calcul des constantes élastiques Cij pour les 

deux composés LaB6 et LaB4 sont bien vérifiés. 

 Les résultats obtenus du calcul de B/G indiquent que les LaB6 et LaB4 peuvent être classés 

comme des matériaux fragiles. 

 Les valeurs calculées du coefficient de Poisson montrent que la liaison chimique est d’un ca-

ractère covalent - ionique entre les atomes de lanthane et les atomes de bore. 

 La représentation des surfaces du module de Young et celle de la compressibilité linéaire à 3D 

des composés étudiés montrent une déviation de la forme sphérique reflétant le degré de l'ani-

sotropie élastique sauf que pour l'anisotropie en compressibilité linéaire pour LaB6 est sphé-

rique, dû à la structure cubique ce qui possède une compressibilité linéaire isotrope. 

 Les deux composés sont dynamiquement stables que montre les courbes de dispersion des 

phonons et la densité des états de phonons.  
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Chapitre V : La structure stable de La2B 

 

V.1. Introduction  

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à la prédiction de la structure cristalline la plus 

stable mécaniquement et dynamiquement du composé La2B, parmi plusieurs structures de type RX2. 

Afin d'identifier la structure la plus stable de La2B, nous devons optimiser en premier lieu la 

géométrie du cristal pour les différentes structures considérées.  

La deuxième étape consiste à calculer les constantes élastiques et la dispersion des phonons 

tout au long de la zone de Brillouin pour étudier la stabilité mécanique et dynamique de ce matériau 

pour les différentes structures considérées. Dans la dernière partie, on va étudier les propriétés 

thermodynamiques pour la structure la plus stable.  

V.2. Détails de calcul  

Dans ce travail, nous avons effectué une étude ab-initio basée sur la théorie de la fonction-

nelle de la densité (DFT)[1] et la théorie de la fonctionnelle de la densité perturbé (DFPT)) [2], en 

utilisant la méthode du pseudo potentiel avec les ondes planes (PP-PW), implémentée dans le code 

ABINIT[3]. Le potentiel d’échange-corrélation (XC) est traité par l’approximation du gradient gé-

néralisé paramétrée par Perdew-Burk-Ernzerhof (GGA-PBE) [4], sachant que les configurations 

électroniques atomiques utilisées dans cette étude sont B : [He] 2s
2
 2p

1
 et  La : [Xe] 5d

1
 6s

2
, on a 

traité seulement les états de valence.  

En premier lieu, nous avons choisi les structures les plus simples de type RX2 qui ne nécessite 

pas un temps de calcul très long et une capacité de mémoire élevée, pour cela nous avons opté aux 

structures suivantes : Fe2B, Cr2B, Be2B, Ag2Te, Zn2Mg, Al2Cu, Cu2Mg, Ag2O, AlB2, FeS2 [5]. 

En second lieu, nous avons effectué des tests de convergence de l’énergie totale Etot de com-

posé La2B pour les différentes structures, en fonction du nombre de points k dans la première zone 

de Brillouin, afin d’assurer des calculs suffisamment précis. 

Pour toutes les structures que nous avons étudiées, le rayon de coupure de la base d’ondes 

planes utilisé pour les fonctions d’onde sera fixé à 60 Hartree (1632 eV). Cette valeur a été détermi-

née en effectuant une étude de convergence sur la valeur de l’énergie totale, de manière à garantir 

une précision de 10
-8

 Hartree. Elle est relativement élevée pour un calcul s’effectuant dans 

l’approche pseudo-potentiel. 
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V.3. Propriétés structurales 

    Pour accéder aux propriétés mécaniques et dynamiques de notre matériau, il est indispensable de 

passer par l’optimisation de la géométrie qui consiste à l’évaluation des paramètres structuraux cor-

respondants à chaque structure considéré.  

La technique ou l’algorithme utilisé pour la détermination des propriétés structurales au voisi-

nage de l’équilibre, est l'algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) [6], implémenté 

dans le code ABINIT [3].  

 

Tableau V.1:Les Paramètre du réseau optimal et les distances interatomiques du La2B dans les   

différentes structures cristallines de type RX2. 

 

Prototypes 

Groupe 

d’espace (N°) 

Système  

cristalline 

Paramètre 

de maille 

optmale(Å) 

 

d La-B (Å) 

 

d La-La (Å) 

 

d B-B (Å) 

Multi-

plicité 

de Z 

Fe2B 

 

I-42m(121) Tétragonal a= 3.447  

c= 4.050 

1.147 

2.029 

1.861 

 

2.437 2 

Cr2B 

 

I4/m c m (140)  

Tétragonal 

a=6.868 

c=5.870 

0.631 

4.897 

3.021 

3.548 

3.195 

2.935 

4.856 

3.434 

2 

Be2B 

 

Fm-3m(225)  

Cubique 

a= 4.803 2.080 2.401 

3.396 

4.160 

3.39667 

4.803 

1 

Ag2Te 

 

Pc(7)  

Monoclinique 

a=8.522 

 b= 4.644  

c= 9.208 

2.011 

2.281 

2.322 

2.276 

 

2.322 

 

4 

MgZn2 

(C14) 

P63/mmc(194)  

Hexagonal 

a= 9.988 

 c= 6.296 

2.609 3.148 

 

1.588 

 

4 

Al2Cu 

(C16) 

I4/mcm(140)  

Tétragonal 

a= 6.951 

 c= 5.938 

0.657 3.246 

 

2.969 

 

2 

Cu2Mg 

(C15) 

Fd-3m(227) Cubique a= 9.087 3.767 

1.967 

3.934 

 

2.271 2 

Ag2O(C3) Pn-3m(224) Cubique a= 5.984 2.591 4.231 5.182 2 

AlB2 

(C32) 

P6/mmm(191) Hexagonal a=4.400   

c=5.167 

3.623 4.400 2.540 1 

FeS2(C2) 𝑷𝒂 − 𝟑̅(205) Cubique a= 5.417 2.263 2.161 3.830 4 
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 Les résultats de l’optimisation géométrique (les paramètres de réseau et les distances intera-

tomique) de composé La2B relatifs à chaque structure sont rapportés dans le tableau (V.1).  

Les différentes structures cristallines de type RX2 utilisées dans notre calcul, sont illustrées sur la 

figure (V.1). Il est important de noter que nous n’avons pas trouvé aucunes données expérimentales 

ou des calculs théoriques des paramètres de réseau de La2B dans aucune structure pour faire la 

comparaison. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Type FeB2
Type Cr

2
B 

Type  Be
2
B Type  Be

2
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Type Cu
2
Mg 

Type Ag
2
O 

Type AlB
2
 Type FeS

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.1: Les différentes phases cristallines de type RX2 utilisées dans notre calcul, (La (rose),  

          B (bleu)).     

 

Type Al
2
Cu Type MgZn
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V.4. Stabilité mécanique et dynamique 

Les constantes mécaniques et la dispersion des phonons sont indispensables afin d’affirmer si 

le composé est mécaniquement et dynamiquement stable ou pas, pour cela, nous avons calculé les 

constantes élastiques ainsi que la dispersion des phonons tout au long de la zone de Brilloui de 

composé La2B pour les différentes structures de type RX2, en utilisant la DFPT [2] implémentée 

dans le code ABINIT [3].  

V.4.1. Stabilité mécanique 

La considération de la stabilité mécanique de la maille cristalline a été originellement formu-

lée par M. Born et K. Huang [7-8], qui ont montré qu’en développant l’énergie interne d’un cristal 

en puissances dans la contrainte imposée et en imposant la convexité de l’énergie, il est possible 

d’obtenir des critères de stabilité en termes de conditions sur les constantes élastiques. Ainsi une 

condition nécessaire à la stabilité mécanique est que la matrice des constantes élastiques (𝐶𝑖𝑗) soit 

positivement définie (critère de Born). Une matrice est positivement définie si les déterminants des 

matrices d’ordres successifs qui la composent sont tous positifs. 

Les critères de stabilité mécanique diffèrent d'un système cristallin à un autre comme suit :  

 

Système Cubique : 

Le système cristallin cubique a la forme la plus simple de matrice élastique, avec seulement 

trois constantes indépendantes, 𝐶11, 𝐶12 et 𝐶44 ,réparties dans la matrice comme suit : 

 

𝐶𝑐𝑢𝑏𝑖𝑞𝑢𝑒 =

(

 
 
 

𝐶11
𝐶12

𝐶12
𝐶11

𝐶12 0 0 0
𝐶12 0 0 0

𝐶12 𝐶12 𝐶11 0 0 0

0
0
0

0
0
0

0 𝐶44 0 0
0 0 𝐶44 0
0 0 0 𝐶44)

 
 
 

                                             (V.1) 

 

Les critères de stabilité de Born pour un système cubique sont donnés par l’ensemble des rela-

tions suivantes [9]: 

 

{

𝐶11 + 2𝐶12 > 0
𝐶11 − 𝐶12 > 0
𝐶44 > 0

                                                               (V.2) 

 

 



Chapitre V                                                                                                    Résultats et Discussions II 

114 

Système hexagonal et tétragonal  

La forme de la matrice élastique d’un système hexagonal ou d’un système tétragonal (I) est la 

même, elle est donnée comme suit 

 

𝐶ℎ𝑒𝑥𝑎/𝑡é𝑡𝑟𝑎 I =

(

 
 
 

𝐶11
.

𝐶12
𝐶11

𝐶13 0 0 0
𝐶13 0 0 0

. . 𝐶33 0 0 0

0
0
0

0
0
0

0 𝐶44 0 0
0 0 𝐶44 0
0 0 0 𝐶66)

 
 
 

                                              (V.3) 

 

Les cristaux de la classe tétragonale (I) ont six constants élastiques indépendants, alors que 

ceux avec un système cristallin hexagonal n'en ont que cinq, en raison de la relation ajoutée [9]: 

𝐶66 = (𝐶11 − 𝐶12) 2⁄                                                       (V.4)  

Les critères de stabilité mécanique de Born pour la structure hexagonale et la structure tétra-

gonale (I) sont exprimés par les équations suivantes [9] :  

 

{
 

 
𝐶11 > 0 , 𝐶33 > 0, 𝐶44 > 0, 𝐶66 > 0  

(𝐶11 − 𝐶12) > 0,
(𝐶11 + 𝐶33 − 2𝐶13) > 0 

[2(𝐶11 + 𝐶12) + 𝐶33 + 4𝐶13] > 0

                                    (V.5) 

 

Système monoclinique  

Les constantes élastiques pour le système monoclinique sont constituées de treize constantes 

élastiques indépendants (C11, C22, C33, C44, C55, C66, C12, C13, C23, C15, C25, C35 et C46), réparties 

dans la matrice comme suit : 

𝐶𝑚𝑜𝑛𝑜𝑐𝑙𝑖𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 =

(

 
 
 
 

𝐶11
𝐶12

𝐶12
𝐶11

𝐶13 0 0 𝐶16
𝐶23 0 0 𝐶26

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 𝐶36

0
0
𝐶16

0
0
𝐶26

0 𝐶44 𝐶45 0

0 𝐶45 𝐶55 0

𝐶36 0 0 𝐶66)

 
 
 
 

                                          (V.6) 

  

 Les critères de stabilité de Born pour les cristaux monoclinique sont donnés par les équations 

suivants [9] :  
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{
 
 
 

 
 
 
𝐶𝑖𝑖 > 0;  𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, 6                                                                                                                                                    
[𝐶11 + 𝐶22 + 𝐶33 + 2(𝐶12 + 𝐶13 + 𝐶33)] > 0   ;                                                                                                     

(𝐶44𝐶66 − 𝐶46
2 ) > 0  ;                                                                                                                                                   

(𝐶22 + 𝐶33 − 2𝐶23) > 0   ;                                                                                                                           (V. 7)

[𝐶22(𝐶33𝐶55 − 𝐶35
2 ) + 2𝐶23𝐶25𝐶35 − 𝐶23

2 𝐶55 − 𝐶25
2 𝐶33] > 0  ;                                                                        

{
2[𝐶15𝐶25(𝐶33𝐶12 − 𝐶13𝐶23) + 𝐶15𝐶35(𝐶22𝐶13 − 𝐶12𝐶23) + 𝐶25𝐶35(𝐶11𝐶23 − 𝐶12𝐶13)] −

[𝐶15
2 (𝐶22𝐶33 − 𝐶23

2 ) + 𝐶25
2 (𝐶11𝐶33 − 𝐶13

2 ) + 𝐶35
2 (𝐶11𝐶22 − 𝐶12

2 )] + 𝐶55𝑔
} > 0                

 

 

avec  𝑔 = 𝐶11𝐶22𝐶33 − 𝐶11𝐶23
2 − 𝐶33𝐶12

2 + 𝐶12𝐶13𝐶23 

 

  Les valeurs obtenues des constantes élastiques de La2B dans les différentes structures sont 

présentées dans les tableaux (V.2) et (V.3).  

Tableau V.2: Les constantes élastiques Cij (en GPa) pour les différentes structures de type RX2. 

constantes 

élastiques 

𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟑 𝑪𝟑𝟑 𝑪𝟒𝟒 𝑪𝟔𝟔 

       

Fe2B -572.35 3276.79     3353.21    -612.01 -1979.37 -1945.42 

       

Cr2B -868.00 6578.24     7330.25    -1485.72 - 4401.55 - 4312.53 

       

Be2B 367.37 3989.19   -2653.90  

       

Zn2Mg 30.97 15.83    6.706    26.78 -22.80 7.55 

       

Al2Cu -228.91 380.67     20.33    114.17 40.19 41.65 

       

Cu2Mg 59.85 21.51   37.69  

       

Ag2O 55.03 32.53   23.89  

       

AlB2 237.80 15.41  -13.09 166.33 98.32 111.27 

       

FeS2 81.78 31.49   27.79  

 

Tableau V.3: Les constantes élastiques pour le composé La2B dans la structure Ag2Te (en GPa). 

𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟐𝟐 𝑪𝟑𝟑 𝑪𝟒𝟒 𝑪𝟓𝟓 𝑪𝟔𝟔 

-432.90      -451.37       -452.66        -1437.23      -1421.93     -1436.2 

𝑪𝟏𝟐 𝑪𝟏𝟑 𝑪𝟐𝟑 𝑪𝟏𝟓 𝑪𝟐𝟓 𝑪𝟑𝟓 𝑪𝟒𝟔 

2422.56       2425.19        2427.95          14.15       -1.82    6.01          0.69 
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On peut constater à partir de ces tableaux que :  

 Les constantes élastiques de composé La2B dans les structures Ag2O, Cu2Mg, FeS2, et AlB2 

sont positives et satisfont les critères de Born ((V.2) et (V.5), ce qui confirme la stabilité mé-

canique de notre matériau dans ces structures. 

 Les constantes élastiques de composé La2B dans les structures Fe2B, Cr2B, Be2B, Ag2Te, 

Al2Cu et MgZn2 ne vérifient pas les critères de Born ((V.2), (V.5) et (V.7), ce qui indiquant 

l’instabilité mécanique de La2B dans ces structures. 

 

V.4.2. Stabilité dynamique 

Afin d'étudier la stabilité dynamique de notre composant, nous avons calculé d'abord les 

modes de phonons seulement au centre de la première zone de Brillouin, pointe Γ pour les diffé-

rentes structures. Ensuite, nous avons calculé la dispersion des phonons de notre matériau, le long 

des points de hautes symétries de la zone de Brillouin. Le calcul de ces courbes offre une vue com-

plète de la stabilité dynamique. 

Les résultats obtenus de calcul des modes des phonons au point Γ, sont illustrés dans les ta-

bleaux (V.4) et (V.5).  

L’analyse de ces tableaux, illustre l’existence de plusieurs modes imaginaires (fréquences 

négatives) pour La2B dans structures Cr2B, Zn2Mg , Cu2Mg et AlB2. Cela indiqué que notre maté-

riau ne peut être stable dynamiquement dans ce type des structures.  

 Pour le reste des structures (Fe2B, Be2B, Ag2Te, Al2Cu, Ag2O et FeS2), les fréquences des 

phonons au point Γ sont tous positives, Cela ne peut pas être considéré comme une preuve de la 

stabilité dynamique du composant La2B dans ces structures. Donc pour confirmer la stabilité dyna-

mique de composant La2B, nous avons calculé la dispersion des phonons de ce matériau, le long des 

points de hautes symétries de la zone de Brillouin uniquement pour les structures mécaniquement 

stables c-à-d : Ag2O, AlB2 et FeS2
 
en utilisant la méthode (DFPT) [3, 10], implémentée dans le 

code ABINIT. . 
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Tableau V.4: Les fréquences des phonons (en Cm
-1

) au point Γ de différentes structures. 

Neméro  

de 

mode 

 

Fe2B 

 

Cr2B 

 

Be2B 

 

Ag2Te 

 

Zn2Mg 

 

FeS2 

1 0 -9.57 0 0 -41.63 0.00 

2 0,18 -0.13 0,00 0,00 -29.77 0.00 

3 0,18 0.02 0,00 0,01 -0.09 0.00 

4 51,83 0.02 450,91 31,25 -0.09 39,30 

5 86,79 61.31 450,91 33,893 0.00 39,30 

6 88,27 75.30 450,91 38,66 13.95 39,30 

7 90,49 97.08 807,44 39,11 13.95 64,06 

8 109,37 112.30 807,44 41,30 18.50 72,75 

9 112,45 112.30 807,44 62,44 18.50 72,75 

10 112,45 114.62  63,58 23.88 72,75 

11 113,45 114.62  70,35 23.88 79,23 

12 113,45 127.85  71,03 30.00 87,61 

13 293,36 201.60  80,87 30.00 87,61 

14 303,83 201.60  81,16 38.60 93,08 

15 333,59 201.60  84,03 41.94 93,08 

16 333,59 253.39  84,64 43.44 100,23 

17 353,47 253.39  86,34 43.44 100,23 

18 353,47 265.75  90,13 59.44 100,23 

19    96,68 59.44 114,72 

20    106,96 90.25 114,72 

21    107,24 90.25 114,72 

22    109,87 121.42 122,26 

23    113,96 122.76 122,26 

24    116,23 136.53 122,26 

25    198,57 137.92 215,72 

26    204,95 144.08 215,72 

27    208,28 241.29 215,72 

28    208,59 241.29 254,89 

29    211,52 261.45 297,05 

30    217,75 261.45 297,05 

31    231,29 363.65 309,98 

32    234,66 363.65 309,98 

33    348,15 365.14 309,98 

34    351,09 365.14 341,09 

35    351,55 940.56 341,09 

36    378,68 943.34 341,09 
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Tableau V.1: Les fréquences des phonons au point Γ de différentes structures (la suite). 

Numéro de mode Al2Cu Cu2Mg Ag2O          AlB2 

1 0 -136.77 0 -50.03 

2 0 -136.77 0 412.88 

3 0 -136.77 0 412.88 

4 10.85 -136.30 35,73 469.95 

5 62.74 -136.30 35,73 523.11 

6 79.18 -136.30 35,73 523.11 

7 101.95 -88.46 68,58 1015.11 

8 118.75 -88.46 68,58 1026.96 

9 118.75 -88.46 68,58 1026.96 

10 119.08 -35.50 90,18  

11 119.08 -35.50 90,18  

12 139.55 -35.50 145,25  

13 201.34 66.02 348,57  

14 240.63 66.02 348,57  

15 243.47 145.25 348,57  

16 243.47 145.25 372,82  

17 256.50 145.25 372,82  

18 256.50 220.71 372,82  

 

  

 Les figures (V.2), (V.4) et (V.6) représentent les courbes de dispersion des phonons le long 

des directions de haute symétrie de la première zone de Brillouin de La2B dans les phases Ag2O, 

AlB2 et FeS2 respectivement. Les densités d'états totale (TDOS) et partielle (PDOS) des phonons, 

correspondante à chaque phase, sont également présentées dans les figures (V.3), (V.5) et (V.7).  

Les principales caractéristiques des spectres de dispersion des phonons obtenus pour La2B 

dans les trois phases sont les suivantes : 

   Les spectres de phonons de composé La2B dans les structures Ag2O et AlB2 possèdent des 

fréquences imaginaires (fréquence imaginaire est représentée par la présence de fréquence négative 
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sur les figures (V.2) et (V.4)), ce qui implique que La2B dans deux phases Ag2O et AlB2 est dyna-

miquement instable. 

  D’après la figure (V.6), le spectre de dispersion des phonons de La2B dans la structure FeS2, 

ne manifeste aucune fréquence négative. L'absence de fréquences imaginaires confirme donc leur 

stabilité dynamique, en plus de leur stabilité mécanique de notre matériau dans cette structure cu-

bique FeS2 de groupe d’espace(𝑃𝑎3 ̅(𝑇6
ℎ𝑁°205)).  

Figure V.2: Le spectre de phonons du composé La2B dans la structure Ag2O. 
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Figure V.3 : La densité d'états totale (DOS) et partielle des phonons du composé La2B dans   

la structure Ag2O. 

 

Figure V.4: Le spectre de phonons du composé La2B dans la structure AlB2. 
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Figure V.5: La densité d'états totale (DOS) et partielle des phonons du composé La2B dans la       

structure AlB2. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.6 : Le spectre de phonons du composé La2B dans la structure FeS2.  
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Figure V.7: La densité d'états totale (DOS) et partielle des phonons du composé La2B dans la 

structure FeS2. 

 

L’analyse des densités d’états totales (TDOS) et partielles des phonons (PDOS) (voir la figure 

V.7), de La2B dans la structure FeS2 indique que : 

1- Le spectre des phonons est divisé en trois intervalles de fréquences autorisées séparés par 

deux bandes interdites.  

2- L’intervalle des basses fréquences, est attribué aux vibrations de l’atome Lanthane avec une 

légère contribution de l’atome de Bore, tandis que l’intervalle des hautes fréquences, est do-

miné par le mouvement des atomes de bore, avec une faible contribution de l'atome de lan-

thane. Donc la première bande interdite est due à la différence de masse entre de l’atome de 

Lanthane et l’atome de Bore, cette bande est de l’ordre de 11.87782 MeV. 

3- La deuxième bande interdite est située dans la région haute fréquence, est due principalement 

à la différence entre les modes optiques longitudinales et les modes optiques transversales de 

l’atome de B.   
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V.5. Propriétés Thermodynamiques 

Les propriétés thermodynamiques du composé La2B dans la structure stable FeS2 sont éva-

luées à partir des fréquences vibrationnelles des phonons avec leurs densités d’états correspondantes 

dans le cadre de l’approximation harmonique [11], en fonction de la température dans l’intervalle 

de 0 à 2000K. Dans la figure (V.8), nous présentons la variation de l’énergie libre d’Helmholtz 

F(a), l’énergie interne E(b) , l’entropie S(c) et la capacité calorifique à volume constant 𝐶𝑣 (𝑑), en 

fonction de la température. 

D’après la figure (V.8 (a et b)), nous remarquons que l’énergie interne augmente linéaire-

ment avec l’augmentation de la température alors que l’énergie libre diminue. On constate que 

à 𝑡 =  0𝐾, l’énergie interne et l’énergie libre prennent la valeur: 𝐹0 = 𝐸0 = 31.71𝐾𝐽/𝑚𝑜𝑙. 

D’après la figure (V.8-c), on voit que l’entropie s’approche d’une valeur très petite quand 

la température tend vers zéro, et elle augmente avec l’augmentation de la température (c’est la loi 

d’accroissement de l’entropie qui correspond à l’accroissement du désordre microscopique du sys-

tème (second principe de la thermodynamique)). 

   A partir de la figure (V.8-d), nous constatons que la chaleur spécifique Cv augmente rapi-

dement avec la température, pour des températures inférieures à 200K, au-delà de cette valeur elle 

augmente lentement avec la température et converge vers la limite de Dulong-Petit[12], est égale à 

300 J/K.mol-c, ce qui corresponds à 3𝑅 × 𝑛 = 36𝑅 .Où (n=12) est le nombre d’atome par cellule 

unitaire où  𝑅 = 8, 314𝐽/𝐾.𝑚𝑜𝑙 est la constante des gaz parfait. 
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Figure V.8: Variation de l’énergie libre (a), l’énergie interne (b), l’entropie (c) et la capacité 

thermique (d) de La2B dans la structure FeS2 en fonction de la température. 

V.6. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons entamé une étude théorique basée sur des calculs ab-initio, pour 

trouver la structure la plus stable mécaniquement et dynamiquement du composé La2B parmi dix 

structures de type RX2. Nos principaux résultats peuvent être résumés comme suit: 

 Les propriétés structurales de l'état fondamental pour les dix différentes structures ont été dé-

terminées. 

 Les calculs des constantes élastiques ont révélé que les structures Ag2O, Cu2Mg, FeS2, et 

AlB2 sont les plus stables mécaniquement parmi les structures considérées. 

 La présence de modes imaginaires (fréquences négatives) au point Γ de La2B dans la structure 

Cu2Mg est indicative de l'instabilité dynamique de notre matériau dans cette structure. 

 Les courbes de dispersion phonons et des densités d'états des phonons montrent que le com-

posé dans les structures Ag2O et AlB2 sont instables dynamiquement en raison de la présence 

de modes imaginaires (fréquences négatives) dans toutes les directions de la zone de Bril-

louin. 

 L'absence des modes imaginaires dans les courbes de dispersion phonons et des densités 

d'états des phonons de La2B dans la structure FeS2, indique que structure est plus stable dy-

namiquement. 

  L’étude montre que le composé La2B est stable mécaniquement et dynamiquement unique-

ment dans la structure FeS2. 
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Conclusion et perspectives 

Dans ce travail de recherche, nous avons présenté une étude théorique basée sur des calculs 

du premier-principes, implémentée dans le code de calcul ABINIT. Nous avons utilisé les mé-

thodes du Pseudopotentiel - Ondes Planes (PP-PW), basées sur la théorie de la fonctionnelle de la 

densité (DFT) et la théorie des perturbations pour la fonctionnelle de la densité (DFPT) 

Dans la première partie notre travail, nous avons effectué les calculs de propriétés structurales, 

électroniques, élastiques, dynamiques des composés binaires LaB6 et LaB4 . 

En utilisant les trois approximations (GGA, LDA et LDA+U), on a pu déterminer les propriétés 

structurales de ces composés ainsi que les constantes élastiques.  

Les paramètres du réseau obtenus pour les deux composés sont en bon accord avec les données 

expérimentales et théoriques.  

Le calcul des modules élastiques tels que le module de compressibilité B, le module de cisail-

lement G, le module de Young E, le coefficient de Poisson  , et la dureté de Vickers 𝐻𝑣 de ces 

matériaux montre clairement que la présence de l'atome de bore contribue de manière significative 

dans l'amélioration des propriétés mécaniques de lanthane pur: la dureté et la rigidité, par contre il 

diminue leur ductilité.  

La représentation des surfaces du module de Young et celle de la compressibilité linéaire à 3D 

des composés étudiés montrent une déviation de la forme sphérique reflétant le degré de l'aniso-

tropie élastique sauf que pour l'anisotropie en compressibilité linéaire pour LaB6 est sphérique, dû 

à la structure cubique ce qui possède une compressibilité linéaire isotrope. 

Les températures de Debye de LaB6 et LaB4 calculées sont beaucoup plus élevées par rapport à 

la température de Debye de lanthane pur. 

Comme nous l'avons mentionné précédemment, actuellement il n’existe aucun travail théorique 

ou expérimental dans la littérature scientifique déterminant les propriétés élastiques de composé 

LaB4 pour une telle comparaison.   

L’analyse des structures de bande et les densités d'états électroniques  de LaB6 et LaB4 montre 

le caractère métallique de ces matériaux  ainsi que la présence de la liaison covalente entre les 

atomes de bore et la contribution des liaisons covalentes et ioniques entre les atomes Lanthane et 

Bore.  
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Les courbes de dispersion des phonons montrent aussi que les composés étudiés sont dynami-

quement stables.  Les densités calculées des phonons révèlent que les modes acoustiques sont 

principalement dus à la vibration de l'atome de La et que les modes optiques sont dus à la vibra-

tion de l'atome B. 

Le calcul du DOS du phonon est utilisé pour évaluer les propriétés thermodynamiques de ces 

composes. Afin d’explorer le comportement thermodynamique des composés LaB6 et LaB4, nous 

avons étudié la variation de l’énergie interne, l’énergie libre de vibration, la capacité thermique à 

volume constante, l’entropie, en fonction de la température. En effet à basse température, la capa-

cité thermique croit linéairement en fonction des valeurs croissantes de la température, tandis qu’à 

haute température elle converge vers la limite de Dulong-Petit. L’énergie interne augmente linéai-

rement avec l’augmentation de la température alors que l’énergie libre diminue. De plus, 

l’entropie croit en fonction des valeurs croissantes de la température, et devient positive. Ces ré-

sultats confirment de plus en plus la stabilité thermodynamique de ces composés.  

La stabilité du La2B dans plusieurs structures de type RX2 : Fe2B, Cr2B, Be2B, Ag2Te, Zn2Mg, 

Al2Cu, Cu2Mg, Ag2O, AlB2 et FeS2, fait l’objet d’une étude dans la deuxième partie.  

Pour vérifier la stabilité mécanique, dynamique du La2B dans les différentes structures, nous 

avons calculés les constantes élastiques et les fréquences des phonons.  

A travers les résultats obtenus, nous pouvons conclure que la structure cubique FeS2 est la 

structure la plus stable parmi toutes les structures envisagées. 

Les propriétés thermodynamiques du La2B dans la structure FeS2 sont prédites par le DOS du 

phonon, dans la gamme de température de 0 à 2000 K.  

En termes des perspectives, il serait intéressant d’étudier : 

 L’effet de pression sur les propriétés mécaniques et dynamiques de tetraborure de lanthane.  

 L’effet de dopage de nos matériaux (LaB6 et LaB4) par d’autre matériaux de transitions, pour 

améliorées ces propriétés. 

 Etudier la stabilité de composé La2B dans d’autres structures de type RX2.  

Nous espérons que ce travail constituera un support de base et une modeste contribution à la re-

cherche scientifique. 



 

Résumé 

    Dans la première partie de ce travail, les propriétés structurales, élastiques, électroniques, dynamiques  des 

composés binaires LaB6 et LaB4 ont été étudiées via la méthode des pseudopotentiels et ondes planes (PP-PW) basée 

sur  la DFT et la DFPT, en utilisant les trois approximations (GGA, LDA et LDA+U)  implémentée dans le code 

ABINIT. Les paramètres du réseau obtenus pour les deux composés sont  en  bon  accord  avec  les  données 

expérimentales et théoriques.  Le calcul des constantes élastiques, les modules d'élasticité (B, G et E) et le coefficient 

de poisson (ν) montrant que les deux composés sont mécaniquement stables, anisotropes et fragiles. L’analyse des 

bandes d’énergie et les densités d’états des composés binaires LaB6 et LaB4 montre le caractère métallique de ces 

matériaux ainsi l’existence d’une liaison  à double caractère covalente-ionique entre les atomes  Lanthane et Bore. Les 

courbes de dispersion des phonons illustrent la stabilité dynamique de ces composés. Les  densités  calculées  des  

phonons  révèlent  que  les  modes  acoustiques  sont principalement dus à la vibration de l'atome de lanthane et que 

les modes optiques sont dus à la vibration de l'atome de bore. Les propriétés thermodynamiques ont été déterminées à 

partir des densités d’états des phonons calculées. 

    L’étude par la méthode ab-initio de la stabilité du La2B dans plusieurs structures de type RX2 (Fe2B, Cr2B, Be2B, 

Ag2Te, Zn2Mg, Al2Cu, Cu2Mg, Ag2O, AlB2 et FeS2) fait l’objet de la deuxième partie. Afin de vérifier la stabilité 

mécanique, dynamique du La2B dans ces différentes structures, un calcul des constantes élastiques et les dispersions 

des phonons est effectué. L’analyse des résultats obtenus, prouve la stabilité de La2B dans la structure cubique FeS2.  

Mots Clés: Borure de lanthane, DFT, DFPT, ABINIT, Elastiques, Phonons, Propriétés et Thermodynamiques. 

 

 

Abstract 

   In the first part of this work, the structural, elastic, electronic and dynamic properties of the binary compounds LaB6 

and LaB4 were studied employing the pseudopotentials and plane waves (PP-PW) method based on DFT and DFPT, 

performed with the three approximations (GGA, LDA and LDA+U), implemented in the ABINIT code. The obtained 

lattice constants for the two compounds are in good agreement with the experimental and theoretical data.  The 

calculation of the elastic constants, the moduli of elasticity  (B, G and E) and the Poisson's ratio (ν) showing that the 

two compounds are mechanically stable, anisotropic and brittle. The analysis of the energy bands and the state 

densities of the binary compounds LaB6 and LaB4 show the metallic character of these materials and the existence of a 

double covalent-ionic bond between the Lanthanum and Boron atoms. The dispersion curves of the phonons illustrate 

the dynamic stability of these compounds. The calculated densities of the phonons reveal that the acoustic modes are 

mainly due to the vibration of the lanthanum atom and that the optical modes are due to the vibration of the born 

atom. The thermodynamic properties were determined from the calculation of the density of phonon states. 

    The study of the stability of the La2B by the ab-initio method in several RX2 structures (Fe2B, Cr2B, Be2B, Ag2Te, 

Zn2Mg, Al2Cu, Cu2Mg, Ag2O, AlB2 and FeS2) is the subject of the second part. In order to check the mechanical and 

dynamic stability of the La2B in these different structures, a calculation of the elastic constants and the dispersions of 

the phonons are carried out. Analysis of the results obtained proves the stability of La2B in the cubic structure FeS2. 

Keywords: Lanthanum boride, DFT, DFPT, ABINIT, Elastic, Phonons and Thermodynamics Proprieties. 

 

 ملخص

 

باستخدام  LaB4, و LaB6 , في الجزء الأول من هذا العمل ، تمت دراسة الخصائص الهيكلية والمرنة والإلكترونية والديناميكية للمركبات الثنائية

  أجريت بالتقديرات الثلاثة،  DFPT و  DFT  الكثافة الوظفية نظريةفي اطار  (PP-PW) شباه الكمون والموجات المستويةا  التقريبات

LDA+U ،  LDA، GGA ، برنامج   في وهذاABINIT .  .تتوافق الثوابت الشبكية التي تم حسابها للمركبين بشكل جيد مع البيانات التجريبية والنظرية

يُظهر تحليل  ( أن المركبين مستقران ميكانيكيًا ومتباين الخواص وهشةvنسبة بواسون )B) ، G، (E يوضح حساب الثوابت المرنة ومعاملات المرونة

الطابع المعدني لهذه المواد ووجود رابطة تساهمية أيونية مزدوجة بين ذرات اللانثانوم  LaB4 و LaB6 نطاقات الطاقة وكثافة الحالة للمركبات الثنائية

تكشف الكثافة المحسوبة للفونونات أن الأوضاع الصوتية ترجع أساسًا  .للفونونات الاستقرار الديناميكي لهذه المركبات منحنيات التشتت تبين .والبورون

م تحديد الخصائص الديناميكية الحرارية من حساب كثافة حالات ت .إلى اهتزاز ذرة اللانثانم وأن الأوضاع البصرية ناتجة عن اهتزاز ذرة البرون

 .يد الخصائص الديناميكية الحرارية من كثافات الحالات للفونون المحسوبةتم تحد .الفونون

 أجل من .الثاني الجزء موضوع هي   (Fe2B, Cr2B, Be2B, Ag2Te, Zn2Mg, Al2Cu, Cu2Mg, Ag2O, AlB2 et FeS2) هياكل عدة في

 التي النتائج تحليل يثبت. الفونونات وتشتت المرنة للثوابت حساب إجراء يتم المختلفة، الهياكل هذه في La2B والديناميكي الميكانيكي الاستقرار من التحقق

 .المكعب الهيكل FeS2 في La2B استقرار عليها الحصول تم

 الخصائص الديناميكية الحرارية.فنونات و   ،مرونة ، DFT ، DFPT، ABINIT ،اللانثانومبوريد  :الكلمات المفتاحية


