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Résumé

Cette these porte sur I’étude d'un opérateur appelé dilatation d’opéra-
teur de Toeplitz tronqué ou opérateur intégral singulier tronqué sur L2
Cette classe d’opérateurs a été crée en 2015 par Ko et Lee dans [8]. Ce
travail s’articule autour de deux parties chacune d’elles comportes deux
chapitres. La premiere est consacré a 1’étude de tous les themes nécessaires
a la compréhension de I'enjeu. Dans la seconde partie nous nous intéressons
aux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués sur I'espace L?, plus
particulierement a la stabilité du produit.

Mots-clés : Espace modele ; Opérateur de Toeplitz tronqués ; Opérateur

de Hankel tronqués; Dilatation d’opérateur de Toeplitz tronqué.
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Introduction

Dans ce travail, nous étudierons les propriétés algébriques d’un opé-
rateur appelé dilatation d’opérateurs de Toeplitz tronqués ou opérateur
intégral singulier tronqué sur L2. Cette classe d’opérateurs a été crée en
2015 par Ko et Lee dans [8]. Certaines propriétés caractéristiques de ces
opérateurs ont été étudiées dans [8] par Ko et Lee et [7] par Gu et Kang
en 2018 et [9] par Ko, Lee et Nakazi en 2019.

Nous commencons par résumer les informations importantes dont nous
avons besoin plus tard.

On note par D le disque unité, T = JD le cercle unité du plan complexe
C, dm = 9 la mesure de Lebesgue normalisée sur T et L? = L?(T;dm)
I’espace de Lebesgue usuel sur T.

L’espace H?(D) admet de nombreuses définitions équivalentes. La «
bonne » définition, est une définition a ’aide d’intégrales que nous allons
présenter maintenant.

On définit 'espace de Hardy H?(D) par I'espace des fonctions analy-
tiques

f D — C sur le disque unité telle que la norme

1
|13 = sup o [ 1O PldC]

soit finie.
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H?*(D) peut étre identifié au sous espace fermé de l'espace de Hilbert

L*(T, dm) défini par :
H? = H*(T) = {f € L*(T) : f(n) =0,n < 0}

muni de la norme de L*(T).
L’opérateur de multiplication par ¢, noté M,, sur L? est I'opérateur
défini par
Myf =of.
Un opérateur de Toeplitz avec le symbole ¢ € L> est un opérateur 7T, :

H? — H? défini par
T,f = P(pf), f € H.

Brown et Halmos [2] ont étudié les propriétés algébriques des opérateurs
de Toeplitz qui sont la compression des opérateurs de multiplication sur
L?. En particulier, ils ont prouvé que T, est normal si et seulement si
v =a+ & ou a et B sont des nombres complexes et £ est une fonction a
valeur réelle dans L.

L’'une des classes d’opérateurs les plus importantes sur les espaces de
fonctions analytiques est la classe d’opérateurs de Hankel. Un opérateur de
Hankel avec le symbole ¢ € L* est un opérateur H,, : H> — (H?)* défini
par

H,f = Q(pf), f € H”.

ot Q est la projection orthogonale de L? sur (H?)1. Bien que les opérateurs
de Hankel et Toeplitz aient des propriétés assez différentes, les opérateurs
Hankel jouent un role important dans I’étude des opérateurs Toeplitz, et

vice versa.
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Pour «, 8 € L™ un opérateur intégral singulier de Cauchy S, 5 : L? —
L? est défini par
Sap(f) =aPf+pQf, f € L*.

Ces opérateurs sont des extensions naturelles des opérateurs de multiplica-
tion, des opérateurs de Toeplitz et des opérateurs de Hankel. En 2014, 'une
des principales observations de Nakazi et Yamamoto [13] est que, selon la
décomposition orthogonale L? = H? @ (H 2)L,

T. H;

Sap = .
H, Tj

)

Pour cette raison, un opérateur intégral singulier de Cauchy S, 3 est aussi
appelé dilatation d’opérateur de Toeplitz.

Les espaces modeles sont des espaces de Hilbert de la forme (uH?)*, ot u
est une fonction intérieure, H? est I'espace de Hardy classique sur le disque
d’unité ouvert D, et L désigne le complément orthogonal dans H?. Au
niveau de ’analyse fonctionnelle, les espaces modeles sont les compléments
orthogonaux des sous-espaces invariants non triviaux par 'opérateur de
décalage Sf = zf sur H?. Ces sous-espaces ont été caractérisés comme uH?
par Beurling dans son article en 1949. En tant que tels, les espaces (uH?)*
sont les sous-espaces invariants par l’adjoint de l'opérateur de décalage
S*f = (f—£(0))/z sur H%. Cependant, contrairement aux espaces uH? qui
sont simples & comprendre (c’est-a-dire tous les multiples H? de la fonction
intérieure u), les espaces modeles (uH?)* sont beaucoup plus génants.

En 2007, Sarason dans [18] a introduit une nouvelle classe d’opérateurs
appelés opérateurs de Toeplitz tronqués. L’opérateur de Toeplitz tronqué

A% de symbole ¢ € L? sur K; N H> (ci-apres désigné par K;°) est défini
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par :
AG(f) = Pu(ef)

ot P, est la projection orthogonale de L? sur K2. Un opérateur de Toeplitz
tronqué est évidemment borné s’il a un symbole dans L. Le symbole ¢
n’est pas unique. C’est a dire, A7 = A n’implique pas ¢ = 2. D’apres le
théoreme de Sarason [18], deux symboles correspondent au méme opérateur
si et seulement si leur différence est dans uH? + uH?2,

Le dual de l'opérateur de Toeplitz tronqués :4?; est défini sur 'espace
(K3)+ par

AL =Quef), f € (KD

Ot Q, est la projection orthogonale de L? sur (K2)*. En 2017, Les auteurs
dans [3] ont répondu a plusieurs questions concernant le dual de I'opérateur
de Toeplitz tronqués AN}(;. Par exemple, une condition nécessaire et suffisante
est trouvée pour que le produit de deux duaux d’opérateurs de Toeplitz
tronqués soit dual d’opérateur Toeplitz tronqué.

L’opérateur de Hankel tronqués I't, : K7 — (K7)*" est Popérateur sur
K? par

LLf = Qulef). | € K5,

L’opérateur fg (K2t — K2 est défini par sur (K?2)* par

Lif = Pulef). f e (K)*

Récemment, en 2015, Ko et Lee [8] ont introduit un nouvel opérateur

SZ " défini sur L? comme suit :

wo(f) = oPu(f) +9Qu(f), f € L*
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pour p, ¢ € L>. .57 , est appelé opérateur intégral singulier tronqué comme
on 'appelle dilatation d’opérateurs de Toeplitz tronqués car il représente
comme suit
[

o\ A4

En 1963, dans un article célebre sur les propriétés algébriques des opé-
rateurs de Toeplitz [2], Brown et Halmos ont étudié lorsque le produit de
deux opérateurs de Toeplitz devient lui-méme un opérateur de Toeplitz.
Le méme probleme concernant les opérateurs Toeplitz tronqués a été ré-
solu par Sedlock en 2010 [19]. En 2015, Gu in [6] a prouvé que le produit
Sy Sppapy SUr L? est un opérateur intégral singulier si et seulement si
w9 € H™ 1)y € H>®. Dans ce travail on s’intéresse au produit de deux
dilatations d’opérateurs de Toeplitz tronqués sur L2,

Nous décrivons notre plan. Le chapitre 1 est consacré a la présentation
de I'espace de Hardy du cercle et a la construction des espaces modeles qui
sont les sous-espaces stables par I’adjoint de la multiplication par z, cette
construction nous sera utile dans les chapitres suivants. Nous présentons les
définitions des opérateurs de Toeplitz T}, et les opérateurs de Hankel H, sur
I’espace de Hardy et nous décrivons leurs propriétés classiques. Par la suite,
nous définissons les opérateurs de Toeplitz tronqués AZ;; et les opérateurs
de Hankel tronqués I'f, sur 'espace modele et le complement orthogonal de
I’espace modele respectivement.

Le deuxieme chapitre 2 présente les résultats concernant l'opérateur
S, Nous commengons par définir Uopérateur S, 5 sur 'espace L?, puis
nous rappelons les outils de base nécessaires pour s’initier a notre sujet.

Nous nous appuierons sur deux articles le premier est [11] de Nakazi et
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Yamamoto et le deuxieme est [6] de Gu.

Le chapitre 3 est entierement consacré aux dilatations des opérateurs de
Toeplitz tronqués sur l'espace L?. Dans ce chapitre, on y expose certaines
propriétés qui nous seront utiles pour le chapitre suivant. En particulier,
on y fournie des conditions nécessaires et suffisantes pour que la dilata-
tion des opérateurs de Toeplitz tronqués soit un opérateur positif et auto-
adjoint, isométrique, co-isométrique. Enfin, nous étudions les symboles ¢
et ¢ lorsque la dilatation des opérateurs Toeplitz tronqués,S; ,, est normal.

Le dernier chapitre 4 est divisé en deux sections importantes. Dans la
premiere section nous caractérisons lorsque le produit de deux dilatations
des opérateurs de Toeplitz sur I'espace L? est un opérateur de dilatation
des opérateurs de Toeplitz. Dans la deuxieme section, nous ferons de méme
pour le produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Mon résultat principal s’énonce sous la forme suivante.

Proposition. 0.1. Soit u une fonction intérieure, p1, 11, 2,1y € L. Soit

o1 2 Dby € Dus les assertions suivantes sont satisfaites

155 Sy € Du si et seulement st My, —y, ST (S5, s, € D

2. 81 w1 — Py est tnversible dans L™ alors S”1 wlS“ € D, si et seule-

992,¢2
ment st 515y, y, € Du-

Ou D, désigne 'ensemble des dilatations des des opérateurs de Toeplitz

tronqués sur I'espace L.

Théoreme 0.1. Soit v, € L™ et soit u une fonction intérieure non
constante alors S{(S¢,, € D, si et seulement si ¢ € K° +uH>™ + uH>,

Y € K*. Dans ce cas,
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v ou  __ Qu
51094 = SP,p0

Corollaire 0.2. Soient o1, w9, 11,y € L™ telle que 1 — 1)1 est une fonc-

tion inversible dans L*°. soient S“ 3“2 vy € D, alors Sgw e D,

u
01,917 1~ 02,92

si et seulement si g € K2° +uH™® +uH> et 1o € K°. Dans ce cas
Y =S5y
P1,1 <P2,¢2 Sy P2192

Sachant que les ensembles K7, Ky sont défini comme suit
Kl_{S¢EDu7¢E goawngo}
= {84, € Dy, o € uH™ +uH> ¢ € K7}
nous avons la proposition suivante

Proposition. 0.3. soit ©1,9; € L™ telle que p1 — 1 est inversible dans

L°°. Pour tout S“l ¥, € Dy, nous avons les cas sutvants

(a) Si SY

ooty € K alors

Su @2,1#2 - 31%’2»1/11%
(b) Si Sy, ., € Ka alors
SU <P2ﬂﬁ2 SZMOQ,%%

Corollaire 0.4. Supposons que ['opérateur Sg , n'est pas un opérateur de

multiplication. Si SU, € Ki et v,v sont inversibles dans K° alors S
Py L ©,

est un opérateur inversible. Dans ce cas



Chapitre 1

Espaces et opérateurs

L’objectif de ce chapitre est de donner les bases nécessaires pour appré-
hender les notions que nous manipulerons tout au long de ce manuscrit.
Nous en présenterons les définitions ainsi que les propriétés utiles pour la
suite. Ainsi, nous commencerons par définir I'espace de Hardy H? sur le
cercle unité ; les opérateur de Toeplitz et de Hankel ; 'espace modele ; les

opérateurs de Toeplitz tronqués et les opérateurs de Hankel tronqués.

1.1 Espace de Hardy

Notre objectif sera d’étudier des opérateurs sur des espaces de fonctions
analytiques classiques tel que I'espace de Hardy.

Soient D = {z € C,|z| < 1} le disque unité du plan complexe C,
T =0D = {z € C,|z| = 1} le cercle unité, dm := dm(f) = % la mesure de
Lebesgue normalisée sur le cercle unité, dA(z) = daxdy/m = rdrdf/m, avec
2z =z + iy = re?, la mesure planaire de Lebesgue normalisé sur le disque
unité D et par L? = L*(T) := L*(T,dm) I'espace de Lebesgue usuel, il est

bien connu que L? est muni du produit scalaire défini par

(f.9) = [ fgdm.

11



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

On désigne par Hol(ID) I’ensemble de toutes les fonctions holomorphes dans
D.
L’espace de Hardy H? est I’ensemble des fonctions f € L? tel les coefficient

de Fourier négatives sont nulle.
H?>={feL? f(n)=0,n<0}.
et
H> = {f € L™(T), f(n) = 0,n < 0},

ol,
s 2oy —ing GO
)= [ f(e)e ™,

On peut identifier H%(T) & I'espace H?(ID), 'espace des fonctions holo-

n € 7,

morphes f € Hol(D) tel que

1
2 2
2 - - d
£l 22 () Sup 27T/T\f(ré)l |d¢| < +o0,
car ’application
x: H*D) — H*T)
f—

est un isomorphisme isométrique, ou f* est la limite radiale de f.
D’aprés le théoerme de Fatou, la limite radiale de toute fonction f €

H?(D), qui est une fonction définie sur T par :

¢ = lim f(r¢) (€T,

r—1-

existe presque partout sur T.

Puisque H?(T) est un sous-espace fermé de I’espace de Hilbert L?(T), il

est aussi un espace de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de

12



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

L*(T) défini par :
_ 1
o

(f9) = 5 [ F(Qg(O)ldc],

et muni de la norme

1£13 = [ 1F(QPdm(C).

1.1.1 Noyau reproduisant de ’espace de Hardy

Soit E un ensemble arbitraire non vide et H un espace de Hilbert de
fonctions a valeurs complexes sur £. On dit que H est un espace de Hilbert

a noyau reproduisant si pour tout x € E, la fonction d’évaluation
L,:feHw— f(zr)eC

est une forme linéaire continue. D’apres le théoreme de représentation de
Riesz, la continuité de la forme linéaire L,(x € F) entraine qu’il existe un

unique élément k, € H tel que

Lo(f) = {f; ).

La fonction k, est appelée le noyau reproduisant au point x.

Pour A € C et toute f € H?, nous avons

8

FNE < 2 Janl A

=
-

n=0

I

VI=[AR
L’inégalité précédente montre que pour A € D fixé, la fonction d’évaluation

f = f()\) est une forme linéaire continue sur H? et d’apres le théoréme

13



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

de représentation de Riesz, il existe dans H? une unique fonction, notée ky

telle que :
f()‘):<f7k/\>7 f€H2'

Cette relation n’est autre que la formule intégrale de Cauchy de la fonction
f € H?, c’est-a-dire

1) = [ )

T1-—(z

pour toute fonction f € H? et z € D. Sans oublier que la limite radiale
f* de f € H? existe presque partout et est un élément de L?, ce qui nous
assure que l'intégrale ci-dessus est bien définie.

La fonction k) ainsi définie est appelée le noyau de Cauchy ou le noyau
de Cauchy-Szegd. Le noyau de Cauchy est un noyau reproduisant pour

I'espace de Hilbert H? et on peut vérifier que k) est donnée par la formule :

pour tout z € D.

Donc la projection orthogonale P de L? sur H? est donnée par :
Pf:<f7k)\>7 f€H27 A eD.
L’opérateur P est donné par 'intégrale de Cauchy :
_r J©) 2
(PNG) = f7—zdmlQ), 2€D, [ e LXT)
Clairement, ||Pf]| < ||f]| pour tout f € L*(T).

Proposition. 1.1. [17] La famille {k) : A € D} est linéairement indépen-
dant.

14



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

Démonstration. Soient Ai, Ao, - - - , A\, n points distincts de D tels que YU a; ky, =
0. Montrons que a; = 0 pour j = 1,2,--- ,n. Pour tout f € H? on a
n
0 = Z ajk,\J

j

= <a1k)\17 f> + <a2k)\27 f> +-- <ank>\n7 f>

= a'1<k)\17 f> + a’2<k)\27 f> Tt an<k)\na f>

= aif(M) +a@fhe) + - +anf(An).
Maintenant il suffit de trouver un polynome f tel que f(\;) = a; pour
j=1,2,--- ,n. Le théoreme d’interpolation de Lagrange assure I'existence
d’un tel polynome et la relation ci-dessus devient

jar* + laaf* + -+ + |an|* = 0.

Donc a; = 0 pour j =1,2,--- ,n. ]

1.2 Opérateurs de multiplication.

La théorie des opérateurs de Toeplitz est étroitement liée avec celle des
opérateurs de multiplication (qui sont aussi appelés opérateurs de Laurent)
sur L?. Nous allons donc commencer par voir brievement la définition et

quelques propriétés de opérateur de multiplication sur L2.

Définition 1.1. Pour o € L, ["opérateur de multiplication par ¢, noté

M,, sur L* est l'opérateur défini par
wa =of
pour tout f € L%. La fonction ¢ est appelée le symbole de l'opérateur.

Nous pouvons aussi définir densément 1'opérateur de multiplication M,

o ¢ € L* En effet, notons D(M,) le sous ensemble de L* défini par

15



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

D(M,) = {f € L*(T) : of € L*(T)}. Il est montré que D(M,) contient
I’ensemble des fonctions continues a support compact sur T qui est dense
dans L? donc D(M,) est lui aussi dense dans L* et 'opérateur de multi-
plication M, est défini sur D(M,) par M,f = ¢f.
Théoreme 1.1. [2] Soit M, un opérateur de multiplication. Alors
(1) Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) p € L™
(¢) M, est borné sur L?, et || M|l = ||¢||so-
(2) M* = M.

(3) M, est normal (c.a.d MM* = M*M ).

Basé sur le Théoreme 1.1, on trouve les propriétés élémentaires

aMy+ BMy = Mapipp, MyMy = MyM, = Mgy

et, 'application

L>* — L(L?)
@ — M,
est un *-homomorphism isométrique d’algebres de Banach.

Théoreme 1.2. [4] Soit ¢ € L. Alors l'opérateur de multiplication M,

est inversible sur L(L?) si et seulement si ¢ est inversible sur L. De plus,

-1
Ml = M.

16



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

1.3 Opérateurs de Toeplitz et opérateurs de Hankel

sur ’espace de Hardy

Trouver la distance entre un point et un sous-ensemble dans un espace
métrique est un probleme essentiel dans la théorie de 'espace métrique.
Dans I'espace métrique L*°, trouver la distance entre une fonction f € L™
et le sous-espace H* est appelé probleme de Nehari et conduit naturelle-
ment aux opérateurs de Hankel.

Les opérateurs de Toeplitz et les opérateurs de Hankel forment deux
types importants d’opérateurs concrets vu leur importance dans les ma-
thématiques pures. Ils sont associés a ce que nous appellerons des sym-
boles et ils peuvent agir sur différents espaces de fonctions analytiques.
Pour chaque opérateur, 1’objectif principal est de découvrir la connexion
entre les propriétés du symbole et les propriétés théoriques de I'opérateur
considéré.

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés de base de I'opé-

rateur de Toeplitz et I'opérateur de Hankel.
Définition 1.2. Soit ¢ € L™, l'opérateur de Toeplitz avec le symbole ¢ est
lopérateur T, défini par
T,: H* — H?
f wa:P(%Of)a

ot P est la projection orthogonale de L? sur H?.
Pour ¢ € L™, l'opérateur T; est défini sur (H?)* par
Tof = Qef). f € (HY) .
Ou Q est la projection orthogonale de L? sur (H?)*.

17



Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

Quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz qui nous seront utiles

sont regroupées dans la proposition suivante :

Proposition. 1.2. Soient ¢ et ¢ deuz fonctions bornées sur T. Alors,
1. Pour tous o, € C, on a : Thpypy = T, + BTy.
2. T, = 0 si et seulement si ¢ = 0.
8. L’opérateur identité I de H*(T) est l'opérateur de Toeplitz de symbole
w =1, et l'opérateur nul est ['opérateur de Toeplitz de symbole 0.
4. T, =T5.

5. Pour tous f,g € H*(T), on a : (M,f,g) = (T,f,9g).
6. T, est positif si et seulement st M, est positif.

7. T, est auto-adjoint si et seulement si son symbole est a valeur réelle

presque partout sur T.

Maintenant, nous définissons les opérateurs Hankel. Les opérateurs de
Hankel peuvent étre définis de différentes manieres (Voir par exemple [15]).
L’une des définitions les plus importantes est les opérateurs de Hankel H,

sur 'espace H?.

Définition 1.3. Soit p € L™, l'opérateur de Hankel avec le symbole ¢ est
lopérateur H, défini par
H,:H* — (H*)'=L*0H’

fo— Hof =Qef),

ot Q est la projection orthogonale de L? sur (H?)*, il est clair que Q =

I — P. Lopérateur H, est borné si et seulement s’il a un symbole borné
(p€ L>).
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Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

Pour ¢ € L, soit 'opérateur [’-I;, . (H*) — H? défini par

H,f = P(pf), f € (H)*.

Définition 1.4. Soit H un sous espace fermé d’un espace de Hilbert M,
et sotent R: M — M et T : H — H deux opérateurs bornés et P c’est
la projection orthogonale de M sur H. On dit que R est une dilatation de
T ou bien T est une compression de R si T f = PRf pour tout f € H.
Selon M = H® (H)*L, Uopérateur R est une dilatation de T si et seule-

ment st l'opérateur R a la représentation matricielle sutvante

T X
R:
Y Z

En prenant, M = L>,H = H?>, R = M., Vopérateur de multiplication
par ¢, T' = T,, lopérateur de Toeplitz de symbole ¢ et P la projection
de Riesz dans la Définition 1.4 précédente, on a le lien entre 'opérateur de

Toeplitz et de Hankel et 'opérateur de multiplication M, suivante :

Proposition. 1.3. Soit ¢ € L.,. Alors
o L’opérateur de Toeplitz T, est une compression de ['opérateur de mul-
tiplication M, sur l'espace H 2,
o L’opérateur de Hankel H, est une compression de ['opérateur de mul-

tiplication M, sur l'espace (H?)*.

1.3.1 Produit tensoriel

Définition 1.5. Soient H un espace de Hilbert et f,g € H. Le produit

tensoriel, noté f ® g, est l'opérateur de rang 1 défini sur H par :

f@g:he H— (h,g)f € H
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Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

Proposition. 1.4. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1,9,91 €

H,a,BeCetAcL(H),
1 A(feg) =(Af®g) et (fRg)A=(f®A).
2. (f@g)(freg) = (f.9)(f ®q).
3. (af +BH)®g=a(f®g) +L([1@9g) et f®(ag+ Pg) =a(f &
9) +B(f® q1).
4. Ker(f ®g) = (Cg)* et Im(f @ g) =CFf.

5. (f®g) =(@®f)

6. (f®g)=(fi®q) avec f, f1,9,91 tous non nuls, si et seulement si
il existe y,\ € C tels que f = vf1,9 = \g1 et Ay = 1.

1.4 Espace Modele

Beurling a utilisé des outils analytiques pour montrer que les sous-
espaces fermés de H? qui sont invariants par le shift S sont précisément
de la forme wH?, ol u est une fonction intérieure. Par conséquent, le com-
plément orthogonal du sous-espace de Beurling uH?, les soi-disant sous-
espaces modeles K2, sont les sous-espaces invariants fermés de H? qui sont
invariants par I'opérateur de décalage S*.

Le mot « modele » utilisé ci-dessus pour décrire K? fait référence a
leur application pour reconnaitre les contractions de 'espace de Hilbert.
L’idée principale est d’identifier (via un opérateur unitaire) une contraction
comme adjoint de multiplication par z sur un certain espace de fonctions
analytiques sur le disque unitaire.

Dans cette section nous rappelons la définition et les propriétés de I'es-

pace modele K2.
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Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

Les opérateurs de décalage (shift en Anglais) sont d’une importance
supréme dans le monde de la théorie des fonctions liées aux opérateurs. Le

plus important est 'opérateur de shift unilatéral S : H> — H? défini par :

Sf(z)=z2f(2),  feH,

ou, en termes de coefficients de Taylor, par
S(ao, ai, .. ) = (0, ap, a, . . )

Autrement dit, Le shift unilatéral S est une isométrie non surjective son
image est I'ensemble des suites de [2(N) de premier terme nul.
Son adjoint S* : H? — H? est défini par :

S*f(2>:f(2)_f(0), f€H2,

zZ

ou, en termes de coefficients de Taylor, par

S*(ao,al, . ) = (al,ag, .. )

Soit M C H?, M est dit un sous-espace invariant par S, lorsque M est
fermé et SM C M, et il dit que M est non trivial lorsque {0} ¢ M ¢ H>.

Définition 1.6. Une fonction intérieure u est une fonction analytique bor-
née sur D telle que |u(&)| = 1 p.p pour & € T. En d’autre termes, une

fonction uw € H* est dite intérieure lorsque |u*| =1 sur T.

Exemple 1.1. L’exemple non trivial le plus simple d’une fonction inté-
rieure est une transformation Mobius de la forme

iew—z

6 _ )
1 —wz

ot |w| <1 et 0<0<2m, qui est un automorphisme de D associe T a T.
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Le théoreme classique de Beurling (voir [1]) donne une caractérisation
complete des sous-espaces non triviaux invariants par l'adjoint du shift,
sont tous de la forme uH?, olt u est une fonction intérieure .

On utilise ce théoreme de Beurling pour décrire les sous-espaces inva-

riants par le shift S, et I’adjoint de shift S*.

Théoréme 1.3. 1. Un sous-espace fermé E de H? tels que E ; H? est

mvariant par le shift S si et seulement st E est de la forme :
E:=uH*= {uf, f € H*).

ot u est une fonction intérieure.

2. Les sous-espaces fermés 'Y de H? tels que Y ; H? invariants par S*

sont de la forme
Y = (uH?) = H 0 ul? = {f € H?, (f,ug),Yg € B} (L)

ot u est une fonction intérieure. Réciproquement tous les espaces de la

forme (1.1) sont S*—invariants.

Dans la suite de cette thése on désignera par K? le sous espace modele

H? o uH?>.

Proposition. 1.5. Pour chaque fonction intérieure u, l’espace modéle K2
correspondant est l'ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg

presque partout sur T o g € H?. Autrement dit, on a :
K?= H*NuzH?2 (1.2)

ot le coté droit est considéré comme un ensemble de fonctions sur T .
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Chapitre : 1 Espaces et opérateurs

1.4.1 Noyau reproduisant de K2.

Rappelons que les noyaux ky = (1 — Az)~! sont les noyaux reproduisant,
de ’espace de Hardy.
On sait que, si £ un sous espace de H? et k) est le noyau reproduisant
de H?, alors la projection orthogonale PFky de kj sur E est le noyau
reproduisant de F/, donc
ky — PPk,
est le noyau reproduisant de E*, c’est-a-dire le noyau reproduisant de K2

est la projection orthogonale de ky sur K2, il est donné par :

kﬂ@:lzfﬁgd, (\z) €D xT.

En effet, si f = uh € wH?, alors

ha k)\>
ﬂf) k)\>

= (fru(Nuky),

u(A)
u(A)

donc le noyau reproduisant de uH? est u(\)u(z)k).

Si f € K2 alors

Q) = ([, k)
= <f7 k)\> - U(/\)(f, Uk:)\>

= ([, (T =u(A)u)ky).

De plus (1 — u(Mu)ky € K2 car, pour tout h € H?,

(uh, (1 —u(MNu)ky) = u(A)h(N) —u(N){uh, uk))
(
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On déduit que :
fFO) = (f.k), feK

Proposition. 1.6. Soit f € L?, alors

Puf(A) = (f,ky), AeD. (1.3)

Démonstration. Nous avons P, est un auto-adjoint, alors

D’apres I'égalité (1.3), opérateur P, est donné par 'intégrale

)= L1078 ), sem serm,

Soient M, et Mz les opérateurs de multiplication par u et @ respective-

ment, la projection orthogonale de L? sur K2, P, donné par

P, = P — M,PM,. (1.4)

1.4.2 Opérateurs complexes symétriques

Définition 1.7. On dit qu’un opérateur C' sur un espace de Hilbert H
est un opérateur de conjugaison (ou simplement une conjugaison) si les

conditions suivantes sont satisfaites :

1. C est opérateur antilinéaire, c’est-a-dire
Claf + Bg) =aCf+pCy

pour tout o, 3 € C et f,g € H.

2. (Cf,Cg) =g, ), pour tout f,g € H.
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3. C*=1d.
Définition 1.8. Soit C' un opérateur de conjugaison sur H.
1. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est C-symétrique (resp. C-
antisymétrique) si A = CA*C' (resp. —A=CA*C ).
2. On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est complexe-symétrique s’il

existe une conjugaison C' sur H telle que A est C-symétrique.
Chaque espace modele K2 admet un opérateur de conjugaison
C:K>— K?

défini par

Cf(z) =u(2)zf(z), feK: =z€T. (1.5)
On note par f le conjugué de f sur K2, c’est-a-dire f=cCf.

Lemme 1.7. 1. Pour chaque A€ D et z €T, on a
u(z) — u(A)

B = 22
En particulier,
Fi(z) = “(z);“m) _ S*u.
2. f(N) = (k% f), feK

Démonstration.

1. Puisque |u| =1 p.p sur T, pour tout z € T, nous avons

Fi(z) = u(x)7()

. I —u(Nu(z)
1 -z
_ u(z) — u(A)
1 -z
u(z) —u()
zZ—A
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2. Nous avons les égalités suivantes :

(K%, f) = (CEY, f) = (CkY, C*f) = (Cf, kY = ([ k) = f(N).

1.5 Opérateurs de Toeplitz tronqués et opérateurs de

Hankel tronqués

Dans cette section on étudiera les propriétés algébriques des opérateurs
de Toeplitz tronqués qui sont des compressions des opérateurs de multi-
plication sur l'espace modele KZ2. Ils ont été formellement introduits par
Sarason dans [18]. Dans toute la suite, u désignera une fonction intérieure
non constante. les compressions de S et S* sur Kg sont notées respective-

ment par S, et S, c’est-a-dire.
Su=9S/K,, S,=5"/K,.

Comme chaque noyau reproduisant de (7?7 ) est analytique borné et
span{k{, A € D} (le sous-espace vectoriel fermé engendré par k) est dense

dans K2, il s’ensuit que K2 N H® := K est dense dans K2.

Définition 1.9. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole o € L*(T) sur
K>° est défini par :

AL KY® — K
[ AL(f) = Pulef),

avec P, est la projection orthogonale de L* sur K2,
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Pour ¢ € L* et f € K , on définit par densité I'expression AYf =
P,(of) sur K2, c’est-a-dire si f € K2, on peut trouver (f,), C K= tel que
fn — f quand n tend vers U'infini et P,(¢f) = lim, oo Py(pfn).

Exemple 1.2. Les opérateurs S, et S, sont des opérateurs de Toeplitz

tronqués de symbole respectif z et Z. c’est-a-dire,
Sy = A el S = AL
Lemme 1.8. /5] Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont C-symétriques.

Démonstration. Soient ¢ € L? et A7, un opérateur de Toeplitz tronqués

borné. Pour f € KX et g€ K2 on a

(CALCf,g) = (Cg, ALCY)
= [ ()¢ Qp(Qu)¢F(Qdm(C)
= 2 (Qg()dm(¢)
= (4A5/.9)
= (A7) [, 9)-

Lemme 1.9. [18] Si A € D, alors
SEEY = NkY — u(VkY,  Suky = MY — u(\)ky.

Démonstration. Soit A € D. Pour la premiere égalité, nous avons

ka(z) — kA (0)

z

S*k,\(z) = :Xk,\(z),

et

5 (1~ uu(z)) = - ML) i g,

A
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Donc,

Srky = S*kY = S"(1 —u(Nu)ky

L’opérateur S, est un opérateur de Toeplitz tronqué C-symétrique, donc
nous obtenons la deuxieme égalité en appliquant I'opérateur C' a la premiere
égalité :
Sk = CS:COkY
= CS k)
= kY — u(\)EL.

Lemme 1.10. [18] Soit u € H* une fonction intérieure. Alors
a) I —S,S! = ki@ k{,
b) I —S:S, = ki @ kY.

Démonstration. Pour la premiere égalité, soit f € K, N (ky)*, c’est-a-dire

(f, ki) = f(0) =0, nous avons S} = S*/K,, donc

f

(1= 8.5 =1 = 8u(1) =0,

dou I — 5,5, est un opérateur de rang 1, et comme I — 5,5, est un

opérateur auto-adjoint alors I — 5,5 = c(kj ® k). Pour déterminer le
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scalaire, on va appliquer le lemme 1.9 (avec A = 0) :

(I — SuSky = ki + u(0)S, kY

= (1= |u(0)P*)kg

= |Ik§ 11"k

= (ko ko)ko

= (ky @ k§)kg.
D’ou le scalaire est 1.
Nous obtenons la deuxieme égalité en appliquant 'opérateur C' a la pre-
miere égalité :

CI—8,5)C =K@k} & C*—CS,S:C=Cki @ C*k!
& [—-CS,C08C =k @kt

o 1-8S,=ki @ k.

On a le théoreme de Sarason suivant :

Théoreme 1.4. [18] Soit p € L*. Alors

A, =0 sietseulement st p € wH? + uH?.

Démonstration.

Soit ¢ € L2.

On suppose que ¢ € uH? + uH?, alors il existe 1, x € H? telles que :
p = uyp +uy.

Pour tout f € K;° on a:

pf =uwpf+uxf
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qui est orthogonale & K2 car uK>° C uH>™ et uK>® C ulH>.
Donc Af = 0 pour tout f € K;° et ainsi A = 0 (car K;° est dense dans
K?).
Réciproquement, on suppose que A7 =0, et ¢ = ¢+ avec ¥, x € H 2,
Donc
L=
Les opérateurs AL et S; commutent, ainsi que les opérateurs Ay et S,
alors les opérateurs Ay, et AY commutent avec S, et Sj;. Donc
AL = 545,) = (I — 5.5,) A},
et
AL = SuS,)ky = (I — SuSy) Ak (1.6)
En appliquant le lemme 1.10 on obtient :
AU(L = S SRy = ALk @ kK
= |[(AYk§) ® k§] kg
= (kg ko) Ao
et aussi
(I = SuSy)Ayky = (kg ® kg)Ajky
= (Ajkq, ko) kg
Donc I’équation 1.6 devient :
(kg ko) Ajky = (Aykg, ko)kg.

D’ou Ajkj est un multiple de kg, c’est-a-dire il existe un scalaire ¢ € C tel
que :
Ay ky = ckg.
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Par conséquent
0= (AL =Dkt = Pu[(—c)(1 = u(0)u)]
= P o)
(car (¢ — ¢)(—u(0)u) € uH?, donc
P[4 — &) (~u(0)u)] = 0.

Ce qui implique que

Y —c e uH?
alors
Ay =0,
et de plus on a :
Ay =cl
Comme A}, = —AY alors
AL = —cl.

En répétant le méme raisonnement ci-dessus, on trouve que y + ¢ € uH?
donc
X +c € ul?
D’ou
o=10—c+x+cecul®+uH?
]

Les opérateurs de Toeplitz tronqués vérifient les propriétés suivantes.
Proposition. 1.11. Soient p,v € L*(T) telles que AY, Al sont deuz opé-
rateurs de Toeplitz tronqués. Alors

1. Pour tous nombres complexes a et b, Ay, = aAj, + A,
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2. (Au)r = Ab.

1.5.1 Dual d’opérateur de Toeplitz tronqué

Dans cette section nous utilisons la densité de lespace K° dans K2

pour définir des différents opérateurs.

Définition 1.10. Soient ¢ € L™ et u une fonction intérieure. Le dual de

l'opérateur de Toeplitz tronqués, noté Zg, est l'opérateur défint par densité

sur l'espace (K2)* par

AL =Quef), € (K2)*
Proposition. 1.12. Les assertions suivantes sont vraies.
1. Soit p € L?, alors Eg est borné sur (K2)* si et seulement si p € L.
2. i :47; est borné, alors H;lng = |||

3. Pour p € L™, ANZ =0 st et seulement si ¢ = 0.

Démonstration. Puisque ¢ € L?, pour un polynéome f € H?, uf € uH? C
(K2)* et ;{Vg(uf) € (K2)*. 1l est clair que Q, = M,PMy + (I — P), alors

1AL ()P = [|MuPMa(puf)|” + (1 = P)(ouf)||*.

Donc

ITL I = M P Ma(ouf)|* < 1| A% (uf)].

Si ;4?% est borné alors T, est aussi borné, alors ¢ € L™ et ||¢]lo = [T, <

H;@H D’autre part, Si ¢ € L™ alors

1AL f | = 1Quef Il < e fIl < llellooll £

pour tout f € (K2)*. Donc HAE@H < |¢]| so- O
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1.5.2 Opérateur de Hankel tronqué

Définition 1.11. Soit ¢ € L*>, u une fonction intérieure. L opérateur de
Hankel tronqués ', K2 — (K2t est lopérateur défini par densité sur
espace K2 par
Tof = Qulef). f € K.
L opérateur T : (K2)* — K2 est défini par densité sur lespace (K2)*
par

fgf - Pu(@f)v fe (Kz%)L

Proposition. 1.13. 1. I'} =0 si et seulement si p € K°

2. Tu = (TL)".

Lemme 1.14. [9] Sip € L™\ zH™ et T,(uH?) C uH? pour une fonction

intérieure non constante u, alors ¢ € C.

Démonstration. Si T,(uH?) C uH?, alors
p(uH?) = P(p(uH?)) + (I — P)(p(ul?)) C ul® + zH?
ol P désigne la projection orthogonale de L? sur H?, d’ou
@(uH?) = Ny + Ny
ou Ny C uH? et Ny C zH?. Donc
H>®p(uH?) = (uH?) = H*N; + H*N,.

Comme H*N; C uH? et T,(uH?) C uH?, nous obtenons que P(H*Ny) L
K2. Donc H*N, 1 K? et NyK2 | H*™. Donc NoK? C zH' N H' = 0.
Puisque K2 # 0, Ny = 0 et ainsi p(uH?) C uH?. Ceci montre p € C. [
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Lemme 1.15. [9] Soit p € L* et soit u une fonction intérieure non
constante. Alors les propriétés suivantes sont valides.
1. Si pK? C K2, alors ¢ € C.

2. If o(K3)* c (K%)*, alors p € C.

Démonstration. 1. Soit ¢ € H®. Si K2 C K2, alors T,K2 C K2 ou T,

est un opérateur de Toeplitz. Donc
T, (uH?) C uH>.

Par le lemme 1.14, nous avons € C. Donc, il suffit de montrer que
si pK2 C K2, alors ¢ € H®. Si f est une fonction non nulle sur K2,
alors f = gh ou g est une fonction intérieure et h est une fonction
extérieure. Puisque gh L wH?, il s’ensuit que gh L ugH? et donc
h L uwH? Alors h € K2, Si K2 C K2, alors ph € K? et ph = k

pour certain k € K2. Donc ¢ = £ € H* (voir [9]).
2. Si p(uH? + 2H?) C uH?* + zH?2, alors
o(uH?) C uH? + 2 H?
et
o(zH?) C uH?* + zH?.

La premiere inclusion signifie que T, (uH 2) C uH?. De plus, la deuxieme
inclusion montre que Ti;(uH?) C wH?. Puisque p(zH?) C uH?+2zH?,
multipliant les deux cotés par uz, nous avons p(uH?) C uH? + 2 H?2.

D’ou T5(uH?) C uwH?. D’apres le lemme 1.14 nous avons ¢ € C.
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Lemme 1.16. [9] Soit ¢ € L*> et soit u une fonction intérieure non

constante. Alors les assertions suivantes sont valables.

1. T, =0 si et seulement si p € C.

2. 'l =0 si et seulement si p € C.
Démonstration. 1. Pour ¢ € L™, T = 0 si et seulement si oK C K
et par le lemme 1.15, I} = 0 si et seulement si ¢ € C.

2. Pour p € L™, fvg = 0 si et seulement si o(K2)* C (K2)*. Donc par
lemme 1.15, fg = 0 si et seulement si p € C.

[]

Nous considérons dans la proposition suivante le cas ou 'opérateur de

Hankel tronqué I'] est de rang un.
Proposition. 1.17. /9] Supposons que dim K2 > 1. Soit 'Y de rang fini
un. Alors les propriétés suivantes sont correctes.

1. I existe Fy € K2 et fo € (K2)* telles que
It =fo®F  kelie < Fk>=K,

ou < Fy >:= {aFy,a € C}.
2. Sidim K2 > 2, alors il existe h € ker 'l etk e K2 tel que

h

ol g1 et go sont deux fonctions intérieures et | est une fonction exté-
rieure dans H.

3. 1l existe s € K2 tel que fo = pFy — s.

4. Sip € H*®, alors fy € uH?>.
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5. Soit u(0) =0. Si p € zH>, alors fy € zH>.
6. (L) T8 = (fo, fo)(Fo ® Fyp).

Démonstration. Les propriétés (1), (3) et (4) sont clairs par définition.

~ 2 ~ _k
2. Soit ph € K, pour une fonction non nulle i € kerI'y, alors ¢ = 7
pour une fonction k£ € Kg Soit h = g1k1 et k = goks o1 g1 et g9 sont

des fonctions intérieures et ky et ko sont extérieurs. Alors ¢ = gygol

ko

i est une fonction

ou g1 et go sont des fonctions intérieures et [ =

extérieur sur H.

5. Soit u(0) =0 et p € zH>. Puisque ¢ € L™ et 1 € K2, il s’ensuit que
wl=cfo+tpourceC, fy € (Kt ette K2, FgKg =< fo >. Donc

p—cfo=tc K:n(KH)*t=0.
5. S5il'y = fo® Fy, alors (I'y)" = Fy ® fo et ainsi
ker 'V < Fp >= K? and 0K? C K*® < foy>.

Donc (Ff;)*l“zg = <f0, f0>(F0 X F())
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Chapitre 2
Dilatation d’opérateur de Toeplitz

Dans ce chapitre, nous définissons un opérateur , noté .S, 3, appelé opé-
rateur intégrale singulier ou dilatation d’opérateur de Toeplitz. L'une des
observations clés de Nakazi et Yamamoto [13] est que S, s a un lien avec
les opérateurs de Toeplitz et Hankel. Nous allons nous intéressés a 1’étude

de quelques propriétés des ces opérateurs sur ’espace L2.

2.1 Caractérisation

Définition 2.1. Soient o, B € L™, un opérateur intégral singulier de Cau-

chy Sap: L* — L* est défini par

Sas(f) =aPf+BQf, f € L.

Ou P et Q = I — P désignent les projections orthogonales de L* sur H? et
(H*)*+ = L? © H? respectivement.
Alors 5171 = [, 517_1 = So, Sl,O = P and 5071 = Q

Remarque 2.1. Sachant que ||P|| = ||Q|| = 1, alors pour tout fonction

f € L?, nous avons
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Chapitre : 2 Dilatation d’opérateur de Toeplitz

I'Sas(f) ISl aPf Al + 1 BRI llooll P+ 1B lloll @F |
<[ alloe + 118 floe) T f I,

Par conséquent, l'opérateur S, g est un opérateur borné sur L.

Récemment Nakazi et Yamamoto dans (nakazi2013) montrent que 1'opé-
rateur S, a une connexion étroite avec les opérateurs Toeplitz et Hankel

par une représentation matricielle dans L? = H* @ (H 2)L .

Lemme 2.1. [13] Soit a, 3 € L. Alors les opérateurs S, 5 et S}, 5 ont les

représentations matricielles suivantes

T, PA[; 15 Hs
Sa7ﬁ - — 75;,6 - —
Ha T,B HB TB

dans
= H>® (H?).
Démonstration. Toute fonction f de L? peut étre exprimée de maniere
unique par f =g+ h ot g € H? h € (H?)*. Alors
Sapf = ag+ Bh

= (Pag + PBh) + (Qag + QBh)
— (Tog + Hsh) + (Hag + Tsh)

[ Tw Hs| g
H, Ts) \h
La matrice de S, 5 découle immédiatement de la matrice de S, . [

Pour cette raison, l'opérateur S, 3 est appelé dilatation d’opérateur de

Toeplitz T,.
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Soit B(L?) I'algebre de tous les opérateurs linéaires bornés sur L%, Soit,

S I’ensemble de tous les opérateurs intégraux singuliers
S ={S.5 € B(L*,a,B € L™}.

Notez que Sy,0 = M, et So 3 = Mg+ Sa—350-

n

Soit e, = 2" et e_, = 27" =Z" pour n > 0 ou z = €. pour f € L? la

série de Fourier de f est

= i Jnen = i fneme-

n=—oo n=—oo

Ainsi f_; désigne le coefficient de Fourier correspondant au terme e_;.
Pour deux opérateurs C, D € B(L?), soit [C, D] = CD — DC le com-
mutateur de C' et D,
L’ensemble des opérateurs de multiplication sur L? est l’ensemble de

tous les opérateurs de L? qui commutent avec 'opérateur M,

M ={M, € B(L?*),a € L™}
={A e B(L?), M,A = AM._}.

Dans la proposition suivante, C.Gu dans [6] utilise une approche plus
directe en caractérisant la classe d’opérateurs S, 3 comme les solutions
d’une équation d’opérateurs. Cette approche donne un apercu de la facon

dont cette classe d’opérateurs est liée aux opérateurs de multiplication.

Proposition. 2.2. Soit A € B(L?). Alors A € S si et seulement si il existe
une P € L™ tel que
A, M,] =Y ®e_q. (2.1)

Dans ce cas A = Sy pour certains 3 € L™.
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Démonstration.

Soit A = S, g pour deux fonction o, f € L. Soit f € L™, f =320 fn2",

n=—oo

alors nous avons

SasM:(f) = aPlzf]+ BQ[2f]
= alzPf+ fa]+B[zQf — [
= zaPf+2BQf + (o= ) f—
= M.Sap(f) + (= B) @ ea|(f).

Ainsi, nous avons démontré I'égalité (2.1) avec ¢ = (o — [3) € L.

Maintenant supposons que A € B(L?) et I’égalité (2.1) soit atteinte. Alors
SpoM, — M. Spo =19 ®@e_.
Donc
(A= Syo)M, — M.(A— Syo) = (AM, — AM.) — (Sp oM, — SyoM.)

= YRe 1 -1 ®e_y
=0

et
(A — qu’o)Mz = MZ(A — 5’1/,70).

les deux opérateurs A — Sy o et M, commutent. Alors I'opérateur A — Sy o
est un opérateur de multiplication. De plus, A — Sy = Mg = Ss 3 pour

certaine § € L. Alors

A=S5y0+ Spp = Sy+pp-
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Chapitre : 2 Dilatation d’opérateur de Toeplitz

L’adjoint S; 5 n’est pas toujours dans S. Mais, la proposition suivante
nous donne les conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles 1'opéra-

teur S 5 appartient a S.

Proposition. 2.3. [6] L opérateur S;, 5 € S si et seulement si (a— ) = A
ou A € C. Dans ce cas

S;,ﬂ - S§>B'

Démonstration.

En utilisant la proposition (2.2), S, 5 € S si et seulement si
SosM. — M.S, 3 =9 ®e
pour une certaine fonction 1 € L>. Mais MM, = M, M} =1 et
- Mz[sa,ﬂaMz]*Mz

= M.ley ® (a — B)] M,

= e ®z(a— ).

Donc
Y®e 1 =e @ Z(a—f)
et (a — )z = Xe_1 et ¥ = Aeg avec A est un nombre complexe. Dans ce
cas
ap = Mz + Sapo)” = My+ S50 = 555
O

Il est bien connu que 7T, est auto-adjoint si et seulement si ¢ est une

fonction réelle. La méme chose pour 'opérateur M, M, est auto-adjoint
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Chapitre : 2 Dilatation d’opérateur de Toeplitz

si et seulement si ¢ est une fonction réelle. Dans le corollaire suivant,
C.Gu dans [6] a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que

l'opérateur S, 3 soit auto-adjoint.

Corollaire 2.4. S, 3 est auto-adjoint si et seulement si o et B sont des

fonctions réelles et (o — [3) est une constante réelle.

Démonstration.
If S5 5 = Sap € S, d’apres la proposition 2.3, (o — 3) est une constante,
de plus
S;;B - Sa’B - Sa,ﬁ

ce qui implique que a =@ et B8 = 5. ]

Le lemme suivant dérive des équations d’opérateur pour les produits
d’opérateurs S, 5 ou S;, 5.
Lemme 2.5. [6] Soient Sy, 5,, Say.5, € S. Alors

1. [504175150427527 MZ] — (al - 51) ® S:;g,ﬁge—l + Salaﬁl (Oég - 52) ®e_1

2' [SahBlS;ZyBQ’ MZ] = Qg ®§Oé2 o 61 ® 262

3. [5227525041,51, Mz] =€) ® S;lﬁlf(cw — 52) + S:éz,ﬂz(al — 61) X e_1.

Démonstration.

Par des calculs simples :

[5&1,/615a2ﬁ2’ MZ] - [Soél,ﬁv MZ]SOQ,ﬁQ + Sa1,51 [5&2,527 MZ]
= [(a1 = B1) ® e-1]Sa, 8, + Sy (2 — B2) ® e_1]

= (o1 —P1) ® 522,526—1 + Soy 8, (a2 — P2) ® e_y.
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[Sal7/81 ;27527 MZ] = [Salaﬂ17 MZ]SZQ,/BQ + Salaﬁl[ , MZ]

ag,B2°

- [SOéhBl? MZ]SZQ,BQ + SO&1,51MZ[S042»527 MZ]*MZ
= (a1 — B1) ®ZBy + a1 @ Z(ag — B2)

= o] ®Zag — [ ® 2P

[ ; SalﬁNMZ] - [ ; MZ]SO%&+S;2,52[Sal,51?MZ]

Q2,02 ag,B29

- MZ[Saz,Bza MZ]*MzSal,ﬂ1 + 522,ﬁ2 [Sahﬁﬂ MZ]

= e ® Sy, g, 2(a — B2) + S, 5,(1 — B1) @ e_1.
]

Théoréme 2.1. [6] Supposons que l'une des « et 3 n'est pas une fonction
constante et oo — B # 0. Alors S, 5 est un opérateur normal si et seulement
si a = A3+ & pour certains constants \ et § avec |\ =1 et (A —1)|58%| +
68 — ONS est une constante.

Démonstration. Si S, s est normal, alors
[Sa85a,5, M2] =[S 5Sa,8, M:].
Par lemme 2.5, nous avons
a®zZa—B®2Z8 =e ® S 2(a— ) + S; sl — ) @e_y. (2.2)

Nous divisons la preuve en trois cas.

1. Les deux cotés de I’équation 2.2 sont des opérateurs de rang 0. Alors

a=\j
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pour une constante A # 1. D’apres I’équation 2.2, nous avons

(A =1DB®28=0,
donc |A|? = 1. En outre

eo @ Sy p2(a—B)+ S, sla—B)®@e 1 =0
implique que
Sapla—0)=¢

et

Sapzla—B) = —fe_.

Par conséquent

Pla(A=1)p) +Q(BA-1)5) =¢

P(az(A = 1)8) + Q(B2(\ - 1)) = —€2.
Donc A\ — 1)|8)> € H=, (A —1)|p|*> € H® et |B|*> = ¢ pour une

constante o. Dans ce cas

Sa,850.5 = S

o358 = Sags = 01
c’est a dire, S, g est un multiple d’un opérateur unitaire.

2. Les deux cotés de 1’équation 2.2 sont des opérateurs de rang 1. Alors

a=A3,8;, s(a—B)=¢

pour certaines constantes A et £. Remplacons ces relations dans I’équa-

tion 2.2, nous trouvons
(AP =18 @28 = eg© (Sh s2(a — B) + Eea).

Par conséquent, § est une constante et @ = A est également une

constante. Ceci est impossible par I’hypothese.
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3. Les deux cotés de I'équation 2.2 sont des opérateurs de rang 2. De

I’équation 2.2, ey est une combinaison linéaire de o et 5. Alors
a=\3+90
pour deux constantes A et d # 0. Nous considérons deux cas
(a) A=1et a = [+ 9, alors selon I"équation 2.2, nous avons
(B+O)®20+6@28 =€ ® S, 320 + 5, 30 @ ey
Donc

eo ® (S5 520 — 20[3) + (i 46 = 6(B+6)) ®e_1 =0,

P(azd — 26B) + P(Bz6 — 26B3) = €,
P(ad — §(3+46)) + P(BS — 6(B+6)) = —¢€.
Par conséquent 58 — 68 € H*®, 36 — 65 € H® et 5 — 63 est une
constante. Dans ce cas

Sa,g = Mﬁ + 5570

est normal.

(b) A # 1. Soient

Alors
Mt = AMB+Ado=a—0+ Ao
:Oél—U—(S—i—/\U:O{l.
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Puisque Sy, 3, = Sas+01, Sy p est normal si et seulement si Sy, 3,

est normal, cela se réduit au cas (1) et Sy, g, est un multiple d'un

opérateur unitaire. Donc |A| =1 et

61 =B+ 0] =

A=1)

est un constant.

[l
2.2  Norme d’un opérateur S, 3
Si o, B € L™, alors la norme de 'opérateur S, 3 est définie par
[Sasll = sup  [1Sapfll2:
feL? || fll2=1
Nous avons l'inégalité suivante
max{|[aloc, |8} < [Sasll < |VIaP +15P| - (2.3)
En effet, pour tout f € L? nous avons
[Sasll = sup ISasfll
feL? || fll2=1
> sup |of]
feH | fll=1
> sup [[P(af)]
ferz ||l fl=1
= Sup HTafH - HTaH
feH | fll=1
Mais nous savons que [|T,|| = |la|/~. Par conséquent, [|Sys| > |-
De la méme manicre, en utilisant le fait que ||Tj]| = ||8]|o, NOUs pouvons

(A= D)|BI* + 8 — oA3] + |of?

prouver que [[So sl > [|llsc. Done, [|Sasll > max{|afw, 8]} Dautre
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part, nous avons

IA

1Sasfll < Nl PLI+ llllllQF]
(lall% + 181%)Z(IPF] + 1Qf]1%)?

< VllallZ + 181ZI 11

IA

D’apres le papier [11] de Nakazi et Yamamoto, Nous devons mentionner

que
2 2 2 2\?
max{||alc, || B} = W*J“(& 2 W') ’
et
"
H\/WH M \la602+ (W)
Alors

ISasll* <

laf? + |52 . laf? = 82\
L Y (Y

pour tout k € H*. Le théoreme suivant donne la formule pour le calcul de

la norme de l'opérateur S, g.

Théoreme 2.2. [11] Soient a, € L™. Alors

2 2 2 2\ 2
al;ﬁ+Jaﬁk2+(a2W|)

Démonstration. Pour toute k € H*, nous définissons la quantité M sui-

2
W2+WP+Jmﬁ_k2+(W22WP)

1Sasll* = inf

keH>

vante

My, =
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Nous prouvons que ||S, g||* > inf { My, k € H*}. Soit v = ||Sa. /|- Then

1Sasll2 < Yl fll2, (f € L7).

Soient Wi = 42 — |a|?, Wy = 72 — |B]? and W3 = 4% — a3. Alors

(Wifi, fr) + (Wafa, fo) +2Re (Wafi, f) >0, (fi € H?, fo € (HY)Y).

Selon le théoreme Cotlar-Sadosky lifting [(1) yamamoto 1], W7 > 0, Wy > 0

et il existe g € H™ tel que
(W3 — g|* < Wi Ws.
Par conséquent, v > max{|a|, 5|} et
[ —aB —gI* < (v = af)(v* — 1B
Soit kg = v% — g. Alors kg € H® et |72 — a8 — g| = |aB — ko|. Donc,

0 < (V= 1a)(¥* =B8] = |aB — ko|?

= 7' = (la* + 8Py +[aB® — |af — kol

Supposons que

2 2 2 2\ 2
q;§m+W|JMB%F+CM JM)

2

dans un sous ensemble mesurable E de T. Puisque

lo” + |
2

jof” —
2

7* = max{lal*, |8} =

sur T, nous avons

2
aP—WP+J&5%2+Oa2QWj iy
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sur E. Ceci implique que |a| — |B] = |aB — ko| = 0 sur E. Alors,

2
’YZ > maX{|oz]2, |5|2} = W + \J |CYB — Jo|2 + (‘ |2 . ‘5‘2)

sur F. Alors,

2 2 2 2\ 2
_|_ _
s P 1A +JO‘5—W+( o 2|ﬁ|)

sur T. Donc Mg, < ~% Puisque v = ||S, 4|, nous avons

< 2
inf My < [l

Nous prouvons que ||S, 5]|* < inf{M, k € H*}. Pour tout k € H*®, nous

avons
(kf1, f) =0,(f1 € H, f» € (H)").
Puisque
2 2 2 2\ 2
_|_ _
ol 19 +Ja5— b+ (\a\ 3 ) s
nous avons

(My, — o) (Mi — |5) > (Jm@—mu('“' ;‘5‘) _ o 25>

2 2\ 2 2 2
x(JoﬁkaL(' oL 2Vl AP 2|6|)a5k2.

Mgl fi + foll3 = 11/ + Foll3

Alors,

- V=T = B i

> 2/ A, [, 2Rl - b
> [ (VMy = TaPyMy = [BP — |af = k) | fi foldm > 0
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Donc, pour tout k € H*,

1Sasfllz < Ml f112, (f € L?).

Donc,
, < < inf M
[Susll> < it A
La borne inférieure est atteint par k = ky. Ceci complete la preuve. H

Remarque 2.2. [11] Soient a, 3 € L™®, p = aff et ¢ = M Alors

1Sasll? = it [[Viel+ 42 + e — k2 + 42|
cH 00
Si |a| =|5|, alors
2 .
ISwsll = inf_ el + 1 = Kl
Corollaire 2.6. Si || et |5| sont des fonctions constantes, alors

2
o _lalPHIBE | (1= 18P
ISasll? = | Hol + (2

Démonstration. Il résulte du théoreme 2.2 que

2
> _ lof* + 18/* 3o (lelf 18P
ISasll? = inf | B k2 4 (1
2
laf® + 18/* : 7 2 (lel?=18P
= e (e o) (5
Par le théoreme de Nehari [14], cela prouve le corollaire. ]

Corollaire 2.7. Soit o, f € L™. Alors

1Sasl* < max{{lallZ, 18115} + 1 Hogll-
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Démonstration. 11 découle du théoreme 2.2 que

2 2 _ 2 9 2
HS@,ﬂHz < inf W+J|Qﬁk|2+ (|04| 5 5] )

ke H> 2

el + 182 lal* =181
< R L L J—
- kg}{foo 2 * |a6 k’ " 2 0
. 2 2 A
= Jnf [max{laf’, |51} + Jaf — k],
< 2 2 . 3 _
< max{|all%, 815} + inf [ — K|

Par le théoreme de Nehari [14], cela prouve le corollaire. ]

2.3 Compacité de I'opérateur S, 3

Dans la section présente, nous avons montré que les opérateurs compacts

ne peuvent méme pas se rapprocher de S, 3.

Théoréme 2.3. [20] Soient o, § € L™ et K un opérateur compact sur L?.
Alors

1505 = K|l = —=[[Sasll

ol
V2
Démonstration. Soit n un entier non négatif. Puisque l'opérateur S,» s

k k+n et k"Hé

envoie z" a z 2t pour k > 0, il s’ensuit que Szn zn est une

isométrie de sorte que ||S.n zn|| = [|.S7. s || = 1. Alors
1Sas = Kl = 11555 = K7
2 |15 0 (a5 — K7
= [|(SapSenz)" = 550 on K|

- H az™ Bzr T S:" Z"K*H
* *
> H az",Bz"” T ”Sz”,é”K H
* *
= [[Saznpzn|l = 1550 2 K-
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Maintenant par I’équation 2.3,

1 1
Saz" zZ" > ma Alloos o0 > —= ng—i_ go>7sa
1Sazn pzn | 2 max{]|a|oo, [|5] }_\/5¢|\ 5 + 11815 = 5 150,

Pour tout f € L? St ..f = P(2"f) + Q(z"f) passe & 0 quand n — oc.

Mais K étant compact, K* 'est aussi. Donc, ||S7. .. K*|| — 0. O
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Chapitre 3

Dilatation des opérateurs de Toeplitz

tronqués

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les propriétés des opé-
rateurs intégraux singuliers— ceux qui pouvaient éetre vus comme dilata-
tion d’opérateurs de toeplitz — étaient étroitement liées au opérateurs de
multiplication. C’est-a-dire, un opérateur intégral singulier -ou dilatation
d’opérateur de Toeplitz- pouvait étre caractérisé par 1’équation d’opéra-
teurs suivante

[Sa,ﬂa Mz] = (04 - 5) ®e_q.

Selon la décomposition orthogonale L? = H? @ (H 2)l, il a également une
représentation sous la forme
T. H;

H, Ty

Sap =

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une nouvelle classe d’opéra-
teurs S, appelée dilatations d’opérateurs de Toeplitz tronqués S . Cette

classe a été introduite en 2015 par Ko et Lee dans [8]. Il a été observé que,
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selon la décomposition orthogonale L? = K2 @ (K?2)*,

[

(Y2 —
Ly Ay

Récemment, Gu et Kang donnent dans [7] une caractérisation complete
lorsque S, est un opérateur auto-adjoint, isométrique, coisométrique et
normal, en utilisant leur observation clé qui est S; , satisfait I'équation

suivante
gﬂ/J o MZSZ,wM; - (90 - w) X ey — (90 — w)u & ueg.

Tout le long de ce chapitre, tantot nous utilisons 1'idée de Ko et Lee

dans [8], tantdt nous utilisons I'idée de Gu et Kang dans [7].

Définition 3.1. /8] Pour ¢, € L™ et u une fonction intérieure, la dila-

tation d’opérateur de Toeplitz tronqué S3 ,, : L? — L? est définie par

bu(f) = 0Pu(f) +9Qu(f), f € L*.
Ou P, = P — M,PMy désigne la projection orthogonale de L? sur K2 et
Qu = [ —P, désigne la projection orthogonale de L? sur (K?)* = L’ K? =
2H? @ uH?.

Il est facile de voir que
zﬂp - Mw + Sz_wvo

et
u _
S%@ = Mw-

Remarque 3.1. Evidemment, Vopérator S, est un opérateur borné si et

seulement si p, ¢ € L™, tel que
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1SN < llePu(HI + [[0Qu(f)l
< (lellso + 1)L, (f € L.

Pour tout f € L?, nous avons

S;,z/;f = oP.f +9Quf
- @Puf+¢[f_Puf]
- (¢—¢)Puf+¢f

Remarque 3.2. Soit v, € L. Alors pour tout f,g € L*> nous avons,

(Saufr9) = (@Pu(f) +9Qu(f), 9)
= (f, Pu(®9)) + (f, Qu(tg)).

Donc
(Stu)'f = Pu@f) + Qu(¥f), f € L*.

Lemme 3.1. [7] Soit A € B(L?). Alors A =0 si et seulement si
[A,M,] =0 and Aey = 0.

Démonstration. Si [A, M,] = 0 alors A = M, pour certaine ¢ € Loo, et
Aeg = 0 signifie que ¢ = 0. Alors A = 0. []

Lemme 3.2. [7] Soient ¢ et 1y deux fonctions de L™ et u une fonction
intérieure non constante, nous avons

1. [S50, M]=p®e 1 —pu®ue,

2. (S Mol =(p—v)Qeq — (p—Y)u@ue

5. [(S50) s M) = e @ (o —b)e1 —u® (p — Y)ue
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Démonstration. 1. Soit f =2 f,2" € L? alors

SooM.f = @(Pzf —uPuzf))
= p(zPf+ fa) —pulzPuf + (uf)-1]
= 2pPf — zpuPuf + ¢f_1 — pu(uf)-

= M.S,o0f +[p®@e]f —[pu®@ue_]f

2. La deuxieme formule découle du fait que S, = pP, + (I — P,) et
[va MZ] =0

3. Pour la troisieme formule, notez que

[(S5.0)" s M) = (85)" M. — M.(53,)"
= M.(MZ(S5,)" — (55.4) " MZ)M.
= M.[S} . M.]"M,
= M:le.1® (¢ —¢) —ue_1 @ (¢ — ¥)u] M,

= e (p—vY)e 1 —u® (p—)ue_.

3.1 Auto adjoint, positif

Dans cette section nous étudions les conditions sous les quelles la dila-
tation d’opérateur de Toeplitz tronqué soit un opérateur auto- adjoint et

positif.

Théoreme 3.1. [7] L'opérateur S, est auto adjoint si et seulement si ¢

et 1 sont des fonctions a valeur réel et

(90—7/)):>\7()\€R)-
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Démonstration. D’apres le lemme 3.1 et le lemme 3.2, 57, est auto adjoint

si et seulement si

(p—v)@e1—(p—Y)uQue.; = e@ (p—)e1 —u® (p—YP)ue_;

= ((55.)" = S5.p)e0-

Ceci implique que

(o —) a bl |eg
—(p —Y)u c d| |—u

pour certain a, b, c,d € C. Donc
—(aey — bu)u = cey — du

b=c=0,d=a.

Donc

acg ®e_1 —au@ue_1 =aeyg® e_1 — au @ ue_1q.

Nous avons

(a—a)ey®e_1=(a—a)u® ue_q.

Cette équation donne (a — @) = 0 et (¢ — ). D’autre part, notez que

S0 = (Sgo+ My)eg = aPyeq + 9

¢
et

(Shu)eo = (Pu(®@—¥)eg + M@) eo = aPyeq + 1.
Donc, 1) — 1) = 0 et 1 est une fonction & valeur réel. ]

Ensuite, nous donnons quelques conditions nécessaires ou suffisantes

pour que 57, soit un opérateur positif.
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Lemme 3.3. Soit f € L?. Si

/Ef(2)|h(z)|2dm(z) >0
pour tout h € H?, alors f(z) >0 dans T,

Théoréme 3.2. [7] les assertions suivantes sont satisfaites
1. 8i S, >0, alors Y(e?) >0 dans T et p = A+ ot X est un nombre
réel.
2.8 ¢ = X+ pour un certain nombre réel X et si p(e’) > 0 et

¥(e®) >0, alors S%, > 0.

Démonstration. Supposons que Sj;,, > 0, Uopérateur S, est auto adjoint
si et seulement si @ = A 41 ot A € R. Soit g = uh € ImQ,, h € H?, alors
nous avons

< 8549, 9 >=<1tg,9 >=<h,h >>0.

Y(e) > 0 dans T d’apres le lemme ?7.
Supposons que ¢(e?) > 0 et ¥(e?) > 0 et ¢ = A + 9 pour un certain

nombre réel \. Soit f € L?, si A > 0 alors

<Soplif > = <ARJS+Uff>
= A< B Pf>+<yf f>

> 0.
si A < 0, puisque < P,f, P,f ><1, alors
<Soufif> = A< P, Pf >+ <yf f>

> A< f,f>+<uf, f>

= <pf,[>
0.

Vv

58



Chapitre : 3 Dilatation des opérateurs de Toeplitz tronqués

[]

3.2 Isométrique, unitaire

Dans cette section, nous caractérisons la dilatations d’opérateur de Toe-

plitz tronqué isométrique, co-isométrique et unitaire. Pour discuter de ce

probleme, nous décrirons [(S3 ;)*Sg ,, M.] et [S5 (S5 )", M.] comme des

opérateurs de rang fini (voir [7]).

[(Sgp)" S M) = [(S5,)", M2]SG 4 (S .) [ M.]
= ¢ ® (S54) (¢ —)e1] —u® (S ,) (¢ — )ue ]
+(S2 ) (=) ®@e_1 — (Shy) (@ — )u @ ue_y

(5.5 (Sg0)"s Me] =[S 4, ML](S5.,)" + S5 4 [(S5.4)" M-]
= (p—¥) ® 55 ye—1 — [(p —P)u] ® 55 (ue1)
+55 .40 ® [(p —P)e_1] = S5 u® [(p — P)ue_]
Pueo = e — u(0)u = kj
Queo = ey — ky = uw(0)u

Seweo = ki +Yu(0)u = ¢ + (¢ — @)u(0)u

Sy pe-1=1e 1,5, ,u=Yu

souer) = @Py(ue_1) 4+ 1pQy(ue_1)
= o(u—u(0))e_; +u(0)e_;
= pue_1+ (¢ —p)u(0)e_;
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Alors

1S54 (S5 )5 M = p®pe 1 = @e 1 +Ppupue | —pu@pue_1 (3.1)

Théoréme 3.3. [7] L opérateur Sip €St un co-isométrique si et seulement

si lp| = || =1 et v = Ap pour un certain constant |\ = 1.

Démonstration. Posons T = 53 ,(S7 ;)" Il est clair que T est un opé-
rateur de multiplication sur L? si et seulement si 7' commute avec M,.
L’opérateur d’identité I sur H? est un opérateur de multiplication par la
fonction constante 1. Donc, 'opérateur T est un opérateur d’identité si et
seulement s’il commute avec 'opérateur M, de plus T'ey = ey. Donc, en

utilisant 'équation 3.1, S, est un co-isométrique si et seulement si
O e 1 — 1Y Qe 1 +YuPue_1 — pu pue_1 =0 (3.2)

et
U U * o
pu(Sgy) €0 = €o.
Nous avons

© a bl |

U c d| |Yu

ou a,b,c,d € C, c’est a dire

¢ = (a+bu), pu = (c+ du)ip.

Alors
Yula + bu) = (c+ du).

Sitp =0 alors ¢ =0 et p = 1. Si ¥(z) # 0, alors nous avons

u(a + bu) = (¢ + du)
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ce qui implique que b = ¢ = 0 et a = d. Donc ¢ = ay. A partir de I’équation

3.2 nous avons

|a*(¥ @ ey + hu @ hue_1) = (1 @ he_1 + Yu @ Yue_y).

Donc |a| = 1. En utilisant ¢ = av) et |a| = 1,

o (Shw)e0 = 55y [Pup + Qua]
= oP,p + ¢YQuap = p PP + pQup
= ¢[Pp+ Qup] = |of
= €.

[]

Théoréme 3.4. [7] L opérateur S, est un co-isométrique si et seulement

sl est un opérateur unitaire.
Démonstration. Si S, est un co-isométrique, il suffit de vérifier que (S3,,)*S; ;, =

I. Soit f € L? . D’apres le théoréme précédent, |o| = 1] = 1 et 1 = Ap

pour un certain constant |A\| = 1. Alors

(Spu) Spuf = (S5u) (0Puf + ApQuf)
= Pu[p(oPuf + ApQuf)] + Qudp(@Puf + ApQuf)]
= Puf +\PQuf
= 1

Lemme 3.4. [7]

1. Soit g € L? une fonction a valeur réel. Si Qug = 0, alors g est une

constante. St Quge_1 =0, alors g = 0.
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2. Soit g € L*. Si Qug =0, alors g € K2 et P,g = \k{ pour un certain

constant \.

Démonstration. 1. Pour h € H? et \ € R, supposons que

g =zh(2) + zh(z) + A

ge—1 = h(z) + 22h(z) + Az

Il est clair que

Qug = zh(2) + Qu(zh(2) + A) =0

implique que zh(z) = 0 et g est une constante. De la méme maniere,

Quge—1 = 22h(2) + A2+ Qu(h(2)) =0

implique que z?h(z) + Az =0 et g = 0.
2. Il est clair que si Q,g = 0 alors g € K2.

posons g = g(0) + zg; ot g; € H?, alors

ot A = ¢(0).
]

Théoréeme 3.5. [7] Lopérateur S3, , est une isométrie si et seulement s’il

est un opérateur unitaire.

3.3 Normal

Lemme 3.5. [§] L'opérateur S; , et son adjoint (S )" ont les représen-

tations matricielles suivantes

L (mm) (e
o= | s = 33)
re A re At
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dans L* = K2 ® (K2t ou AL, Agj, L'y et ﬁfj, sont définis au chapitre 1.

Démonstration. Comme tout f € L? peut s’écrire uniquement comme f =

g+h,otge K?et he (K?)", il assure que pour tout ¢, € L™,

Sl = QP f +VQuf = pg+vh
= Pupg + Qupg + Puibh + Quibh
= (Pupg + Pubh) + (Qupg + Quiph)
= (Alg+Tyh) + (Dig + A4h)
F“ g
A“ h
D’autre part, puisque F“) +, alors fg, = (F%)* et ()" = IA%
Puisque (Aj)" = AZ et (Aﬁ;) = A%, nous obtenons la forme de la matrice

de ( Z;’w)* L]

Lemme 3.6. [9] Soit v, € L*>. Alors l'opérateur S“¢ est normal st et
seulement si

ror = RO T - T
et

Ap Iy =T0A

Théoréme 3.6. [9] Soient p € L™ et p € L™ et ¢ — \ip € C ou |A| = 1.
Alors Uopérateur S, est normal si et seulement si I'g = 0 ou ® = (A —
Dlel* + @ — erp.
Démonstration. Supposons que ¢ — A\p) = c ou [A\| = 1 et ¢ € C. Puisque
I =Tu=0et |\ =1, il sensuit que

[uTy = NPTyl = Tyl
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et
P%F% = FZF%.

En outre, puisque P, + @), = I, nous avons

Ap_ T~ oAt
= Qu(e = ¥)QuUP, — QupP.(® — P) P,
= QuM + ¢ —V)Qu Py — QAP P,(X + ¢ — Y) P,
= Qu((A = 1)¥ + )Quip Py + QuAP.(1 = X)) — )
= A=1)QuWQuP, + cQubP, + (A= 1)QuY PP,
—\eQ U P,.
Alors
AL P - TUAL = Qu[(\ = DI + b — e\ P (3.4)

Puisque ¢ = Ay + ¢, nous avons

A=DP>+cp —edp = (A= 1)|¢|* + @ — ehp + || (3.5)

Par conséquent, de (3.4) et (3.5) nous obtenons que

(AT —TEA) Py = Qu[(A = DI + et — exy] P
= Qu|(A =Dl +cp—crp+|[cf| P
= Qu|®+ || P
= T§P. + |c|*QuP,

= TYP,

ot ® = (A —1)|¢|*> + c@ — ey + |c|?. Donc

Ar_T% —TUA =T
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Si I'y = 0, d’apres le lemme 3.6, 57, est normal si et seulement si I'y =

0. []

Théoréme 3.7. [9] Soit p € L™ tel que oK C K et € L. Alors St

est normal si et seulement si A7 et ;177;} sont des opérateurs normauz, et
U AU Au
I As@ D A%'

Démonstration. Soit p € L™ tel que pK? C K?2. Alors I, = 0 d’apres les

lemmes 1.15 et 1.15. Donc l'opérateur S3; ,, a la forme suivante :

o[ T
' —_—
0 Al

Si 53, est normal, alors

AGAL — ADAG = TTG, AGDy = Ty Ag,  and - DYl 4 ARAY = ApAY

(3.6)
Si F% # 0, alors par 'équation (3.6) 'opérateur Ag n’est pas normal.
Puisque 57, est normal, il en résulte que AZZ est sous-normal. Sachant que
AZ est un opérateur de Toeplitz tronqué qui est un opérateur complexe
symétrique, alors Af est normal. C’est une contradiction. Donc F% = 0.

Par conséquent, a partir de (3.6),

U AU AU AU AU AU . Au Au

AZAL = AJAS and A%AZZ = A%A%.
D’ou, les opérateur Ay, Az sont normaux, et
U AU Au
oy = Ap @ A%'

L’implication inverse est triviale. ]
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Corollaire 3.7. [9] Soit ¢, € L™ tels que pK? C K? et yK> C K2.
Alors

U AU Au
o w@AZJ'

Démonstration. Si ¢, € L™ tels que 9 K> C K2 et Yy K2 C K2 Alors, &
partir du theorem 3.7, Iy = 0 et (fg)* = I = 0. Donc

[

Il est difficile de décrire les symboles ¢ et ¢ lorsque 57, est normal.
Ainsi, les auteurs, dans [9], ont d’abord étudié le probleme dans un cas

particulier, c’est-a-dire lorsque I, est de rang fini n pour n > 0.

Lemme 3.8. [9] Soit T = fy® Fy et Tl = f1 @ Fy ot Fy, Fy € K et

fo, f1 € (K2)*. Alors Sy €st normal si et seulement si

I =090 ® Fo, Iy, = a1 /1 ® Gy,

ol *(fo, fo) = (90, 90, loa [P(Fy, Fi) = (G1, Gy),

Atgo = Gy
et
Ay = GGy

00’ V=g — ¢7a070507<:07<=1 S (C et 490, 91 € (Kﬁ)i

Démonstration. Supposons que S, est normal. Comme les opérateurs F%

et I'), sont de rang 1. La proposition 1.17 s’assure que F% = g0 ® Go, ', =
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g1 ® Gy ot Gy, Gy € K2 et go, g1 € (K2)*. Par le lemme 3.6, on obtient

(90, 90)Go ® Go = (fo, fo)Fo ® Fp,

(G1,G1)g1 ® g1 = (F1, F1) f1 ® fi,
et
Atgy ® Gy = f1 ® AR
Donc
Go = apFo, go = a1 fi

pour deux nombres complexes ag, a1 € C, et

(fo, fo) = lewo|* (g0, 90), (F1, F1) = |en|*(G1, Gh)
et
Aigo = Cfr, AyFy = (G,

ot v = — Y, g, a1, (o, (1 € C et go, g1 € (K2)*. L’implication inverse est
évidente. []
Théoreme 3.8. [9] Soit ¢, € L>. Alors les assertions suivantes sont
correctes.

1. 51 T% =0, alors S3 , est normal st et seulement si p € C et ¢p € C.

2. Supposons que dim K2 = 1. Alors S est normal si et seulement

sl existe une fonction non constante ' € L™ et a,b € C tels que

Fl=1,a# 0,0 =XaF +betp=aF +0bou|\=1X#1.

Démonstration. 1. La preuve est claire par le lemme 1.16.
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— > ol |a| < 1.

2. Supposons que dim K2 = 1, c’est & dire K2 =< 1

Si S, est normal, alors par le lemme 3.6 nous avons
le% f=TT%f
pour tout f € zH? + 2H?2. Donc

QuWPY)f = QulpPp)f, f € 2H* + 2H>.

Donc
VRS~ Pl = 19
Nous mettons P, f = Lf) et P,pf = b(]:) . Alors
1—az 1—az
of) M) AD
—az 1—az 1—az

Sia(f)=0cet b(f)#0, alors p € C et ainsi ¢ € C par le lemme 3.6.
Sia(f)#0etb(f)=0,alors ¢ € C et ainsi ¢ € C par le lemme 3.6.
Sia(f) #0et b(f)#0, alors ¢ — %1& € C. Par le lemme 3.6,
2
= a(f)
vy ‘b(f)
Sia(f)=0etb(f)=0pourtout f € zH?>+2zH?2, alors Z% = Z% = 0.

YT = Tl

Par la proposition 1.12, ¢ = 1 = 0. Donc il existent une fonction non
constante F' € L™ et a,b € C tels que |F| =1,a # 0, = AaF + b et
v=aF +bou |\ =1X#1
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Produits

4.1 Produit de deux dilatations d’opérateurs de Toe-

plitz

Théoreme 4.1. [6] Soit Su, 6., S0 5, €S- Supposons que Sa, p, n'est pas

dans M. Alors Su, 8,50,,8, €5 si et seulement si ay € H*>, dans ce cas

5@17/31 Sa2,/32 - Sal&Q,ﬁlﬁz'

Démonstration.

D’apres proposition 2.2 Sy, g,, Sas,8, € S si et seulement si

[Say.8500.8, M) =1 @ e_. (4.1)
Pour un certains ¢ € L™, d’apres le lemme 2.5
[Sm,ﬁlsaz,ﬂza Mz] = (041 - 51) & 522752671 + Sal,,ﬁ’l(OCQ — 52) e 1=1vRe_q.

Par hypothese a; — 81 # 0, alors il existe un nombre complexe A telle que

227526_1 = ey (4.2)
Sarp (2 — P2) = =Aar = Br) + 9. (4.3)
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Remarquons que S*_, (f) = Plazf] + Q[B2f] on a de 4.2

az, B2
(P[OéiQefl] + Q[@e,l] = \z

ce qui implique que ay € H® et By = A+ XL B5,2" € H®. Pour 4.3, on a

a1Plas — Ba + BiQlas — Bo] = —A(loq — Bi) + 9,
ar(ay = A) + Bi(=F2+A) = —Aag— 1) + ¥
donc
ajag = (152 + 1. (4.4)

Puisque as € H® et By € H®

SorSaspf = Sap (P f+ BQf)
= aPlawaPf+ 5Qf] + 5iQloePf + fQf]
= m@Pf+ 5150Qf
= Sowazpipsf
= Sajaz,mar—uf

= 58, Byt1p,B1 2] -

[]

Remarque 4.1.  (a) Si S,, 5, = M,,, alors Sa, 5,505, € S pour tout
SOQ”@Q et

Sa1751‘9042752 - MOQSOéz,/Bz - Sa1a27ﬁ1ﬁ2'

(b) Supposons que Sa, 5, € M et Sa, 8, = Ma,. Si Say 8,508, €S, alors

d’apres théoreme 4.1, ao est constante,
Sazﬁz = ol Soéhﬁﬂsaz,ﬁz - Sa1042,3152'
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(c) Siay € H®, By € H®, alors

Sa1751 Sa%ﬁz - Sa1a2,5132

Corollaire 4.1. [6] Soit S, 3 € S pour un certains o, B € L. Supposons
que Sap & M. Alors Sap est inversible et Sy € S si et seulement si

a,B € H®et «, 8 sont inversibles dans H®.Dans ce cas

57}3 = Sa71,571.

Q,

Démonstration.

Si S, 5, est inverse de S, 5 alors
Sal,ﬂlsa,ﬂ - Salaﬁlﬁ =les

comme Sy, 3, € M(sinon S, 3 € M), d’apres théoreme 4.1 o, f € H™ et
aa = =1 [

Corollaire 4.2. [6] Soient Su, 3,50, 8, € S. Supposons que Sy, 5 & M.
Alors Sy, 8,50,.8, € M si et seulement sty € H*®, 3 € H*® et aqay = B1 5.
Dans ce cas

San,B15az,0 = Mp,p,-
Le résultat suivant caractérise quand Sy, 3,54,.8, = 0.

Corollaire 4.3. [6] Soient S, p,, Sa, 5, € S. Supposons que S, 5, € M
et Sa, 8, 7 0, alors Sy, 3,50,8, = 0 si et seulement si l'une des conditions
suivantes est satisfaite

(1) a1 # 0,81 # 0,a0 =0 et S € H*.

(11) 1 # 0,00 = 0,8, =0 et ag € H™.

Nous identifions maintenant quelques sous-algebres de S qui apparentés

aux sous-algebres de H*°.
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Corollaire 4.4. [6] Le plus grand sous-algébre K de S n’est contenue dans
M est :
K ={Sup5,a€ H®, € H®.}

Démonstration.

Soit K un sous algebre de S qui n’est pas dans M. Soit S, g € S mais S, 3 €
M. d’apres théoreme 4.1, S 5 € K C S implique que a € H*, 3 € H*.
Soit Sq, 5, un élément arbitraire de K, alors S, gSa, 5 € K C S implique
que o € H*®, 3; € H*®. O

Si Sap € K, alors S, 53 ¢ S sauf si a, 8 sont constants. Tour deux
fonctions intérieures fixés 61, 6. I'ensemble suivante de Ky, g, est un sous-

algebre de S.
K91,92 — {S@la’%ﬂ,@ < Hoo,ﬁ - HOO} = Sal’%K.
Maintenant, nous montrons quand S;, 3 Sa, g, appartient a S.

Proposition. 4.5. [6] Soient S,, 3,, Sa,.5, € S. Alors S},

(%

1’618042,52 6 S S/]/ et

seulement si ay(az — Bs), Bi(ce — B2) € H®.Dans ce cas

; Salaﬂl - Sf

ao,Bs o, Bafr

Démonstration.

D’apres proposition 2.2 S 5 Sa, 5, € S si et seulement si

[ 2275250417517 MZ] =P ®e_q.

Pour un certains ¢ € L*>. D’apres le lemme 2.5

(St 5,5 M| = €0 @ 55, 5,Z(2 = B2) + 55, 5,(1 — 1) @ e
= "tb ®e_q.
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Alors il existe un nombre complex \ telle que

S;lﬁlz(Q’g —52) = Ae_
Aeg + Sag 52( 1 — 51) = ¢

En outre,

Plaiz(ag — B2)] + Q[BiZ(a2 — f2) = Az
A+ Plaz(ar — B1)] + Q[f2(ar — B1)] = .

Alors ag(ag — B2) = hy et Bi(ag — B2) = A + zhy pour deux fonctions
hi, ho € H*. Maintenant

nopeSonpf = PlaaanPf+aafiQf] + Q[Bacr Pf + Bof1Qf]
= Plau(az — B)Pf + pi(@a — B2)Qf] + foar Pf + B51Qf
= (g — Bo)Pf + P Pf + B2 Qf
= maPf+ fopiQf

o 572@1’@61 f.

Corollaire 4.6. [6] Soient Sy, 5,, Say.5, € S. Alors

(1) S}, 5, Sarp, € M si et seulement si

ay(az — ), Ba(azfz) € H>
et
0472041 = Eﬁla
dans ce cas

* P—
Sahﬂl - M072041

042’52
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(2) Si Sa,p, # 0 et Sayp, # 0, alors S}, 5 Sa, 5, = 0 si et seulement si

['une des conditions suivantes est satisfaite
(a) a1 # 0,02 # 0,61 = 0,00 =0 et a1, € H*.

(b) ag # 0,61 # 0,01 = 0,0, =0 et fray € H™.

Démonstration.

L’assertion (1) découle de la preuve du proposition 4.5.Nous prouvons
maintenant (2). Si S}, 5,50, = 0, alors agan = fo1 = 0.Puisque a1 5 €
H®>, alors ou bien s = 0 ou bien By # 0 presque partout sur T . Donc

si les deux aq, B9 sont pas des fonctions nulles, alors

o = [off1 =0

implique que «y, 5> sont des fonctions nulles. ce qui prouve (a). La preuve

de (b) est similaire. O

Corollaire 4.7. [13] L’opérateur S, 3 est une isométrie si et seulement si
la] = |B] =1 et a = 0B pour une fonction intérieure 6.
L’opérateur S, 5 est un opérateur unitaire si et seulement si |a| = |5] =1

et a« = \B pour une constante .

Démonstration.

L’opérateur S, g est un isométrique si et seulement si
SZ,BSO(7B — ].

Par corollaire 4.6 aa = B8 = 0. La fonction a(a — 8) = 1 —af € H®
implique que a8 € H®. Mais |af| = 1, alors a8 = 3 € H™ est une

fonction intérieure. Donc o = o33 = 6.
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Si Sa 3 = Spyr,p est un opérateur unitaire, alors

5= Sef,ﬁsgm
= Sy s[P(08) + Q(BS)]
= SossP(p)

= 06P(p.

Donc AP(0) = 1 puisque |8] = 1. Donc 6 est une constante de module

un. L]

Proposition. 4.8. [13] Soit Sy, 5,, Say.5, € S. Supposons que S, 5, # 0
. Alors Sa, 5,54,5, € S si et seulement si l'une des quatre conditions sui-
vantes est vérifiée.

1) a1 = 0 et By est une constante.

2) b1 =0 et as est une constante.

3) g et By sont des constantes.

4) B1 = daq,as = A\By + p pour deux constantes \ et .

Dans tous les cas,
k _ —
SOZ1,51 og,B2 T SOQOTQ,ﬁlﬁQ'
Démonstration.

Par la proposition 77, S,, 5,, 5%

.5, €9 siet seulement si

[Sal,ﬁ1 ;27527 Mz] =Y ®eq
pour une fonction ¢ € L*>. Par la proposition 4.8

[Sal,ﬂls;sz,ﬁ27 Mz] = a1 ®Zag — 51 & 252 (45)

= Yy®ey. (4.6)
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Il y a deux cas. as et [y sont linéairement dépendants ou «y et 3; sont
linéairement dépendant.

Supposons que as et [y sont linéairement dépendants. Si o =0 et v =0
, alors a; = 0 (supposons que as = 0). Pour 1) avec 82 = 0. Si S = 0 et
Y # 0, alors par 4.5 | s est une constante. Pour 3) avec o = 0. Si 5 = 0,
alors

Q9 — )\62 (47)

pour une constante \. Maintenant ’équation 4.5 devient

(A1 — B1) ®z0y =Y Q@ e_y.

Si ¢ = 0, alors Aag — 81 = 0. Cela conduit & la déclaration (iv) avec u = 0.
Si ¢ = 0, Z8y = pe_q1 pour une constante u, donc [y est une constante.
Donc, on a la condition 2).
Supposons maintenant que a; et ; dépendent linéairement, mais que s
et [y sont linéairement indépendants. Si 51 = 0, alors 4.5 implique que as
est une constante (en supposant que a; = 0). donc, on a la condition 2).
Si p1 = 0, alors

a; = A\3. (4.8)

Maintenant I’équation 4.5 devient

br@z(hay — Bo) =Y ®@e 1.
Si 1) = 0, alors Ay — 3> = 0, ce qui est impossible. Si 1) # 0, il existe une
constante p = 0 tel que

(Aaz = B) = —p, ipr = 9. (4.9)

Si A = 0, alors par 4.8 et 4.9, a3 = 0 et 35 est une constante. Donc, on a

la condition 1). Si A # 0, cela conduit a la déclaration 4). Dans ce cas, par
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4.4 et 4.9,

Ser,6%0 51 = Savs[Ploaf] + Q[Baf]]
= arPl@f] + 51Q[B:f]
= ABi1Ploaf] + 5i1Q[(Aoz + 1) f]
= Ahaaf + BiaQ[f]
= S\hmmsas s
103,816z
O

Le corollaire précédent donne les conditions pour que l'opérateur Sg s

soit un isométrique mais pas un opérateur unitaire.

Corollaire 4.9. L’opérateur S, g est un co-isométrique si et seulement st

Sa,p est un opérateur unitaire.

Démonstration.

L’opérateur S, s est un co-isométrique si et seulement si
Sa7BSZ7B — ]
Selon la proposition 4.8,

S = Sz =

«

donc |a] = |B] = 1. Si la condition 3) de la proposition 4.8 est vérifiée,
alors S, g est un multiple de I'identité, donc S, g est un opérateur unitaire.
Si la condition 4) de la proposition 4.8 est vérifiée, alors & = A pour une

constante v et S, g est un opérateur unitaire. []
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4.2 Produit de deux dilatations des opérateurs de

Toeplitz tronqués

Lemme 4.10. Soit ¢ € L. Alors

1. AY =0 si et seulement si ¢ € uH> + uH>.

2. A =0 si et seulement si o = 0.
3. IT'Y = 0 si et seulement si p € K°.

4. ' =0 st et seulement st ¢ € K.

Proposition. 4.11. Soit u une fonction intérieure, ©1,11, w9, € L.

Soit SY S

€ D, les assertions suivantes sont satisfaites

w101 7 M pa,ha

155 v € Dy si et seulement si My, .y, 51 (S5, 4, € Du-

90271/)2 ©2,2

2. 581 w1 — Py est inversible dans L™ alors S“l oy € D, st et seule-

€ D,.

u
P2,

ment si 57054,

Démonstration. 1. Il est clair que

= M, + 5"

u
1,01 ©1—11,0

= M¢1 + M<P1—1/)1Si0
par conséquent

Sy = (My, + My, y,S4) S5, 4,

527?171#2?/)1 + M‘P1—¢1 Sl OSUQ o

€ D, si et seulement si My, .y, ST 0S5

u
nous concluons que S;, w2t €

D,.

u
V2,12

2. De ce qui précede, nous obtenons

78



Chapitre : 4 Produits

u QU _ ou u u
M@l—%Sl,OS@Q,%_ 01,017 02,02 P a1, o

Si 1 — 11 est inversible, Alors

u u - u u u
SLO 02,02 _M(W1—¢1)_1( P1,01° 2,0 ¢2¢1>¢2¢1)

Donc, nous en déduisons que Sg , 52, ,, € Dy si et seulement si

Si0S327¢2 € D,.
[]

Théoreme 4.2. Soit p,ip € L™ et soit u une fonction intérieure non
constante alors 5155, € Dy st et seulement si p € K° +ul™ + uH>,

Y € K°. Dans ce cas,

U U _ Qu
Sl,OScp,w - SPU%O

Démonstration. Par la représentation

o[ T
P, —
rn oAy

et

Cela signifie que

] O AU u AU u
Sﬁosgw — ¥ (0 — ¥ (O
0 0)\I', Aj 0 0
Pour toutes @, ¥ € L*, Nous mettons
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S1,OS¢,¢:S<I>,\IJ: T
I's Ay
Alors
b, Tou] [00
ry Ay 00

Par conséquent

4, =044 =0T =0,T%_,=0.

Puisque A% = 0 et A% = 0, il découle du Lemme 4.10 que ¢ — Y €
P—¢p

uH>* +uH> et ¥ = 0. De la méme maniere, puisque I'g =0 et I'y_, =0

et étant donné que

—_—

0= %—w - (Fh)*

est equivalente a I'g— 7= 0, il résulte du Lemme 4.10 que ® € K ° et

U — ¢ € K.°. De ce qui précede, nous concluons que

=P+ ¢

pour ® € KX et 1 € uH* +uH>, et

Y e K.

En conclusion, on a

v e K" +uld>+uH>
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et
Y € K.

Notez que ® = P,p et ¥ = Q,(¢)). Dans cette vue,

S1094 = Sow

. U
_ S u(PaQu(flp)
= S]%ucpo

Ceci termine la preuve du théoreme. H

Corollaire 4.12. Soient o1, o, 91,09 € L™ telle que p1 — 11 est une

fonction inversible dans L>°. soient S“

v1,917 <P2 o € D, alors Su 1LY <P2,¢2

D, si et seulement si w3 € K+ uH>® +uH™ et 1y € K. Dans ce cas

Y =Sy
P11 <P2 Yo T S g P21

Démonstration. Le résultat découle facilement de Proposition 4.11 et Théo-

reme 4.2. Et nous avons aussi

u u
01,1 S@Q,%

$2¢1;¢27/11 + M‘Plﬂ/’l Sl OSuz 2

u

S a1 =00 Palp2) ot (91— ) @ (02)
1 Puga-tn Quipa ity

SU
1 Pupat+11 Quipa, oty

O]
Remarque 4.2. 1) Si S oy, €8T un opérateur de multiplication S3 , =
M(p17 alors Sul RS :;2,1/;2 € D, pour tout 5802 () et Stpl 1/)1‘9%02,1/12 = 21902,@11/12'
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2) Soit p1,11 € L™ telle que w1 — 11 est une fonction inversible dans
L>. 5155 s, n'est pas un opérateur de multiplication et Sg, ., = M

a2
S 8"

o101 Oy sy € Du alors, par Théoreme 4.2, nous avons les deux cas

suvants

(a) Siu(0) =0, alors A € K;°NK pour un certain nombre complexe

A Donce, g = X et S5, My, = S5\, -

(b) Si u(0) # 0, alors X & K et A & K pour un certain nombre

complexe . Donc oy = 0.

Pour étudier des cas particuliers du produit de dilatation des opérateurs
de Toeplitz tronqués, nous devons construire les sous-ensembles K7 et Ko

décrit ci-dessous
Kl—{S ¢€Du790€ f}weKigo}
= {54y € Dy,p € uH>™ +uH>,¢) € KX}

Proposition. 4.13. soit p1,91 € L™ telle que 1 — 1 est inversible dans

L°°. Pour tout S“l o, € Dy, nous avons les cas sutvants

(a) Si S“

ooty € Ky alors

u u
S @2##2 - S@l 02,112

(b) Si S, s, € Ky alors

SU 90271/12 Sizl@zﬂ/)ll//z

Démonstration. (a) Si w9 € K° et 1y € K° par le Théoreme 4.2 nous
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avons,
U Qu o U
S109gsas = SPups
o U
o 5@270'
Donc,

51,1&1 ngﬂﬁz - S¢1<P2+(<P1 —1) 2,012

u
P192,9192°

]

Nous sommes maintenant en mesure de donner une condition suffisante
dans laquelle I'opérateur S;; , € D,, devient inversible et dont I'inverse est
également en D,,.

Dans tous les résultats suivants, nous supposerons que la fonction ; —q

est inversible dans L°°.

Corollaire 4.14. Supposons que l'opérateur S, n'est pas un opérateur de
multiplication. 51 .53, € Ky et @, sont inversibles dans K2° alors Sip

est un opérateur inversible. Dans ce cas

(Sg) ™" = Sy

Démonstration. Soit S;;, ,, € D, l'inverse de opérateur S;, ,,. Alors 53 , S5 =

¥

SY'1- Supposons que @, € K sont des fonctions inversibles, alors par la

proposition 4.13 nous avons,

u U _ U _ (4
<P1a¢1 907’¢) o S@l@ﬂﬂlﬂ’ _ Slvl.
Donc ¢ = ¢~ et iy =L ]
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Selon la proposition 4.13, nous obtenons les résultats suivants.

Corollaire 4.15. Supposons que S; ,, € D, n'est pas un opérateur de

multiplication, alors nous avons les deux cas suivants

1) Si 8" .. € K1 alors l'opérateur Sep est un opérateur de mul-

U
P2, 1~ P2,

tiplication si et seulement si 1o = Y19. Dans ce cas,

517% 52,% - M@ls@z - Mi/m/&'

2) Si St Su

€ Ky alors lopérateur S 02100

o1 bt est un opérateur de mul-

P2,

tiplication si et seulement si Yo = Y1y. Dans ce cas,

S,

w2, T M%Sﬁz Md’l%'

U
@1»1/11

Le corollaire suivant nous dit quand Sg, , S¢, 4, = 0.

2,2 T
Corollaire 4.16. Supposons que S; ,, € D, n'est pas un opérateur de

multiplication alors nous avons

1) 8i 83, ,, € Ki et Sy, # 0 alors

u u — 0
¥1 7w1 @27,(/)2

si et seulement si ['une des deux assertions suivantes est vérifiée.
(a) 1 # 0,91 = 0,09 = 0,99 € K°.
(b) Y1 # 0,01 = 0,19 = 0,00 € K.

2) Si Sy, ., € Ky et S5, # 0 alors

U U -0
01,01~ 2,000 T

si et seulement si l'une des deuxr assertions suivantes est valable.

(a) Y1 = 0,2 # 0,95 # 0.
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(b) ¢1 #07¢2207¢2:O-

Démonstration. 1) Puisque Sipun € Ki, il découle de la proposition
4.13 que, o € K7 et ¢y € KJ® et 'équation S; S5, ,, = 0 est

équivalente a 19 = P10y = 0.
2) Encore une fois en utilisant la proposition 4.13, on obtient que 1’équa-

tion 53, 4, 5¢, 4, = 0 est équivalente a P1ps = ¢11hy = 0.

[]

Le corollaire suivant montre quand l'opérateur S7 , commute avec

SZ2>¢2'
Corollaire 4.17. Les assertions suivantes sont valables.

1) Soient ng/)l’ 52,1/)2 € Ky alors 53171/)155271/)2 = SZQ,% 3171/11'

2) Soient S ., S5, 4, € Ko alors S5, S8, = S5, 4,50, 4, Si et seule-

ment V1p2 = ©11s.

85



Bibliographie

[1] Beurling A. On two problems concerning linear transformations in

Hilbert space. Acta Math., 81(17) :239-255, 1948.

[2] Brown A, Halmos P. Algebraic properties of Toeplitz operators. J.
Reine Angew 1963 ; Math.213 : 89-102.

[3] Ding X, Sang Y. Dual Truncated Toeplitz Operators. Journal of Ma-
thematical Analysis and Applications 2018; 461 (1) :929-946. doi :
10.1016/j.jmaa.2017.12.032

[4] Fricain E and Mashreghi J. The Theory of H(b) Spaces, volume 1,new

mathematical monographs, Cambridge, 2016.

[5] Garcia SR, Putinar M. Complex symmetric operators and applica-

tions, Trans. Amer. Math. Soc. 358 (2006), no. 3, 1285-1315.

[6] Gu C. Algebraic Properties of Cauchy Singular Integral Operators
on the Unit Circle. Taiwanese Journal of Mathematics 2016 ; 20(1) :
161-189. doi : 10.11650/tjm.19.2015.6188

[7] Gu C, Kang DO. A Commutator Approach to Truncated Singular

Integral Operators. Integral Equations and Operator Theory 2018 ;
doi : 10.1007/s00020-018-2429-7

[8] Ko E, Lee JE. On the Dilation of truncated Toeplitz operators. Com-
plex Analysis and Operator Theory 2016; 10(4) : 815-833.

86



Bibliographie

[9] Ko E, Lee JE, Nakazi T. On the Dilation of truncated Toeplitz opera-
tors II. Complex Analysis and Operator Theory 2019 ; 13 : 3549-3568.

[10] Nagy B.SZ, C. Foias, Harmonic analysis of operators on Hilbert space
(North-Holland Publishing Co., Amsterdam-London, 1970).

[11] Nakazi T, Yamamoto T. NORMS OF SOME SINGULAR INTE-
GRAL OPERATORS AND THEIR INVERSE OPERATORS. Ope-
rator Theory 1998 ; 40 : 185-207.

[12] Nakazi T, Yamamoto T. Norms and Essential Norms of the Singular
Integral Operator with Cauchy Kernel on Weighted Lebesgue Spaces.
Integral Equations and Operator Theory 2010; 68 : 101-113.

[13] Nakazi T, Yamamoto T. Normal singular integral operators with Cau-
chy kernel on L2. Integral Equations and Operator Theory 2014 ; 78
(2) : 233-248.

[14] Nehari Z. On bounded bilinear forms, Ann. of Math. 65(1957),
153-162.

[15] Peller V. - Hankel Operators and Their Applications

[16] Randriamahaleo FR. Opérateurs de Toeplitz sur 1'espace de Bergman
harmonique et opérateurs de Teoplitz tronqués de rang fini. IMB -
Institut de Mathématiques de Bordeaux, 2015.

[17] Ross WT, Garcia SR. Model Spaces : A Survey. Computer Science
Faculty Publications 2013 ; 123 : 1-55.

[18] Sarason D. Algebraic properties of truncated Toeplitz operators. Ope-
rators and Matrices 2007 ; 1(4) : 491-526.

[19] Sedlock NA. Algebras of truncated Toeplitz operators. Operators and
Matrices 2011 ; 5 (2) : 309-326.

87



Bibliographie

[20] Samanta A et Sarkar S. Properties of singular integral operators S, g.

Proc Math Sci 128, 12 (2018).

88



	Introduction 
	Espaces et opérateurs
	Espace de Hardy
	Noyau reproduisant de l'espace de Hardy

	Opérateurs de multiplication.
	Opérateurs de Toeplitz et opérateurs de Hankel sur l'espace de Hardy
	Produit tensoriel

	Espace Modèle
	Noyau reproduisant de K2u.
	Opérateurs complexes symétriques

	Opérateurs de Toeplitz tronqués et opérateurs de Hankel tronqués
	Dual d'opérateur de Toeplitz tronqué 
	Opérateur de Hankel tronqué


	 Dilatation d'opérateur de Toeplitz
	Caractérisation 
	 Norme d'un opérateur S, 
	Compacité de l'opérateur S,  

	 Dilatation des opérateurs de Toeplitz tronqués
	Auto adjoint, positif
	Isométrique, unitaire
	Normal

	Produits
	Produit de deux dilatations d'opérateurs de Toeplitz
	Produit de deux dilatations des opérateurs de Toeplitz tronqués

	Bibliographie

