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Résumeé

Dans ce travail, on étudie les théoremes de décomposition d’'une mesure (Hahn,Jordan

et Lebesgue).
Comme application on étudie la mesure de Lebesgue-Stieltjes, et I'intégrale par rapport

& cette mesure.

Mots clés: calgebre, ocadditive, mesure, mesure absolument continue, mesure singuliere,
décomposition d'une mesure ,I'intégrale de Lebesgue-Stieltjes .
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Abstract

In this work,we study the theorems of decomposition of a measure (Hahn,Jordan et
Lebesgue).
As application we study the measure of Lebesgue-Stieltjes, and the integral with respect
this measure.

Keywords : o-algebras, o-additivities, measure, absolutely continouos measure, singular
measure, decomposition of measure, the Lebesgue-Stieltjes integral.
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Introduction

Ce mémoire est consacré a I’étude des théoremes de décomposition d’une
mesure .

Notre travail a est organisé selon le plan suivant :

Le premier chapitre porte sur des rappels et compléments de la théorie de
la mesure .

Le deuxieme chapitre est consacré aux décompositions de Hahn, de Jordan
et de Lebesgue.

Comme application du théoreme de décomposition de Lebesgue on étu-
die au troisieme chapitre,la mesure de Lebesgue-Stieltjes,et 'intégration
pour cette derniere mesure.



Chapitre 1

Rappels et compléments

1.1 Algebres

Définition 1.1. Soit X un ensemble arbitraire. Rappelons qu'une famille
A de sous-ensembles de X est une algebre sur X si

—Xed,

—Ae A= A° € A ou A° désigne le complémentaire de A.

— pour tout suite finie Ay, Ag, ....., A, (n € N) d’ensembles de A , on a
UzzlAk: ceA.

Définition 1.2. Soit X un ensemble arbitraire. Une famille A de sous-
ensembles de X est une o-algebre (ou tribu) sur X si

- Xed,

—siAe A, alors A€ A,

— si (Ag)k est une suite d’ensembles de A | alors Uy Ay, € A.

Autrement dit une o-algebre est un algebre stable par réunion quelconque
dénombrable.

si A est une tribu sur X,on dit que (X,.A) est un espace mesurable.

Conséquence 1.1. 1-Une algebre est stable par intersection :
Soit A,B € A alors A°, B¢ € A ,et donc A°U B® € A par conséquent

ANB=(A°UB° e A.
2- Une algébre est stable par différence symétrique
AANAB=(AUB)\ (AN B).

3- Une o-algebre est stable par intersection dénombrable :
Soit A € A alors Af € A donc

UA; € A
k

3



1.2. LIMITES D’ENSEMBLES

D’ou
(ij A7) e A
c’est-a-dire
NAr € A.
k

1.2 Limites d’ensembles

Définition 1.3. (Suite monotone d’ensembles)
Une suite (E;);>1 est dite croissante si, pour tout ¢ > 1, on a F; C Ej;1.

On note alors
hnll% :ZLJ E&.
¢ i>1
Une suite (F;);>1 est dite décroissante si, pour tout i > 1, on a E; D ;.
On note alors
h?lf%:: (]l%.

1>1

Définition 1.4. (Limites inférieure et supérieure)
Etant donnée une suite d’ensembles (F;);>1 ,on définit
la limite supérieure

lim sup &; = () U £},

1—>+00 i>1 j>i

et la limite inférieure
,lﬂn_inflﬂrz LJ r]f%.
1—+00 i>1j>i

Notons que
lim inf £; C lim sup E;.

1—+00 1—+00
En effet
Nisn B C By, pour tout ¢ > n. On a donc Ngsy £ C Ugsp £y, pour tout p
et tout n. On a alors pour tout n :

NE.CUE;= nl_i)rj{loosupEn.

k>n p>1g>p

Finalement
U N Ex C nl_l)IJlrrloo sup E,,.

n>1k>n



1.3. MESURES

1.3 Mesures

Définition 1.5. Soient X un ensemble quelconque et A une o-algebre sur
X.
Une application p définie sur A et a valeurs sur la demi-droite élargie
[0; +o0],

p: A—[0;+00] Ar— p(A)

est une mesure sur ./4 si

— u(0) =0,

— Si (Ag)r est une suite d’ensembles de A disjoints deux a deux, alors

u(UpAg) = zk: w(Ag) (o — additive)

1.4 Mesure de Lebesgue

Définition 1.6. Il existe une unique mesure A sur (R; B(R)) telle que
pour tout intervalle [a; b] borné, on a

Ala; b]) = AJas b)) = b — a.

1.5 Propriétés des mesures

Croissance :

Une mesure p est une application croissante :
Si A, B e Aavec AC B alors

u(A) < u(B)

En effet B = AU (B\ A), comme I'union est disjointe, par additivité, on a
u(B) = p(A) + (B \ A), et

comme
u(B\ A) =0,
alors
u(A) < p(B)
Additivité :

Si A,B € A avec AN B = () alors
u(AU B) = p(A) + u(B).

5



1.6. MESURES REELLES

Différence :
SiA,Be A, AC Bet u(A) < +oo alors

W(B\ A) = u(B) — u(A).
En effet, cela vient de la décomposition
B=AuU(B\A),

union disjointe.
Croissance séquentielle :
Si A, e Aet A, C A1 pour n > 1 alors

u( U An) = lim pu(4,).

n>1 n—-+00

Décroissance séquentielle :
Si A, € Aet A, D Apyq pour n > 1 et u(A;) < 400 alors

M(E An) = lim p(4,).

n—-+00

1.6 Mesures réelles

Définition 1.7. On appelle mesure réelle toute fonction d’ensembles 1 sur
un espace mesurable (X,.4) a valeurs dans RU{—o00} ou RU{+o0} telle que

w(@ =0 et p est (o— additive).

Définition 1.8. Une mesure réelle ne peut pas prendre a la fois la valeur
—o0 et la valeur +o00 .
Une mesure réelle est dite finie sur une famille £ si

| W(E) |< +00  pour tout E €&

Une mesure pu est dite o-finie sur £ Si pour tout F € £ il existe une suite
(En)n>1 de € telle que

\w(Ey)| < 400 et EC | E,.

n>1



1.6. MESURES REELLES

Proposition 1.1. Soit x4 une mesure réelle sur (X,.4).Alors
i)si A,Be Aet AC B, alors

[u(B)| < +00 = |u(A)[ < +oo.
ii)Si A,B € Aet A C B, alors
u(B)| < +00 = w(B\ A) = pu(B) — p(A).

Démonstration
Soit A, B € A avec A C B alors
B = AU (B \ A) union de deux ensemble disjoints de A pour laquelle
I’additivité de p donne

u(B) = u(A) + u(B\ A).

On en déduit i) puisque si p(B) est finie alors u(A) et u(B\ A) aussi sont
finies.
Dans ce cas, on peut retrancher p(A) et en déduire ii).

Définition 1.9. Si p1,u2 sont deux mesures sur A alors leur somme définie
par

(11 + p2)(A) = pi(A) + p2(A), A€ A,

est aussi une mesure sur A.
Cependant la différence p; — po définie par

(11 — p2)(A) = pi(A) —pua(A), A€ A,

ne l'est pas forcément (la positivité n’est pas garantie),mais il s’agit d’une
mesure réelle .

Définition 1.10. Soit p est une mesure réelle sur (X,A),

Un ensemble A € A est dit positif si u(B) > 0 pour tout B C A.

Un ensemble A € A est dit négatif si p(B) < 0 pour tout B C A.

Un ensemble A € A est dit nul si u(B) = 0 pour tout B C A

Notons que les sous-ensemble mesurables d’ensembles positifs sont aussi
positifs.

De méme 'union d’ensemble A,,,n > 1 positifs est aussi positive.

En effet,

si BCA e BC A, adors B=|J(BNA,)

n>1 n>1



1.7. MESURE ABSOLUMENT CONTINUE . MESURE SINGULIERE

On peut méme écrire B = U,>1 B, avec B, = BN A, et B, € A.
Ainsi,

w(By) >0 et wB)=>Y wB,) >0 (o— additive).

n>1

De méme pour les ensembles négatifs.

1.7 Mesure absolument continue . Mesure singuliere

Définition 1.11. Soient p et v deux mesures sur X.
On dit que v est absolument continue par rapport a u et on note

v<psi VAEA  |p(A) = 0= v(4) = 0],

Si p est réelle , on dit que v < psi v K| p |
On dit que p et v sont équivalentes ,et on note y ~ v, si elles sont mutuel-
lement absolument continues,i.e

r<pu et pLvu

On dit que p et v sont singuliéres, et on note v L i , s’il existe A € A tel
que

p(A)=0 et v(A°9) =0

Proposition 1.2. Soient p,v deux mesures telle que

vLpu et vlpualors v=20

Démonstration
Comme p ,v sont singulieres alors
Il existe A € A tel que

w(A)=0 e v(A°)=0.
Soit E € A quelconque.On a
E=(ENA)+ (ENA°

Donc
v(E)=v(ENA)+v(EnNA°
Comme F N A C A alors
p(ENA)=0

8



1.7. MESURE ABSOLUMENT CONTINUE . MESURE SINGULIERE

Et donc
v((ENA)) =0

Puisque v est absolument continue par rapport a x .On a
w(A)=0 e v(A)=0.

Par suite ENA°C A°et ENA C A alors

v(ENAY) =0
Et
v(ENA)=0
Par conséquence
v(E)=0

Proposition 1.3. Soient p,v des mesures, on a v < p ssi Ve > 0, il existe
0>0
tel que

VAEA |n(A) < = v(A)<e|

Démonstration
La condition est suffisante car si u(A) = 0, elle donne v(A) < € pour tout
e > 0 qu’on peut faire tendre vers 0,ce qui donne

v(A)=0 et v<pu.

La condition est nécessaire.
Sinon ,il existe € > 0 et pour chaque n > 1,4, € A tel que

p(A,) < 12 et  v(A,) >e
n

On considere alors

A=limsupA,= () U A, pour tout m>1

m>1n>m

Et donc



1.8. FONCTIONS MESURABLES

Alors que
v(A) = dim V(nym A,) > €
Puisque
U A4, D A,
n>m
Avec
v(Apm) > €

alors contradiction avec la définition de v < p.

1.8 Fonctions mesurables

Définition 1.12. Soient X et Y deux ensembles quelconques et soient Ay
et Ay deux tribu de parties de X et Y respectivement.

La fonction y = f(x), définie sur X et a valeurs dans Y, s’appelle (Ax, Ay )—
mesurable, si A € Ay entraine f~'(A) € Ax.

Définition 1.13. Soit X un ensemble dans lequel est donnée une mesure
o-additive p, définie sur une o-algebre A,,.

Une fonction réelle f sur X est dite p — mesurable, si pour tout ensemble
borélien A de la droite numérique on a

f (A e A,

1.8.1 Opérations sur les fonctions mesurables

Théoreme 1.1. La somme, la différence et le produit de deux fonctions
mesurables sont des fonctions mesurables.

Démonstration
Démontrons ce théoréme par étapes.
1) Si la fonction f est mesurable, il est évident que les fonctions kf et a+ f
sont aussi mesurables, quelles que soient les constantes k et a.
2)Si les fonctions f et g sont mesurables, alors ’ensemble

{z: f(z) >g(x)}

est aussi mesurable.
En effet,

o2 1) > g} = U ({2 1) > r) 0o s gla) <)),

10



1.8. FONCTIONS MESURABLES

ou 1} parcourt ’ensemble des nombres rationnels, numérotés dans n’im-
porte quel ordre.
On en déduit que ’ensemble

{z: f(z)>a—g(@)} ={z: fx)+g(z)>a}

est mesurable, ce qui signifie que la somme de deux fonctions mesurables
est mesurable.

3) De 1) et 2) il résulte que la différence f — g est aussi mesurables.

4) L e produit de deux fonctions mesurables est mesurable.

En effet, utilisons l'identité

fg =410 +97 ~ (F — o))

Le second membre est une fonction mesurable. Selon lequel le carré d’une
fonction mesurable est une fonction mesurable. 5)Si la fonction f est me-
surable et f(z) # 0, alors la fonction ﬁ est aussi mesurable. En effet,

si ¢ > 0, alors

{x:@<c}:{x f(x)>i}u{x f(a:)<0},
si c < 0, alors | |
{x.m<c}:{x:0>f(x)>},

et si ¢ =0, alors

1
{:U.f(x)<c}:{x.f(a7)<c}.
Chaque fois on obtient au second membre un ensemble mesurable.

De 4) et 5) on déduit la mesurabilité du % (& condition que g(x) # 0).

1.8.2 Equivalence

Définition 1.14. Deux fonctions f et g, données sur le méme ensemble
mesurable E, sont dites
équivalentes (notation : f ~ g)

pla s fz) # g(x)} =0

Théoréme 1.2. Une fonction f(x), définie sur un ensemble mesurable E
et équivalente sur E a une fonction mesurable g(x), est aussi mesurable.

11



1.8. FONCTIONS MESURABLES

Démonstration
De la définition de I’équivalence il résulte que les ensembles

{z:f(x)<a} et {x:9(x)<a}

ne différent I'un de l'autre que d’un ensemble de mesure nulle, donc si le
deuxieme est mesurable , le premier est aussi mesurable.

1.8.3 Convergence presque partout

Définition 1.15. On dit qu'une suite {f,} de fonctions définies sur un
espace mesuré X converge presque partout vers une fonction f(x), si

n—oo
presque pour tout x € X.
Théoréme 1.3. Si une suite de fonctions mesurables f,(x) converge vers

une fonction f(x) presque partout sur X, alors la fonction f(x) est aussi
mesurable.

Démonstration
Soit A I’ensemble sur lequel

Par hypothese,
H(X\ A) = 0.

La fonction f est mesurable sur A et comme sur un ensemble de mesure
nulle toute fonction est évidemment mesurable, elle est mesurable aussi sur
X \ A, par conséquent , la fonction f(x) est mesurable sur X.

12



Chapitre 2

Décomposition de mesures

2.1 Théoréme de décomposition de Hahn

Théoreme 2.1. Soit 1 une mesure définie sur (X,A), alors il existe deux
ensembles mesurables disjoints P et N de X avec X = PUN,PNN =0
tel que :

P est ensemble positif pour p i.e u(E N P) >0 pour tout £ € A, et

N est ensemble négatif pour p ,i.e u(ENN) <0 pour tout £ € A

Démonstration
Posons

a = inf p(A)
ol la borne inférieurs est étendue a tous les ensembles négatifs A

Soit A,, une suite d’ensembles négatifs telle que :

lim u(A,) =a

n—oo

Alors il est aisé de voir que N = U, A,, est un ensemble négatif tel que :
i(N) =a

Montrons que N est I’ensemble cherché,c-a-d
P=X\N

est un ensemble positif, supposons que P contienne un sous-ensemble me-
surable Cj tel que
1(Co) <0

13



2.1. THEOREME DE DECOMPOSITION DE HAHN

L’ensemble Cj ne peut pas étre négatif, car en I'ajoutant a N,alors on
obtiendrait un ensemble négatif A pour lequel

wA) <a
ce qui est impossible.
Par conséquent ,il existe un entier minimal k; pour lequel dans Cy on peut
trouver un sous-ensemble (' vérifiant la condition

1

>
M(le) = kl

Bien entendu,Cy # C,.
Pour I'ensemble C \ C on peut reprendre le raisonnement fait pour Cj.
On obtiendra alors un ensemble (5 vérifiant la condition

u(Cy) > (ko > k1)

1
ko
et ainsi de suite .

Posons

I’ensemble Fj n’est pas vide, car

u(Co) <0 et p(C;) >0 pour i>1.

D’apres la construction faite, I’ensemble Fj est négatif.

Donc,en 'ajoutant a N, on obtenir une contradiction avec la définition de
a.

Par conséquent, pour tous les ensembles mesurables £ C X \ N on a

u(E) =0

ce qui signifie que X \ N est positif.
La décomposition de ’ensemble X en une partie négative N et une partie
positive P s’appelle décomposition de Hahn

Lemme 2.1. Soit P;,N; et P,,Ny deux décomposition de Hahn, alors pour
tout E € A
on a

u(E NNy = p(E N No)

p(ENP) =p(EN D)

La décomposition de Hahn n’est pas en général unique .

14



2.1. THEOREME DE DECOMPOSITION DE HAHN

Démonstration
La décomposition de Hahn n’est pas en général unique,cependant si

X:N1UP1 et X:NQUPQ

En effet,
EN(Ni\Ny) C ENN,
d’ou 'on déduit que
p(EN (N1 \N)) <0

D’autre part,
EN(Ni\Ny) CENP
D’ou
p(EN(N1\ N2)) =0

Par conséquent
p(EN(N1\ Np)) =0

De la méme fagon on montre que
p(E 0 (N2 \ Ni)) =0
De ces deux dernieres égalités on déduit que
p(ENNy) = p(EN (N \ No) + p(EN (NN Ny)
= pu(EN (N2 \ N1)) + p(EN (N1 N Ny) = p(ENN,)

La deuxieme des égalités se démontre exactement de la méme facon.

Théoréme 2.2. Soit u une mesure réels et soit (P,N) une décomposition
de Hahn de X par rapport a .
Alors les mesures finies

p(E)=pENP),p(E)=-pnENN), EcA

sont les seules mesures sur (X, A) qui vérifient
p= e — pooy pigp L op

Démonstration
Soit ny,m_ deux autres mesures réelles telle que

fo=n.—n-

15



2.1. THEOREME DE DECOMPOSITION DE HAHN

Soient P, N1 € A disjoints tel que

PLUN; = X, 0 (P) =n-(N1) =0

Alors (P, N1) est autre une décomposition de Hahn de X par rapport 7,
est donc pour tout F € A |

N+(E) =n-(ENP) =pENP)=pENP)=p(ENP)=p.(E)

Donc
N+ = K-

De méme,on montre que 17— = p_.

Définition 2.1. La mesure p définit sur A pour tout £ € A de facon
unique deux fonctions d’ensemble non négatives :

W (B) = p(EN P)

et
W (E) = —u(ENN)

appelées respectivement variation supérieure et variation inférieure de la
mesure 4 . La variation totale de p est le mesure | p | définie par

| 1| (B) = p(E) + p—(E)

Proposition 2.1. Soient p, v deux mesures réelles sur (X,.A4),
Les propriétés suivants sont équivalentes :

Dy < p

v, < petv. < p

i) v <] 4 |
Démonstration

Pour voir que i) implique ii),
On considere F € A avec

lp|(E)=0 e X=PUN

Une décomposition de Hahn de X par rapport a v.
Alors comme | u |est une mesure

| p [ (E)=0=|p[(ENP)=[p[(ENN)=0

16



2.1. THEOREME DE DECOMPOSITION DE HAHN

Comme v < p, on a

vVIENP)=v(ENN)=0

Donc
vi(E)=v_(E)=0

On a déduit que
vy << poet v et |v|<p
ii) implique iii) puisque

[ v | (E) = vi(E) + v (E) =0

Lorsque
] (B) = 0.
Finalement,lorsque iii) est vrai, soit £ € A tel que
| w| (E) =0.

iii) implique
Donc

C’est a dire i).

Remarque .1. D’apres la proposition on a
v ssi vl

On a aussi
v ssi |vi~pl.

17



2.2. THEOREME DE DECOMPOSITION DE JORDAN

2.2 Théoréme de décomposition de Jordan

Théoréme 2.3. Soit u une mesure définie sur (X, A),(N,P) une décompo-

sitton de Hahn par rapport a .

Alors on définit des mesures u*(E),u~(E) sur A par :
pH(E)=wENP), p(E)=-p(ENN), VEeA

dont l'une au moins est finie et p = pu+ — p~.
Les mesures ut, u~ ne dépendent pas de la décomposition de Hahn .

Démonstration
comme PNE C Pet NNE C N \les fonction d’ensembles ™, u~ sont
positives.
Comme p prend au plus une des deux valeurs 00 ,une au moins des deux
mesures et finie , puis pour tout £ € A

u(E) =(ENP)+u(ENN)=p"(E) —p (E)

et donc = put — .

Il reste & montrer que u* ne dépend pas de la décomposition de Hahn.
On considere deux décomposition de Hahn X = P, U Ny = P, U Ny par
rapport a p et on montre que

p(ENPY) = p(ENPy), p(ENNy) = p(ENN)

Notons que I'ensemble £ N (P, \ P) est un sous-ensemble de P; positif et
donc
p(EN (P P)) >0

mais est aussi un sous-ensemble de N, négatif et donc
pEN(P\FR)) <0

Ainsi
p(EN(P\ P))=0, pour tout EecA

De méme,
w(EN(P\ P))=0, pour tout Ee€A

Il vient alors
M(Eﬂpl) :M(Eﬂplﬂpg) :ILL(EQPQ)

De méme on a
u(E NNy = p(ENN)

18



2.2. THEOREME DE DECOMPOSITION DE JORDAN

Définition 2.2. Soient (X,.4 ) un espace mesurable et p une mesure réelle
sur (X,.4 ). Dans la décomposition de la mesure réelle u en deux mesures
uoet u.
La mesure pt est appelée la variation positive de p et p~ la variation
négative de p.
La fonction

ul = p" + o
est appelée variation totale de la mesure p
La représentation de p comme différence de sa variation positive et sa
variation négative

po=p =

est appelée la décomposition de Jordan de la mesure réelle p.

Proposition 2.2. soit 4 une mesure sur un espace mesurable (X,.4).Alors
il existe B € A ( non unique en général) tel que :

VAe A puAnB)>=>0 e puANB)<O0
u et p~ définies sur A par
pr(A)=pANBY) et p(A)=-uANDB)

Sont deux mesures positives vérifiant = ut —pu= .
De plus 1~ bornée et le couple (u™, u~) est indépendant de B.

Définition 2.3. Le triplet (B, u™, u~) est appelé décomposition de Jordan-
Hahn de pu.

Corollaire 2.1. Pour que i soit bornée, il faut et il suffit que

pn(X) < +oo

Démonstration
Si p est bornée, on a évidemment

pu(X) < +oo.

Inversement, si u(X) < +00 , on a



2.3. THEOREME DE DECOMPOSITION DE LEBESGUE

Et donc ™ est bornée.
Comme g~ est bornée et que = ™ — =, on a conclut que i est bornée.

Remarque .2. Pour tout A € A, on a
—00 < = (X) < —p (A) < p(A) < p(X) = p(X) + p (X).

2.3 Théoréme de décomposition de Lebesgue

Lemme 2.2. Soient (X, A,j1) un espace mesuré fini et v une mesure finie
sur A,
Alors, il existe deux mesures finies uniquement déterminées vy et vy sur A
telles que

v=uvtiy, n<<p o lu

Démonstration
Unicité
Soient (11, 19) et (13, v4)deux couples réalisant la décomposition de I’énoncé.
sivy+1vy=rv34+uvialorsyy —v3 =14 — 1y,

Puisque
n—r3Lpu et vy—uvylp
on a
Vv — V3 = 4—V2:O
On a donc

V1 = s, Vy = 9.

Définition 2.4. Soient (X; A; p) un espace mesuré et v une mesure réelles
o-finie, La décomposition de v fournie par le théoréeme de décomposition
de Lebesgue est appelée la décomposition de Lebesgue de v par rapport
a . Les mesures réelles v, et vy décomposant v sont appelées la partie
absolument continue de v et la partie singuliere de v respectivement.

Théoréeme 2.4. (Décomposition de Lebesgue)
Soient (X, A ,u) un espace mesuré et v une mesure réelles o - finie sur

A.
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2.3. THEOREME DE DECOMPOSITION DE LEBESGUE

Il existe un couple unique de mesures réelles o -finies (v4, vs) surA tel que

V=VU,+Vs, avec VoK< et vyl p.

La décomposition v = v, + vs s’appelle la décomposition de Lebesque de v
par rapport a f.

Démonstration
On montre d’abord l'existence de v, et v, lorsque u et v sont toutes les
deux de mesures o-finies.
Pour cela on écrit X = U,>1X,, avec X,, € A disjoints et

0<pu(X,) <+oo et 0<v(X,) <+oo
Pour chaque n > 1, on pose :
M= pu(AnX,), vW=vAnX,, AcA

Comme 1™ (™ sont finies, le Lemme 2.2. s’applique et donnes les décom-
position

v =0 L0 gpee ™ < p™ pm 0
On définit maintenant les fonctions d’ensembles v,,v, par

va(A) = 2 v(A), ws(4) =2 (4), AcA

n>1 n>1

Onav=vy,+ v, car

v(A) = 3 v(A) = X (W (A)+M(A) = X v (A)+ X vV (A) = va(A)+r(A).

n>1 n>1 n>1 n>1

On voit maintenant que v, et vy sont des mesures o-finies :pour la o-
additivité,
si A = Up>1 A, est une union disjointe alors

v(A) = X (A = 3 Y (A = X X v (Ar) = X val(Ar)

n>1 n>1k>1 k>1n>1 k>1

en échangeant des sommations de termes positifs,pour la o-finitude :
comme X = U,>1 X,,, on a

v (X)) = > l/(m)(Xn) <y V(m)(Xn) =v(X,) < +o0

De méme pour v
Pour montrer que v < u, on fixe A € A avec u(A) = 0.
Alors

(A = wW(ANX,) =0 et comme v <u™, ona vM(A) =0.
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2.3. THEOREME DE DECOMPOSITION DE LEBESGUE

Il vient alors
va(A) = S v(A) =0, soit v, < p.

n>1
On termine la preuve ,lorsque v est positive en montrant que v L pu.
Pour cela , comme pour n > 1,on a y§”> 1 p™ il existe E, € Atel que

p(E) =0 et vM(ES) =0.

Soient alors
F,=E,NX, e F=1\JF,.

n>1
Les ensemble F}, sont disjoints et
p(F) = > p(F,) = > N(n)(En) =0,
n>1 n>1
Tandis que v™(X¢) = v(X,, N X¢) = 0 et donc v{™(X¢) = 0.
Comme
FC=ESUXES, il wient v"W(F°) =0.

Finalement,

vs(F) = 3 vi(F) < 3 v{(F) =0

n>1 n>1
puisque [ C Ff.
Ainsi p(F) = 0 = v,(F°),s0it vs L p.
Il reste a traiter le cas de v mesure réelles.
La décomposition de Jordan s’écrit ¥ = v, — v_ ou au moins une des deux
mesures v, ,V_ est finie et 'autre o-finie.
D’apres la partie du théoreme déja prouvée dans le cas de mesures o-
finies,on peut écrire

Vi =Vig+Vis avec Vi, <<, Vig Ll

Vo=V_,+Vv_, avec v_,<<u, V_, L.

Par exemple se v_ est finie alors v_ , et v_ ¢ le sont aussi et
V= Via— Vo) + (Vs —Vos) = Vot Vs

Avec
Vg =Vyg— VgL € Vs=Vig—V_slp

La décomposition de Lebesgue en découle donc lorsque v est o-finie signée.
Enfin,
Pour voir 'unicité, on suppose d’abord v mesure o-finie et

V="V4 T Vs] =Vg2+Vs2 0U Vy1,V52 K M et Vs1,Vs2 L M.
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2.3. THEOREME DE DECOMPOSITION DE LEBESGUE

Comme p et v sont des mesures o-finies,on peut écrire X = U,>1 X,, avec
les X, disjoints mesurables des mesures u(X,),v(X,) finies.

Pour chaque n > 1,on définit alors p(™ et I/,Yf) etyc(ﬁ) et l/g) et yﬁ?),uﬁ? par

pW(A) =wANnX,), AcA

V(A = v (AN X,), A€A
VI (A) = vw(ANX,), AcA
V(A = v(ANX,), AeA
V(A = vp(ANX,), AeA

On a alors
v+ = v vy s < ™ s L.
L’unicité du Lemme assure alors

(n) (n) (n)
1

Va1 = Vg2 et Vg )

= v, pour chaque n > 1.

Il vient alors
va = Y v = 3 v = v

n>1 n>1
De méme pour vy = V.
On a obtenu 'unicité lorsque v est une mesure o-finie.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Intégrale de Lebesgue

3.1.1 Fonctions simples

Définition 3.1. Une fonction f(z), définie sur un espace mesuré X, s’ap-
pelle fonction simple, si elle est mesurable et prend des valeurs en nombre
fini ou infini-dénombrable

3.1.2 Intégrale de Lebesgue pour les fonctions simples

Définition 3.2. Soit f une fonction simple prenant les valeurs

Y1, Y2y -oeee s Yns i Yi F Y pour 1 F

et soit A un sous-ensemble mesurable quelconque de X.
L’intégrale de la fonction f définie sur I’ensemble A par ’égalité

[ @) =3 yap(An).

Ay ={z:z €A f(x) =y},
lorsque la série du second membre de (1) converge.
Définition 3.3. Une fonction simple f est dite intégrable ou sommable sur
I'ensemble A (par rapport a la mesure p ), si la série (1) est absolument
convergente.

Si la fonction f est intégrable, la somme de la série (1) s’appelle intégrale
de f sur ensemble A.

Lemme 3.1. Soit A = Uy, By, BiNB; = 0,pouri # j ,et soit f une fonction
qui prend sur chacun des ensembles By, une seule valeur c;, ; alors

J @) =3 eup(Bo)
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3.1. INTEGRALE DE LEBESGUE

la fonction f est intégrable sur A si et seulement si la série (2) est absolu-
ment convergente.

Démonstration
Il est aisé de voir que chaque ensemble

A, ={z:x €A f(z) =y},

est la réunion des By pour lesquels ¢ = yi.
C’est pourquoi

En:yn:u(An) - ;yn Z M(Bn) - zk:Ck‘M(Bk)

Ck=Yk

Comme la mesure est non négative,on a

> 1 | (A =3 [ | X (B =3 |ex | u(By),

Ck=Yk

ce qui signifie que les séries
> yni(An) et > crp(By),
n k

sont a la fois absolument convergentes ou divergentes.

3.1.3 Définition générale de I’intégrale de Lebesgue sur un en-
semble de mesure finie

Définition 3.4. Une fonction f est dite intégrable (sommable) sur un
ensemble A, s’il existe une suite {f,} de fonctions simples, intégrables sur
A, convergeant uniformément vers f.

La limite

I = JLII&OA ful@)dp,

s’appelle intégrale de la fonction f sur ’ensemble A et se note

/A f(z)dp.
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3.2. MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES

3.2 Mesures de Lebesgue-Stieltjes

Soit. F' une fonction monotone croissante, donnée sur un segment [a,b],
que nous supposerons continue a gauche.
Définissons la mesure de tous les intervalles fermés,ouverts et semi-ouverts
contenus dans le segment donné [a,b] a 'aide des égalités

m(a, ) = F(f) — Fa+0),
mla, §] = F(6+0) = F(a),
m(a, f] = F(5+0) — F(a+0),
mla, §) = F(8) — F(a),

On procede en suite au prolongement de Lebesgue, a la og-algebre pp conte-
nant tous les sous-ensembles ouvert et fermés du segment [a,b] .

Soit pup cette mesure.

On l'appelle mesure de Lebesgue-Stieltjes engendrée par la fonction F'.

On sait que F' = p+ S

ou ¢ une fonction continue croissante et S une fonction de sauts continue
a gauche.

On a alors

HE = [hp + LS

La fonction monotone (et continue) ¢ est presque partout dérivable.
Posons

V() = [ ¢

Cette fonction est bien définie car ¢'(z) est sommable.
Par suite ¢(x) est absolument continue. La fonction

est continue,
De plus

X(x)=¢' () —¢'(x) =0 presque partout
x(z) est dite singuliere (continue)
Par suite
p=v+Xx
On peut maintenant énoncer la décomposition d’'une fonction monotone en
somme de trois fonctions

F=S+vy+x
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3.2. MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES

Ou S est une fonction des sauts, ¢ est absolument continue et x est singu-
liere.
Donc

HF = s+ [y + [y

Considérons quelque cas particuliers de mesure de Lebesgue-Stieltjes

1)Soient S une fonction des sauts {x1, s, ......} 'ensemble de ses points de
discontinuité et hi, ho, .... les valeurs de ses sauts en ces points.
Alors la mesure pug engendrée par cette fonction est

NS(A) - Z hi,
;€A
pour tout partie A de [a,b].
La mesure g, obtenue a partir d’une fonction des sauts, s’appelle mesure
discrete.

2)Soit 1 une fonction absolument continue croissante sur [a,b] et soit f = ¢/
sa dérivée.

Alors la mesure correspondante ji,, est manifestement définie pour tous les
sous-ensemble du segment [a,b] mesurables au sens de Lebesgue et pour
tout ensemble A de ce type on a

po(A) = [, fla)da.

La mesure p,; associée a une fonction absolument continue 1 s’appelle me-
sure absolument continue

3)Si x est une fonction continue singuliere, la mesure correspondante i,
est concentrée entierement sur I’ensemble de mesure de Lebesgue nulle ou
X' est différente de zéro ou n’existe pas.

Dans ce cas la mesure p, est dite singuliere.

Par conséquent, du fait que toute fonction monotone est somme d’une
fonction des sauts, d'une fonction absolument continue et d’une fonction
singuliere, il résulte que toute mesure de Lebesgue-Stieltjes peut étre re-
présentée sous la forme d’une somme de trois composantes, dont I'une est
discrete, la seconde absolument continue et la troisieme singuliere.

On en déduit la représentation de toute mesure de Lebesgue-Stieltjes comme
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3.2. MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES

somme d’une mesure discrete,d’une mesure absolument continue et d’une
mesure singuliere.

Exemple 3.1. Soit a: R — R

0, stx <1,
a(z) = 22 —2x+2, sil<z<2,
] 3, st x =2,
T+ 2, st x> 2,
donc
tall,2l = F(240)— F(1) =4—-0=4,
pa(1,2] = F(2+0)—F(14+0)=4—1=3,
tall,2) =F(2)— F(1)=2—-0=2,
A ox)
4 /
S
2+ I
R
oy 2 >x
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3.3. INTEGRALE DE LEBESGUE-STIELTJES

3.3 Intégrale de Lebesgue-Stieltjes

Soit 1 une mesure de Lebesgue-Stieltjes sur le segment[a,b], engendrée
par une fonction monotone F.
Pour cette mesure on définit comme d’habitude la classe des fonctions
sommables et la notion d’intégrale de Lebesgue

/abf(x)dup.

Une telle intégrale, prise par rapport a la mesure purp engendrée par la
fonction F, s’appelle intégrale de Lebesgue-Stieltjes et se note

/abf(a:)d,up.

Considérons quelques cas particuliers.
1.Si F est une fonction des sauts (c-a-d si ur est une mesure discrete),l’intégrale

[} F@)dur.

se réduit,évidemment,a la somme
> f(@i)hi,
(3

ou x; sont les points de discontinuité de la fonction F' et h; sont les sauts
de F' en ces points.
2.51 F' est une fonction absolument continue,l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes

b
/a f(l‘)d,up,
est égale a

[ 1) F @),

c’est-a-dire 'intégrale de f(x)F’(z),prise par rapport a la mesure habi-
tuelle de Lebesgue.
En effet,si f(z) = C sur un ensemble A CJ[a,b] et f(z) = 0 en dehors de
A I'égalité . .

[, F@)dF @) = [ f)F(x)ds
et vérifice
Soit { f,(x)} une suite de fonctions simples, convergeant vers f.
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3.3. INTEGRALE DE LEBESGUE-STIELTJES

On peut supposer que la suite {f,} est croissante .
Alors {f.(x)} est une suite croissante, presque partout convergeant vers

f(@),
et

/ab fal@)dF(z) = [ ' ful2)F(2)da

on peut passer a la limite pour n — oc.

D’apres ce qui précede, il est clair que si F' est somme d’une fonction
des sauts et d’une fonction absolument continue, 'intégrale de Lebesgue-
Stieltjes pour la mesure pup se réduit a une série (ou somme finie) et une
intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les théoremes de décomposition d’une
mesure et plus particulierement la décomposition de Lebesgue. Comme
application nous avons étudié la mesure de Lebesgue-Stieltjes et 'intégrale
par rapport a cette mesure.

31



Bibliographie

[1] Adiaan Cornelis Zaanen. Intégration. University of Leiden, Netherlands,
deuxieme édition, 1967.

[2] Ahmed Bouziad,Jean Calbrix. Théorie de la mesure et de l’integration
. Publication de 'université de Rouen, 1993.

[3] A.Kolmogorov,S.Fomine. FEléments de la théorie des fonctions et de
l'analyse fonctionnelle. deuxiéme édition,Mir-moscou, 1973.

[4] M.Carter,Van.Brunt. The Lebesgue-Stieltjes integral. Springer-verlag,
New york,2000.

[5] Michel Simonnet. Measures and probabilities. Springer-verlag, New
york, 1996.

32



