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Abstract

The utility of mathematics generally appears in the treatment of raw reality
modeled problems. Differential equations, for example, is one of the most
useful mathematical branches in the applied mathematics, and this is true
for many reasons like easy modeling and the availability of solving
methods either approximated or exact. One of the most common and used
differential equations is the differential equations with initial conditions
which are called Cauchy's problems. In some cases, however, the initial
conditions are within the research scope, in this case, they called the
boundary-value problems and they are rather more difficult than their of
Cauchy counterparts, forcing us to reformulate them in new problem
forms of a completely different kind and this is exactly what we call the

variational formulation of boundary-value problems.

In this thesis, we have referred to a special type of boundary-value problem,
which is called Dirichet’s boundary-value problem, one of the most
common and used problems. In particular, the study on one-dimensional
spaces where we translate the latter according to the so-called variational
formulation to a new type of problems that is optimization problems under

constraints.

Keywords: Cauchy Schwarz's inequality, Holder's inequality, Poincaré

inequality, Green's formula, Boundary-value problem, Constraints,

Convex.
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Résumé

L'intérét de mathématiques apparait généralement dans le traitement des
problémes modélisés de la réalité brute. Les équations différentielles sont
I'une des branches mathématiques les plus utiles dans les domaines
appliqués, et cela est vrai pour de nombreuses raisons, comme la
modélisation facile et la disponibilit¢é de méthodes de résolution
approchées ou exactes. Parmi des équations différentielles les plus
fréquentes et les plus utilisées sont les équations différentielles avec des
conditions initiales, ces qu'on appelle de Cauchy. Dans certains cas,
cependant, les conditions initiales sont a I'intérieur, dans ce cas, ils ont
appelé des problémes aux limites et ils sont plutét plus difficiles que ceux
de Cauchy, qui nous oblige a les reformuler dans de nouvelles formes de
problémes d'un genre complétement différent et c'est exactement ce que

nous appelons la formulation variationnelle des problémes aux limites.

Dans ce mémoire, on a abordé un type spécial des problémes aux limites
qui s'appelle Dirichlet problemes aux limites, parmi les problémes les plus
courants et les plus utilisés. En particulier, l'étude sur les espaces
dimensionnels de dimension un ou on traduit ces derniers selon la
formulation variationnelle & un nouveau type de problémes qui sont des

problémes d'optimisation sous contraintes.

Mots clés: Inégalité de Cauchy Schwarz, Inégalité de Holder, Formule de

Green, Inégalité de Poincaré, probléme aux limites, Contraintes, Convexe.
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Notations

Soit {2 un ouvert borné de R™, les notations qu’on a utilisé dans ce mémoire sont
)

les suivantes :

HY(Q) =
P-p-

-1l
||-||H3(Q)

"

Wl,Q(Q)

L’adhérence de §2.

La frontiere de (2.

L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
a support compact contenu dans 2.

L’espace des distributions sur (2.

L’espace des distributions des fonctions w : [0,7] — E.
Le produit scalaire d'un espace de Hilbert.

Le dual topologique de E.

L’espace des fonctions continues.

L’espace de Lebesgue, 1 < p < .

L’espace des fonctions ¢t — f(t) de |0,7[— E qui sont mesurables
a valeur dans FE.

L’espace de Sobolev, 1 < p < o0.

La fermeture de C5°(€2) dans W?(Q), 1 < p < co.

Le dual toplogique de I'espace W, ? () (]1? + ;/ =1).
La convergence faible.

L’espace de Sobolev.

La convergence faible x.

Presque partout.

La norme associée 4 l'espace de Lebesgue LP(€2).

La norme associée & I'espace de Sobolev H} ().

ou

La dérivée premiere de u par rapport aux temps notée aussi u; = TS
L . . d%u
La dérivée seconde de u par rapport aux temps notée aussi uy = EToR



0.1. INTRODUCTION

0.1 Introduction

0.1.1 Problématique

On sait que de nombreux probléemes de physique, mécanique et autre sciences
exactes peuvent se ramener a la minimisation d’'une certaine énergie, ou plus géné-
ralement a la recherche de points annulant la différentielle de cette énergie. C’est
la base de la méthode variationnelle de résolution des problemes aux limites qui a
connu une extension considérable durant ces cinquante dernieres années. En par-
ticulier cette méthode est le fondement de la méthode des éléments finis pour la
résolution numérique de tels problemes.

0.1.2 Objectif

Notre objectif dans le présent travail est de montrer que, si 'on se restreint aux
problemes a une variable, il est possible d’introduire les méthodes variationnelles en
n’utilisant que peu de connaissances. Il suffit de connaitre la théorie élémentaire des
espaces de Hilbert et de l'intégrale de Lebesgue de fonctions d’une variable réelle.
Dans le cas particulier qui intéresse des problemes en dimension un, il n’est pas
nécessaire de maitriser la théorie des distributions de Schwartz, bien qu’elle soit
bien sir sous-jacente dans ce type de questions.

0.2 Organisation du mémoire

Notre mémoire est organisé de la facon suivant

1. Dans le premier chapitre : Rappels sur des outils mathématiques; il est divisé
en trois parties :

(a) Outils des espaces hilbertiens ; il présente quelques définitions et quelques
notions générales sur ces espaces qui sont tres importants dans notre
étude.

(b) Outils d’optimisation ; remarquant que le résultat de la formulation va-
riationnelle est un probléeme d’optimisation.

(¢) Outils des espaces de Sobolev et des espaces fonctionnels ; il est important
pour le deuxieme chapitre.

2. Dans le deuxieme chapitre : Formulation variationnelle de probleme aux li-
mites de Dirichlet en dimension un; on commence par étudier un exemple
de probléemes aux limites avec conditions aux limites de Dirichlet, justifiant
ainsi 'introduction du théoreme de Lax — Milgram.




0.2. ORGANISATION DU MEMOIRE

3. Dans le troisieme chapitre : Résolution d’un probléme quadratique non convexe
et sous contraintes linéaires ; on va proposer un exemple de problemes d’opti-
misation quadratique et on va proposer une méthode pour ce cas particulier,
les formes quadratique sont importantes car la formulation variationnelle qui
est présentée dans le deuxieme chapitre transforme un probléme aux limites
a un probleme d’optimisation quadratique.




Chapitre 1

Rappels sur des outils
mathématiques



Les espaces de Hilbert

1.1 Introduction

Le mathématicien allemand David Hilbert (1862 —1943), le premier & avoir intro-
duit de maniere systématique les espaces qui maintenant portent son nom, est connu
pour les 23 fameux problemes qu’il proposa au congres international des mathéma-
ticiens en 1900. Ses idées ont profondément marqué I’ensemble des mathématiciens
jusqu’a I'heure actuelle, en particulier en introduisant des méthodes géométriques
en analyse, donnant ainsi naissance a un domaine important des mathématiques :
I’analyse fonctionnelle. Les méthodes géométriques présentées dans ce mémoire sont
basées sur la notion de produit scalaire et d’orthogonalité. Dans ce paragraphe, nous
introduisons 'espace de Hilbert avec ses propriétés élémentaires. Nous caractérise-
rons la norme qui est déduite d’un produit scalaire. S’il n’y a pas de spécification le
corps K est, comme auparavant, R ou C.

Dans cette partie K désigne R ou C et F est un K-espace vectoriel.

1.2 Généralités sur les formes bilinéaires et qua-
dratiques

1.2.1 Formes bilinéaires symétriques et antisymétriques

Définition 1.2.1. (les formes bilinéaires) On appelle forme bilinéaire sur E X E
(E est un K — espace vectoriel) toute application ¢ : E x E — K telle que :

Va € K, V(z,21,y) € E®, p(ax + 21,y) = ap(z,y) + (!, y)

@ est linéaire par rapport a la 1°7¢ place.

VB e K,\V(z,y,y!) € E®, o(x, By + y!) = Beolx,y) + oz, yr)

@ est linéaire par rapport a la 2™ place.



1.2. GENERALITES SUR LES FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES

Notation 1.2.1. Nous notons L(E, E;K) l’ensemble des formes bilinéaires sur E x
E.

Il est immédiat que L(E, E;K) est un K — espace vectoriel.

Proposition 1.2.1. Soient ¢ une forme bilinéaire sur E x E, (n,p) € (N*)%
a1y, O, 1y Bp €K, 21, T, Y1, -, Yp € B Onoa alors -

n

n p
¥ (Z O‘ixi:Zﬁjyj) = Z aiﬂjgp(xiayj)'
i=1 j=1 1<i<n
1<j<p

Démonstration. On a, par récurrence immédiate sur n :

Vy € E7 2 (Z aﬂm?J) = Z%‘SO(%',?JL
=1

=1

d’ou
n P n P n P
2 (Z QG T, Zﬂjyj) = ZO%O (901‘7 Zﬁjyj) = ZO@ (Z 53‘%0(%‘,%))
=1 7j=1 =1 7j=1 =1 7j=1

n
= Z aiﬁj90<mi>yj)~
1<i<n
1<j<p

O
Définition 1.2.2. Une application ¢ : E x E — K est dite symétrique si et seule-

ment si : Y(x,y) € E% o(y,x) = p(x,y). On abrégera forme bilinéaire symétrique
en : fbs.

Notation 1.2.2. Nous notons S(FE; K) l’ensemble des formes bilinéaires symétriques

sur E x E. Il est immédiat que S(E;K) est un K — sous espace vectoriel (sev) de
L(E, E;K) .

Proposition 1.2.2. Pour qu’une application ¢ : E X E — K soit une fbs, il faut
et il suffit que l'on ait :
- @ est symétrique ;

- est linéaire par rapport a la 2™ place.




1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS

1.2.2 Formes quadratiques

Définition 1.2.3. Soit p une fbs sur E x E. On appelle forme quadratique associée
a o Uapplication, souvent notée ¢, de E dans K définie par :

V€ B, p(z,2) = ¢(z).
On abregera forme quadratique en : fq.

Proposition 1.2.3. Soient ¢ une fbos sur E x E, ¢ la fq associée a ¢. On a :
1. Vn e N*, aq,...,ap, € K, Vq,...;2, € |

Za ;) = Z aip(z) +2 Y aap(a,y;);
i=1 1<i<j<n
V(a, B) € K2, ¥(x,y) € E?, p(az + By) = o*d(x) + 2abp(x,y) + B76(y);
y) € B2, ¢(z +y) = ¢(x) + 20(2,y) + 6(y);
z,y) € B2, p(x,y) = 1/4(d(z +y) — d(z — y));
y) € 2, ¢(z +y) + o(z — y) = 2¢(2) + ¢(y).
Proposition 1.2.4. Soit ¢ : E — K une application. On dit que ¢ est une forme

quadratique si et seulement s’il existe une fbs p 1 B x E — K telle que ¢ soit la fq
associée a .

Notation 1.2.3. Notons Q(FE) l'ensemble des fq sur E.

Remarque 1.1. [l est clair que Uapplication U : S(E;K) — Q(F) qui, d toute fbs ¢
sur E X E fait correspondre la fq associée a o, et Uapplication V : Q(E) — S(E; K)
qui, a toute fq ¢ sur E associe la forme polaire de ¢, sont des bijections réciproques
['une de ['autre.

1.3 Rappels sur les espaces euclidiens

1.3.1 Produit scalaire

Définition 1.3.1. (produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un
produit scalaire sur E est une application ¢ : E x E — K telle que pour tout
r,r1,22,y € B, et \€K, ona :

1. p(z,z) >0 et p(z,x) =0 si et seulement si x =0

7



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS

2. p(x,y) = (¢(y,2));

3. (@1 + 32,y) = (21, 9) + @(22,7);

4- Az, y) = Ap(z,y).
Remarque 1.2. Les propriétés suivantes d’un produit scalaire induit par les axiomes
1. a4. :

i) (0,2z) = (z,0) =0, pour tout v € E,

i) (Doimy Niis 2052y HiYs) = iy iy Nl (T, ys), pour tout xi,y; € B,

iy 1y € K

Définition 1.3.2. (définition de produit scalaire dans le cas réel) On appelle produit
scalaire sur E toute fbs ¢ sur E x E telle qu’en notant ¢.

Notation 1.3.1. Lorsque ¢ est un produit scalaire, on note souvent (z\y) ou (x,y)
ou x.y a la place de la fq associée a p, on ait :

i) Ve € E: ¢(x) > 0;
i) Ve € E: (¢p(x) =0) = (x =0).
Notation 1.3.2. Lorsque ¢ est un produit scalaire, on note souvent (z\y) ou (x,y)

ou x.y a la place de p(x,vy).

Définition 1.3.3. On appelle espace euclidien tout couple (E, ) ot E est un R—e.v
de dimension finie et ¢ un produit scalaire sur E. abrégera espace vectoriel euclidien
en : eve.

Théoréme 1.3.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient (E,p) un eve, ¢ la fq
associée a . On a alors :
Yo,y € B, o(,y)* < o(x)d(y).
Ou
[z, )| < ()72 (y, )2

Démonstration. On procede comme d’habitude, pour cette inégalité, on introduit
un parametre A € R. De la positivité du produit scalaire, on déduit

(x —Ay,x —Ay) >0, Ve,ye E, AeR
Mais, de la bilinéarité, on déduit :
(x — My, z — Ay) = (z,2) — 2\(w,y) + X\ (y,y) > 0,Vo,y € E,\ € R.

Ce trinome du second degré en A reste toujours positif. Nécessairement, son discri-
minant est négatif ;

[z, )P < (a,2) - (y, ).
Ceci conduit a I'inégalité de Cauchy-Schwarz. m

8



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS

Proposition 1.3.1. (E’tude du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient (E, @) un eve, ¢ la fq associée a o, (z,y) € E*; on a :
p(r,y) = ¢(x)oly) == {z.y} lie.

Théoreme 1.3.2. (Inégalité de Minkowski) Soient (E, ) un eve, ¢ la fq associée
ap;ona:
V(z,y) € B, 6 +y)"* < 6(x)'? + o(y)'.

Proposition 1.3.2. (Etude du cas d’égalité dans Uinégalité de Minkowski) Soient
(E,p) eve, ¢ la fq associée a ¢, (x,y) € E*; On a :

(D(z+y)"? = (6(2)"? + (6(y))?) <= (=0 ou 3aeRy,y=ax).
On traduit cette derniere condition par : x,y est positivement liée.

Proposition 1.3.3. (et définition) Soient (E, p) un eve, ¢ la fq associée a p. L’ap-

plication ||.|| : E — K est une norme sur E, appelée norme euclidienne
a—(¢(x))!/2
associée a .

Remarque 1.3. Soient (.,.) un produit scalaire sur E,||.|| la norme euclidienne
associée. Les formules obtenues en 1),2) proposition(1.2.3), 3),4),5) peuvent étre
récrites sous la forme suivante, pour tout (z,y) de E* :

- Nl 4yl = [|=|]* 4+ 2(z, v) + |lyl|*;
- e+ ylP =z —yl]? = Kz, y):

-l +yllP + e = yl? = 2(/* + [ly[]*)-
L’inégalité de Cauchy-Schwarz peut étre récrite :

2
- (G, m))” < [l Pl]yl .
Et l'inégalité de Minkowski peut étre récrite :

- Nl +yll < el + 1yl

1.3.2 Orthogonalités

Définition 1.3.4. Soit (E,(.,.)) un espace vectoriel euclidien.
1. Soit (x,y) € E?; on dit que x est orthogonal d vy, et on note x Ly, si :

(z,y) =0.

2. Soient x € E A € P(E) := l’ensemble de tous les parties de E ; on dit que x
est orthogonal a A, et on note x 1. A, si :

Va € A, (x,a) = 0.

9



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS

3. Pour toute partie A de E, on définit l'orthogonal de A, noté At :
At ={r € E;VYac A:(x,a) =0}.
4. Une famille z;;c; d’éléments de E est dite orthogonale si :
V(i,j) € I* : (i # j = (x;,7;) = 0).
5. Une famille x;;c; d’éléments de E est dite orthonormale si :
(x;)ier est orthogonale et Yiel: |zl =1.

Remarque 1.4.
1. 0 L x pour tout x € H;
2. v 1L y<=1y Ll x symétrie;
S rxlax=x=0;
4.x Lxet N eKii=1,...,n=>xz LY iz
5
6

. lax, etng)xoia:J_xo;

. Soit (v, x;) =050 # jyi,5=1,...,n alors
-+ all? = -+ ol
Si on prend n = 2, dans (6) on obtient
21+ z2l* = [l21]* + llzof* si @1 Loas.
Dans léspace vectoriel R?, c’est le théoréme de Pythagore.

Proposition 1.3.4. Soit (E,(.,.)) un eve.
1. Pour toute partie A de E, A+ est un sev de E.
2.V(A,B) € (P(E))?: AcCB= At > B*.

3. YA € P(E), At = Vect(A)* ( tel que Vect(A) est lespace vectoriel engendré
par A).

4. Pour tout sev F de E : F ® F*+ = E, et donc :
dim(F*+) = dim(E) — dim(F).

5. VA € P(E), At = Vect(A).
6. B+ ={0} et {0}*+ = E.

10



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS

7. VA e P(E), An At c {0}.
8. Pour tous sev F,G de E :

(F+G)y*=F'nGt et (FNG)*:=F-+Gh

Proposition 1.3.5. Soient (E,(.,.)) un eve, x;c; une famille dans E.

= Ty est libre.

Ti;er est orthogonale
Viel,x; #0

Proposition 1.3.6. (Théoréme de Pythagore) Soient (E,(.,.)) un eve, (z,y) € EZ.
On a :

Ly = |lz+yll” =l + Iyl <= llz—yll* = [zl + lyl]*

Théoréme 1.3.3. (Orthogonalisation de Schmidt)
Soient (E, (.,.)) un eve, p € N*, (eq, ..., €,) une famille libre dans E. 1l existe (V1, ..., V,) €
EP tel que :

Vi,...,Vp sont deux a deux orthogonauz
Vk € {1,...,p}, Vect(V1, ..., Vi) = Vect(ey, ..., e,)
avec : Vk € {1,....,p}, Vi # 0.

Corollaire 1.3.1. (Théoréme de la base orthonormée incompléte)
Pour toute famille orthonormale (eq, ..., e,) d’un eve E, il existe eyyq, ...,e, € E (01
n = dim(FE) tels que (e, ...,e,) soit une base orthonormée (b.o.n.) de E.

Corollaire 1.3.2. Tout eve admet au moins une b.o.n.

Définition 1.3.5. Soient @ une fbos sur Ex E et B = (e, ..., e,) une base de E. On
appelle matrice de ¢ dans (ou : relativement a) B, et on note Matg(p), la matrice
carrée d’ordre n, symétrique suivante :

Matp(p) = (o(€: €5))1<ij<n-
Proposition 1.3.7. Si B = (ey, ..., e,) est une b.o.n. de (E,(.,.)) alors :

Ve E,x =) (e, x)e;.

i=1

11



1.4. ESPACES PREHILBERTIENS, HILBERTIENS ET THEOREME DE
PROJECTION ET DE RIESZ

Proposition 1.3.8. Soient (E,(.,.)) un eve, B une base de E, A = Matg({.,.)).
Alors :

B est orthogonale si et seulement si A€ D,(R)
B est orthonormale si et seulement si A=I, |’

Proposition 1.3.9. Si B est une b.o.n. de E, on a, pour tout (x,y) de E* et en
notant X = Matg(x), Y = Matp(y) :

(z,y) = XY".

1.4 Espaces préhilbertiens, hilbertiens et théoréme
de projection et de Riesz

1.4.1 Généralités(Espaces préhilbertiens, espaces de Hilbert)

Définition 1.4.1. (espace préhilbertien) Un espace vectoriel muni d’un produit sca-
laire est appelé un espace préhilbertien.

Théoréme 1.4.1. Dans un espace préhilbertien E, Uapplication ||.|| : E — R,
donnée par ||z|| = (x,2)?, pour tout v € E, est une norme pour E.

Démonstration. Nous avons ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0, de plus

IAzll = Az, Az) 2 = (AN, 2)? = (AP (2, 2)" 2 = [Az, 2) ' = A2
Enfin
e+ yll? = (& +y, 2 +y) = (x,2) + (x,9) + (y,2) + (4, 9)
= lzll* + (z, 9) + (z,9) + [ly?

= |lz|” + 2Re(z, y) + [ly|I?

< l]|* + 2[(z, y)| + lyl?

< |ll” + 2l lyll + [ly]I*

= (ll]l + [lyI)?.
D’ou
lz +yll < =] + lyll-

La norme ||.|| ainsi définie s’appelle la norme induite par le produit scalaire. O
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1.4. ESPACES PREHILBERTIENS, HILBERTIENS ET THEOREME DE
PROJECTION ET DE RIESZ

Théoréme 1.4.2. (Loi du parallélogramme) La norme induite par le produit scalaire
satisfait [’égalité
2+ yll* + llz = yll* = 2|z ]1* + [ly[I*)-

Démonstration. En effet,

lz+yll>+llz—ylP =(x+y,z+y)+(z —y,z—y)
= (z,2) +{(z,y) + (y,2) + (¥, y) + (v,2) — (,9) — (¥, 2) + (y,9)

= 2(]|=]1* + llylI*)-

Les égalités

lz +yl* + llz = ylI* = 2((z, y) + (y,z)) = 4Re(, y)

|l + ay|* + |z — iyl|* = 4Im(z, y)

Nous amenent a

Uz,y) = llz +yl* = llz — ylI* +illle + iyl|* — |z —ayl).

Cette égalité nous montre que deux produits scalaires différents sur E entrainent
deux normes induites différentes.

]

Théoréme 1.4.3. Un produit scalaire est une fonction continue sur E X E, par
rapport a la norme induite.

Démonstration. Soient xg,yo € E et les suites z,,) et (y,) de E telles que z, M> To

et Yn ﬂ Yo-

Alors [(zn, yn) = (o, y0)| = [{&n = 0, Yn) + (Z0, Yn — y0)]

S |<xn _x07yn>‘ + |<x07yn _y0>|

< llzn = @ollllgnll + llzollllyn — yoll

D’ou

lim <xnayn> = <3707y0>‘

n—-—+oo
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1.4. ESPACES PREHILBERTIENS, HILBERTIENS ET THEOREME DE
PROJECTION ET DE RIESZ

Définition 1.4.2. (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert(ou hilbertien) est un
espace vectoriel normé complet par rapport a la norme induite par un produit scalaire.
En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est
induite par un produit scalaire(géné ralement, le corps de base est R ou C).

Dans toute la suite de ce mémoire, H sera un espace hilbertien de dimension
infinie, et (x,y) € H* — (x,y) un produit scalaire sur H.

Définition 1.4.3. On dit q'une suite (x,) est de Cauchy si :

Ve >0,3dng e NNp>qg>noeN:|z,—z,|<e.

On dit que E est complet si et seulement si toute suite de Cauchy de E converge
dans E.

1.4.2 Projection d’un point sur un convexe fermé(Théoréme
de projection)
Définition 1.4.4. (la convexité) Soit E un e.v. réel et K C E,

- On dit que K est convexe si

V(z,y) € K2Vt €[0,1] 1tz + (1 —t)y € K.
(On note encore [z,y] C K ).

- On dit que K est dite strictement convexe si
Y(z,y) € K2Vt €)0,1[: tx + (1 — t)y € K.

Ou un ensemble K est convexe si, pour toute paire de points (a,b) de K, K contient
aussi le segment [a, b].

Remarque 1.5. La notion d’« ensemble concaver n’existe pas.

Théoréme 1.4.4. (Théoréme de projection) Soit C C H une partie convexe fermée
non vide. Pour tout v € H, il existe un unique y € C tel que d(z,C) = ||z —y|| ,
y = xc est appelé projeté orthogonal de x sur C.

Démonstration. Pour tout z € C' on a ||z — z|| > d(x,C) (qui existe, puisque c’est
I'inf d’une partie non vide de R minorée par 0). Par définition, il existe (z,)neny C C
tel que :

d(z,C) < ||z —x,|| < d(z,C)+1/n, VneN.
Montrons que (x,,) est de Cauchy ; ainsi, H étant hilbertien c’est un espace complet,
donc on pourra conclure quant a laconvergence de la suite (z,,) :
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PROJECTION ET DE RIESZ

Soit p,q € N, et notons § = d(x,C). H étant un espace de Hilbert, I'identité du
parallélogramme est vérifiée, donc

2(|z = 2|1 + llz — 2l 1) = 1l(@ — 2) = (@ = 2)II* + Iz — z) + (2 — 2)|I*
et on a
2(lz = 2" + o — gl ") = llzp — 2" + 4|z — (2, + 2) /2]
Or C est convexe, donc (z, + x,4)/2 € C, donc

||z — ("Ep + $q)/2||2 > 6%

En réorganisant, on a donc
2y — 2l < 2(/Jw = 2* = 6 + [Jo — zq[* — 6%).
Or il apparait par comparaison que

JJim JJe = ,]| = 5.

donc

. . 2 _ 2
lim [l =12 = 8.

D’ou pour tout € > 0 il existe ny € N tel que
Vp =, ¢ (e — a2 — 62| < /2.

D’ou pour p,q > ng on a ||z, — z,|| < ¢, donc (x,) est bien une suite de Cauchy,
donc elle converge vers y € C car H est complet. Mais C' est fermé, donc C = C et
yeC.Ona

dim |l — | = [l — ]

par continuité de ’application norme, donc par unicité de la limite,
lz —yll =0 = d(z,C).

Enfin, si on prend y, z € C vérifiant ||x — y|| = ||z — z|| = d(z, C) : on construit une
suite (¢, )nen telle que ¢, = y si n est pair, ¢, = z si n est impair. Pour tout n € N
on a ||z — ¢,|| = 0 donc avec le méme raisonnement que ci-dessus, cela implique la
convergence de la suite (¢, ), et donc y = z. Il y a donc unicité du projeté orthogonal,
ce que 'on souhaitait démontrer. O
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Proposition 1.4.1. Soit C' un convexe fermé non vide de H, x € H quelconque.
Alors il existe un unique y € C' vérifiant

Vee Cy{c—y,z—y) <0,
et y = x¢ projection orthogonale de x sur C' (c’est une caractérisation de x¢ ).
Démonstration.
- Si il existe y € C vérifiant 'hypothese de la proposition, pour z € C' on a :
Iz —al* = Iz =y +y—zll* = [le =yl + lly — | = 2¢z — g,y — 2).

Donc I'hypothese assure que ||z — z|[* > ||y — z||* donc cela étant vrai pour tout
z € Clly —z|| < d(z,C); mais y € C donc ||y — z|| > d(z,C) donc finalement
||z — y|| = d(z,C). Ayant unicité du projeté orthogonal d’aprés le théoreme(1.4.1),
on a bien y = x¢.

- Vérifions maintenant que x¢ vérifie bien 'hypothese de I’énoncé.
On a pour tout z € C : ||z — z|| > ||z — z¢]| et

|z = 2" = |z — 20 + zc — 2|]* = ]z — zc|]* = 2z — 20,20 — 2) + [Jzc — 2|

Donc
2(z —wo, v — 20) < ||z — z20|)%

Nous avons presque le résultat attendu, mais il nous faut se débarrasser du membre
de droite. Pour cela, on parameétre le probleme : fixons zy € C, ayant C' convexe on
a pour tout A € [0,1] ,

z2=Mp+ (1 =Nzc e C.

D’ou en appliquant le petit calcul ci-dessus, ayant z — z¢c = A(29 — x¢), nous avons
2X (20 — z0, 7 — w0) < N?||20 — 20|
Pour A €]0; 1] cela donne
2(z0 — xc, v — xc) < N|20 — 20|

Avec A\ = 0+ on a bien le résultat attendu. ]
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1.4. ESPACES PREHILBERTIENS, HILBERTIENS ET THEOREME DE
PROJECTION ET DE RIESZ

1.4.3 Applications importantes du théoréme de projection

Lemme 1.4.1. Pour toute partiec A de H, A+ est un sous-espace vectoriel fermé de

H.

Démonstration. Le fait que Atsoit un sous-espace est évident. Montrons qu’il est
fermé :

Si on prend y € AL il existe une suite (y,) d’éléments de A+ qui converge vers y.
La fonction (z,y) +— (x,y) est continue d’aprés I'inégalité de Cauchy — Schwarz ; or
Ve € A,¥n € Non a (x,y,) =0 donc avec n — +o0 on a (z,y) = 0 par continuité,
donc y € AL : At est bien un fermé. m

Nous avons maintenant deuz petites propositions trés importantes, et qui géné-
ralisent des résultats déja vus en dimension finie.

Proposition 1.4.2. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. On a
1. Fo F+t=H;
2. Pour tout z€ H, on a zr = pp(x) projection orthogonale sur F ; ainsi x —
xp € FL;
3. (FY" =F

Démonstration.

142 : le fait que F et Ftsont en somme directe ne pose aucun probléme. Montrons
que pour z € H il existe (y,z) € F x Ft tel que x = y + 2. I est un sous-
espace vectoriel, ¢’est donc en particulier un convexe ; étant de plus fermé, d’aprés
le théoréme(1.4.1), il existe un unique zp € F tel que d(z, F) = ||z — xp||. Notons
y = x — xp; d’aprés la proposition(1.4.1), on a pour tout f € F(f — xzp,y) < 0.
Soit yg € F fixé. Comme F' est un espace vectoriel, yg + zp € F et —yy € F : cela
implique (yo,y) < 0 et (—yo,y) < 0 donc (yo,y) = 0. Ceci étant vrai pour tout
Yo € F, on a bien y = 2 — xp € F* donc les affirmations 1 et 2 sont démontrées.

3 : On a toujours F' C F 1= Montrons l'inclusion inverse. On a d’aprés l'affirmation
1 de cette proposition que H = F @ F*. Donc pour z € F- il existe un unique
couple (zp,zp1) € F x F+ tel que v = 2p +xp.. Or l'on a ||zpL|]? = ||z — xp||?
donc ||zpo|? = (x —zp,z — 2F) = (,2 — 2F) — (Tp, T — TF).

Ayant z € F v —ap € F+ on a (z,2 — xp) = 0; de méme, comme zp € F
et v —axp € FL {xp, 2 —xp) = 0. Donc ||zp.|| =0 donc 251 =0: 2 € F, ce qu’il
fallait démontrer. O

Proposition 1.4.3. Soit F' un sous-espace quelconque de H. Alors on a :
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1. F=F+;
2. F dense dans H < F*+ ={0}.

Démonstration. 1. Onatoujours F C FX" :donc F C F+". Ainsi, le lemme(1.4.1)
affirmant que F- est unfermé, on a F C F1".

On a toujours F' C F'; par orthogonalité, on a donc F+ C F+donc en recom-
posant, FX* c F+7. Or F est un fermé, donc laffirmation 3 de la proposition
(1.4.2) nous donne F = F . Ainsi, F*~ C F . On a donc bien par double
inclusion F = F+",

2. Ona F dense < F =H <= F* = H d’aprés ci-dessus.

Or laffirmation 1 de la proposition(1.4.2) nous donne H = F+ @ F " donc
F dense < F* ={0}.
O

1.4.4 Théoreme de représentation de Riesz

Théoréme 1.4.5. (de représentation de Riesz) Soit H' le dual topologique de H
(c’est-a-dire 'ensemble des formes linéaires continues sur H ).

Soit a € H, on note ¢, : x € H— (a,z) € K, K=R ou C.

Alors ¢ :a € H — ¢, € H' est bien définie, et c’est un isomorphisme de H sur
H'.

Démonstration. Tout d’abord, ¢ est bien définie car 'inégalité de Cauchy-Schwarz
assure la continuité de la fonction ¢,(a € H fixé).

¢ est injective : si ¢, = 0 alors en particulier, ¢,(a) = (a,a) = ||a||> = 0 donc
a=0 et kerg = {0}.

Montrons que ¢ est surjective. Soit L € H/. Si L = 0L = ¢(0) et c’est bon;
sinon, notons E = kerL, E est un hyperplan de H.

Ayant E = L=V ({0}) et L continue, E est un fermé de H. D’apres la proposi-
tion(1.4.2), E®E+ = H. Ayant L différente de I'application nulle, il existe u € E-tel

que L(u) # 0. On aen fait E = Vecta : si on prend # € Etet si on note w = x— igga
ona L(w) = L(x)— %L(a) par la linéarité, donc L(w) = L(z) — L(z) =0:w € E.
Or w € E* par construction, donc w € ENE 1= {0} d’'ott x = ﬁgga :x € Vecta

et par double inclusion (I'autre inclusion étant évidente) on a bien E+ = Vect(a).

On a donc pour tout z € H : x = égga + 2, rg € E. Notons maintenant b =

ﬂ—ﬁga.On pour tout x € H

L(x) Lz) . L(z) L(x)
2@ " T T Y T T Ta P

(x,b) = ( (a,a) = L(x)
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car xp € F et a € E+. Dot l'on a L = ¢, et ¢ est bien surjective.
En conclusion, ¢ est bien un isomorphisme, il y a donc isomorphisme entre H et

son dual topologique.
O
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Introduction a 'optimisation

1.5 Quelques notions de démarrage

L’optimisation vise a résoudre des problemes ou [’on cherche a déterminer parmi
un grand nombre de solutions candidates celle qui donne le meilleur rendement.
Plus précisément, on cherche a trouver une solution satisfaisant un ensemble de
contraintes qui minimise ou maximise une fonction donnée. L’application de [’op-
timisation est en expansion croissante et se retrouve dans plusieurs domaines. Les
problémes considérés dans ce document s’écrivent sous la forme standard

i 1.1

min_f(z) (1.1)

Ou x = (x1,T2,..,2,) " est un vecteur de R", f : R* — R est la fonction que l'on

désire minimiser (appelée fonction objectif), S C R™ est [’ensemble dans lequel les
points doivent appartenir, et s.c. est 'abréviation de sous la ou les contraintes.

La formulation (1.1) signifie que l'on cherche a trouver une solution du domaine
réalisable x* € S dont la valeur de la fonction objectif est la plus petite.

Définition 1.5.1. Une solution x* € S est un minimum global de la fonction f sur
le domaine S st

fz*) < f(x)Vz € S.

La valeur optimale est f(x*).
Notez que le minimum global n’est pas nécessairement unique, mais la valeur
optimale ’est. Par exemple, le probleme d’optimisation suivant

min  sin(z)
zeR?
posséde une infinité de minima globaux, soient {37”+2k7r : k € Z} mais une seule
valeur optimale : —1.
Définissons maintenant la notion d’optimalité dans un voisinage restreint. Pour
introduire cette idée, on va définir B.(xz*) comme étant ’ensemble des points de
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R"™dont la distance a ™ est inférieure a €, un scalaire positif donné. Cet ensemble est
communément appelé une boule de rayon € centrée en x* , et s’écrit formellement :

B.(z*)={z eR" ||z —2" ||< e}

Définition 1.5.2. Une solution z* € S est un minimum local de la fonction f sur
le domaine S si

flz*) < f(x), Ve SN B(z").

Les mazima sont définis de facon similaire, il suffit de remplacer les inégalités
(<) aux définitions 1.5.1 et 1.5.2 par (>).

Le gradient d’une fonction f : R™ — R différentiable. évalué au point x € R"est
un vecteur de R™ s’écrivant

TEMCCETIEC)S

La dérivée directionnelle de f en x € R"™ dans la direction unitaire d € R™est

o) — ti L) = 1)

t—0+ t

=d" Vf(z).

De plus, si les dérivées secondes de f existent et sont continues, alors la matrice
Hessienne s’écrit

" 1" 1"

fmlml f(E1£B2 T fmlmn

" 1
v2f($) _ fzgam :/vlgzg o f:):gxn

" 1" 1"

fCCnCC1 fmn:cg to fxnarn

Définition 1.5.3. Une matrice symétrique A de dimension n X n est dite
- Semi-définie positive si  (y, Ay) = yT Ay > 0,Vy € R™ .
- Définie positive si  {(y, Ay) = yT Ay > 0,Vy # 0 € R" .
- Semi-définie négative si  (y, Ay) = yT Ay < 0,Vy € R™ .
- Définie négative si  (y, Ay) = yT Ay < 0,Vy #0 € R" .
Si aucune des propriétés ci-dessus n’est satisfaite, la matrice A est dite indéfinie.
Une facon simple de vérifier si une matrice est définie positive est de considérer
les déterminants des n sous matrices suivantes de A

dl = det (all) s
dy = det < ainl  ai2 )7

Q21 A22
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apn Q2 a3
dg = det 91 Q929 Q29 g eees dn = det(A)
agy 0az2 @33
Ces n déterminants sont appelés les mineurs principaux dominants. Dans le cas
la matrice est inversible, et donc lorsque d,, # 0, il est toujours facile de déterminer
si une matrice est définie positive, définie négative ou bien indéfinie. En effet, il
suffit d’analyser le signe de chacun des mineurs principauz dominants.

Classement d’une matrice inversible

Soit dy,ds, ...d, les mineurs principaur dominants d’une matrice A symétrique
inversible de dimension n X n et ey, e, ..., e, les mineurs principauxr dominants de
la matrice —A.

- St d; > 0 pour chaque i € {1,2...,n} alors A est définie positive ;
- Sid; <0 pour chaque j € {1,2....,n} alors A est définie négative ;
- Sinon A est indéfinie.

La vérification qu’une matrice singuliere est semi-définie positive, semi-définie
négative ou indéfinie requiert beaucoup plus de calculs. Par exemple, pour montrer
qu’une matrice est semi-définie positive, il ne suffit pas de vérifier que les mineurs
principauz dominants sont tous positifs ou nuls. Une possibilité consiste a analyser
toutes valeurs propres de la matrice.

1.6 Optimisation a plusieurs variables sans contraintes

Dans cette section nous considérons le cas particulier du probleme d’optimisation
(1.1) sans contraintes ot S = R", c’est-a-dire ;

min f(z) (1.2)

TER™

ou f € C?(cette notation signifie [ est différentiable aux moins deur fois, et que
ses dérivées sont continues).

1.6.1 Conditions d’optimalité

Soit x un minimum local de f sur S = R". La définition(1.5.2) assure qu’il existe
un scalaire € > 0 tel que

f(@®) < flx), Voe B(ah),

en particulier pour n’importe quelle direction unitaire d € R"™ et scalaire t > 0
suffisamment petit, le point x = x* + td appartient a la boule B.(x*) et donc

f@®) < fla” +td).
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Ceci implique que la dérivée directionnelle de f en x* dans n’importe quelle

direction unitaire d € R™ satisfait

t—0t+
Le résultat précédent est valide pour n’importe quelle direction unitaire d, et donc
il est valide en particulier pour —%. 1l s’ensuit que :

V()" V()
IVf ()]

et donc, Vf(x*) = 0 (car on a montré que 0 < —||V f(z*)]], or [|[Vf(x*)| est
toujours positif). Nous avons donc montré la condition d’optimalité suivante :

0< fifa') =" Vi) = -

==V @)l

Condition nécessaire de premier ordre

Si x est un minimum local de la fonction f sur R", alors Vf(z*) =0 (c¢’est-da-
dire, T est un point critique).

Cette définition donne une condition nécessaire mais pas suffisante. En effet,
il est possible que le gradient soit nul en un point et que ce point ne soit pas un
minimum local (par exemple, ce point peut étre un mazimum local ou un point
selle ).

Un point critique x* € R™ est un point selle si pour n'importe quel € > 0, il existe
deuz points a € B.(z*) et b € B.(x*) qui soient tels que f(a) < f(z*) < f(b). Un
point de selle n’est donc ni un minimum local ni un maximum local.

Les conditions de second ordre nous permettent de distinguer ces cas. Conside-
rons encore une fois £*un minimum local de f sur S = R™. A l'aide du développement
de Taylor d’ordre 2 de [ autour du minimum local x*on obtient pour toute direction
unitaire d € R"et pour t € R suffisament petit

flx*) < f(z* 4+ td) = f(z*) +td" -V f(2*) + t;dTVQf(:c*)d

= f(z*) + t;dTVQf(x*)d.

Pour passer de la premiére a la deuziéme ligne, on a utilisé le fait que V f(z*) = 0
en un minimum local. En simplifiant cette derniére expression, et en divisant par
t2 > 0 on obtient

;dTVQf(x*)d >0,

une expression indépendante de t . On a alors la condition suivante :
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Condition nécessaire de second ordre

Si x* est un minimum local de la fonction f sur R™, alors V f(z*) =0 et

yIV2f(x*)y > 0 pour tout y € R™ (c’est-a-dire, la matrice Hessienne V2 f(x*)
est semi-définie positive).

La contraposée de cette condition assure que si la matrice des dérivés secondes
V2f(x*) n'est pas semi-définie positive, alors x* n’est pas un minimum local de f .
De fagon similaire, si la matrice n’est pas semi-définie négative, alors x* n’est pas
un maximum local de f . Et donc, si la matrice est indéfinie en un point critique
x* de la fonction f , alors x* est un point selle. En effet, si la matrice est indéfinie
alors elle n’est ni semi-définie positive ni semi-définie négative, et conséquemment
x* nest ni un minimum ni un maximum local de f .

De plus, si la condition de second ordre est strictement satisfaite, on obtient la
condition suffisante suivante.

Condition suffisante de second ordre

Soit 2 € R*. Si Vf(z*) =0 et y"' V*f(z*)y > 0 pour tout y € R™\ {0} (c’est-
a-dire, la matrice HessienneV?f(z*)est définie positive), alors x* est un minimum
local de la fonction f sur R™.

Nous pouvons spécialiser les conditions d’optimalités de deuxieme ordre aux fonc-
tions de deux variables.

Pour s’attaquer a un probleme d’optimisation, on procédera de la fagon suivante.
En un premier temps, on utilisera les conditions nécessaires du premier ordre pour
identifier tous les points critiques de f. C’est-a-dire,on trouvera tous les points ot
le gradient s’annule. Ensuite, pour chacun de ces points, on évaluera la matrice
des dérivées secondes, et on utilisera les conditions d’optimalité de deuxieme ordre
pour classer les points. On ne pourra conclure seulement lorsque cette matrice sera
inversible. Bt dans ce cas, si elle est définie positive il s’agira d’un minimum local,
si elle est définie négative il s’agira d’un mazimum local, et autrement (c’est-a-dire
st la matrice est indéfinie) il s’agira d’un point selle.

1.7 Optimisation a plusieurs variables avec contraintes
d’égalités

Dans la plupart des problemes d’optimisation, les variables ne sont pas libres de
prendre n’importe quelle valeur.

Elles sont habituellement restreintes a un domaine. Dans cette section, nous
nous penchons sur les problémes sous la forme générale (1.1). Le résultat suivant,
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cité sans preuve, sera fréquemment utilisé.

Théoreme 1.7.1. Sil’ensemble S est fermé et borné, et si la fonction f est continue
sur S, alors il existe un minimum global atteint en un point de S et un mazximum
global atteint en un point de S.

On a un autre forme équivalent

T
{gj(x):O,jzl,Q,..,m S
Ty,

Généralement on a m <n
redondance dans les contraintes;

trop de contraintes.

- Un nombre excessif de contmz’ntec — probleme sans solution.
onduit a

1l existe plusieurs méthodes pour ce type de problémes. Parmi elles, on peut citer :
o Méthode de substitution directe;
o Méthode des multiplicateurs de Lagrange.

- Sim>n —{

1.7.1 Meéthode de substitution directe
Définition 1.7.1.

dxy,dzs, .., dx,
une variation admissible | _, | g¢;(z] +dzy, ..,z +dz,) =0
autour du point Vi=1,..,m '

ot = (25, .., 2%)

Probléme sans contrainte

- n variables indépendantes ;
- fonction objectif peut étre évaluée pour tout ensemble de n nombres.

Probléme avec contrainte

au, moins une variable indépendante devient liée aux autres variables avec l'ajout
de chaque équation contrainte
n variables
m contraintes
Si on choisit les valeurs de n — m variables, les valeurs des variables restantes
sont déterminées par les équations des contraintes.

— n —m variables indépendantes.
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En théorie

m variables quelconques peuvent étre exprimées en fonction

des autres n — m variables en utilisant les m contraintes — On remplace les m
variables dans la fonction objectif— On obtient une nouvelle fonction qui ne dépend
que de n-m variables — La nouvelle fonction n’est liée a aucune contrainte —On
obtient alors un probleme d’optimisation sans contraintes.

Cette méthode de substitution directe parait simple en théorie mais, elle peut
s’avérer difficile en pratique.

Souvent les contraintes ne sont pas linéaires ce qui ne permet pas d’exprimer m
variables quelconques en fonction des autres n — m variables.

Mais dans des cas simples, la méthode peut s’avérer tres utile.

1.7.2 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

On introduit une variable additionnelle pour chaque contrainte.
Pour un probleme a n variables et m contraintes, on ajoute donc m variables
pour avoir en tout n 4+ m variables.

Condition nécessaire pour le cas général

n variables et m contraintes sous forme d’égalités.

Théoréme 1.7.2. Une condition nécessaire pour que la fonction f sous les contraintes
gij(x) =0,i=1,2,..,m admette un minimum relatif au point x*

OL (..% .
. _ . axi(a?,/\):(),lzl,Q,..,n
x* est un minimum relatif de f — { g)i (" A) = 0,i=1,2, .m

Remarque 1.6. On a m contraintes, on peut choisir n-m variables indépendantes
X1, Ta, .., Ty les variables dépendantes Tyi1, Tmao, .., Ty les variables indépendantes.
On utilise les m premiers coefficients de dL pour définir les \j,i =1,..,m

OF (v L~y 995 sy
ami(as)+2)\]axi(as)—0,2— oy T

J=1

Les conditions suffisantes pour le cas général

Théoréeme 1.7.3. Une condition suffisante pour que la fonction f sous les contraintes
gi(x) = 0,i = 1,2,..,m admette un minimum relatif au point x* est que la forme

quadratique
D 3) eI
= T, aX 5,
. ; 8:61396] J

1=1j5=1
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évaluée au point x = x*soit positive pour toutes les valeurs de dx pour lesquelles
les contraintes sont satisfaites.

En pratique, comment montrer que la forme quadratique

=1 j=1

est positive ou négative pour toute variation admissible dx c.a.d. définie positive
ou définie négative?
On wutilise le polynome défini par

Hy— Iz J(2eam)f

P(z) = J (911--79m) i O
0 0
les racines du polynome
P(z) = =LY ax az o —dx;dz; > 0, pour toute
sont toutes positives
variation admissible dx.
H;, — I,z (Vg1 -+ Vo)
t - O0%L
P(z) = (Var) 0 0 JHp = , 7 =1,..,nestquelesdérivéesparti
: T O0x;0x;
(ng)t 0 --- 0

L=L(x,..,Tpn, A1, .., Amm) Parrapportachacundecesar gumentssoientnullesaupoint .

OL (2 \)=0,i=1,2,..,n
. o . d:vl g Ly eey
x* est un minimum relatif de f — { ( AN =0i=12.,m

Remarque 1.7. On a m contraintes, on peut choisir n-m variables indépendantes
X1, Lo, .., Ty les variables dépendantes T, i1, Tmio, .., Ty les variables indépendantes.
On utilise les m premiers coefficients de dL pour définir les \;,i =1,..,m

af ag]
&Uz ZA]&L‘Z )=0,i=1,.
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Les conditions suffisantes pour le cas général

Théoréme 1.7.4. Une condition suffisante pour que la fonction f sous les contraintes
gi(x) = 0,9 = 1,2,..,m admette un minimum relatif au point x* est que la forme

quadratique

m aQL
F = Z Z axlax] d.l?idil?j,

i=1j=1

évaluée au point x = x*soit positive pour toutes les valeurs de dx pour lesquelles
les contraintes sont satisfaites.

En pratique, comment montrer que la forme quadratique

n m
F= Z Z ——F—dz;dz;,
i=1j=1 axﬁ
est positive ou négative pour toute variation admissible dx c.a.d. définie positive
ou définie négative?
On utilise le polynéme défini par

Hy— Lz J(Betn gm)lt

0 x.l. xn()
I (z)

P(z) =

les racines du polyndéme
P(z) = =320 89: 690 soa—dx;dx; > 0, pour toute
sont toutes positives
variation admissible dzx.

Hy -1, (Vo o Vow)
_ | (Vo) U _ (2L o
P(z) = } o JHp = dridw; ) j=1,.,n.
(Vgm)' 0 --- 0
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Les espaces de Sobolev

1.8 Topologie faible

1.8.1 Définition et propriétés élémentaire de la topologie
faible o(E, E')

Soit E un espace de Banach et soit f € E’. On désigne par ¢y : E — R
I'application définie par ¢(x) = (f,z). Lorsque f décrit £’ on obtient une famille
(¢f)s € E' d’applications de E dans R.

Définition 1.8.1. la topologie faible o(E, E") sur E est la topologie la moins fine
sur E rendant continues toutes les applications (ps)s € E'.

Théoréme 1.8.1. Soit (z,) une suite de E. On a :
i) x, — x pour o(E,E') < (f,x,) = (f,x), Vf € F.
i) Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E, E").
iii) Si v, — x faiblement pour o(E,E"), alors ||x,| g est bornée et ||z||p <
timInf||z, | e.
) Si x, = x faiblement pour o(E, E') et si f, — f fortement dans E’, alors

(frs ) — (f, 7).

Théoréme 1.8.2. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E, E') et
la topologie usuelle coincident. En particulier une suite (xz,) converge faiblement si
et seulement si elle converge fortement.

1.8.2 Ensembles convexes et opérateurs linéaires
Théoreme 1.8.3. Soit C' un sous ensemble non vide convexe de E, alors C' est
faiblement fermé pour o(E, E') si et seulement s’il est fortement fermé.

Théoréme 1.8.4. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit T un opérateur
linéaire et continu de E dans F. Alors T est continu de E faible o(E,E') dans F
faible o(F, F").

Et réciproquement.
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1.8.3 Espaces réflexifs

Définition 1.8.2. Soit E un espace de Banach, et soit J linjection canonique de E
dans E". On dit que E est réflexif on identifier implicitement E et E", (E = E").

Théoréme 1.8.5. (Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si
et seulement si :

B ={z € E: || <1},
est compacte pour la topologie o(E, E').

Théoréme 1.8.6. Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement
si B est réflexif.

Théoreme 1.8.7. Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K C E un sous-
ensemble convexe, fermé et borné. Alors K est compacte pour la topologie o(E, E").

1.8.4 Espaces séparable

Définition 1.8.3. On dit qu’un espace métrique est séparable, s’il existe un sous-
ensemble D C E dénombrable et dense.

Théoréme 1.8.8. Soit E un espace métrique séparable, et soit I un sous-ensemble
de E. Alors F est séparable.

Théoréme 1.8.9. Soit £ un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors E
est séparable.

Théoreme 1.8.10. Soit E un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable) < (E' réflexif et séparable).

Théoréme 1.8.11. Soit E un espace de Banach séparable. Alors Bg: est métrisable
pour la topologie o(E', E).
Reciproquement, si Bg: est métrisable pour o(E'| F), alors E est séparable.

Théoréme 1.8.12. Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable. Alors B
est métrisable pour la topologie o(E, E').

Théoréme 1.8.13. Soit E' un espace de Banach séparable, et soit (f,) une suite
bornée dans E'. Alors il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la
topologie o(E', E).

Théoréme 1.8.14. (Eberlein-Smulian) Soit E un espace de Banach tel que toute
suite bornée (x,) posséde une sous-suite extraite (x,, ) convergente pour la topologie
o(E, E").Alors E est réflexif.
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1.9 Espaces L*

Soit 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dx.
F=A{f:02 =R, fintégrable} — R,

L’application
f—= 1= [ If@lde.

est une semi-norme.
On va définir une relation d’équivalence sur F.

Vf,geF fRg =V € (2 f(x)=g(x) pp .

Définition 1.9.1. L’ensemble quotient F /R muni de la norme || f|j, = / |f(z)|dx,
7

s’appelle lespace de Lebesque et sera noté par L*.

1.9.1 Définition et propriétés élémentaire des espaces LP

Définition 1.9.2. Soit p € R avec 1 < p < oo , on dit que f € LP({2) si f est
mesurable et |f|P € L*(£2).

Théoreme 1.9.1. L’application
1/p

fe il = | [ 17w pde

est une norme sur LP.

Définition 1.9.3. On dit que f est essentiellement bornée sur {2 s’il existe une
constante C' positive telle que |f(z)| < C p.p.

La plus petite de ces constantes est appellée le sup essentiel de f.

On le note par ess.sup | f(x)|.

Définition 1.9.4. On appelle espace de Lebesque de puissance d’ordre oo [’espace,
noté L>*((2), des classes des fonctions mesurables au sens de Lebesgue, définies
presque partout sur 2 a valeurs dans R ou C vérifiant :

ess.sup | f(z)| < +o0
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Théoréme 1.9.2. L’application de L>(§2) dans R™ définit par

f = Ifllec = ess.sup| f(x)]

est une norme.

Notation 1.9.1. Soit 1 < p < o0, on désigne par q ’exposant conjugué de p, i.e
1 1

-+ -=1.

P 4q

Théoréme 1.9.3. L*(§2) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné
par :

(u,v) :/ u(z)v(z)de,
19
<qui s’écrit / u(z)v(z)dx pour les fonctions réelles>
7

Proposition 1.9.1. (Inégalité de Young) Soient 1 < p < oo et a,b > 0. Alors
ab? b
ab < — + —.
p q
Démonstration. La fonction log est concave. Donc Va,b > 0

P bl 1 P log(b?
p 4q p 4q

D’ou
ab? b
ab < — + —.
p q

O
Remarque 1.8. Lorsque p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy Schwarz.

Théoréme 1.9.4. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(§2) et g € Li(§2) avec
1 <p<oo. Alors f.g € L*(2) et,

| 1£gldz <11 £l ligll

Démonstration. 1. Si p =1 et si p = oo la conclusion est évidente.
2.511 < p<oo:dapres I’'inégalité de Young, on a :

\ﬂmM@ﬂsgﬂwv+jmmqppwma
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Il en résulte que fg € L'(£2) et que :

), foldr < ;llﬂw)llz + ;ug<x>nz-

On remplace f par Af (A > 0) il vient :

p—1

A 1
J, Foldz < =171+ - lol (13)

p
On choisit A = [| £, |9/,
de maniere a minimiser le membre & droite dans (1.3]), on obtient alors

| 1£gldz <11l Nl

]

Théoréme 1.9.5. (Fischer-Riesz) LP({2) est un espace de Banach pour tout 1 <
p < 00.
Et sil <p < oo alors LP(§2) est un espace de Banach séparable.

Proposition 1.9.2. Soient (f,) une suite de LP(£2) et f € LP(12), tels que || fn —
fllp, = 0. Alors il existe une suite extraite (f,,) de (f) telle que :

i fo,(x) = f(z) p.p sur 2.

. | fu, (@) < h(x),Vk € et p.p sur §2, avec h € LP((2).

Proposition 1.9.3.
1. L™ = (LY.
2. L' C (L™).
3. La boule unité fermée Br~ est compacte pour la topologie faible * o(L>, L').
4. St (fn) une suite bornée dans L* on peut en extraire une sous-suite qui
converge dans L™ pour la topologie faible * o(L>, L').

Théoréme 1.9.6. (Théoréme de Reisz) Soit T une forme linéaire et continue
sur LP(£2). Alors il existe une unique fonction g € LY (£2) telle que

I(f) = [ f@)gl@)ds  Vf € L(9).
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1.10 Les espaces de Sobolev

1.10.1 Définitions et premieres propriétés
Définition 1.10.1. On pose

H'(0) = {u € L3(0): gf € L2(Q),Vi=1,2, n}

la dérivation est a comprendre au sens des distribution. En autres termes, une fonc-
tion u € L*(12) est dans H'(12) s’il existe des fonctions vy, va, ..., v, dans L*(2) telle
que :

/uago dx:—/vitp dr Npe D(2), Vi=12 ..n.
Q 0x; 0

L’espace H'(§2) est muni du produit scalaire
(u, V)0 = (w,v) + (Vu, Vu).

La norme associée est
[ull3r oy = llull3 + [ Vaull3.

Théoréme 1.10.1. L’espace H'(2) est un espace de Hilbert séparable.

De la méme fagon, on définit les espaces de Sobolev H™({2), ou m est un entier
strictement positif par :

H™(Q) =:{u € L*(2) : D*u € L*(2),a € N", |a| < m}.

On le munit de la norme naturelle :

|

1/2
Hm(2) = ( > /Q | D*u(=) |* dw) :

a:la|l<m

(ou D*u est comprise au sens des distributions ).

De fagon plus générale, pour tout 1 < p < oo et pour tout m € N ;m > 1, on peut
définir les espaces de Sobolev. Ces espaces sont construits sur l’espace de Banach
LP.

Définition 1.10.2. Pour tout m € N et 1 < p < oo, on définit lespace de Sobolev
W™P comme suil

WmP((2) ={u € LP(2): D € LP(2),Va € N |a| < m}.
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Théoreme 1.10.2. L’application

a:lal<m

1/p
( Z HDO‘UHT;) , sil<p<oo;

U <— ||U||Wm,p(9) =

sup [Dullos , sip=oo.
1<|a|<m

est une norme sur W™mP(§2).
Sip=2ona: H"(2)=Wm*).
Théoreme 1.10.3. L’application définie par :
H™(2)x H™"(2) — C

(u,v) — (u,v)gmia) = Y_ (D%, D*v),

la|<m

est un produit scalaire sur H™({2).
Théoréme 1.10.4. H™({2) muni du produit scalaire est un espace de Hilbert.

Définition 1.10.3. On dit que Q de R* est régulier de classe C* s’il existe un
_ I I
nombre fini d’ouverts (w;)o<i<r tels que wy C £,  C ‘90’ o) C 'L—J1’ et pour

chaque i € {1,....,1} il existe une application bijective ¢; de classe C* de w;
dans [’ensemble

Q={y= 0" yn) ER"IxR*, |y |<1,|ys|<1}, et telle que

¢i(wiNQ) =QN{y=(¥.y.) € R" xR¥, y, >0},

¢i(wiNON) =QN{y= (v, yn) € R xR", y,, = 0}.

Théoréme 1.10.5. 5i (2 est "assez régulier" avec I' = 92 borné, alors la norme de
Wm™P((2) est équivalente d la norme

ullwme = llull, + > I1D%ullp.

|lal=m

Théoréme 1.10.6 (Rellich-Kondrachov). On suppose 2 borné de classe C*. On
a

Sip<mn, alors W'(£) C
Sip=mn, alors WH(2) C
Sip>mn, alors W'P(2) C
avec injection compact.

L), Vge[lp [ ot L=1-1
Lq(Q) ’ Vq c [1,‘|‘OO[,
C(£2),
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Remarque 1.9. Le théoreme de Rellich est a peu prés optimal au sens suivant :
(i) Si Q2 nlest pas borné, linjection W'P(£2) C LP(£2) n'est pas compacte en
générale.
(ii) Uinjection WHP(£2) C LP"(§2) n'est jamais compacte méme si §2 est borné et
réqulier.

1.10.2 L’espace W, (1)
Définition 1.10.4. Soit 1 < p < co, W, ?(£2) désigne la fermeture de C(£2) :={1’ensemble
de tous les fonctions de classe C' sur un compacte de 2} dans WP (2).

On note : H(2) = Wy (12).

L’espace Wy (£2) muni de la norme induite par WP est un espace de Banach sé-
parable, il est réflexif si 1 < p < oo. HY(§2) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire de H'(£2).

Théoréme 1.10.7. C°(12) est dense dans Wy (£2).
Autrement dit on peut utiliser indifféremment C°(2) au lieu de C}(2) dans la
définition de Wy (12).

Proposition 1.10.1. Soit u € W'(2) , u € Wy(2) < u = 0 sur la frontiére de
0.

Proposition 1.10.2. On peut définir W pour m > 1, par :
WP(2) ={ue W™ () :u=Du=..=D"tu=0 , surdfn}

1.10.3 L’espace dual de W, (1)

Notation : On désigne par W~14(£2) I'espace dual de W, ?(£2), 1 < p < oo et par
H=1(£) le dual de Hj(£2).

On identifier L?({2) et son dual, mais on n’identifie pas H]({2) et son dual.

On a le schéma suivant

Hy(92) c L*(2) c H (),

avec injections continues et denses.
Si (2 est borné on a

2n
< p < o0,

Wyt c LX) c W) |, Si — <

avec injections continues et denses.
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Théoréme 1.10.8. Soit ' € W14(02), alors il existe fo, f1,..., fn € LI($2) telles
que

(F.0) = [ fola dx—i—Z/ filw) 5 —(x)dx Vv € WoP(£2),
avec ||F|| = Ofglag(Hszq

1.11 Espaces fonctionnels

Ce paragraphe est destiné a rappeler, au fur et a mesure des besoins, les princi-
paux résultats sur les fonctions définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans
un espace de Banach réel.

Définition 1.11.1. Soit 0 < T < oo et soit (X, ||.||) un espace de Banach réel.
Nous notons par D(0,T; X) l'ensemble des fonctions continues d support compact
dans (0,T) a valeurs dans X.

Définition 1.11.2. Une fonction f :[0,T] — X est dite fortement dérivable en
to € (0,T) s’il existe un élément 2—’; (to) € X appelé la dérivée forte de f en iy, telle
que

|1 daf
%%Hh (f (to+h)— [ (t)) — L (o) L 0.
Définition 1.11.3. Une fonction f : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une

suite de fonctions (f,), n € N appartenant a D(0,T; X) telle que

lim / I (5) = £ (5)ll ds = 0.

n—oo

Théoréme 1.11.1. (Bochner) Une fonction f : [0,T] — X mesurable est inté-
grable si et seulement si t — ||f(t)||x : [0,T] — R est integrable, dans ce cas

5| < / I ()l ds.
X 0

Soit 1 < p < oo. L'espace de Lebesque LP(0,T;X) est l’ensemble des classes de
fonctions f: (0,T) — X mesurables, telles que Uapplicationt — || f (t)||x appartient
a LP(X). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T »
Il ooy = (/ 1% dt) si 1 <p<oo,
0

1l eorxy = WEAC>0/{[fD)]x <C; pp.t€(0,T)} sip=oo.
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Naturellement, on a :
LP(0,T;LP(2)) = LP(Q) ou Q= 2x]0,T].
Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Théoréme 1.11.2. 1. LP(0,T;X), (1 <p<o0) est un espace de Banach.

2. 8i X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X)
est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(1,0 oy = [ ((t) v () .

0
3. L™(0,T; X) — L10,T; X) avec injection continue, 1 < g <r < oo,
4. 81 X est un espace de Hilbert, alors
LP(0,T;X) = L%0,T;X) sil<p,q< oo, ;—I— - =1,
LY0,T; X)) c L>*(0,T;X),
ou LP(0,T; X)) représente le dual de l’espace L1(0,T;X), 1 <p < 0.
5. D’aprés le théoréme de Danford-Pettis (cf. par exemple Yosida []) lespace
L0, T; Hy () N L7 (Q)) (resp L®(0,T; L* (Q)))
est le dual de
LY0,T; H 1 (Q) + L1(Q)) (resp de L'(0,T; L* (Q) )) .
1Et Hl_1 () + L1(Q2) muni de la structure de dual fort de Hy (Q)NLP (), ou
Lylon,

Définition 1.11.4. Soit u, w € L'(0,T;X). La fonction w s’appelle la dérivée
généralisée d’ordre n de w sur (0,T) si

/(p(") (t)u(t)dt = (-1)"/¢ ()w (t) dt Voo € D ().

Nous écrivons w = @ pour n =1 et w = u™ pour n > 2.

Soit 1 < p < oo. L’espace L’espace de Sobolev WP (0,T; X) est I'espace des
fonctions u : [0,T] — X telles que uw € LP(0,T;X) et v € LP(0,T;X). L’espace
WP (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

RS

lellroorey = (el ooy + 101 o)
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Définition 1.11.5. Une fonction f : [0,T] — X est dite absolument continue si
pour tout € > 0, il existe § = 6 (¢) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;b;)
disjoints, inclus dans [0,T], tels que Y (b; —a;) <& on a X || f (b;) — f(a;)] <e.

J J

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les
fonctions de 'espace W (0, T; X).

Théoréme 1.11.3. Soit 1 < p < o0, X un espace de Banach reflexive et soit
uw € LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. uwe W (0,T; X).
2. w admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant
la dérivée forte dans LP(0,T; X).
3. Il existe ug € X et g € LP(0,T;X), telles que

u(t) :u0+/g(s)d5 vt € [0,7].

1l découle de la démonstration du théoréeme précédent que, si X est un espace
réflezive, alors toute fonction u € WP (0,T; X) est fortement dérivable p.p.
sur (0,T) et v = % Par ailleurs W' (0, T; X) coincide avec I’ensemble des
fonctions u : [0,T] — X absolument continues et W (0,T; X) coincide
avec ’ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0,T] — X.

Etant donnés un entier k > 2 et un réel 1 < p < 0o, on définit par récurrence
l’espace

WP (0,75 X) = {ue W2 (0,T;X); o' € W7 (0,T; X)} .

Lespace WhP (0, T; X) est un espace de Banach muni de la norme

()

k
HUHWk,p(o,T;X) = HUHLP(O,T;X) + azzjl Hu LP(0,T;X)

On dénote aussi par C'(0,T; X) 'espace des fonctions continues sur [0, 7] & va-
leurs dans X avec la norme

= t
HUHC(O,T;X) tgﬁ% lw (@)l x
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1.12 Compléments divers

Théoreme 1.12.1. Si f € LP(0,T;X) et % e L0, 7;X) , (1 <p<o0), alors f
est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T) continue
de [0,T] — X.

Théoréme 1.12.2 (Formule de Green). On suppose que {2 est un ouvert borné
de frontiére T, C' par morceaux. Alors, siu et v sont des fonctions de H*(£2), alors
on a la formule de Green suivante :

Ou vdr = _/uf)v alﬂz:jt/uvvidl1 Vi=1,...,n.
Q Q r

ol v; est la normale unité extérieure a I'.

Un résultat essentiel pour les application du prochain chapitre est I'inégalité
suivante :

Lemme 1.12.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que (2 est un ouvert borné.
Alors il existe une constante C' (dépendant de (2 et p) telle que :

lull, < ClIVull, YueWs"(2), 1<p<oo.

En particulier 'expression || Vul|, est une norme sur Wy?(§2) qui est équivalente
a la norme |ul|y1p ; sur HY(£2) Pexpression [ VuVwv est un produit scalaire qui in-
o

duite la norme ||Vul||; équivalente a la norme ||u||g1(g).

Soit H un espace de Hilbert réel

Définition 1.12.1. Soit a : H x H — R une forme. On dit que :
(1) a est bilinéaire si elle est linéaire par rapport d u et v , (Yu,v € H).
(7i) a est continue s’il existe une constante M > 0 telle que

la(u, v)| < Mljullalvllz Yu,v € H.

(1ii) a est elliptique ou coercive (ou encore définie positif) s’il existe une constante
a > 0 telle que
Yue H alu,u) > allul.

Lemme 1.12.2. Soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue et elliptique sur H. alors
il existe un isomorphisme A € L(H) tel que :

a(u,v) = (Au,v)y Vu,v € H.
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Chapitre 2

Formulation variationnelle de
probleme aux limites de Dirichlet
en dimension un
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2.1. RAPPEL

2.1 Rappel

2.1.1 Principe des contractions

De nombreuses questions, liées a ’existence et a I'unicité des solutions de certains
types d’équations (par exemple, des équations différentielles),. peuvent étre ramenées
a la question d’existence et d’unicité d’un point fixe pour une application de I’espace
métrique correspondant dans lui-méme. Parmi les différents criteres d’existence et
d’unicité d’un point fixe pour de telles applications, 'un des plus simples et a la
fois des plus importants est celui qui porte le nom de principe des contractions. Soit
R un espace métrique. Une application A de I'espace R dans lui-méme est appelée
application contractante ou simplement contraction, s’il existe un nombre o < 1 tel
que pour tout couple de points x,y € R on a l'inégalité

d(Az, Ay) < ad(z,y). (2.1)

Toute application contractante est continue. En effet, si z,, — x, en vertu de (2.1)
on a également Ax,, — Ax.

On dit que x est un point fixe pour 'application A, si Az = x. Autrement dit, les
points fixes sont les solutions de I’équation Ax = x.

Théoréme 2.1.1. (Principe des contractions). Toute contraction, définie sur
un espace métrique complet R, admet un point fize et un seul.

Démonstration. Soit xg un point arbitraire de R. Posons 1 = Axg, 2o = Axy =
Az, ...z, = Az, = A"y,

Montrons que z,, est une suite de Cauchy. En effet, en posant, pour fixer les idées,
m >nona

(X, Tm) = d(A"xo, A™x0) < &"d(20, Tin—n) < & {d(x0, 21)+d(x1, 2)+... +d(Tm—n—1, Tm—n) }

1
1—a
Comme a < 1 pour n assez grand cette quantité peut devenir aussi petite que 'on
veut. L’espace R étant complet, la suite de Cauchy x,, a une limite dans R. Posons

< ad(zg,r1) {1+ a+a* + ...+ o™ "} < ad(xg, 1)

= Jim .
Alors, en vertu de la continuité de 'application A, on a

Ax = Alim z,, = lim Az, = lim z,,1 = x.
n—oo n—oo n—0o0
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L’existence du point fixe est donc démontrée. Démontrons 1'unicité de ce point. Si
Ax =z, Ay = vy,

I'inégalité (2.1) prend la forme
d(z,y) < ad(z,y);

comme « < 1, il vient
d(xz,y) =0
c.-a~d.
x=y.
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2.2 Introduction

2.2.1 Problémes aux limites de Dirichlet

Dans ce qui suit, on désignera par C™(I) I'espace vectoriel des fonctions réelles
m fois continiment dérivables sur un intervalle I C R, m entier> 0. Par ailleurs,
on notera f’, f” et f™ pour n > 3, les dérivées successives d’une fonction d’une
variable réelle.
Considérons le probléme suivant : étant donné deux fonctions ¢, f € C°([0,1]) et
deux constantes « et 3, trouver une fonction v € C?([0,1]) qui vérifie

—u" + c(z)u(z) = f(x),0 <z <1,
<P){ w(0) = a, u(1) = B.

Un tel probleme est appelé probleme aux limites’, car la fonction inconnue doit satis-
faire les conditions aux limites u(0) = «, u(1) = 8 posées a la frontiere de I'intervalle
ouvert sur lequel I’équation différentielle doit étre satisfaite.

Si la fonction continue ¢ est positive pour tout z € [0,1], le probléme (P) soit
appelé probléme de Dirichlet!. Il modélise en particulier les situations suivantes en
mécanique des milieux continus.

Exemple 2.2.1. (Une barre élastique). On considére une barre élastique fixée aux
deux extrémités : les unités sont choisies de telle sorte que cette barre puisse étre
représentée par lintervalle [0,1]. Cette barre est soumise a une force tangentielle
d’intensité f(x) en tout point x de [0,1]. Soient o(z) et u(x) la contrainte et le
déplacement latéral au point x. Sous les hypothéses de petits déplacements et d’un
matériau linéaire élastique, nous avons, dans l'intervalle [0,1],

o = Eu' (loi de Hooke). —o' = f — cu (I’equation d’équilibre).
u(0) = u(1) =0 (conditions limites).

Ou E est le module d’élasticité et —cu est la force de résistance a la rupture. Si on
prend = 1. Par élimination de o. On obtient

—u" 4 cu = f.
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Exemple 2.2.2. (Diffusion de la chaleur dans le cas stationnaire). Soient u la
température et q le flur de chaleur dans une tige (représentée par lintervalle [0,1] )
soumise a une source de la température 0, nous avons, dans le cas stationnaire :

—q = ku' (loi de Fourier), ¢ = f (conservation de [’énergie).
u(0) = u(1) =0 (conditions limites).
Ou k est la conductivité. Si on prend k = 1, on obtient

_u/l — f

2.2.2 Théoreme de Lax-Milgram
Théoréme 2.2.1. (De Laz-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert, et soit a :

V x V. — R une application bilinéaire continue. On suppose de plus que af(.,.) est
coercive dans le sens qu’il existe o > 0 tel que a(u,u) > a||u||* pour tout u € V.
On se propose de montrer que, pour tout | € V* = L(V,R), il existe un unique u tel
que

a(u,v) =1(v),Yv € V. (2.2)

Démonstration. Passons par :
a) Pour tout v € V', notons A(v) € V 'unique élément tel que a(v,.) = (A(v),.).
Montrons que A est linéaire et continue et que (2.2) équivaut a A(u) = f ou

f €Vesttel quel=(f,.). Il est clair que A est linéaire de part la bilinéarité
de a(.,.). Etant donné u,v € V on a

|(A(u), v)| = la(u, v)] < [lall[ullllv]],
ce qui montre que

[A()] = sup (A(u),v) < [[a[Jul

llvl<1
d’otu la continuité de A. On remarque alors que (2.2) équivaut a
(A(u),v) =1(v) = (f,v),Yv €V,

ce que est bien équivalent a A(u) = f.

45



2.3. APPROXIMATION VARIATIONNELLE D'UN PROBLEME AUX
LIMITES EN DIMENSION UN

b) Pour p > 0, on pose T, : V. — V par T,(v) = v — p(A(v) — f). Montrons
que 'on peut choisir p tel que T, soit une contraction. En déduire (2.2). En
développant & ||T,(w) — T,(v)||*, on obtient que

|17, (w) = To(0)[* < (1 = 2p7 + p¢*) lw — v]|*.

ou ¢ = || (la norme de Papplication bilinéaire a(.,.)). Pour p = 12, on obtient
c

que T}, est une contraction de rapport /1 — % < 1, qui admet donc un point

fixe unique d’apres le Théoréme des contractions de Banach (théoréme 2.1.1),
ce qui démontre bien (2.2) notant que 7, = u si et seulement si A(u) = f.

¢) Montrons qu'il existe alors v > 0 tel que, pour tout [ € L(V,R), on a |Ju| <

YA

Notant que u la solution de (2.2), on a

allull < alu,u) = (f,u) < || flull

d’ott le résultat avec v = a~ L.

]

2.3 Approximation variationnelle d’un probleme
aux limites en dimension un

2.3.1 Formulation variationnelle
Etant donné deuz fonctions c, f € C°([0,1]), trouver une fonction u € C*([0,1])
qui vérifie

—u" + c(z)u(z) = f(x),0 <z <1,
(P1) { u(0) = u(1) = 0.

C’est par commodité que nous supposons ici les conditions aux limites homogénes,
et ce n’est pas une restriction. En effet, si elles sont posées sous la forme u(0) =
a,u(l) = B, il suffit pour s’y ramener de faire un changement de fonction inconnue
en soustrayant la fonction {a(1 — x) + fx}.

Notation 2.3.1. Notons qu’une solution classique de (Py), une fonctionu € C*([0,1])
qui vérifie (Py).
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La difficulté de ce probleme réside principalement dans les conditions auz limites
u(0) = u(1) = 0 entiérement différentes de celles intervenant dans le probléme de
Cauchy. Supposons connue une solution v € C* de (Py) que nous appellerons solution
classique de (Py). Soit alors

veC3([0,1]) = {vec*([0,1]): v(0) = v(1) = 0}.

Multiplions par v les deux membres de ’équation vérifiée par u et intégrons entre
et 1. On obtient

1
/ (—u" + cu) vdx,
0

ce qui donne apres une intégration par parties ou intervient de fagon cruciale le fait
que v(0) = v(1) =0,

1 1
/ (u'v' + cuv) dz = / fodz Yo e Ci([0,1]) (2.3)
0 0
on a donc établi qu’une solution classique de (Py) vérifie :
uecg([o,l}) et a(u,v)=1I), Yvedl0,1]),

ot l'on a posé, pour tout u,v € C3([0,1]),

1 1
a(u,v) = /0 (v + cuv)dz et I(v) = /0 fudz.
Le fondement de la méthode variationnelle est le fait surprenant que (2.3) caractérise
la solution de (Py). l'outil théorique principal est le théoréme 2.2.1 (de Lax-Milgram,).
Et maintenant, nous garantissons l’existence et ['unicité de la solution du probleme
(P1) auz les conditions du théoréme 2.2.1 (de Lax-Milgram), et ceci est plus suffisant
pour que nous suivons l’étude sur ce probleme.

Introduisons I’espace vectoriel V' formé des fonctions continues sur l'intervalle [0,1] ,
nulles auz points 0 et [, et une fois continiment dérivables par morceaux sur ce méme
intervalle, c¢’est-a-dire dérivables en tout point de l'intervalle [0,1] sauf (peut étre)
en un nombre fini de points x; de l'intervalle |0,1], la dérivée coincidant sur chaque
intervalle ouvert entre deux points x; consécutifs avec la restriction d’une fonction
continue sur l'intervalle fermé correspondant (le nombre et la position des points
x;varient avec la fonction considérée). Muni de l'application

—_

1 L
veV ol = ([ (W +[oP)dr)2,
0
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cet espace vectoriel est normé (c’est méme un espace préhilbertien).

Pour la mise en cuvre et 'analysé de la méthode que nous avons en vue, il est essen-
tiel de poser le probleme aux limites sous une forme différente, appelée formulation
variationnelle : c’est ['objet du résultat qui suit.

Théoréme 2.3.1. (De la formulation variationnelle).

(1) Siwu est solution du probléme aux limites, alors
a(u,v) =1l(v), YveV,

ot la forme bilinéaire a : 'V x V. — R et la forme linéaire f : V — R
respectivement pour erpressions

a(u,v) = /01 (U + cuv) dx, l(v) = /01 fudzx,

pour,des fonctions quelconques u,v € V.

(2) On suppose ¢ > 0. Une fonction uw € V est solution des équations a(u,v) =
[(v) pour tout v € V' si et seulement si

inf J(v), ou J(v):= ;a(v,v) —(v).

veV

Démonstration. (i) Soit v une fonction arbitraire de I’espace V. Notant z;,1 <
1 < N, les points, supposés rangés par ordre croissant, ou la dérivée de la
fonction v n’est pas définie, et posant 0 = zy, 1 = x 11, On peut écrire

/01 u'(z)v(x)de = i\;

7

/:Hl v (z)v(x)dx

= — /01 o' (z)v (z)dz,

la derniére égalité ci-dessus provenant de la continuité des fonctions u’ et v
sur l'intervalle [0, 1] et des relations v(0) = v(1) = 0.
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(i)

(iii)

Démontrons 'inégalité suivante, qui nous servira a plusieurs reprises par la
suite : en supposant la fonction ¢ > 0, il existe une constante o > 0 telle que

allull}y <a(v,v), YveV.
Pour cela, il suffit d’établir que
1
allully < [ P, eV
0

Or on peut écrire, pour tout x € [0,1],

1
T 1 1 5
@)l =1 ["owa < [ 1wl ([ 10wPa)?,
0 0 0
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions. Dans ces conditions,
I'inégalité annoncée est satisfaite avec av = 1/2.
La caractérisation du point (2) se démontre a partir de l'identité (de vérifi-

cation immédiate) :

J(u+v)—J(u) ={a(u,v) = 1l(v)} + ;a(v,v), Yu,v € V.

En effet, on en déduit, d’une part
J(u+v)—J(u) = ;a(v,v) > %HUH%/ >0 Yvel.
Des que a(u,v) — l(v) = 0 pour tout v € V.donc,
a(u,v) =1l(v) = J(u+v) — J(u) >0,
et car V' est un espace vectoriel, donc u + v soit arbitraire de V', donc,
a(u,v) =1l(v) = J(u) = 1}23](1)) ...... (x).

Par ailleurs, pour v € V fixé, I'inégalité
2

J(u+0v) — J(u) = 6{a(u,v) —I(v)} + Za(v,v), Vo € R,

car # est arbitraire de R il faut et il suffit que a(u,v) — l(v) = 0, donc car V
est un espace vectoriel u + 6v est arbitraire de V' donc,

J(u) = Ulg‘f/(](v) = a(u,v) = [(v)......(xx).

De (%) et de (xx) : le point (2) est bien vérifié.
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Remarque 2.1. (1) Lorsque la fonction c est positive, la démonstration ci-dessus

(2)

(3)

(4)

fournit une nouvelle preuve de l'unicité de la solution u. Il en résulte en effet
que
veV et alv,v)=0=|v||ly =0=0v=0,

de sort que

v#0= Jw+u)—J(u) > 0.

L’expression {a(u,v) — l(v)} n'est autre que la dérivée de la fonction J au
point u, appliquée a la fonction v, ce qui explique la caractérisation du mi-
nimum par l'annulation de la "premiere variation” de la fonction J, c’est
pourquoi les relations "a(u,v) — l(v) pour tout v € V7 sont appelées des
équations variationnelles.

Réciproquement, on peut définir le probléme aux limites directement par l'une
des formulations variationnelles (1) ou (2) du théoréme (2.3.1) La pre-
miere difficulté consiste ensuite a démontrer [’existence d’une solution, car
celle-ci me peut étre établie en toute généralité que dans un espace complet,
a savoir la complétion de lespace V' pour sa mnorme (qui est ici l'espace de
Sobolev H} (0,1) ). Si le résultat “abstrait” d’existence est relativement fa-
cile a démontrer(cf. théoréme(2.4.3)), c’est I'étude des espaces complétés qui
est délicate (sur tout en dimension > 2, ot toutes ces idées se généralisent).
Une seconde difficulté consiste a démontrer que la solution ainsi obtenue est
suffisamment réquliére pour étre également une solution au sens "classique”
ot nous l'avons entendu jusque la.

1
La fonctionnelle J(v) = ia(v,v) — l(v) est une fonctionnelle conveze (car

a(v,v) est symétrique).

2.3.2 L’espace vectoriel H} (0,1)

Le lecteur a certainement appris que espace C3([0,1]) muni de sa norme natu-
relle n’est pas de Hilbert. C’est la ou intervient le deuxieme outil fondamental de la
méthode variationnelle : les espaces de Sobolev. Commengons par préciser quelques
notations. Pour 1 < p < 400, on notera LP (]0,1[) [’ensemble des (classes) de

1
fonctions mesurables u sur 0,1 telles que / |u(x)|Pdz < +o0, muni de la norme
0
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On notera aussi LY. (]0,1[) ’ensemble (des classes) de fonctions mesurables u

sur]0,1[ telles que |ulP soit intégrable sur tout compact k C ]0,1[.

Définition 2.3.1. On note H' (0,1) [’ensemble des fonctions u € L*(]0,1[) pour
lesquelles il existe w € L? (]0,1]) tel que
u(za) — u(zy) :/ ’ w(s)ds pour tout w1,z €]0,1].
x1

Il est important que les fonctions de H* (0,1) sont continues sur |0,1[ (avec
l'abus de notation habituel constante a identifier un élément de L*(]0,1[) avec un
de ses représentants) et méme prolongeables continiment a [0,1]. Les fonctions
de H' (0,1) soit aussi dérivables presque partout et u'(t) = w(t) p.p. on notera
dans la suite u' := w, étant entendu que cette fonction u' n'est égale que presque
partout a la dérivée de u. De fagon équivalente, H' (0,1) est I’ensemble des fonctions
absolument continues sur [0,1] telles que leur dérivée presque partout appartiennent
a L?(]0,1]) . On remarquera aussi que l’on peut prendre xi,15 € [0,1] dans la
définition de H' (0,1) et que l’on peut remplacer "pour tout x1, x5 € [0,1]” par il
existe Ty tel que pour tout xo € [0,1]”. On pose alors , pour tout u,v € H' (0,1),

(u,v) = /01 (u'v" + uv) dz (2.4)

et on vérifie aisément que l'on définit ainsi un produit scalaire sur H* (0,1) (aussi
H (0,1) ).

Proposition 2.3.1. L’espace H' (0,1) muni de la norme dérivée du produit scalaire
(2.4) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Passons par :

a) Montrons que u € H' (0,1) se prolonge de fagon continue sur [0,1] et que u
est presque partout dérivable avec u/(x) = v(z) p.p. on notera par la suite
u' = v en gardant a l'esprit que u/(z) n’est que presque partout la dérivée de
u en .
Ceci découle immédiatement de la définition.
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b) Montrons que H!'(0,1) est un espace de Hilbert quand on le munit du
produit scalaire (2.4)

1 1
(uy,us) :/0 ulugdx—i-/o uyupde.

Soit (U, Jnen € H'(0,1) une suite de Cauchy dans H' (0,1). I résulte de
la définition de la norme dans H' (0,1) que les suites (u, )nen €t (U, Jnen
sont de Cauchy dans L?(]0,1[) . Notons u et w leurs limites respectives.
Choisissons alors 27 € [0,1] tel qu’il existe une sous-suite que 'on note
encore (U, Jnen telle que nl_l)I_{looun(Iﬁ = u(xy). Pour tout = € [0,1] et pour

tout n € N, on a
Un (2) = u, (1) +/ ul,(s)ds.
1

Passons a la limite, il vient
u(z) = u(z) +/ w(s)ds,
1

ce qui montre que u € H' (0,1) et que la suite (u, ),eny converge vers u dans
H'(0,1).
En fin observant que, pour tout x € [0,1] et m,n € N, on a

() — ()] < ot (1) — ()| | [ ety () — iy (5)]

1

< (1) = U (21)] + V1 = Oy, — [ 220,17
< un(@1) = wm(21)] + Juy, = uy, 220,17

on obtient donc que toute sous-suite de (u, ),en posseéde une sous-suite qui
converge uniformément vers u sur [0, 1], ce qui implique la convergence uni-
forme de (up, )nen vers u sur [0,1].

]

Proposition 2.3.2. Posons
Hy (0,1)={u e H"(0,1): u(0) = u(1) = 0}.
H} (0,1) est aussi un espace de Hilbert.

Démonstration. Montrons que Hj (0,1) est un espace de Hilbert quand on le munit
du produit scalaire de H! (0,1 ). Montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour u € H} (0,1), on a
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(c’est l'inégalité de Poincaré). Il de coule immédiatement de b) du démonstration
de proposition (2.3.1) que Hg (0,1) est fermé dans H' (0,1) on notant le fait,
établi dans la démonstration de b), que la convergence dans H'(0,1) implique la
convergence uniforme sur [0,1] .
Soit u € H} (0,1). Pour tout x € [0,1], on a u(z) = / lu(t)|dt car u(0) = 0.

0

Utilisons 'inégalité de Hlder, il vient

(@) < [ oty
avec c = (1 —0) = 1. O

2.3.3 Les relations entre les solutions faibles et les solutions
fortes (classiques)

Si u est une solution classique de (P;) alors u € H} (0,1) et, comme on I’a vu plus
haut, u satisfait (2.3) : la solution forte est aussi solution faible. Réciproquement, si
u est solution faible et si on suppose de plus que u € C*([0,1]), par application de
la formule de Green (théoréme 1.5.2), on obtient, pour tout v € Hj (0,1),

/01 f(z)v(x)de = /01 (' ()0 (x) + c(z)u(z)v(x)) dx =
— /01 (—u"(x) + c(z)u(z)) v(x)dz.

C’est-a-dire
/01 (" (2) + e(@)u(z) — F(2)v(@)de =0, Vo e H(0,1).

Si f,c € C([0,1]), alors —u” + cu — f € C([0,1]) puisque, par hypothese, u €
C%([0,1]) . La relation précédente implique dans ce cas —u”(z) + c(z)u(z)v(z)dr =
f(z), Yv €]0,1[. Ainsi, une so- lution faible suffisamment réguliere est solution
classique. Cependant, suivant la régularité des fonctions f et c. la solution faible n’est
pas toujours de classe C? et n’est donc pas toujours solution classique. La formulation
faible correspond donc réellement a une extension du concept de solution par rapport
a la solution classique. Remarquons aussi que la formulation variationnelle a un sens
pour f € L?(]0,1[) et c € L*(]0,1]) , tandis que la formulation classique nécessite
que ces fonctions soient continues.
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2.4 La formulation variationnelle et ’optimisation

2.4.1 Généralités sur les problemes d’optimisation

Un probleme d’optimisation se présente sous la forme suivante : étant donné une
partie U non vide d'un espace vectoriel V' et une fonction J : V — R, il s’agit de
trouver un minimum de la fonction J par rapport a ’ensemble U, c¢’est-a-dire un
élément u qui vérifie

(Py) uelU et J(u)=infJ(v).

vel
Pour la définition du probleme (P,), il est donc suffisant de connaitre la fonction J
sur I’ensemble U, mais dans la pratique, celle-ci est généralement connue sur 1’espace
V' tout entier. Précisons quelques points de terminologie, essentiellement selon la
nature de la fonction J, qu’on a coutume d’appeler fonctionnelle en Optimisation,
et de I'ensemble U. On distingue les problemes sans contraintes lorsque U = V|
et les problemes avec contraintes dans le cas contraire. Parmi les problemes avec
contraintes, un cas tres important dans les applications est celui d’ensembles U de
la forme

U={veV; ¢ <0, 1<i<m’; @i)=0, m'+1<i<m},

les fonctions données ¢; : V. — R, 1 <1 < m, étant appelées les contraintes du
probleme. Si m' = m, ou si m’ = 0, on dit souvent par abus de langage qu’il s’agit
d’un probléme avec "contraintes — inégalités”, ou avec "contraintes — égalités”,
respectivement. En ’absence d’hypotheses supplémentaires sur les fonctions ¢; et
J, notamment en ce qui concerne la convexité et a fortiori la linéarité, le probleme
(P,) associé s’appelle un probléme de programmationnonlinéaire. Puisque I'on peut
toujours remplacer une "contrainte—égalité”, ¢;(v) = 0 par les deux "contraintes—
inégalités” @;(v) < 0 et —¢;(v) < 0, bornons-nous provisoirement & considérer les
seuls problemes avec "contraintes — inégalités”, correspondant par conséquent a
des ensembles U de la forme

U={veV; ¢(v)<0, 1<i<m}

Si les fonctions J et ¢; sont convexes, on dit qu’il s’agit d'un probleme de program-
mation convexe : on notera que l’ensemble U est alors convexe; en effet,

pi(u) <0;  wi(v) <0;
= @i(0u+ (1 - 0)v) < O0pi(u) + (1 — 0)pi(v) <0,
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et une intersection d’ensembles convexes est convexe.

Deux cas particuliers tres importants de la programmation convexe sont ceux de la
programmation quadratique et de la programmation linéaire : dans un probleme
de programmation quadratique, la fonction J est une fonctionnelle quadratique sur

V=R":
1
J:veR"— Jv) = g(Av,v) —(byv), A=ATe€ A,(R),beR",

la matrice A étant supposée définie positive (ce qui entraine la stricte convexité de
la fonction J), et les contraintes ¢; sont affines (donc convexes) :

U={velR" > v <d, 1<i<m}.
j=1
Exemple 2.4.1.
min J(vi, vg, v3) = 303 + 203 + v3 + 4v1vy — V] — Vg — V3;
¢1<U17U27U3) - Ul - 50 S 07

(pQ(UI,UQ,'Us):U1+U2_100§07 (n:m=3)
w3(v1,v9,v3) = V1 + v2 +v3 — 150 < 0.

Dans ce cas

6 4 0
A=| 4 4 0
00 2

A est symétrique et définie positive.
1
etb=1 1
1

Dans un probleme de programmation linéaire, la fonction J est une fonctionnelle
linéaire sur V =R":
n
> av;,
i=1
et ’ensemble U est encore de la forme :

U:{UGRH; Zcijngdi, 1§@§m}

J=1
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Exemple 2.4.2.

min J(vy, vg, v3) = 3v1 + 209 + v3;
©1(v1,v9,v3) = v1 — 50 <0,
o (v1, V9, v3) = v1 + v — 100 < 0, (n=3,m=2).

Remarque 2.2. Si la matrice symétrique intervenant dans la définition d’une fonc-
tionnelle quadratique est seulement positive, cette derniére est encore convexe; il
serait donc concevable d’appeler encore probleme de programmation quadratique le
probléme d’optimisation correspondant. Or, ce faisant, la programmation linéaire
apparaitrait comme un cas particulier de la programmation quadratique, ce qui est
grossierement inexact a bien des égards, a telle enseigne d’ailleurs qu’un chapitre
séparé devra étre spécialement consacré a la programmation linéaire.

Examinons maintenant les questions d’existence et d’unicité de la solution du
probleme (P,). Que l'on soit en dimension finie ou non, 'unicité d’une solution
éventuelle est en général établie indépendamment de I'existence, le plus souvent a
partir de la convexité de ’ensemble U et de la stricte convexité de la fonctionnelle.
Pour ce qui concerne I'existence, commencons par le cas de la dimension finie. Si U
est une partie fermée bornée de V= R" et si la fonction J : R” — R, est continue,
il est clair que le probleme (P) a au moins une solution. En vue d’étendre dans un
premier temps ce résultat au cas d’ensembles U non bornés (notamment lorsque U
V = U = R"), on introduit la notion suivante : une fonction J a valeurs réelles
définie sur un espace vectoriel normé V' est dite coercive si

lim J(v) = +o0.
[[0]ly =00
Théoreme 2.4.1. Soit U une partie non vide fermée de R", et J : R® — R une
fonction continue, coercive, si l’ensemble U est mon borné. Alors il existe au moins
un élément u tel que
(Py) ueU et J(u)=infJ(v).

velU

Démonstration. Soit ug un point quelconque de ’ensemble U. La coercivité de la
fonctionnelle J entraine ’existence d’un nombre r tel que

[o]l > 7 = J(uo) < J(v).

Dans ces conditions, ’ensemble des solutions du probléme (P) coincide avec celui
des solutions du probléme (P?) correspondant a I’ensemble

U=Un{veR":|v|| <r}.

On est donc ramené au cas d’un sous-ensemble non vide (uy € Up), fermé, borné. [
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Remarque 2.3. (1) Le théoréme (2.4.1) fournit une démonstration du théoréme
de projection lorsque l'espace V' est de dimension finie ; il suffit en effet d’in-
troduire la fonction (avec les notations du théoréme précédent) J(v) = [[w—v||
qui est coercive puisque J(v) > ||v|| — [|[w|| Mais ce point de vue fait jouer
un role artificiel a la compacité : la démonstration du théoréme de projec-
tion repose en effet d’une part sur le caractére complet de l'espace et d’autre
part sur la "géométrie” de [’espace, liée a [’existence d’un produit scalaire.
Par contre, l'avantage de la présente démonstration est de s’appliquer a une
norme quelconque.

(2) On notera que, lorsque ’ensemble U est non borné et la fonctionnelle linéaire,
le résultat ci-dessus ne s’applique pas en général.

C’est la compacité qui intervient de facon essentielle dans la démonstration du
théoreme (2.4.1). On peut s’en convaincre autrement par la considération d’une suite
minimisante (uy )x>o0, ¢’est-a-dire une suite de points qui vérifie

up € U pour tout k>0, kEIJPOOJ(uk) = 11]161[fjJ(U)

Cette suite étant nécessairement bornée, puisque la fonctionnelle J est coercive. on
peut extraire une suite (ug ) qui converge vers un élément u € U (I'ensemble U est
fermé).

La fonction J étant continue,

J(w) = lim J(up)= infJ(v),

ce qui fournit une nouvelle preuve de 'existence d’une solution du probleme (P).
C’est d’ailleurs ce type de raisonnement qui permet d’étendre le résultat au cas de
la dimension infinie, avec néanmoins des hypotheses supplémentaires, et essentielles,
de convexité, aussi bien pour la fonctionnelle J que pour '’ensemble U. La démons-
tration reposant sur la compacité ” faible” des parties convexes fermées bornées des
espaces de Hilbert (parties (ii) et (ii7) de la démonstration ci-dessous), nous com-
mengons par la définition suivante : On dit qu’une suite (uy )p>o d’éléments d'un
espace préhilbertien V converge faiblement s’il existe un élément U € V' tel que

lim (v,ux) = (v,u) pour tout veV.
k—-+o0

On notera que, si toute suite qui converge au sens de la norme converge faiblement,
I'inverse n’est pas toujours vrai.

Théoreme 2.4.2. Soit U une partie non vide, convexe, fermée, d’un espace de
Hilbert séparable V', et J : V — R une fonctionnelle convexe, dérivable, coercive si
I’ensemble U est non borné. Alors il existe au moins un élément u tel que

welU et J(u) :325‘](@)'
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Démonstration. (i) Comme dans le cas de la dimension finie (théoréme (2.4.1)),

(i)

la coercivité de la fonctionnelle permet de se ramener au seul cas d'un en-
semble U borné (et encore convexe puisqu’une boule est convexe ; se reporter
a la démonstration du théoreme précité).

Considérons une suite minimisante (ug )g>o :

up, €U pour tout k>0, lim J(u) = ig{fjJ(v),

k—+o00
sans exclure a ce stade 1’éventualité ou in‘f;J(v) = —o0. La suite (uy) étant
vE

bornée (d’apres(z)), montrons qu’on peut en extraire une suite qui converge
faiblement.
Soit C' une constante telle que

lugl] < C pour tout k> 0.

On note pour commencer que, si v est un élément quelconque de I'espace V,
la suite de nombres réels {(v,u )}r>0 est bornée puisque | (v, u )| < CJv]|.
L’espace V' étant supposé séparable, soit (v )g>o un ensemble dénombrable
dense. La suite {(v1,ux)}r>0 étant bornée, on peut en extraire une suite
{(v1,uk, ) }r,>0 convergente; de méme, la suite {(vq, ug, ) }r,>0 étant bornée,
on peut en extraire une suite {(vo, uk, ) }r,>0 convergente, et ainsi de suite.

Considérons la suite "diagonale” (w; );>0, ou w; := wuy,. Par construction,
chaque suite {(vg,u;)}i>0, [ > 0, a une limite, qui est la limite de la suite
{(vg, uy,, ) }i,>0- On va montrer qu’en fait toute suite {(v,u;)};>0, v €V, a
une limite : étant donné un élément quelconque v € V| soit en effet € > 0
donné. Il existe un élément vy tel que ||v — vi|| < ;%. Dans ces conditions,

(v, wy) = (v, wm)| = [(V, W — wp)| < [V, W1 — Wi)| + (V= Vi, Wi — Wiy

€
< vk, wi) = (vg, w)| + >
puisque ||w; — wp|| < ||wi|| + ||wn]] < 2C. Lélément v, étant fixé, la suite
{(vk, w; ) }1>0 converge d’apres ce qui précede ; ¢’est donc une suite de Cauchy.
Par suite, il existe un entier ly = ly(e, vy) tel que

Lk > lo = | (v, wi) — (g, wn)| <

)

NN Q)

et 'assertion est établie.
Définissons une application J : V' — R par

f(v) = lim (v,w;) pour tout v eV.
l—+4o00

o8
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(ii)

(v)

C’est une application linéaire, et continue puisque
[(v,w)| < Cllo|| - pour tout I = |[f(v)] < C|v|.

D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe un élément u € V
tel que f(v) = (v,u) pour tout v; on a donc bien établi la convergence faible
de la suite extraite (w;) = (u;,) vers I'élément w.

Démontrons ensuite que la limite ” faible” u de la suite extraite (w;) appar-
tient a ’ensemble U. Notons P l'opérateur de projection associé a 1’ensemble
convexe fermé U,

w, € U= (Pu—u,w;, — Pu) >0 pour tout entier I.
La convergence faible de la suite (w;) vers I’élément u entraine

lim (Pu — u,w; — Pu) = (Pu—u,u — Pu) = —||u — Pu|* <0,

l—+o00

et doncu € U. On a ainsi établi qu’un ensemble fermé convexe est ” faiblement”
fermé, c’est-a-dire que la limite "faible" d’une suite faiblement convergente de
points d’un tel ensemble lui appartient.

Montrons enfin que la fonctionnelle J vérifie

J(v) < lim inf J(v),

l—+o00

pour toute suite (v;) convergeant faiblement vers un élément v. La fonction
J étant supposée dérivable et convexe, on a en effet

J() + (v J(v), v —v) < J(v) pour tout entier I,
et, par définition de la convergence faible,

lim (v J(v),v),

l—+o00
ce qui établit la propriété annoncée; on 'appelle la faible semi-continuité
inférieure séquentielle de la fonctionnelle J.

Il est maintenant facile de conclure : la limite faible u € U de la suite extraite
(w;) de la suite minimisante (uy) vérifie

J(v) < lim inf J(w;) = lligrn J(uy) = ig{f]J(v).
—+00 v

l—+o00
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2.4.2 Les relations de la formulation variationnelle et 1’op-
timisation

Remarque 2.4. (1) Le théoréme(2.4.2) reste vrai dans les espaces de Banach
réflexifs, dont les espaces de Hilbert (séparables ou non) sont des cas parti-
culiers ; de méme, il reste vrai si on remplace l’hypothése de dérivabilité de
la fonction J par la seule continuité.

(2) La réciproque de la propriété (ii) est vraie (toute suite faiblement convergente
est bornée), mais elle ne peut pas s’établir de fagon élémentaire.

Dans certains cas particuliers, la démonstration de I’existence d’une solution peut
étre notablement simplifiée, en évitant notamment tout recours a la convergence
faible.

Commencons par une définition : étant donné un espace de Hilbert V, une fonction
J :V — R est appelée fonctionnelle quadratique sur V' si elle est de la forme

J(v) = za(v,v) — l(v),

ou a(.,.) : VxV — R est une forme bilinéaire, continue, symétrique (a(u,v) =
a(v,u) pour tout u,v € V) et I : V. — R est une forme linéaire continue. Cette
définition généralise de fagon naturelle celle d’'une fonctionnelle quadratique sur
R™ puisque, grace au théoréme de représentation de Riesz, il existe un opérateur
A € L(v) et un élément b € V, tous deux définis de fagon unique, tels que

a(u,v) = (Au,v) = (u, Av) pour tout wu,v €V,

l(v) = (b,v) pour tout w,v €V,

en désignant par (.,.) le produit scalaire de I'espace V. Le théoréme de projection
et le théoreme de représentation de Riesz permettent alors d’établir simplement
un résultat général d’existence pour des problemes (P,) posés avec de telles fonc-
tionnelles. On notera que le cas U = V correspond exactement a la formulation
variationnelle des problémes aux limites.

Théoreme 2.4.3. Soit
1
J v eV rightarrowJ(v) = 5@(1},1}) —[(v)

une fonctionnelle quadratique sur un espace de Hilbert V. On suppose de plus qu’il
existe un nombre « tel que

a>0 et alv,v)>alv|}, pour tout veV.
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FEtant donné une partie non l’ide, convexe, fermée U de V', il existe un et un seul
élément u vérifiant

(P,) uelU et J(u)=infJ(v).

velU

Cet élément u vérifie également
a(u,v —u) >1l(v—u) pour tout wvevV.

et, réciproquement, si un élément u € V wvérifie les inéquations ci-dessus, c’est la so-
lution du probléme (P). Si U est un sous-espace vectoriel, les inéquations précédentes
sont remplacées par les équations

a(u,v) =1(v) pour tout veV.

Démonstration. La forme bilinéaire a(.,.) est également un produit scalaire sur I’es-
pace V, la norme associée étant équivalente a la norme ||.|| associée au produit
scalaire (.,.) de I'espace V. En effet, les hypotheses faites entrainent :

Vallvll < a(v,v) < y/llallllol]

en désignant par ||a|| la norme (dans l'espace Lo(V,R) de I'application bilinéaire
a(.,.). La forme linéaire | étant donc encore continue pour cette nouvelle norme, le
théoreme de représentation de Riesz montre qu’il existe un élément ¢ € V' et un
seul tel que

[(v) = a(u,v) pour tout wveV.

Par suite, on peut transformer ’expression de la fonctionnelle, en 1’écrivant

J(v) = g a(v,v) —a(e,v) = 5@('0 —c,v—c) — ;a(c, c).

Dans ces conditions, résoudre le probleme (P;) revient a chercher la projection u de
I’élément ¢ sur 1’ensemble U, au sens du produit scalaire af(.,.). D’apres le théoréeme
de projection, il en existe une et une seule, ce qui établit I'existence et 'unicité de la
solution u du probleme (P,). D’apres le méme théoreme, cette solution est également
caractérisée par les inéquations

alu—c,v—u) >0 pour tout wveU.
ou par les équations
a(u—c,v) =0 pour tout wveU.

si U est un sous-espace vectoriel, relations qui coincident avec celles de 1'énoncé
puisque a(c,v) = f(v) pour tout v € V. O
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Remarque 2.5. (1) Un usage essentiel de la symétrie de la forme bilinéaire a été
fait, d’une part, pour conclure que ’expression af.,.). est un produit scalaire,
d’autre part, pour écrire la nouvelle expression de la fonctionnelle.

(2) Les inéquations a(u,v —u) > l(v —u) sont un cas particulier des inéquations
d’Euler J'(u)(v —w) > 0 appliquées a la fonctionnelle J, de dérivée donnée
par

J (u)v = a(u,v) —(v) pour tout veV.
Une observation analogue (et pour cause...) a été faite a propos du théoréme
de projection.

(3) On a indiqué aux paragraphe 2.3 les raisons pour lesquelles les relations
a(u,v) = l(v) sont des équations "variationnelles” ; c’est dans le méme es-
prit que les relations "a(u,v —u) > (v — u) pour tout v € U” sont appelées

des inéquations variationnelles.
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2.5 Conclusion

Nous avons transformé un probléme aux limites a un probléeme d’optimisation.
Remarquons que cette étude est une introduction a la méthode des éléments finis.
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Chapitre 3

Résolution d’un probleme
quadratique non convexe et sous
contraintes linéaires
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3.1. INTRODUCTION

Le résultat du chapitre précédent est la possibilité de changer un probléeme aux
limites a un probléeme d’optimisation quadratique, et parmi les méthodes de la pro-
grammation quadratique nous avons choisi la méthode qui est présentée dans [7].
Cette méthode permet de rechercher un maximum d’une fonction concave ou mini-
mum d’une fonction convexe, elle basée sur la projection orthogonale sur les convexes
fermés, elle est importante et efficace comme algorithme.

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre consiste a trouver la solution exacte d’un probleme de
programmation quadratique avec des contraintes linéaires et une fonction objectif
quadratique écrite sous sa forme canonique.

Cette étude décrit une nouvelle méthode basée sur la décomposition de la fonction
objectif en une somme de deux fonctions I'une convexe et I’autre concave ; un nouvel
ensemble réalisable est construit par une transformation homographique, de telle
sorte que la projection du point critique de la fonction objectif sur cet ensemble,
donne la solution exacte du probleme étudié.

Notons qu’on n’a pas besoin de transformer le probleme quadratique en un équivalent
linéaire comme dans les méthodes numériques ; la méthode est purement analytique
et évite le choix de la solution initiale.

La technique est simple et nous permet de trouver les coefficients de la fonction
convexe lors du passage d’un sommet a un sommet voisin.

Le théoreme fournis reste valable pour un domaine convexe fermé et borné; il peut
étre appliqué a un grand nombre de problemes d’optimisation.

Les résultats obtenus sont d'une grande importance pour la résolution des cas de
programmation séparable.

On a I'exemple suivant :

max J(vy,v2) = vy + Hvg — vi — v

U1+2U2—8§0
3U1+U2—9§0
v, v >0

(P)

La méthode utilisée pour résoudre ce probleme nécessite au moins dix variables.
Dans la méthode présentée dans cette these, sans ajouter de variable, la solution
exacte est atteinte dans la premiere tentative. Cette technique analytique détermine
la solution optimale exacte du probléme. Il est a mentionner ici que la méthode est
générale pour n’importe quel probleme d’optimisation quadratique.

Le principe de cette technique est de projeter le point critique sur un nouveau
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convexe construit a partir de ’ensemble des solutions réalisables.

Un second ingrédient est I’étude de la fonction convexe. Les solutions optimales sont
des points extrémes qui sont toujours des sommets. Donc il est seulement nécessaire
de se déplacer d'un sommet a un autre et de choisir le sommet qui produit la solution
optimale.

En se déplagant d’un sommet a 'un de ses voisins, la forme de la fonction convexe
change et de nouveaux termes contenant le double produit apparaissent ; alors une
technique simple a programmer, calcule ces coefficients est présentée.

Enfin un exemple illustratif de la méthode est traité.
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3.2. DECOMPOSITION DE LA FONCTION OBJECTIF

3.2 Décomposition de la fonction objectif

Considérons le probleme suivant :
J() =20 v 4+ D00 Vi iy
(P) { ) : a1 T (3.1)

el ()

ouU={veR":v>0 et Ax <b}, Aunematrice m Xn et bun vecteur de R7.
Il est facile de voir qu’on peut se restreindre a 1’étude du cas suivant

J(v) = Z v; + Biv?,
i=1

ou les coefficients a; et §; sont des réels quelconques, et la fonction J(v) n’est ni
convexe 1l concave.
Commencons par voir comment optimiser la fonction J(v)
Pour cela, soit ¢(v) = 37 (v + B;v?) , ol la somme porte sur tous les indices i
pour 3; < 0; et ¥(v) = X0 (oyv; + Bv?) , ol la somme porte sur tous les indices i
pour f3; > 0.
Apres décomposition, la fonction J(v) devient comme suit :
!
J(v) = o) +(v?) tel que v= <1}2> :
Nous allons commencer par étudier la fonction concave ¢(v).

Nous donnons ici la solution optimale exacte en projetant le point critique v* =
(55)1 sur un nouveau convexe U’. Si le point critique v* est a I'intérieur du convexe
U , alors la solution optimale se trouve exactement en ce point (car on remarque que
si on suppose que le minimum local existe, J est localement bornée donc bornée sur
le fermé U, et par suite elle est continue). Sinon, la projection directe du point v*
sur U donne seulement une solution approchée comme le font les autres méthodes
(voir Exemple 3.3.2).
Nous montrons dans le théoréme 3.3.1, que rlr)leagigo(v) = ¢(7), ou U est la projection

du point sur le convexe U’.
Soit U € R™ — U’ C R™ I'application qui transforme le convexe U en un convexe

’

U.

T(v)=Av, A= (\/—ﬁl, v \/—ﬁi) n’est pas nulle, parce que les §; < 0 pour tout
1. Alors elle est conforme.
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3.3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE ¢

3.3 Optimisation de la fonction concave ¢

Soit U un ensemble convexe fermé borné de R". Posons :
e(v) =20, (v + Biv?) o €R, B, <0, pour tout i

v*Z(vf)i:(ng)i; w*:(w;ﬁ)’:( /- >z

24/ —Bi

w=(w)i= (Vs )i maxe() = o) v = (@)ie U

Théoréme 3.3.1. I existe un ensemble convexe fermé borné U’ de R™ , et un vec-
teur wy = (wo; )€ U’ , tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

1. mea[}cgo(v) = o(v*) — [Jw* —wo||*;  (Propriété 1)

2. ||lw* —wo|| = 1161(fj||w* —wol|;  (Propriété 2)

Wo; .. .
3. ;= —2 pour touti,i=1,2,..n.; (Propriété 3)

N

Démonstration. Pour tout v € U, soit
Api = (o] + Bivf?) — (auvi + Biv}). Alors

. N
Ap; = (;g’)z + B (25;)1, — a;v; — Biv}

N2
- _ﬁi (Ui + 2511)
= —Bi (v + v} ).
Mais @(v") — p(v) = XL Ap;
p(v*) = p(v) = XLy =B (vi — vf )? 5 pour tout v € U,
Par conséquent, 12[f] (p(v*) —@(v)) = 125( m =B (v — v )?),
peut étre écrite sous la forme suivante :
plv) = mapsp(o) = inf S, (VB (v 07 ) )2 = inf S (wf — w)®

velU’
Soit

U/ = {w == (wz)z & R™ : Ww; = \/—51"(%, v = (Uz)z € U},
parce que
inf » (w; — w)? = |w* —wpl|?, wy e U
vel’ =1

Alors, ma[;(go(v) = p(v*) — ||[w* — wpl|?, d’ott la propriété (1).
vE

inngw* —w|* = ||w* —wpl|?., alors ||w* — wp||* < ||Jw* — w||* pour tout w € U’.
IS

Ceci implique que ||w* — wyl|| < ||w* — w]| pour tout w € U'.
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3.3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE ¢

Nous avons par conséquent ||w* — wyl| < inéle* —w||.
vE
Puisque w € U’ alors;;
|w* —wp|| > inf ||w* —w]||.; Donc ||w* —wp|| = inf ||w* —w]|. D’ou la propriété (2).
vel’ vel’

Le vecteur wy est la projection du vecteur w* sur le nouveau convexe U’.
Nous avons

maxo(v) = ¢(v) = p(v*) = [w” = wol’

= p(v") — q}glszil (w;‘ - \/_—sz)?
= o(0")  inf (v — i)

Dot la propriété (3). O

Remarque 3.1. Siv* € U alors 12(f] S =B (v —v)? =0 et meagcgo(v) = p(v*).

La transformation 7" : U C R — U’ € R", qui pour tout v € U , associe

T(v)=Av, A= (\/—61, vy \/—BZ-) a comme matrice Jacobeenne.

V=B 0 - 0

P

Son déterminant est II ;+/—p3; # 0. Donc elle est conforme.

Remarque 3.2. Le convexe U est borné. On peut se restreindre au cas o; > 0 pour
tout 1.
En effet, supposons que nous avons a;v; + Biv? avec a; < 0.
Soit maxv; = of, w; =09 —v; > 0.
Par conséquent
;V; + ﬁz’UZZ = o;V; + ﬁﬂ)? — azéf + 041(5:(

= B} + (i — 2867 Jwi + i} + B0}
= fByw; + ajw; + K,

o o = —a; —2B:6F >0 et K; = ;0f + B:0;2
Par conséquent, il suffit de remplacer : v; par 6f — w;, et qv; + Bv? par fiw? +
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3.3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE ¢

Exemple 3.3.1.
v1,v2 > 0

3U1—|—U2—9§0
U1+2’U2—8§0

2 2
1V

max ¢(vy, v9) = vy + Hvg — v

Dans ce cas 5y = 8o = —1, donc U = U'.

0J .5
871}1(,0177]2) =5—2un :O:>’U1 — 5’
oJ 5
87)2 (U17U2) V2 E U, 5
. .. 55 ‘ \ 5
Le point critique v = (2, 2) n’appariant pas a U, parce que 3 x 5t 9=1>0,
* —b
@:PU(U*) :U*_wa 011@:(3,1), b=09.
a

5 5
(v*, a) =5 x3+5x1=10, |al|* = 10.

v= (; ;)—110(3, 1) = (2.2,2.4).

max_p(vy,v9) = ¢(T) = 12, 40.
(v1,02)€U

Ici
U={(v;,15) €ER*/ 3v;4+v,-9<0, v +20,—-8<0, v >0, wv>0}L

Exemple 3.3.2.

v>0
3U1+21}2§6

max ¢(vy, vg) = vy + 8uy — vi — 203

Dans ce cas B = —1, By = =2 donc U # U’.

oJ .5

871}1(1)1702) - 5—21}1 :O:>v1 — 5’

oJ

5o (U102) =8 =4y =0 = 0] = 2.
2
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3.3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE ¢

5 5
Le point critique v* = (2, 2) n’appariant pas a U, parce que 3 X 3 +2.2 > 6,
(v*,a) —b

@:PU/(’U*):/U*_WG 0/&@:(372)7 b:6
a

5 23
(v*,a)zi ><3+2><2:?, al|* = 13.

5 11 5 33 11 16 15
U:<72)_ (372):<_72_>:(7)
2 2x13 2 26 13 13" 13

2
U:{<w1,w2) ERQ/ 3w+ —=wy <6, w; >0, we ZO}

V2
De plus w* = <;, 2\/§>

La projection de ce point sur U' donne le point suivant wy :

3 _ 3 3
wo = (1, \/§> =T = (1, 2) et (I}}l)ié}égﬁ(v) = (1, 2) = 11, 500.

16 15 16 15
Not [ jection d nt v* d [ mt (—,-—), et —, — | =
110 20(;175 que la projection du point v* sur U donne le poin (13, 13), et (13, 13)

. )
FEvdemment (m)aégo(v) <p*) = (2, 2) = 14, 250.
v)E

16 15
Le point <13, 13) de l’ensemble convexe U est le plus proche point du point critique
v*, mais il n’est pas la solution optimale de .

Exemple 3.3.3.

U1, V2,03 2> 0

v 4 3vy < 18
v+ vy +v3 <8
201 + v + 203 < 14

max J (v, vg, v3) = 201 + 3vg + 3vg + v? + 202 — v3

Nous avons o(vs) = 3vs — v3,
3
le point critique est v* = — et maxp(vs) = (=) = —.
p q 5 ¢ maxp(vs) = ¢(5) = 7
D’autre part 1(vy, ve) = 201 + 3vg + v} + 203.
Y est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extréme (sommet

de U).

max _1(vy,ve) = 1(0,6) = 90

(v1,v2)€U?
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(d’aprés Uénumération des sommets voir l'annexe). Mais

< .
DT (0) < o) g l)

Par conséquent
max J(v) < 92, 25.

Aussi (0,6, 3) eU,

3
J (0,6, 5) < maxJ(v).

vel
Alors 5
rgleal}(J(v) = J(0,6, 5) =92, 25.

Remarque 3.3. Si nous posons

P(v) = Z (ayvi + Biv?),

Bi>0
alors
P") — () = Zn: —Bi(vi —v;)® pour tout wv €U,
et - .
V(") — maxu(v) = —max S(/B0f = B
Donc

mapkw(v) = $(0) D (807 — /B

Soit w* = (w}); = (204\/@)1 et w = (wo); = (VBvi):-

Notons que wqy est le point le plus éloigné du convexe

U={weR": wi:\/givi, v=(v;); € U}.
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3.4 Maximisation de la fonction convexe v

On sait que le maximum de 9 est atteint en un sommet du polyedre. le principe
de logicielle est de commencer par un sommet, et de passer a un autre sommet voisin
meilleur.

3.4.1 La nouvelle forme de la fonction v

Calculons les nouveaux coefficients o, 8 de la fonction 1, lors du passage d'un
sommet a un sommet voisin.
Soit 7p 'indice du vecteur sortant, et jy celui du vecteur entrant.
De la colonne du pivot, nous avons

_ Vo _ iog
Vjp = > v;.

Giojo  j£5, Fiodo

i ,
Posons 6y = —, par conséquent
0Jo
1
Ujo = 90 — Z Taiojvj.
g#do %iodo
Ici
Oy | 1 L
vio =00 | 1= D 7, LiodVi | -
J#jo 70
Par conséquent
62 2

92
UJQ-O = 9(2) + 7[)2 (Z aiojvj>2 + b 0 Z aiojvj.
10

J#Jo 10 j#jo

La valeur de la fonction devient donce

1/1(7}) = QjyVj, + ﬁjovjz'o + Z (ajvj + 612}]2')
J#Jo

2 i
Nous remplagons a;,v;, + 3,05, par sa valeur :

2 2
¢<’U) = AO+Z (aj _ (azj)'oeo + 25[)]09(2)) aioj) Uj+z 5]-1]]2 -+ 6]'0 <§0> (Z aiojv]) N

J#jo i0 i J#jo i0 J#jo
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3.4. MAXIMISATION DE LA FONCTION CONVEXE %

s _ 2. 4l
Ou Ag = aj,vj, + B5,v3,; mais

2
(Z CLin’Uj) = Z (aiok)Q Uz + 2 Z Zaiojaiokvjvk,
J#Jo k#jo J#jo

k#j

k#jo

donc

0o 28,02 0
Y(©) = Do+ Ty = (5 =+ . #)tioj Vs + 3o (B + 5]‘0(170
10 70 10
)
2/6]0([)70)22 Ek:;i;éjo Z Q5 Aio kU Uk -
20 ]
k#jjo

Nous obtenons la forme des coefficients pour la premiere phase

Qo i . . .
Oz;':aj_<ajo+25j090> st JFdo el 0490:0

10Jo

Bjo (aioj)z

(aiojo ) 27

fo L
Vii = ﬁjO(F>2ai()jaioi pourj #i, J#jo, tFJjo €t Vi = Vijo = Vi =0,
10

B = B + si j#jo et B, =0

La forme de la fonction devient alors

/ /2
W) = Do+ Y ajui+ D Bl +2 > v
J#Jo J#Jo J#Jo
i#]
i7#30

Méthode pour calculer I'expression 3, >, v;iv;v;.

I’expression

2 E E Qg Qi VU5
J#70
i#]
i7#J0

)*(aiyg)?) 07 +

Vi=1,2,..

avec a;yj,ai,; = 0 Vj = 1,2, ... peut étre calculée de la maniere suivante : le produit
cartésien de I'ensemble {a; ;} excluant la diagonale et la ligne du pivot, en utilisant
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3.4. MAXIMISATION DE LA FONCTION CONVEXE %

la table 1. L’expression 3_; 3~; 7;iv;v; est équivalente a I'expression suivante :

b; 1 1
— Y (Wiog +Vigo) Vi D iog (Viaj + Vigo) Vim——— D D igj (Yigo + Vjoi) Vi,
0o j#jo 0o j#jo 030 ijo i#j
J#jo
d’ou la nouvelle forme des coefficients pour n’importe quelle phase : a;- = a; —
Aioj b; . . .
(aj, +2B5,00) —% + —— (Vjoj + Viso) 51 JF#jo et af, =0 sinon
6 ( iojc32 t0Jjo
(g 1 o ) .
B = pB; + Z; ‘0§2 — iy, (fyjoj + Yijo ),sz Jj#jo et B =0 sinon
20J0 20J0
Vi = Vi — ali(” (Vioq + Vido )
i 7/0.7.0

pour i # j, j # Jo, © # Jo €t Vi = Vijo = Vi = 0, Vi = 1,2,... ou v =
fo

5j0(b7')2aiojaioi'
0

Remarque 3.4. Généralement vi; # vji, mais v; # Vj;-

Vi st pris a partir du tableau du produit cartésien de la ligne du pivot multipliée

par B, ($0)2
0
Tablel. Calcul des valeurs de w*
Qg1 Qg1 Qigig Qign4+m
Q51 0 Q51 Aip2 V1U2 0 Q51 Ajgntm V1Unim
(g2 Ajp2 (jg1 VU1 0 0 @302 Gigntm V2Vnim
0 0
0] O
@iy jo 0 0 00| 0O [O0]0]O 0
0 |0
0 0
0 0
Gignt+m | Qigntm Figl VUntm1 0 0 0

Exemple 3.4.1. Soit le probléme quadratique suivant (standardisé) :

V1, Vo, v3 > 0
—v1+v+v3=3
v — Uy +v4 =06
V] + 209 +v5 = 12

max ¥(v) = vy + 2vg + v? + 3v3
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3.4. MAXIMISATION DE LA FONCTION CONVEXE %

La fonction est )(v) = vy + 20y + v + 3v3 + 0.

Nous passerons du point extréme (0,0,0) au second (6,0,0).

La table2.1 contient les valeurs initiales de a et (3, prises du probléme (P) et nous
calculons les valeurs de 0, A a l'aide des expressions :

by
0iy = E}L%{Ejj}’ Aj = a;t; + 5,05,
6 12 3 12
0, :min{oo,I,T} = 6; 0 :min{IvoOa?} =3

= 0,, =0,=3; 1i9=2; w4 estla variable qui sort de la base.

Al =a10+ 5107 =1x6+1x(6)>=6+ 36 =42

Ay = ol + o3 =2 x3+3 % (3)>?=6+27=33

Aj, = min{A;, Ay} = max{42,33} = 42 = jo = 1 = 21 est la variable entrante.
Posons u = u + Aj; w = 0+ 42 qui est la valeur de la fonction objectif a cette
itération.

Le pivot est alors a;,j, = ;.

On va calculer les nouveauz coefficients de la fonction objectif o, 3',~, les nouvelles
valeurs de la matrice A , les nouvelles valeurs du vecteur des ressources et donc la
nouvelle solution de base.

b; 6
80 — L =-= 6
Qigjo 1
/ iy g bio /
o = aj — (ajy + 2B;5,60) + (YVjoj + Vi) €t i =0

10J0 10J0

Table 2.1 : valeurs initialise de o, 3,60, A.

V1 | U2 | U3 | Vs | Us

1121000 a
1131000 B
6| 3 0
42| 38 A

-1 11 1]10] 0| v3=3

1 |-110]1] 0] vy=6

112100 1]vs=12

Table 2.2 : calcul de 73,
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3.4. MAXIMISATION DE LA FONCTION CONVEXE %

11-110| 110
110010010
1101 0|0]-1]|0
0101010010
110(-110|010
0(0|0|0|0|0

La table 2.2 contient le produit cartésien de l'ensemble {a;,j}; = {1,—1,0,1,0} ex-
cluant la diagonale et la ligne du pivot( iy est indice de la variable sortante; jo
est lindice de la variable entrante; on commence par mettre a des zéros dans la
diagonale, dans la ligne et la colonne du pivot).

Appliquons la formule de calcul des v;; des variables hors bases :

. 0o
Yij = aiojaioiﬂjo(F)Q

10

ot by b 6
60 — t0 — 72 = — = 6
Q450 21 1
* 90 2 6 2 * * / *
Vo4 = a24a2261(g) = (—1) x <6> X1=—1 7l =145 Yoa =24 —0 parce que
-1
a21
Bl(aQQ)Z 1 x (——1)2
b= By + =3+ ——7 =4
oy = g — (o +2B100) 2 =0— (1+2x 1 x6) x T =2+ (13)= 13
21
Br(ags)? 1 x (1)
= B, + =04+ =1
Ry 1
ahL, =15, o), =-13, py=4, n =1,
0oy 6\ 2
Voa = 61(17) A2a099 = (1) X (6) x1x(=1)=-1
2
%oy 6\ 2
Ya2 = 61([)7) 99094 = (].) X (6) X (-1) x1=-1.
2
Ict nous avons Yoq = Yao = —1 €t Yo VoV + Y42U4Vy = —2Vs0y4.
La fonction devient 1 (v) = 15vy — 13v4 + 403 + v — 20904 + 42.
Calculons les valeurs des by, by, by avec l’expression b, = b; — ijo bi,
10J0
a1 —1 b; by .
b =b— —by=3——x6=9, by=0=—"=-—"=-=6 =2
1 1 tor 2 1 ) 2 0 oo o1 1 CC”'(ZO )7

1
W= by — 2py =12 — ~ x 6 =6.
921 1
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Qijo

Calculons les coefficients a;; avec a;j = Qjj — — ;.
1070 1
ai a1l -
! _ _ !/ _ —
a1 = a11 — 7&21 =-1- (—1) = 0, A9 = Q12 — ?agg =1- T(—l) = 0,
21 21
a1 —1 a1 -1
CL/13:CL13—76L23:—1—7XO:1, CL/14:CL14—76L24:O—7X1:1,
a921 1 921 1
a1 —1
a’15:a15——a25:()—— x 0=0.
921 1
Pour iy = 2 on appliqué la formule a) ; = Tiog
0 ioJ Ny
i0jo
,_CL21_1 ,_6122_—1__1 ,_GQS_Q_O ,_a24_1_
gy = — = 1, Gy = -1 ) %3—7—1—7 Aoy = -1
21 21 21 21
I
ags 0
921 1
a3y asy 1
/ / !/
CL31:CL31—7CL21:1—1:0, (I32:CL32—7(122:2—*X(—1):3, Asz3 =
asy . a1 1
a3y asy
a33—7a23:0—*><0:0, ag4:a34——a24:()—7><1:—1, ag5:
ao1 1 a921 1
asy 1
a35——a25:1—7><():

a
Table 3’211 : caleul des valeurs de o, 3,60, A pour la deuzriéme phase.
U1 Vg | U3 Vg Us
0115 0 |-13| 0

0

(6%

0 4 0] 1 3
2 6 0
46 42 A
01 0 1] 1 ]0]v=9
11110 1]0]wv=

0| 3|0| -1|1|vs=6

Table 3.2 : calcul de 7y}

0|30]|-1| 1
010(0[0 0] 0
3101010 0|0
01010[0 0] 0
1101010 0 |-1
110(0|0|-1|0

—20 31 7 2
La fonction devient ¢(v) = 3 VT gl + §vi + §v§ — gUats + 88.

Pour passer au point extréme suivant (8,2,0), la table 3.1 donne les nouvelles va-
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leurs de a, 3,0, A.

La table 3.2 contient le produit cartésien de l’ensemble (a;;) = (0, 3,0, —11) excluant

: 2\ 2 4

la diagonale et la ligne du pivot. vi, = vis = (—1) X (f’) =(-1)x (3) x1= ~5
A s i0Jo } .

donc ygs = —= — — [Yo5 + Y52] = ~9 parce que Yo5 = Y52 = 0 dans [’expression

précédente de 1 ;

4 ass 4 1 2 4 2 4
V54 97 3 (V24 + 7a2) 973 [ ] 379 ¢ Va5 9 el Ys4
nous constatons que Y5 # Ysa  MALS  Yis = Viy-
4 2
V45V4V5 + V54V504 = gl + gVals = —Vavs;
6 31 6 20
ay =—13—(15+2x 2 x 4) %"‘* (V21 +7a2) = —13—3(_1”'5(_1_1) =3
31 6 31 6 31
/:0—( = =——1)+=(0) = ——;
% 3)(11354‘3(7254"752) 43()"'3(1) 3 L
= 14+—-a?,—= =1+-x(=1)—=x(-D)x(=1-1) =14+-—= = —;
B g% 36134(724+742) 9 (—1) 3 (=1)x( ) +49 3 27
By =0 = gads — ass (a5 +%52),  mais Y35 =752 =0, done fy= (1) =
1

Ici ygs = y50 = 9

Passage au point extréme suivant (2,5,9)

La table 4.2 contient le produit cartésien de l'ensemble (a;,; = (0,0,1,1,0)) excluant
la diagonale et la ligne du pivot 35 = i3 = 0;

4 2 2

a3 a1y
d :O—i = —— (— — = -, :O—i :07
ONC Y35 1 (a5 + V54) 1 9 + 9 9 Y53 1 (743 + Y34)

parce que Y43 = Y34 = 0 dans 'expression précédente de v et ays = 0.

Notons que v35 = = et 735 = 0 donc v35 # ¥35-

20 7 a13 9 20 9 22
az =0 gl(SQ‘g 2x9x 9> 9T T (Va3 +’7342))1: —2(03 + 14) (1) + I(O;O: BER
Q15

R (et 14> = :——( 14) 0)+9 (— 14) 0
a 3 (3+ 1+1(745+754) 3 3+ (0)+9x 3+ (0)+
( ISR

) % 1 s 1 7 7
ﬂé:()—{—gxwx(a13)2_1a15(743+’y‘54):§><(1):§,

4 7 1 4 7 4
/: — — 2—7 _ = - 0: -.
s 9+9(CL15) 1a15(’745+754) 9+9>< 9

Table 4.1 : calcul des valeurs de «, 3,0, A pour la troisiéme phase.
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V1 | U2 | U3 V4 Vs
IR 30 M
9 9
9 6 0
3 | -40 A
0| 0] 1 1 0 |vs=9
11010 gl % v =8
01 1]0] —3 3 |v=2
Table 4.2 : calcul de 735
00110
0100000
0100|000
110(0(0]0|0
110(0(0]0|0
0100000

La table 4.1 donne les nouvelles valeurs de ., 3,6, A.

37 7 4 2
La forme finale de la fonction devient : ¢ (v) = —3/03—?U5+§U§+§U§+§U3U5+9l.
Passage au point extréme suivant
La table 5.1 donne les nouvelles valeurs de «, 3,0, A.

Tous les A < 0 stop. La derniére valeur de 1(v) est la solution optimale.

Table 5.1 : calcul des valeurs de a, 5,0, A pour la derniere phase

V1 | V2 V3 V4 Vs
010 -2]10]-%] «o
010 § 0] 3 i
9 6 0
-3 581 A
0o 1 [1] 0 [v=9
110l -210] 5 [uu=2
01 1] 5 |0] 5 |vu=5

Remarque 3.5. Nous utilisons la méme technique pour calculer les nouveauz coef-
ficients de J lors du passage d’un point extréme d un point extréme voisin.
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3.5 L’algorithme

Notons par Z la valeur de la fonction objectif; elle est initialisée a 0 ;
7i; sont les coefficients des termes v;v; initialisés a 0.

I. Si B; =0 pour tout 1 <7 < n. On applique I'algorithme du simplexe.

I1. SiB; > 0 pour tout 1 <7 < n. et a; quelconque, alors deux cas sont possibles :

a) Si ag; < 0 pour tout 1 < k < met 1 < i < n alors on s’arréte : ce
programme n’admet pas d’optimum.

b) S’il existe k et i tel que ag; > 0 on suit les étapes suivantes :

ii.
1ii.

iv.

vi.
vii.
Viii.

iX.

xi.

Xii.

xiii.

Xiv.

b
Calculer §; = min{—k} pour tous les k tel que ag; > 0; Choisir i tel
ALy Qkj

bi
que §; = —-, x;,, est alors vecteur sortant;
0]

Si ax; < 0 pour tous les k alors 6 = +00;
Calculer A; = a;6; + ;67 ;
Choisir Aj; = maxA;;
J
Si Aj, = +oo alors on s’arréte : ce programme n’admet pas un opti-
mum ;
Si Aj, <0 alors on s’arréte : ce programme est optimal ;

Poser z =2 + A,

Jo» (Jo est I'indice du vecteur entrant);

Remplacer z;, par x;,, dans la base et prendre a;,;, comme pivot ;
Gioj iy

10J0

Calculer a; = o — (o, + 255,600) — (Vios + Vijo) i
20J0
Poser o, = 0;

B
Calculer 8 = f; + @ ?0)2 = ——aig; (Yjos + Vido )3
10J0 10J0
Poser 3 = 0;
00 A4
Calculer v}, = Bjo(bf)Qaiojaioz - .O.J (Yjoi + Yijo):
70 20J0

Poser 7;,i = 7ijo = 7 = 0 pour tout ¢;
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XV.

XVi.

XVil.

XVviii.

XixX.

.
! 170 o . .o
Calculer aj; = a;; — ——a;y;, si ¢ %y ;
20J0
, Qjj .. .
Calculer b, = b; — —=b;,, si © # ip;
i0j0
a/. .
Calculer aj ; = —%;
Wigjo
Calculer b, = —;
Qigjo

Recommencer a partir de I1.
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3.6 Conclusion

Ce chapitre du mémoire a été ’'occasion de présenter un cadre général de la pro-
grammation quadratique. Ce cadre a ensuite donné lieu a la présentation détaillée
de la méthode de résolution des problemes quadratiques a fonction objectif convexe
Ol non convexe.

Nous avons présenté certaines méthodes de calcul de la solution optimale en pro-
grammation quadratique.

Les problemes des flots en réseau a cofit minimum peuvent étre modélisés par des
fonctions quadratiques. Parmi les problemes classiques associés a cette formulation
on peut citer : I’équilibre du trafic en réseaux de communication (de trafic urbain,
télécommunication), le routage en réseau, l'affectation du trafic, les problemes de
classification.

Les algorithmes de résolution des problemes d’optimisation quadratiques sont tres
complexes et tres lourds a mettre en ceuvre pour les problemes de grande taille ou
pour la résolution en temps réel.

En développant plusieurs exemples a ’aide de notre méthode, nous avons montré la
simplicité des calculs et surtout la précision des résultats obtenus apres un nombre
d’itérations tres limitées.

Nous avons explicité les conditions d’utilisation de la méthode en démontrant exis-
tence de solutions et les techniques permettant de les calculer :

a) Apres la décomposition de la fonction objectif en deux fonctions, 'une concave
¢ ; et Pautre convexe 1 ; si le point critique appartient & U(ensemble des so-
lutions réalisables), la solution optimale de J est la solution optimale de .

b) Si le point critique n’appartient pas a U alors la solution optimale de J, est la
projection du point critique sur U’(nouveau convexe obtenu par la translation

T).
¢) L’extrémum de la fonction convexe 1 est un sommet.

d) Nous avons aussi donné la technique de calcul de la valeur de la fonction v
lors du passage d’un sommet a un sommet voisin.

e) En passant d’'un sommet & un sommet voisin, le double produit apparait
dans 'expression de la fonction, et ceci nécessite une technique pour le cal-
culer. Le théoreme reste valable si le convexe U est remplacé par un convexe
fermé et borné R™, il permet de résoudre les problemes quadratiques dont les
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3.6. CONCLUSION

contraintes ne sont pas nécessairement linéaires.

f) Contrairement aux autres méthodes analytiques donnant la solution exacte
en passant par le processus de linéarisation ou les méthodes numériques four-
nissant des solutions approchées.

D’un point de vu algorithmique, notons que la recherche de la solution est simple
et dispense des lourds calculs tels les conditions de Kuhn, du lagrangien et autre
matrice hesienne.

Les travaux présentés dans ce mémoire permettent de traiter toutes les situations
modélisables sous forme de problemes de programmation quadratique.
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Conclusion générale

Pour commencer 1’étude sur les problemes aux limites, nous devons d’abord
assurer l'existence et I'unicité de la solution. En utilisant le théoreme de Lax-Milgram
nous avons pu les prouver sous des conditions spécifiques, ce qui est plus que suffisant
pour commencer I’étude sur les probléemes aux limites.

A partir d’un probléme aux limites de Dirichlet de dimension un, et par des étapes
simples (intégration par partie,...), nous avons obtenu un probléme d’optimisation
quadratique. Cependant, nous avons rencontré deux difficultés :

1. les solutions obtenues a partir de la formulation variationnelle sont des solu-
tions faibles.

2. 'espace vectoriel de toutes les solutions possibles n’est pas nécessairement un
espace de Hilbert.

Pour la premiere difficulté, nous avons examiné la possibilité qu’une solution
faible soit également une solution forte. Et pour la deuxieme difficulté, nous défi-
nissons un produit scalaire, ensuite, nous limitons le domaine de la recherche en
H(0,1), ce qu'on a déja prouvé qu’il est complet, donc un espace de Hilbert.

Enfin, nous avons transformé un probleme aux limites completement a un pro-
bleme d’optimisation quadratique. Dans le dernier chapitre, nous avons étudié de
maniere plus détaillée un modele parmi les modeles des problemes résultant de la
formulation variationnelle, ceci regroupe tous les problemes d’optimisation quadra-
tiques non convexes et sous contraintes linéaires.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 A. Enumération des sommets

4.1.1 Implémentation du logiciel

Pour son implémentation nous avons utiliser logiciel MATLAB.
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4.1. A. ENUMERATION DES SOMMETS

/| Nouveau do e .
Fichier Edition Format Affichage 7

=
ek

Enumération des sommets

:12304010; 312000 1];
0]

n=4;
C=combntns(1:n+m,m);
CcC=size(C);
nb_combinaison=CC(1);
f_bar=0;
for i=l:nb_combinaison
B=zeros(m);
for j=1l:m o
B(:,J)=A(:,c(i,30);
end
if (det(B)~=0 & inv(B)*b>=0)
invBb=inv(B)*b;
x=zeros(rn+m,1);
for j=1: m
x(C(i,3))=invBb(j);
f=c"#x+0. 5%x " *Q¥x;
else
f= -1Inf;
end
if £ = f_bar
¥_bar=x;
f_bar=f;
end
end

disp('max c*x+x *Q*x such that A*x=b, x>=0 ou');
disp('a =");

dispC".b =)

isp(’.b =");

b P

disp(’,Q =");

Q

disp('et c =");

c

disp('La solution est x_bar = °);

x_bar
disp("et f(x_bar) ");
ar

disp('porbléme guadratiques convexes sous la forme canonique :°

0: 0]:
0200000; 0030000;0007000;0000000; 0000000300000 D0 0];

bH

Pl

FIGURE 4.1 — Le programme de la méthode
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\TLAB 7. 09b)
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
D 6 | * . . ) | a @ @ | @' | Current Folder:|C:\Users\Saadi\DownIoads\Disque amovible\Mouveau dossier |Q (&1
\ Shortcuts (2] Howto Add [#] What's New

Command Window

@ MNew to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started.
R T R R T e e e T
porbléme guadratigues convexes sous la forme canonigue
max c*x+x"*0*x such that R*x=b, x>=0 ou

L=
4=
2 1 3 1 1 1] 1]
2 3 1] 4 1] 1 1]
3 1 2 1] 1] 1] 1
b=
b=
g
1z
18
Q=
Q=
1 1] 1] 1] 1] 1] 1]
1] 2 1] 1] 1] 1] 1]
1] 1] 3 1] 1] 1] 1]
a a a T a a a
1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]
1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]
1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]

FIGURE 4.2 — L’exécution de la programme pour un exemple
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4.1. A. ENUMERATION DES SOMMETS

TLAB 7. 09b)
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
D 6 | * ‘ @1 9 | h @ @ | @' | Current Folder:| CihlUsers\SaaditDownloads\Disque amovible\Mouveau dossier v|E] (=]
. Shorteuts 2] How to Add  [#] What's New

Command Window

@ MNew to MATLABT Watch this Video, see Demos, or read Getting Started.

ec c =

o =

(=R R

La soluticn est X bar =

X _bar =

1]

[4]

1.66867
3.0000

1]

[4]

14.8667

et f(x_bar)

f bar =

40.3333

FIGURE 4.3 — L’exécution de la programme pour un exemple
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