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Notations.

o o aO8s g g

le disque unité ouvert du plan complexe C.

le disque unitAl fermAl du plan complexe C.

le cercle unitAlr.

= CU{oo}.

signifie qu’il existe une constante C' absolue que A < CB.
signifie que A < B et B < A.

la mesure de Lebesgue normalisATe sur le cercle unitAl.

la mesure planaire de Lebesgue normalisAl sur le disque unitAl D.
= (14 a)(1 - |2|>)?dA(2).

mesure de Clark sur T.

L’ensemble de Carleson sur D

={CeT: |p()| > s}, I'ensemble de niveau du symbole .
I’ensemble de Cantor gATnATralisAl associAle A la suite (ay, ).
I’ensemble des opAlrateurs linAlaires bornAl de E dans F.
I’ensemble des opAlrateurs linAlaires bornATl sur I'espace E.
I’espace de Lebesgue usuel.

I’espace des fonctions bornAles dans T.

produit scalaire de L*(T).

espace des fonctions holomorphe sur D.

I’espace de Hardy.

I’espace des fonctions analytiques bornAles.

fonction intAlrieure.

I’espace modAlle.

= K, N H* est dense dans K.

I’espace de Dirichlet.

I’espace de Dirichlet classique.

le sous-espace vectoriel fermATl engendrAl par ;.



Introduction.

Une révolution de grande ampleur a eu lieu depuis une trentaine d’années sur les marchés
Financiers, suite & une politique affirmée de dérégulation. Cemnouveau paysage financier
est Né notamment des déséquilibres et des incertitudes qui pésent sur les relations écono-
miques Internationales depuis le début des années 1970 (endettement des pays en voie de
développement, instabilité des taux de change). Le développement de I'inflation et la grande
volatilité des taux d’intérét ont perturbé les anticipations des investisseurs. D’autre part,
I'internationalisation des capitaux, les progrés technologiques en informatique et communi-
cation ont modifié les relations entre les différentes places financiéres : New-York, Londres,
Tokyo, etc.. : il est maintenant possible a tout instant d’intervenir sur tous les marchés.

Ce mémoire se concentre sur une application particuliére des équations aux dérivées
partielles en Finance mathématique. Il considére ’étude du cas de ’équation de la cha-
leur. Celle — ci est une équation aux dérivées partielles linéaire homogéne d’ordre 2 dont
la solution explicite a été mise en évidence en mathématiques et en physique théorique,
notamment suite aux travaux du mathématicien et physicien francais Jean — Baptiste
Joseph Fourier (1768 — 1830).

Comme nous le préciserons plus en détails par la suite, ’équation de propagation de la
chaleur trouve des applications intéressantes dans I’analyse économique, notamment dans le
cadre du traitement de la célebre équation de Black — Scholes en finance. En effet, I'équa-
tion de Black —Scholes considére que, sous certaines conditions, le prix C' = C(t, s) d’une

option d’achat (call)satisfait 1’équation aux dérivées partielles linéaire homogéne d’ordre 2

suivante :
vV 1.2¢20°V v _ —
5 T 5059z +rSge —rV =0

Nous présentons d’étude 1’équation de la chaleur qui sera utilisé au cours de ce mémoire.
Notons qu’on va étudier un type de les équations en dérivés partielles que s’appelé problémes

paraboliques, nous allons donc subdiviser ce chapitre en quatre parties :
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Dans la premiére partie nous faisons appel a des résultats de base, comme les généralités
sur les équations différentielles et les types des équations différentielles partielles.

La deuxiéme partie est consacrée a présenter les outils nécessaires dans 1’étude de I’équa-
tion de la chaleur (séries de Fourier, Méthode de séparation des variables, le transformée de
Fourier, le Produit de convolution, le transformée de Laplace.

La troisiéme partie est consacrée a présenter les notions de mouvement brownien, quelques
des éléments de calcul stochastique )

Enfin dans la derniére section nous présentons les notions et les propositions de Modéle

Black-Scholes.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités sur les équations différentielles

Définition 1.1. La premiere définition que nous devrions couvrir devrait étre celle de l’équa-
tion différentielle. Est une équation qui contient des dérivées, soit des dérivées ordinaires,
soit des dérivées partielles.voir [8] Une équation faisant intervenir une fonction y ainsi que
ses dérivées y® jusqu’a Uordre n. Par exemple, une telle équation pourrait étre :
y(t) = by(t) ouy = 0.7y(t) — 6t

L’équation différentielle d’ordre n la plus générale peut toujours s’écrire sous la forme :
Ft,y,yf; e Ly™) =0 (ED)

Ou F est une fonction de (n + 2) variables. Nous ne considérons que le cas ou t et
y sont ‘a valeurs dans R . Une solution ‘a une telle équation différentielle sur l'intervalle
I C Rest une fonction y € C"(I,R) (une fonction y : I — R qui est n fois continument
dérivable) telle que pour toutt € I Jon ait F(t,y(t),y(t),......... Y™ () =0

Remarque : On dit souvent intégrer ’'ED au lieu de trouver une solution ‘a I’'ED.
On considéré maintenant 1’équation différentielle voir [6]
y = Ft,y(t) (1-1)
Le probléme de Cauchy :
Considérons ’équation différentielle (1-1) et E ouvert de R™ Le probléme de Cauchy est
le suivant : on se donne un intervalle I de R , ¢y € I , yo € I et on cherche toutes les

solutions y : i — E de (1) telles que y(to) = yo

Définition 1.2. On dira que Uapplication f : U — E est localement lipschitzienne en sa

seconde variable sur U C R X E si et seulement si, quelque soit (tg,z9) € U C R x E |



1.1. Généralités sur les équations différentielles

il existe un voisinage ouvert Uy C U de (ty, z9) dans R x E tel qu’il existe une constante
Co>0
Vérifiant voir [6] :
1f (£ 2) = f(t, 2)[| < Co

Théoréme 1.1. Avec les notations de l’équation différentielle (I), si f est continue sur U
et localement lipschitzienne en sa seconde variable sur U quel que soit (ty, z0) € U ,il existe
un intervalle ouvert Iy contenant ty et une fonction y : Iy — E , telle que :

y(to) = yo

y est une solution de (I)

pour tout intervalle J C Iycontenant to il n'existe qu’une seule solution de (I) passant
par yo en ty Il s’agit dey 1 J

Soit I’équation différentielle autonome :

y=f (y(®)) (1-2)

En générale on ne sait pas résoudre L’équation différentielle (1-2) alors on fait une étude

qualitative de ses solutions. Cette étude commence par la recherche des points d’équilibre (

points singuliers, fizes, stationnaires) c’est-‘a-dire les points ow la vitesse s’annule .

Définition 1.3. Le point y* est dit point d’équilibre du systeme (1) si f(y*) = 0 autrement
dit

y* est une solution constante de l’équation y'= f (y(t)).

Définition 1.4. Soient Q un ouvert de R™ contenant 0, et soit une fonction de classe ,
1. V est dite définie positive si :
(1) V(0)=0, et
(i1) V(u) > 0 pour p € Q\ {0}
2.V est dite définie négative , si - V définie positive .
3.V est dite semi-définie positive si :
(1).V(0) =0, et
(i1). V(u) > 0 pour tout u € €2

4.V est dite semi-définie négative si -V est semi-définie positive.



1.2. Classification des équations auxDérivées Partielles linéaires

1.2  Classification des équations auxDérivées Partielles
linéaires

Définition 1.5. De nombreux problemes dans le monde physique peuvent étre modélisés
par une différentielle partielle équation, d’applications aussi diverses que le flux de chaleur,
la vibration d’unballe, la propagation des ondes sonores, la diffusion de l’encre dans un
verre d’eau,les champs électriques et magnétiques, la propagation des algues le long de la
surface de l'océan,la fluctuation du prix d’une option d’achat d’actions, et la mécanique
quantiquele comportement d’un atome d’hydrogéne. Cependant, comme pour tout domaine
des mathématiques appliquées,le domaine des EDP est intéressant non seulement a cause

de ses applications,mais parce qu’il a pris une vie mathématique propre voir [7].

Définition 1.6. Par définition, une équation auz dérivées partielles (EDP) a pour incon-
nue une fonction de plusieurs variables alors qu’une équation différentielle ordinaire a pour
inconnue une fonction d’une seule variable).

L’analyse mathématique et numérique des EDP est un vaste domaine,que nous aborde-
rons ici sous l'angle de trois équations type (linéaires) et de deux méthodes Numériques de
base : différences finies et éléments finis voir [1] On peut difficilement
étudier les équations aux dérivées partielles (E.D.P.) dans une totale généralité comme on
peut le faire pour 'équation différentielle ordinaire (E.D.QO.)

Le domaine étant trop vaste. Heureusement, les E.D.P. les plus intéressantes provien-
nentDe la modélisation d’un nombre restreint de phénomenes :

Le transport : convection de chaleur dans un liquide, convection d’un polluant dans L’at-
mosphere ...

e La diffusion : diffusion de la chaleur dans un solide ..

e Les vibrations : son dans [’air, vibration des structures ...

o L’équilibre : calcul de I’équilibre d’une structure soumise a des forces ...

Nous verrons qu’a chacun de ces phénomenes correspond une catégorie d’E.D.P.. L’étude

est restreintes aux E.D.P. linéaires (en fait affines) d’ordre inférieur ou égal a 2.

1.2.1 Classification des EDP linéaires du premier ordre

voir [13]
L’équation est appelée linéaire si la fonction inconnue n’apparait que sous forme linéaire

o, y) e + b2, y)py + c(z, y)p = d(z,y)

10



1.2. Classification des équations auxDérivées Partielles linéaires

Equations différentielles partielles presque linéaires

P(J:a y):ux + Q($a y)/”Ly = R($7 yv lu)
Equations différentielles partielles quasi-linéaires

P(z,y, p)pe + Q(z,y, )ty = R(x,y, 1)

1.2.2 Classification des EDP linéaires du second ordre

Considérons 'EDP linéaire de second ordre dans deux variables

Aptgy + Bligy + Ciyy + Dy + Epy + Fru = G
Le déterminant :

d= 32(95073/0) - 414(1170, 3/0)0(550, yo)

Lorsque (g, yo) I'équation est dite :
Elliptique : si d <0
Parabolique : si d =0
Hyperbolique : si d > 0
Si cela est vrai & tous les points d’'un domaine €2, alors I’équation est dite elliptique,

parabolique ou hyperbolique dans ce domaine.

11



Chapitre 2

Etude analytique de ’équation de la

chaleur

2.1 Lois de conservation et phénoménes de diffusion

2.1.1 Lois de conservation, équation de Burgers

L’équation la plus simple combinant & la fois la propagation non linéaire et la diffusion

des effets sont I’équation de Burgers
Up + Uy = EUggenn....... (2-1)

L’équation a été étudiée d’abord dans un contexte physique par Bateman(1915). Par la
suite, Burgers (1948) I’a redéfinie comme une équation modéle dansthéorie de la turbulence.
Autour de 1950, Hopf et indépendamment Cole, ont montréque la solution exacte de (1)
pourrait étre trouvée en utilisant la transformation voir [20].

Quelques exemples de lois de conservation :

2.1.2 Démographie de base

Dans tous les exemples qui suivent, la méme idée est a I’ceuvre, formulée ici dans un
cadre Discret : dans un territoire donne 1’évolution d’une population, entre deux dates est
(Immigration - émigration) + (naissances - décés).

Ce que l'on exprimera encore, OI' représentant l’ensemble des postes frontiéres et I’

I'ensemble des bureaux d’état-civil du territoire, par la formule voir [1] :

Z(entré%es(:v, t1ta) — sorties(z, 1 t2)) + Z(naissance(m, t1ta) — d%écés(z,t1 ta))

12



2.1. Lois de conservation et phénoménes de diffusion

2.1.3 Concentration d’une espéce chimique (1D)

On considére ici un tube mince, de section constante s contenant une espéce chimique
dont la concentration est fonction de x variable d’espace, et du temps t : Nous nous inté-
ressons a ’évolution de la concentration C' = ¢(z,t) :

Nous noterons :

- ¢(x,t) la concentration en x a 1’ instant ¢ en [M/Lg} ;

-J(x,t) quantité de matiére traversant la section du tube en x par unité de surface et par
unité de temps a 'instant ¢ en [M / LQT} (débit par unité de surface ou densité de courant,
dans le sens des x croissants, que 1’on pourra interpréter comme ) ;

-f(z,t,c) Papport de matiére par unité de temps et de volume en (z,t) en [M/L3 X T} :

La différence entre les quantités de matiére (pour l'espéce concernée) contenues aux
instants ¢; et ty dans la portion [zq, x| du tube, est voir [1]

w25¢(x, ty)dxr — v25¢(x, t1)dx
1 xr1

= ;‘/?S(J(xl,t) — J(xq,t))dt + Z (ifsf(x,t, c(a:,t))dx) dt
Ce qui donne t = t, étant arbitraire :
w2 = (J(21,1) = J (w2, 1)) + 2 (2,1, (1)) da
ou
2o 980 g —wz%daﬁ + 22 f(x,t, c(x,t))dx
D’ou enfin, puisque x = 212 est tout aliltant arbitraire :

dc(z, 0J(z,
Oclat) L OI@D) . f(y ¢ o(x,1)).....(2,2)

2.1.4 Trafic routier

Différents aspects de la théorie mathématique du flux de la circulation ont suscité I'intérét
de nombreux auteurs, citons seulement livres. Il s’est avéré qu’il existe plusieurs phénomeénes
intéressants dans la théorie du flux de trafic, y compris ondes de déplacement, de choc et
de raréfaction. En utilisant des modéles mathématiques ou de simulation, on peut résoudre
de nombreuses situations de circulation routiére, par exemple, le trafic aprés que le feu de
signalisation est devenu rouge ou vert, évitant un accident avec la derniére voiture dans une
file d’attente, carrefour,T-jonctions, tout le trafic rond voir [19] .

Nous considérons ici une portion de route sur laquelle circulent des véhicules. Les gran-
deurs . Etudiées sont fonctions de x variable d’espace, et du temps t :

Nous noterons :

13



2.2. Equations de diftusion, loi de Fick

-c(x;t) le nombre de véhicules par unité de longueur au voisinage de x a |’ instant ¢ de
Dimension [1/L]

-v(x;t) la vitesse moyenne (orientée) des véhicules a 1" instant t au point  de dimension
[L/T]

-le nombre de véhicules passant en z par unité de temps , de dimension [1/L] est donné
Par

J(z,t) = c(z,t) x v(z,t)

On supposera que la vitesse moyenne est fonction de I'intensité du trafic seule, ce qui

S’exprime
J(x,t) = c(x,t) x v(x,t) = D(c(x,t))

- on note enfin f(x,t,c) le nombre de véhicules qui entrent ou sortent de la route par
unité de temps en = a 1’ instant ¢ de dimension [1/L] : f(z,t,c) est nul si aucune entrée ou
sortie n’est possible au point considére.

Peu de choses changent par rapport ‘a I’exemple précédent, et le méme raisonnement sur
la conservation du nombre de véhicules conduit a la méme équation qui devient voir [1]

0l) — @le(w,t)) + 2950 4 f(a,t, c(w,t))..(2,3)

2.2 Equations de diffusion, loi de Fick

Diffusion en trois dimensions comme avec I’équation de chaleur unidimensionnelle, si nous
remplacons "température" par "Concentration", puis la loi de Fourier est connue comme
la loi de Fick et la dérivation de I’équation de diffusion pour la substance procéde presque
exactement comme ci-dessous voir |20]

1.Retour sur la concentration d’une espéce chimique (1D), loi de Fick

On considére ici le tube mince du paragraphe (précédent) et I’équation de conservation

%ﬁ’t) + % = f(z,t,c(x,t)).c.. (2,4)

Si nous supposons qu’entre deux points et la quantité de matiére qui diffuse, par unité de
temps, des plus fortes vers les plus faibles concentrations est proportionnelle ‘a la différence
des concentrations entre ces points (loi de Fick) , la densité de courant J vérifie

J(x,t) = —D2D
Et I'équation (2.4) devient :
dclet) _ 0. (D(x,t)f’igj“) = f(a,t,c(@, 1)) (2,5)

Et lorsque D est constant :

c\r 2c x,
: ((%,t) - Da 3;(321:) = f(.’l?,t, C(.’Iﬁ,t)) .......... (2, 6)

14



2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

2.3 Equation de la chaleur et séries de Fourier

Dans I’étude de la chaleur, un modele physique peut étre imaginé dans lequel la chaleur
est considéré comme un fluide & I'intérieur de la matiére, libre de couler d’une position aun
autre. La quantité de liquide présente est mesurée dans certaines unités telles quecalorie (cal)
ou BTU (British Thermal Unit). Preuve de sa présence dansla matiére est la température
de celle-ci, étant entendu que plus la chaleurprésenter plus la température, et qu’il coule
des endroits de hautetempérature aux endroits de basse température. La température peut
étre mesuréedirectement par un thermomeétre; la quantité de chaleur présente est déduite

indirectement,comme nous le voyons par la définition suivante voir [23].

2.3.1 Séparation des variables

On consideére ici le probléme :

%u(x,t) - %%u(w,t) =0
u(z,0) = h(z) pour tous x > 0...(2,7)

u(0,t) = u(L,t) = 0 pour tous z > 0
Dans lequel u(x,t) est définie sur [0, L] x [0, +oo[ et h sur [0, L] :

Le théoréme 4 donne des conditions suffisantes sur h pour que ce probléme admette une
solution.

Théoreme 1

Avec les notations de (2.7) on suppose que h est de classe C? sur [0, L] et prolongeable
en une fonction de classe C? et de classe C® par morceaux, impaire et 2L périodique. Alors,
le probléme (3.1) admet une solution et une seule qui est donnée par :

u(z,t) = ihk exp(T)*Dt sin(&x)

Les hy étant les coefﬁcilz}?ts de Fourier du prolongement de h.

Démonstration :

a) L’existence :

On note ici D = 1

1. Rechercher les solutions de la forme F'(x) x G(t) vérifiant les conditions aux limites.
Ceci conduit & un probléme

F(z) — AF(z) =0 avec FI(0) = F(L)=0

(Il s’agit d’un probléme de Sturm-Liouville), qui n’admet des solutions non nulles que

pour

Certaines valeurs de que 'on précisera.

15



2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

2. On suppose que h(x) est un polynome trigonométrique de période 2L :
n
ok

h(z) = kzlhk sin(Fx)
Le systéme (E); (1); (2) admet-il une solution ?
3. On suppose que h est de classe C? sur [0; L] et prolongeable en une fonction de classe

C?et de classe C® par morceaux, impaire et 2L périodique que ’on notera h On notera sa

Série de Fourier.

> hisin(52x)

Et on posera

e kEmy2t .
u(z,t) = > hpexp (T)7¢ sin(E )
k=1
Lorsque cela aura un sens.

(a) Que dirons des séries de coefficients Y [hx| , .k |hi| et Sk? |hy]?
k k k

(b) Nous Montrons que la somme des fonctions de la variable x :

*¢sin(® )

T = U (2, 1) = hye (D) 7

Est une fonction de classe C? et préciser 88—;16(3:, t)
(c¢) Nous Montrer que la somme des fonctions de la variable t;
t = wp(z,t) = hye D)%% sin(& )
Est une fonction de classe C* et préciser Zu(z, t)
(d) Nous Montrons qu’il existe une solution u(z,t) du probléme que 'on exprimera en
fonction des coefficients de Fourier de h
Nous allons répondre des questions précédentes :
1. On considére une fonction de la forme u(z,t) = F(x) x G(t) vérifiant I'équation
88—;14(3:,25) = c2u(z,t)
sur [0, L] x [0, +oo[ ainsi que la condition aux bords : u(0,t) = u(L,t) =0
Le systéme devient :
F(x)G(t) = cF(x)G(t) pour z € [0,L] et t>0
{ F(0)G(t) = F(L)G(t) =0 pour tout ¢t >0
On suppose pour la suite que u n’est pas la fonction nulle (F' et G ne sont donc pas
Identiquement nulles).
Etude de F : Fixons t; en lequel G(t;) # 0 il vient :
{ Flx) = ngigF(x) = AF(z) pour z€[0,L] ett>0
F(0)=F(L)=0
Ceci conduit au probléeme

F(z) — AF(z) =0avec F(0)=F(L)=0
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

(Il s’agit d’un probléme de Sturm-Liouville (HP) et pas d’un probléme de Cauchy (in
P)). Distinguons selon le paramétre A :

(a) Lorsque A = 0; F'(x) = ax + b ne vérifie les conditions F'(0) = F(L) =0 que si elle
est nulle;

(b) Lorsque A > 0, F(z) = ae ¥ 4+ be= VA6 gannule en 0 et L que si elle est nulle.

(c) Lorsque A = —w? < 0, F(x) = acos(wz) + Bsin(wz) est nulle en 0 et L ssi a = 0 et

fsin(wL) =0 . Pour qu’il existe des solutions non nulles, il faut et il suffit que wL = 0 [7]

k2L

soitcu:@et)\:—L2

- Retour a G lorsque A\ = k2L2 ,ke N
On reprend ’équation F(:B)G( )= CF(z)G(t) en un point zitel que F(z;) # 0. 1
Vient :

Gt) = 22 Q) = —ELG(t)

CF(z1) CL?
Et
k27r2
G(t) = yecr?
Conclusion : les solutions non nulles & variables séparables sont de la forme :

2_2
u(w,t) = e~ o7 sin(ir,)

2. soit h(z) = th sin(%°z) en posant :

u(z,t) = iuk(x,t) the i sin(& )

On a clairement une solution d: :19équation qui Verlﬁe les conditions u(z,0) = h(x) et

u(0,t) =u(L,t) =0

3. Passons aux séries : On suppose que h est de classe C® sur [0, L] et prolongeable en
une fonction de classe C? et de classe C® par morceaux, impaire et 2L périodique que 1’'on

Notera ﬁ :

) K2x2 ¢
u(z,t) = kZ::lhke 7 @ sin(r )
Lorsque cela a un sens.

(a) Comme h est au moins continue et de classe C' par morceaux, sa série de Fourier

converge normalement et sa somme € est h : On a donc :

h(x) = Ehksm( x)

Et Z || converge (|hy| = ||z —> hk sin( H )

De la méme facon, la série de Fourier de h converge normalement et les termes généraux

de cette série s’obtiennent en dérivant ceux de h :

() th Tz cos(x)
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

On en déduit la convergence de Y k |hy| pour les mémes raisons que précédemment.
k

Enfin, la série de Fourier de i qui est continue et de classe C' par morceaux converge

Normalement et >_k?|hy| est convergente.
k:

(b) On note
k272 ¢

fr =1 = ug(x,t) = hpe” 22 @ sin(E22)
27{2
fillz) = hkkf’re_%% cos(

2
filz) = hkkigge_%% sin(%z)

h

z)

—~

i. Chaque fonction f; est de classe C?;

ii. la série > fx(z) converge en un point (0 par exemple); il y a méme convergence
Normale sur R ;

iii. la série > fx(z) converge en un point ; il y a méme convergence normale sur R;

iv. la série Y fi(x) converge uniformément sur tout compact de R Il y a méme Conver-
gence normale sur R ;

D’aprés le théoréme de dérivation d'une série de fonction > f; est de classe C? et on

obtient ses dérivées en dérivant terme & terme ce qui donne :

u(z,t) = zhke ‘“stmm

2
Zu(a,t) = th e b cos(tx)
k25
66—;2u(x,t) i sin(&x)

(c¢) On démontre de la méme fa(;on que la somme des fonctions de la variable t ;

t— up(x,t) = hye' 5 e sin(%x)

Est une fonction de classe C! et que la dérivée de sa somme est

k2.2
Su(z,t) = ’1thk2 oG sin(*z)

(d) u(x,t) satisfait a I’équation car aa—;gu(x, t) = C’% (x,t) comme on peut le vérifier en
regardant les deux séries, u(x,t) est nulle si z =0 ou L; enfin , u(x,t) = h(x)

L’idée de base était que 1'on peut prolonger une fonction quelconque par imparité et
2Lpériodicité pour I’écrire comme somme d’une série trigonométrique.

b) L’unicité :

Soient wu; et wus deux solutions du probléme (3.1). On note ug = us — uy et on veut
montrer que ug = 0 :

1. Nous allons Intégrer u(zx,t) x (aa—;uo(x,t) 18 ug(, t)) entre z1 =0 et 2o = L

2. En déduire que t — [ ud(z,s)ds N\

Nous suivons les étapes suivantes :
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

1. 1. Développons intégrons par parties, dérivons sous le signe somme :

fu z,t) (a >uo (7, 1) — L 2ug(z, t)> dr
L
fu 2,t) X Lpug(x, t)dr — —fuo x,t) Zug(z, t)dz

= [uo(z, t) =g (z, t)} z(aiuo(x t)) dx — Tcﬁfuo x,t)dw

La partie toute intégrée est donc nulle de par la condition aux bords vérifiée par ug :
L

2. La fonction ¢ — [u(x, s)ds a donc une dérivée négative sur Rtet , .Comme elle est
nulle en t = 0 et par ai?leurs positive, elle est partout nulle.

Observations

Les conditions sur la fonction h apparaitront peu réalistes pour des applications réelles.
On peutainsi se demander ce qu’il advient de l'expression formelle de la solution wu(z,t)
lorsque h estsimplement continue par morceaux sur [0, L] : Nous allons tenter, avec L’exemple
(simpliste) 1.

Derépondrea cette question en représentant les fonctions u(x,t) lorsque h vérifie les
propriétésde notre théoréme (1), puis lorsqu’elle est seulement de classe C'! par morceaux.

Ce sont la desobservations importantes qu’éclaire la notion de solution faible indispensable

pour justifier les méthodes numériques. x

On a représenté ici les sommes partielles :
ur(z,t) = ihke_k%zm sin(&x)
- A gauche, la fonction h vérifie les hypothéses du théoréme.
-A droite, h est égale a 1 sur [0, 1] ce qui met & mal la continuité aux bords lorsque t = 0 :

La Premiére fonction qui oscille autour de la valeur 1, est uz(z,0) c’est la 7™ somme de

Fourierde h.
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

Exemple :

Le but est de tracer certaines des fonctions données par le théoréme 4 en sortant,comme il
se doit dans la vraie vie, des hypothéses du théoréme pour voir ce qui en reste. Ontravaillera
sous Maple.

1. On suppose définie sur [0, L|. Nous Tragons le prolongement impair et de période 2L.

2. Nous ecrirons une fonction qui prend en argument une fonction définie sur [0, L],
unentier , un réel L et retourne le coefficient de Fourier de son prolongement impairde
période2L.. Ecrirons de la mémefacon une fonction Fourier retournant sa somme de Fourier
(au point x). Testons avec les exemples de la question 4. Puis Interprétonsa la lumiére des
théorémes fondamentauxsur la convergence des séries de Fourier.

3. Construire enfin une fonction U(h,nL,x,t) qui retourne 'expression de la fonction

u(z,t) = ihk exp_kiilfm sin(& )

4. Enfin Réalisons des tralzgé lorsque L = 1, h(x) = 6423(1 — x)3 (les hypothéses du
théoréme sont alors vérifiées) et h(x) = 1 sur [0, 1] (elles ne le sont plus).

La solution de cet exemple est suivante :

Avec MAPLE :

1.Juste pour le fun, un prolongement impair et de période 2L a ’aide de la fonctionpartie
entiere

2. On exprime les coefficients b, (f) pour une fonction impaire. Les sommes de Fourier

S’expriment simplement.

Lorsque f est le prolongement impair et de période2L de h : x — 6423(1 — z)? il
y a Convergence normale de la série de Fourier ( est de classe au moins...); lorsque est le
Prolongement impair et de période2Lde 1, elle est de classe par morceaux, non continue, il ya
convergence alors simple des sommes de Fourier vers la régularisée de mais pas convergence
uniforme.

3. Pas de mystére pour exprimer les sommes partielles de la série de somme : u(z,t)
Pour ce qui est de la syntaxe, on utilise les formes inertes Sum et Int pour choisir la fagon
d’effectuerles calculs (on choisit ici value car dans les deux cas le logiciel calcule formellement

les coefficients b, (f) :
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

2.3.2 Equation de la chaleur et transformée de Fourier

Nous sommes sur le point de faire la transition de la série de Fourier a la transformée de
Fourier. "Transition" est le mot approprié, car dans ’approche, nous allons prendre la trans-
formée de Fourier émerge lorsque nous passons des fonctions périodiques aux fonctions non
périodiques , nous verrons une fonction non périodique (qui peut étre a peu prés n’importe
quoi) comme un cas limite d'une fonction périodique & mesure que la période devient de plus
en plus longue. En fait, celaprocessus ne produit pas immédiatement le résultat souhaité.
Il faut un peu de bricolage supplémentaire pour amadouer la transformée de Fourier de la
série Fourier, mais c’est une approche intéressante.

Le spectre d’une fonction périodique est un ensemble discret de fréquences, éventuel-
lement un ensemble infini (quand il y a un angle) mais toujours un ensemble discret. En
revanche, la transformée de Fourier d’un signal non périodique produit un spectre continu,
ou un continuum de fréquences.

La transformée de Fourier analyse un signal dans ses composantes de fréquence. Nous
n’avons pas encore examiné comment va la synthése correspondante. Comment pouvons-

nous récupérer dans le domaine temporel a partir de dans la fréquence domaine voir [17].

Transformée de Fourier : point de vue élémentaire

Définition 2.1. On définit la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur IR en

posant :

—~

F(f)(w)=(f)w) = [e ™ dx...... (2-38)
R
La définition varie dans la littérature d’un facteur multiplicatif autour de la pulsation et

on peutausst poser

F(f)w) = (f)w) = [em*m dx

R
Propriétés 1 (intégrale de Fourier) :

1. La transformée de Fourier est définie pour tout réel w.
Si f est intégrable sur IR, t — f(t)e”™? Pest aussi : elles ont le méme module.

2. f est continue et bornée sur I R,donc la majoration de H?Ho@ est : Pour tout w € R :
R
7@ = |frweea] < flr)a
R R

On a donc : H}H gH}
e’} 1

Lemme de Riemann Lebesgue :
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

Soit f une fonction continue par morceaux sur /R. On veut montrer que
lim f(w) =
1. On suppose que f est une fonction en escalier sur [a, b], nous Montrons que
lim }eiatf(t)dt
a pour limite 0 (désigne un réel). i
2. Nous allons Montrer que le méme résultat est vrai pour toute fonction f , continue
par morceaux surl'intervalle [a, b] :
3. On considére maintenant f intégrable sur R. Montrons que

(a). pour tout ¢ , il existe un intervalle compact [a, b] tel que

[ 1fl<e [ Ifl<e

]—00,a] [b,4o00]
(b) Enfin en déduire que

+oo
lim [ e f(t)dt =
La démonstration : B

1. Les fonctions en escalier : si @ est une fonction en escalier attachée a la subdivision

(t;); du segment [a, b], on a

b } n—1tk+1 ]
fgo(t)emtdt‘ =|> [ age™dt
« k=0 tk
—1tk4a ikt _gint
§2f|oz|—ekdt<—sup|ak||b—a|

k=0 t
La limite est bien 0 lorsque n — oo

2. Considérons maintenant f continue par morceaux sur [a,b] et ¢ > 0 . Il existe une

fonctionen escalier qui vérifie || f — goH[a’b] < e/ |b— «a| Nous avons par ailleurs

ff zatdt f%p wctdt‘

Le premier terme du membre de dr01te est majoré par ¢.

b
< f _ 80 wctdt

— Pour le second, on sait qu’il existe un rang N, a partir du quel

b
fgo(t)ewtdt‘ <e

(6
En conséquence, pour tout € > 0 il existe N tel que :
b

n> &= ff(t)eio‘tdt‘ < 2e
3. Considérons maintenant une fonction f intégrableasur R ou sur un intervalle quel-
conque
I CRete>0:I1lexiste un segment [a,b] C I tel que

‘{Ifl— J 111

[a,]

<e

On a:
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

[f@)eetdt) = | [ ft)edt| + | [ f(t)edt| <| [ f(t)e"dt| +e
I [a,b] I\[o,b] [o,b]
Comme dans la démonstration précédente, il existe un rang N, & partir du quel
b
[f()etdt| < e

Et on conclut de la méme fagon.

Dérivation et transformation de Fourier

1. On considéré une fonction f intégrable sur R de transformée de Fourier définie par
?(w) = [f(t)e"™!dt La fonction (w,t) — f(t)e™™" satisfait clairement au théoréme de
continuitg d’une intégrale a paramétre

1) g:=t— f(t)e ™" est intégrable sur R;

2) w:=1t— f(t)e ™" est continue;

3) il existe une majoration uniforme |f(¢)e~™'| < |f(t)| par une fonction intégrable sur
R:

Par contre, pour la dérivation sous le signe somme, rien n’assure que :

2g(w) = —iwf (e

Vérifie les mémes hypothéses. On supposera donc pour aller plus loin dans les calculs
que

de plus t — tf(t) est intégrable sur R Alors :

-gi=t— Zg(w) = —itf(t)e " est intégrable sur R;

-w — Zg(w) f(t)e ™" est continue;

- il existe une majoration uniforme |- g(w)| < [¢f(t)| par une fonction intégrable sur R :

Dong, si f(t) et tf(t) sont intégrablgs sur R } est de classe C! et

UL — i [af(z)e ™da
2. On suppose maintenant que f est intégrablﬂi et dérivable sur R et que f’est intégrable
elle aussi . On peut donc définir la transformée de Fourier de f qui est
F())w) = flw) = [ fla)e ™ de
On est alors tenté d’intégrer par parties. Cﬁa donnerait
F()(w) = e ™ f@)] 72 +iw [ fla)e ' de

Dans cette formule les deux intégrales sont dél]%nies. En conséquence la partie toute
intégrée A elle-méme un sens lorsque f et f'sont toutes deux intégrables. Pour se convaincre
que cette limite est nulle on intégré les mémes fonctions sur l'intervalle [0, -+1|par exemple.

Cela montre que voir [1] :
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

+fof’({l?)€_iwtd$ _ [e_iwtff(xﬂa-oo n iw+j.'of,($)€_imd$
0 0

Et 1a on voit clairement que si la partie toute intégrée a une limite lim f"= 0
+00

Transformée de Fourier d’une Gaussienne

La courbe gaussienne (parfois appelée la distribution normale) est la courbe familiére en
forme de cloche qui se pose sur les mathématiques, les statistiques, les probabilités, I'ingé-
nierie, la physique, etc. Nous verrons une version simple du gaussien, donnée par équation
voir [24] :

Soit f définie par f(t) = e " Lavec a > 0 .

1. Nous Montrons que sa transformée de Fourier est de classe C* .

2. Nous Montrons que /f\ vérifie une équation différentielle linéaire.

La démonstration

1. }(w) = [e@leotdt = [h(w,t)e !dt

La fonction]R h admet des déﬂiivées partielles par rapport a w a tous les ordres qui sont

%h(w,t} = (—izf)ke*"“’te*‘)‘t2 = hyp(w, 1)
Pour tout £ >0, on a
-t — hg(w,t) intégrable sur R;
-t — hg(w,t) continue sur [—A, AJ;
- il existe @, intégrable sur R telle que pour hy(w,t) € [-A, A] x R,
[P (w, B)] = [t]" e < Akemot = oy (2)

—~

Ainsi, f est de classe C! sur tout [—A, A et donc sur R et }(w) = [hi(w,t)dt
R

2. En dérivant, nous avons

—~

f,(w) = fhl (W, t)dt = —if(te_at2)e—iwacdt
R R

—at2 ; +oo —at2 :
— =i | Sperr| (S ) (—iw)e
IR

Ce qui nous donne ’équation différentielle

y(w) = —=5y(w)
Assortie de la condition initiale y(0) = f(0) = [e~**’dt d’ot, aprés calcul de 'intégrale
R

de Gauss

—~ w2
flw)=3/Feia
Produit de convolution (fonctions intégrables)

Définition 2.2. produit de convolution
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

Soient [ et g deux fonctions continue par morceaur sur R, Lorsque la fonction t —
f(x —t)g(t) est intégrable, on pose :
frglx)= [flx—t)g(t)dt....ccc....... (2-9) On appelle
R

produit de convolution de et cette fonction

Existence et propriétés du produit de convolution La convolution est un opé-
rateur linéaire et, par conséquent, posséde un certain nombre de propriétés importantes, y
compris les propriétés commutatives, associatives et distributives. Les définitions et inter-
prétations de ces propriétés sont résumées ci-dessous voir [24].

Soient f et g continues par morceaux sur R, On suppose f intégrable et g bornée.

1.fxget g« f sont définies sur R et que g f = f*g .

2. si f ou g est continue, le produit de convolution f % g est aussi continu.

3. En admettant au besoin la validité d’une formule du type :

[([f(z, t)dt)dz = [([ f(x,t)dx)dt
R R R R
Exprimer une relation entre

gxf, fetyg
Transformée de Fourier et convolution : formulaire

Si f est une fonction intégrable sur R, sa transformée de Fourier est définie sur R,
continue et bornée sur R sa limite est nulle en oo lim f(w) = 0 et on a les formules
suivantes :

Lorsque la transformée est définie par :

—~

F()w) = flw) = [flz)e ™ dx

R

si f et x — xf(x) sont intégrable | d‘];iw) = —i[zf(x)e e dx
R

si f et f Son tintégrable, ?(w) = iw?(w)

—~ w2
si ga(t) = et Jo(w) = \2/567E = %/Egl/m(w)

si f,g,f * g sont (définies) et intégrables
gxf=fxy

2.3.3 Les solutions sur de L’équation de la chaleur, le premier re-

tour

On se propose ici d’étudier le probléme
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

oz T Dot
u(z,0) = f(z) pour tous z € R
On cherchera d’éventuelles solutions de ce systéme en calculant la transformée de Fourier

{ a—éu(:p,t) L0 (z,t) = g(x,t) pour toust >0,z € R

de lafonction

2
v — Su(z,t) — 5 2u(x,t)

Ce qui nous raméne a une équation différentielle ordinaire vérifiée par la transformée

de Fourier ¢; : * € R — wu(x,t) pour un paramétre ¢ > 0 , Cette approche conduit aux

théorémes 3 et 4 .

théoréme 2.3.10

probléme homogéne, solution fondamentale

22
Soit u la fonction définie sur R x ]0, +oo[ par u :— QEG_W

- u est de classe C'* sur R x |0, +o0].

- u est solution de I’équation 88—;10(3:, t) =+ 2u(x,t) =0sur R x]0,+o0[.

- pour tout z € R*, lim u(x,t) = 0 et lorsque lim u(0,¢) = 400
t—0t+ t—0t

-pour tout x € R*, [u(z,t)de =1etsia>0, lim [ w(zt)de=1
R

t—0t [—CX,OZ}

Reéalisation avec Maple :
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

2.3.4 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un autre outil opérationnel pour résoudre des coefficients
constants d’équations différentielles linéaires. Le processus de solution se compose de trois
étapes principales :

- Le probléme " hard "donné est transformé en une équation

- Cette équation simple est résolue par des manipulations purement algébriques.

- La solution de ’équation simple est transformée pour obtenir le résultat de la résolution
du probléme donné.

De cette maniére, la transformation de Laplace réduit le probléme de la résolution d’une
équationdifférentielle & un probléme algébrique. La troisiéme étape est facilitée par tables,

dont le role est similaire & celui des tables intégrales en intégration.voir [10]

Transformée de Laplace, point de vue élémentaire

Définition 2.3. transformée de Laplace
Soit f une fonction numérique continue par morceaur (ou localement sommable) sur
10, +1[, La transformée de Laplace de f est la fonction L(f) définie sur l’ensemble complezes

p tels que admette une intégrale sur |0, +1[, par :

Théoréme 2.1. propriétés de la transformée de Laplace

Soit f continue par morceaux (ou localement intégrable) sur]0,+1[ et ¢ € C', On suppose
que L(f) sa transformée de Laplace est définie pour le compleze q.

— L(f) est définie pour tout compleze p tel que R(p) > R(q) .

~ Il existe un réel po et un seul tel que t — f(t)e P .

* est intégrable sur]0,+1[ si R(p) > po -

* N’admet pas d’intégrale (méme impropre) si R(p) < po

On dit alors que po est l’abscisse de sommabilité de L(f) .voir [1]

~ La restriction de L(f) a ]po, +00[ est de classe C et l'on a

L)) = (=D)L ) (D)oo (2.10.1)

Résolution de I’équation de la chaleur par transformée de Laplace

voir [5]
Exemple

%u(w, t) = ozaa—;u(x, t)
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

Tel que : x > 0, t > 0 et a constante positive.

Sous les conditions initiales :

w(z,0) = 0.ceerennn. (1)
w(0,1) = Ugeeeeennn.. (2) (2.10.2)
tli}rilou(x, t) =0.ceeeenn (3)

Solution

On applique le transformée de Laplace :
L{g}=L{at}

Donc : sU(z, s) — u(z,0) = a-Lgu(z, t)

ox
Parce que j—;U(x,s) —2U(z,s) = —Lu(x,0)
On a (3) on trouve :
L U(x,8) = 2U(2,8) = 0o, (2.10.3)
(2.10.3) est une équation différentielle de l'ordre 2 la solution est :
U(z,s) = Aer™

On substitution dans (2.10.3) on obtient :
r2Aer® — iAeW =0
L’équation précédente a deux racines réels : r; = f/g Ty = —f/g
La solution générale donne comme suivante :
Ux,s) = Are"® + Agre™* = A Ve 4+ Ape Vo (2.10.4)
On trouvant les constantes A;, Ay a grace les conditions initiales (3) :
limU(z,s) = lim {u(z,t)} =L { lim u(:v,t)} =0
Oud; =0 o o
L’équation (5.2.3) devenus
Ulx,s) = Ageﬂc%/g
Encore on a condition(2) :
U(0,s) = L{u(0,t)} = L{up} = =2
Grace les deux derniers résultats
U(0,s) = Ay = “2

2/s

e a

Donc : Ul(z,s) = ug“—;

Pour trouver la solution on applique 'inverse de transformée de Laplace :

—x

Uz, t) = L1 {Uge a}

Ona L {erfc(#z)} =
Donc :

e~ Ys
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2.3. Equation de la chaleur et séries de Fourier

Ulz,t)= L {uo . } — 1t {up =
= uoerfc(#a)
=up(1l — erfc#a)
Finalement on trouve :
2/(2¥/ad)
Uz, t) =up(l — % [ eTTdr).......... (2.10.5)
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Chapitre 3

Le mouvement brownien et 1’équation de

la chaleur

3.1 Le mouvement brownien

Dans cette section, nous introduisons le mouvement brownien. Le mouvement brownien
peut etre considéré comme la limite de la marche aléatoire comme le temps et I'espaceles
incréments vont a zéro. Il n’est pas évident de savoir comment prendre une telle limiteOu
méme ce que l'on entend par le mot limite. Plutot que de s’inquiéter deces détails pour le
moment, nous allons plutot assumer une sorte delimite de marche aléatoire simple existe et
énumeére certaines propriétés que la limite devrait avoir. Nous allons commencer avec le cas
unidimensionnel. Leprocessus sera défini en temps continu et ’espace continu — nous .

Soit W; la position du mouvement brownien (marche aléatoire continu) a I'instant ¢ .

Le mouvement brownien est également appelé le processus Wiener. Pour les mathé-
maticiens les termes mouvement brownien et processus de Wiener sont synonymes. En
scientifique Littérature, le terme mouvement brownien est souvent utilisé pour un processus
physique pour qu’il existe plusieurs modéles mathématiques différents dont I'un est celui
nous discutons ici voir [15].

Le mouvement brownien est un exemple de processus stochastique continu, Un processus
stochastique est une collection de variables aléatoires {IW;} indexéespar heure. Dans notre
cas, le temps court sur les réels non négatifs. (Lamarche aléatoire simple est un processus
stochastique avec le temps indexé par lesentiers non négatifs). Cette collection de variables
aléatoires peut aussiétre vue comme une fonction aléatoire.

t— W,
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3.2. Comportement en temps petit

Un processus stochastique est une famille X (X );cr de variables aléatoires a valeurs dans
un espace mesurable x et indexées par le temps t.

Dans ce mémoire on prendra y = R? muni de sa tribu borélienne. Le paramétre de temps
t variant dans T peut étre discret ou continu.

Dans ce mémoire, on considére des processus stochastiques atemps continu et 'intervalle
de variation du temps 7" est soit fini 7' = [0,7], 0 < T < +o0, soit infini 7" = [0, +o0].
On écrira souvent processus pour processus stochastique. Pour chaque w € €, 'application
X(w) :t € T — Xi(w) est appelé une trajectoire du processus dans le scénario w. Le
processus stochastique X est dit c‘ad-1‘ag (resp. continu) si pour chaque w € €2, la trajectoire
X (w) est continue ‘a droite et admet une limite ‘a gauche (resp. continue).Etant donne un
processus stochastique Y (Y})ier , on dit que Y est une

modification de X si pour tout t € Tona X; =Y p.s.,ie P[X; =Y =1

On dit que Y est indistinguable de X si leurs trajectoires coincident p.s. :

P[X; =Y,Vt € T| . Bien entendu, la notion d’indistinguabilitéest plus forte que celle de
modification, mais si on sait que les deux processus X et Y sont c'ad-1‘ag, et si Y est une
modification de X, alors X et Y sont indistinguables.

L’interprétation du paramétret comme index de temps introduit un aspectdynamique :
pour modéliser le fait que l'incertitude des “événements de 2 devient de moins en moins
incertaine lorsque le temps s’écoule, i.e. on possédede plus en plus d’information.voir [18]

Nous allons illustrer Le mouvement brownien par des graphes suivants :

3.2 Comportement en temps petit

3.2.1 Perturbation déterministe

Une perturbation aléatoire ou un bruit dans un systéme dynamique est le résultat de
Ierreur dans la modélisation du systéme ou de I'erreur due au capteur. Par exemple Imagi-
nons que nous essayons de modéliser un systéme dynamique complexe. Mais en raison de sa
complexité, nous ne pouvons pas le modéliser exactement. Dong, il y a une erreur dans notre
modélisation. Si nous savons ce qui pourrait étre ’erreur possible dans notre modélisation,
nous appelons cette erreur comme une perturbation aléatoire ou du bruit. Ce type d’erreur

est appelé erreur de modélisation voir [25].
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3.2. Comportement en temps petit

Une perturbation aléatoire est parfois ajoutée apreés que les implications du modéle
déterministe ont été déduites méme si le modéle est fondamentalement déterministe voir
12)

Soit X; = x(t) un mouvement différentiable, issu de z, éventuellement aléatoire. Pour
toute fonction foo-différentiable, a dérivée seconde bornée

F(Xa) = F(X) + LAXR)AXy = F(X) + £L(X)(h) + 0(h)

Perturbation aléatoire soit X; = x + W; un mouvement brownien issu de =,

E[f(zn)] = f(2) + 3f(x)h + 0(h)

On peut étendre le raisonnement a n’importe quelle date t

Ef(Xim)] = E[f(Xy)] + %E [fez(Xe)]t 4+ 0(h)

3.2.2 Calcul d’espérances via les EDP

Théoréme 3.1. Soit f(z) une fonction bornée, et
ult,z, f) = E[f(z+ W)l = [g(t,x,y)f(y)dy
=—> u est solution de ’EDP de la chaleur]R
w(t,z, f) = gue(t . f) , u(0,2) = f(z)
=91 [ est réguliére, on aussi :
w(t,@, ) = w2 5f.)
= Sous une forme plus probabiliste
Ef(z+W,)] = f(0,2) —I—f[ (x4 W) ds
= 5i f(t,x) est bornée et dérivable en temps, alors
u,(t,x, f) = um(t x, f) +ult,z, f)) = u(t, 2fm + £

3.2.3 Horizon aléatoire

Un temps d’arrét U est une v.a. telle que {U < ¢} ne dépend que du passé avant ¢, par

exemple

U= Z]'Altl s Az € O'(WS,S < tz)

i=1
Théoréme 3.2. pour tout t.a. borné U

BV + W) = [0.) + B [ [ [+ Hov-+ W]

Application : La loi du temps de sortie des bandes. Soit

y > 0 et 7, le premier instant ou || passe le niveau y.

a2t

En appliquant le théoréme a f(¢,x) = cosh(Ax)e™2*"" on montre :
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3.3. La formule d’Ito pour le mouvement brownien

cosh y(Ay)

3.2.4 EDP associée & un mouvement brownien avec dérive

Soit le brownien décentré {X = z + bt + ocW,t > 0} de densiteé.
G (2,1,) = e exp — L0
= g(c%t,z,bt,y) = g(o?t,z,y — bt)

De générateur Ly 2 f(t, x) = 302 fou(t, ) + bf (¢, 2)

Les fonctionssatisfont 'EDP |, w,(t,z, f) = Ly 2 f(t,z, f) , w(0,z, f) = f(x)

Remarque

- Puisque la solution de 'EDP de la chaleur s’interpréte comme E [f(z + W;)] la tra-
jectoire brownienne joue pour cette EDP le méme réleque les caractéristiques, solutions
d’équations différentielles, pour larésolution des EDP du premier ordre. Ce résultat s’étend
a des situations trés générales.

- Mais I’étape la plus importante sera de passer de ce calcul, vrai enmoyenne, a un calcul
trajectoire.

Cette étape amorcée par Paul Lévy dans les années 30 a été complétéepar K.Ito dans
les années 50.

- Plus précisément, Itointerprété la quantité

7(f) = flt,x + W) — }[ foo(s,x+ W) + fls,x + W,),] ds
0

Commeune intégrale stochastique.

3.3 La formule d’Ito pour le mouvement brownien

L’une des premiéres applications du procédé Wiener a été proposée par bachelier,qui
environ 1 900 a écrit un document novateur sur lamodélisation de l'actif des prix a la Bourse
de Paris. Bien str, Bachelier n’aurait pas pu appelerle processus de Wiener, mais il a utilisé
ce qui dans la terminologie moderne équivaut aW (t) comme description des fluctuations du
marché affectant le prix X (¢) deun atout. A savoir, il a supposé que les incréments de prix
infinitésimaux dX (t) sont proportionnels aux incréments dWW (t) du processus de Wiener

dX(t) = cdW(t)..cccun.n (3.1)
Ou o est une constante positive. Par conséquent, un actif avec le prix initial X (0) = =

ca vaudrait le coup voir [4]
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3.3. La formule d’Ito pour le mouvement brownien

3.3.1 La formule d’'Ito

Soit f € CY*(RT ® R) une fonction deux fois dérivable :
t t t
flt,x+ W) = f(0,2) + [fols,x + Wo)dW, + [f(s,x + Wy)ds + 5 [ foa(s,x +
0 0 0
W,)ds...(3.3)

t
Le terme [ f, (s, 2+W,)dW; s’appelle l'intégrale stochastique de f,(s, z+Wj) par rapport
0

au mouvement brownien :

- c’est la limite p.s. des sommes de Darboux.

SPEW) = > folti,x + W) (Wpr — W)
ti<t
Le long de la subdivision dyadique d’ordre n.

Preuve = formule de Taylor a I'odre 2 + variation quadratique

3.3.2 Représentation des v.a comme intégrales stochastiques

Théoréme de représentation : Soit f une fonction continue,a croissance linéaire et
u(t,z, f) = E[f(z + W,)] la fonction de classe C*? pour ¢t > 0
Lav.a f(x+Wr) = u(T, x4+ Wy, f) admet une représentation comme intégrale stochas-
tique
flx +Wr)=E|[f(x+ W]+ jux(T —s,x+ Wy, f)dW
Attention Méme si la fonction f est dériva?ole, pour obtenir cerésultat on n’applique pas

la formule d’Ito a f mais a u(T —t,x, f)

3.3.3 .Mouvement brownien vectoriel

Définition

Un mouvement brownien vectoriel standard est une f.a. a trajectoires continues, a valeurs
dans R?, {th, W2 ... , Wtd} telle que :

-Wo =0

- tout accroissement W, — W, ou (0 < s < t) suit une loi gaussienne sur R? | centrée de
matrice de covariance (t — d)Id , ou Id est la matrice identité.

- Pour tout 0 =ty < t; < ta...... < t, , les accroissements W, 1 — W; avec sont indépen-
dants.

Les coordonnées sont des mouvements browniens indépendants.

Un brownien dans le plan
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3.3. La formule d’Ito pour le mouvement brownien

3.3.4 Equation de la chaleur et formule d’Ito

Equation de la chaleur
d
ult,z, f) = §3 e (b2, f) = SAut. o, f)
u(0,2) = f(x )

= (x1,T3...., xd)
Formule d’Ito : Soit
{X L= (x1 4+ bit + oW}, ..o, g + bat + ath‘l); }un brownien vectoriel généralisé et f

de classe C'1?
d

ft, Xr) = ) + fofml (5, XZ)o,dW! + fozl s, X™)byds
0

i—1 =10

.

+fft 5, X%)ds + %zdjfo— fuiz (8, XE)ds........ (3.4)
0

=1
Un brownien dans l’espace

3.3.5 Le brownien géométrique

Bachelier modélise la dynamique d’un cours boursier a I’aide d'unmouvement brownien
avec drift.

Samuelson (1960) propose de retenir cette modélisation pour lesrendements, plutot que
pour les cours eux-mémes.

Définition du brownien géométrique

Définition

Le processus (X;);>0 est un mouvement brownien géométrique s'il satisfait aux quatre
conditions suivantes voir [22]

1- (X¢)i>0 a les mémes densités marginales qu'un Brownien géométrique classique

Mouvement : pour tout suit une distribution log-normale :

Vit > 0,X; =exp(aZ; + (r — %Q)t); ou Z — (0,t)

2- X, est continue.

3- (e7"X})¢>0 est une martingale par rapport a (F});>o -

4 - (X¢)i>0 n'a pas la méme distribution conjointe que le mouvement brownien géomé-

trique classique

Théoréme 3.3. Le Mouvement brownien géométrique zoe ™oV syive la loi log-normale

sous les paramétres suivants (In(zo) + ut), o/t

La preuve
F(z) =p[X < ] = p [z0eT7W ) < o]
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3.3. La formule d’Ito pour le mouvement brownien

=p [ut +oW(t) < ln(%)}
= [W(t) < ln(ar/zo)—ut:|

P [W(t) < ln(m/zo)—ut]
(

ot

—00
On dérive para port x , on obtient :
_ 1| In(z/zg)—pt 2
(=3 |—/2—")

(@) = z7m=e e
Rappelons :
N(d) = [, 75=e "D dy, N(=00) = 0, N(+00) = 1
, o)
N(d) = 52 = g=e™ 2

Définition (Le rendement)voir [14]

Dans le domaine financier, le rendement d’un titre ou d’un actif est le revenu (dividende,
intérét) de cet actif.

Le rendement d’une obligation (taux de rendement actuariel) varie au fil du temps en
fonction du cours de cette obligation.

Le rendement d’une action (en anglais : « dividend yield ») est le rapport du dernier
dividende versé au cours de l'action (cours moyen d’une période ou cours de fin de période).

Se distinguant ainsi de la rentabilité financiére, un rendement se calcule par rapport a un
cours, et non pas par rapport a une valeur comptable (les capitaux propres d’une entreprise).

Les rendements des actions cotées sur les Bourses occidentales ont été en 2008 de I'ordre
de 3 & 4 %, avec des variations par secteurs d’activité des sociétés cotées (immobilier : 4
% ; télécom : 6 % ; automobile : 3,5 % ; biotechnologies : 0,5 %, etc.).

Le rendement d’une action dépend de la rentabilité financiére de ’entreprise et du taux
de distribution ( en anglais : « pay-out ratio ») de ses résultats (Taux de distribution =
Dividende / Bénéfice net).

Si la rentabilité financiére d’une entreprise et le taux de distribution de ses résultats
restent stables, le dividende connait une croissance constante, dont on peut calculer le taux :
Taux de croissance du dividende = Rentabilité financiére x (1 - Taux de distribution).

Rendement=la différence des logarithmes des cours.

Un brownien géométrique est un processus (.S;) tel que :

-So = @;

Les rendements Log(S;) — Log(S,) suivent une loi gaussienne de moyenne (p— 1o2)(t—s)

)
et de variance o?(t — s) .
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3.3. La formule d’Ito pour le mouvement brownien

indépendants.

Théoréme 3.4. La moyenne du Mouvement brownien géométrique donne comme suivant :

B [2elit+oWO)] = zoelut+53Y)

Preuve
E [29e(tt+oW©)] = zoelut+53Y)
E [X(t)] = F [zoe(HtJroW(t))}
= 20" E [eow(t)}

— zoe“tE [eUW(t)u] |u=1

0'2t,u

= zpete 2 |,
o'2t
= zpeMt
Rappelons :
La fonction génératrice de moments est :
112.2
Z — N(a,b?) = E(e’?) = east3bs

Lorsque oW distribuent comme la maniére suivante : ov/tZ

Théoréme 3.5. L’écart type du Mouvement brownien géométrique donne comme suivant :

V [zoe(“”UW(t))} = Z(Q)e(2ut+02t)(ea?t 1)

Preuve
174 [Zoe(utJraW(t))} _ de(QutJrazt)(echt _ 1)
V(X) = B(X?) — (E(X))?
BX(t)?) = B |zgelvt+o )"
— ZSE [62ut+20W(t)]
— de2ptE' [GZUW(IE)}
— Zg@Q’utE |:€2UW(t),u} ‘le
_ Z(Q) €2ut+202t
174 [Zoe(utJraW(t))] _ Z(Q)e2ut+202t _ dezuwa% _ 236(2ut+a2t)(ea2t _ 1)
Propriétés dubrownien géométrique
Soit S un mouvement brownien géométrique de valeur initiale x.
1. Le cours S; de condition initiale Sy = z suit une loi log-normale dont les deux premiers

moments et la densité valent

E [SZ] = xeﬂt , E [StQ] _ 1‘26(2“+‘72)t

[(t,2,y) = —Jo= oxp — 50 [Log(y /) + (1 — o)1)’
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3.3. La formule d’Ito pour le mouvement brownien

2. Pour toute fonction f continue et bornée sur RY, v(t, z, f) = E[f(SF)] est solution de
I'EDP,
{ vl(t @, f) = 5020t @, f) + paos(t @, f) = Lo(t, ., f)
w(0,z, f) = f(z)
3. De méme, pour toute fonction f réguliére,
t
o(t,z, [) = E[f(SP)] = f(0,2)+ [E [50°S2 fau (1, Sp) + 1Sy (i, Sp) + [, S)] dps
0
4. La formule d’Ito .

f(t,S7) = f(0,2)+ {ft/(ﬂa Su)dsu + {(%UQngm/(,ua Su) + ,usufx,(/% Su) + felp, Su))dﬂ
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Chapitre 4

Application

4.1 Littérature financiére

4.1.1 Produits dérivés

Un produit dérivé ou contrat dérivé ou encore derivative Product est un instrument
financier :

- Dont la valeur fluctue en fonction de I’évolution du taux ou du prix d’un produit
appelé sous-jacent ;

- Qui ne requiert aucun placement net initial ou peu significatif ;

- Dont le réglement s’effectue a une date future.

Il s’agit d’un contrat entre deux parties, un acheteur et un vendeur, qui fixe des flux
financiers futurs fondés sur ceux d’un actif sous-jacent, réel ou théorique, généralement
financier.

A Torigine, les produits dérivés ont été créés pour permettre aux entreprises de se couvrir
contre différents types de risques financiers.

Les transactions sur les produits dérivés sont en forte croissance depuis le début des

années 1980 et représentent désormais 'essentiel de 1'activité des marchés financiers voir [3].

4.1.2 Options, couverture et probléme de pricing

Les Options

voir [11]
Une option est le droit (mais pas l'obligation) d’acheter (option d’achat ou call) ou de

vendre (Option de vendre ou put) des actifs —risqués— a un prix convenu (prix d’exercice ou
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4.1. Littérature financiére

Strike) et Durant une période spécifiée (période d’exercice) ou jusqu'a une date convenue
(date d’exercice).

L’actif sous-jacent est lié & un stock, un paquet d’actions d’une compagnie, un indice
(Dow Jones,etc), une monnaie, des matiéres premiéres, etc.

Une option est un contrat entre deux partis sur le négoce de I'actif a un temps futur

Définition (Call Européen)

Une option d’achat européenne, call, donne le droit a son détenteurd’acheter une certaine
quantité d’actif sous-jacent (de valeur St a l'instant t) a une

Certaine date future, appelée maturité, noté T, et & un prix fixé dans le contrat, noté K,
appeléStrike. L’acheteur ayant donc le droit et non le devoir d’exercer ’option a la maturité,
il vaexercer son option si Sp > K sinon il ne fait rien. La valeur réelle donc échangée a la
maturité, appelée le "pay-off" de 'option, est donc (S; — K) + = max(Sr — K, 0).

Définition (Put Européen) :Une option de vente européenne, put, donne le droit a
son

Détenteur de vendre une certaine quantité d’actif sous-jacent a une date future et & un
prix fixé dans le contrat. Avec les mémes notations que pour le call, on obtient que le pay-off

du put est (K — Sr)+ = max(K — Sz, 0).voir [21]

Couverture

Le probléme de couverture d’une option consiste & trouver une stratégie financiére basée

surles actifs du marché dont la valeur a chaque date t est égale au pay-off de 'option.

4.1.3 Probléme de pricing

Pour des options call et put un probléeme majeur apparait. Par exemple dans le cas d'un
call I’acheteur est toujours protégé car il choisit 1’exercice de 1'option donc il ne craint rien.

En revanche pour le vendeur le risque est maximal car sa perte est possiblement infinie.
Il est donc naturel qu’en mathématiques financiéres le probléme de pricing d’une option,
c’est-a-direde détermination de la valeur de 'option a toute date, soit trés important, ainsi
que le problémede couverture de I'option voir [21].

La fonction pay-off

Pour un call européen, si a la date 7" on a S < K le détenteur de l'option ne 'exerce
pas (sinonil perd de I'argent), d’ou V = 0 si Sy < K. Si Sy > K alors le gain (hors prime

payée pour acquérirl’option) est S — K. Donc pour un call.
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4.2. Résolution analytique de I'équation de Black — Scholes

V(Sy,T) = max(Sy — K,0) = (S — K)*.
Pour un put européen, 'exercice n’a lieu que si Sy < K, la fonction pay-off sera
V(Sr,T)= (K — Sr)*

Dans lesfigures 1 et 2 nous n’avons pas tenu compte du profit. En effet le détenteur a
acheté

L’option, (premium) et éventuellement les cotits de transaction. Comme ces sommes sont
payéesa ty, 'actualisation donne un coefficient multiplicateur de profits ne correspond pas
aux figuresl ou 2 et induit exp(r(T —tp)), ol r est le taux moyen. Ainsi le diagramme donne
un profit négatif pour certaines valeurs de S, voir par exemple la figure 3.

Pour un call américain on a la méme formule (mais pour tout ¢t < T),

V(S,t) = (S, — K)*
Pour un put américain :

V(S,t) = (K —S;)*

4.2 Résolution analytique de I’équation de Black — Scholes

Cette section est une application en finance des résultats établis dans la section précé-
dente, en considérant notamment le cas de I’équation de Black — Scholes ; équation nommeée
ainsi en Honneur au mathématicien américain Fischer Black (1938 — 1995) et a 1’économiste
américainMyron S. Scholes, récipiendaire, avec Robert C. Merton, du Prix Nobel d’écono-
mie en 1997. Il siedde ne pas confondre modéle de Black — Scholes et équation de Black
— Scholes. Cette derniéreformalise une approche de l'interaction entre le prix implicite de

I'option et les variations de prixde I'actif sous — jacent voir [16].

4.2.1 La formule d’évaluation

En dérivant de notre formule de la valeur d’une option en termes de prix de ’action,
nous supposerons « condition idéale » sur le marché pour 'action et pour I'option voir [9].

Fisher Black et Myron Scholes ont proposé en 1973 ce« désormais céléebre modéle ».
Comme c’est un modéle ils sont partis des hypotheéses :

— le prix du sous-jacent suit un mouvement brownien géométrique ;

— la volatilité est connue a ’avance et est constante ;

— il est possible d’acheter et de vendre le sous-jacent & tout moment et sans frais;

— les ventes a découvert sont autorisées (on emprunte pour acheter une certaine quantité

de sous-jacent pour la vendre);
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4.2. Résolution analytique de I'équation de Black — Scholes

— il n’y a pas de dividende;;
— le taux d’intérét est connu a ’avance et est constant ;
- I'exercice de 'option ne peut se faire qu’a la date d’échéance et pas avant (option

européenne).

4.2.2 Notations

One note V' la valeur d’une option (on se limitera aux optionseuropéennes dans ce cours).
On pourra faire la distinction entre un “call” C' et un“put” P si besoin. Ce sont des fonctions
du temps t, et de la valeur actuelle de I'action sous-jacente S. On note donc V = V(S,t),
On notera également voir [2] :

e o la volatilité du prix de 'action ;

e F le prix d’exercice fixé par 'option ;

e T’ le temps qui reste a I'option avant son échéance ;

e 1 le taux d’intérét.

5- 3 - Equation de Black-Scholes :

C’est une équation aux dérivées partielles quipermet de calculer la valeur d’une option

européenne en fonction du temps et de lavaleur de I'action sous-jacente.

4.2.3 Cas d’une option Call européenne

Pour une option Call européenne, notons sa valeur C(S,t), ce qui correspond au u
précédemment,ott S représente le prix du sous-jacent, et t € [0,7], T étant la maturité.

On a I’équation suivante :

{ 9 (S, t) +rS29(S,t) + T S2LC(S,t) — rC(S,t) = 0,¥t € [0,T],S € Ry

C(S,t) = (S — E)" =max(S — E,0),VS € R,

Pour résoudre cette équation, nous allons procéder a divers changements de variable

(41)

pournous ramener a une équation de la chaleur du type :

G=at 4.2
{ u(z,0) = ug(x) (4.2

Pour pouvoir se ramener a ce type d’équation, commencons tout d’abord par supprimer
les coefficients S et S? de I’équation de Black-Scholes.Pour ce faire, on pose :
S = FEe* | t:T—%, C(S,t) = Ev(x, 1)
Un changement de temps de ce type parait naturel pour se ramener a une condition en
t=0et Nonplusent="1T.

On a donc :
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4.2. Résolution analytique de I’équation de Black — Scholes

On dérive (3) par rapport a x :

On dérive une nouvelle fois par rapport a x :

02v _ D (0 _ 0 (1 goC
7 = 32(52) = 3:(555%)
_ 0 (1 @dCH\OS
= 355(55%5) 52
+(55 + 5588
E 0S E 052

Dérivons maintenant (3) par rapport a 7 :
dv _ 19C o _ 10C 1

or — Eotor — E 0t Lo?
Pour plus de clarté on introduit les valeurs suivantes :

Rappelons I’équation de Black-Scholes :
Cy+ 3025%Css +1rSCs —rC = 0. (4.7)
On injecte alors (4), (5) et (6) dans (7), ce qui nous donne :
—%asz + §J2(vm — ) +rEv, —rEv =0
Soit, en divisant par (E/2)o?

Vr + Upy — Uy + kv — kv =0 k:%
Ou encore avec les notations du départ :
2
%:%+(k—1)%—kv aveck:% ............ (4.8)

On a alors comme condition initiale (en 7 = 0 puisque la condition est en ¢t =T) :
v(z,0) = £C(Ee”,T) = + max(Ee” — E,0) = max(e” — 1,0).

Pour arriver a une équation comme celle de I’équation de la chaleur, on procéde alors a

un second changement de variables. On pose :
v(z,7) = e Py, T)

On réinjecte alors cela dans I’équation (8) :

eI (Bu + 24) = e (0u + 2022 + % + (k= 1) (ou+ 2%) — ku).

Soit encore :

ou Ju 0%u ou
fu+ S = oPu+2a5t + 54 + (k— 1) (au+ §4) — ku

En regroupant les termes de mémes dérivées :
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4.2. Résolution analytique de I’équation de Black — Scholes

<~
{ a=—Lk=-1)
B=—ilk+1)?=0

v = e~ 3h=De=L(+1)?r

On a donc :

Tu(z,T)
Et u vérifie alors

du _ d%u
o _ P vy € R, V7 > 0

u(l’, 0) = U,()(J}) — e%(’f—l) maX(e — ]_, 0) —_ max(e%(k‘-f-l)m - e%(lﬂ—l)a}7 O)
ug(z) vérifie bien. La solution est donc :
(z—s)2

+oo
u(z, 7) = 5= [ uo(s)e” T dsen, (4.9)
4.2.4 Evaluation du prix de ’option
voir [21]

Dans cette section, nous allons nous atteler a I’évaluation de l'intégrale dans 1’équation

(9). On commence par poser :

, T _e—s?
u(z,T) = o J uo(s)e ds
—0oQ

+00 22
= \/LTW [ uo(V21 + z)e” 2 da?

+o0 oo
_ ! / SR @ +aVIT) =5 / L) (a+aVEn) — 5 1o
v 2T
_\/% V)
Y I

Calcul de I; On va ici essayer de se ramener a la loi de répartition normale centrée
réduite :

I —62“““” f L0127 = (@=L (R 1)VET)? g

67(k+1)a:+1(k+1)2'r +00 1,
= 7= Ik e 2 dp

z_—L(k+1)vor

2T

avec p =o' — 3(k+1)v2r

T

on note alors N(z) = \/LQ? i e~2%"ds qui est la fonction de répartition de la loi normale
centrée réduite .
On pose ¢galement dy = = + 3(k+1)v/2r.

On obtient alors :

[1 — 6%(k+1)x+i(k+l)2r(1 o N(—dl))
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Or,VdeR,ona N(d)+ N(—d) = 1. Donc finalement :
{ I, = e%(k+1)z+%(l€+1)27N(dl)

di = <=+ H(k+1)v27

Calcul de Iy Par un calcul similaire on obtient :
{ I, = 6%(k—1):c+%(k—1)27N<d2)

dy = J=+ 5(k = 1)v2r
Maintenant que 'on a I'expression de u remontons a ’expression de C, valeur du Call.

Tout d’abord, on a :
v(z,t) = P et C(S,t) = Bv(x,T)

T

On rappelle également que :
=2, 7=1%T—t)et k= To7 - D’ou :

0(57 t) _ Ee—%(k—l):c—%(k:-i—l)zrx
(6%(k+1)x+i(k+1)27N(d1) _ e%(kfl)er%(kfl)z‘rN(dZ))
_ Ee—%(k—l)ln%—i(k+1)2%02(T—t) %
(e%(k-',-l)ln %+§(k+1)2%a2(T—t)N(dl> o eé(k—l)ln%-‘,—i(k—l)Q%a?(T—t)N(dQ))

Ce qui se simplifie en :
C(S,t) = SN(dy) — Ee "= N(dy)
_In %+(r+%a2)(Tft)
=" e (4.10)
d2 _ In %—i—(r—%cﬁ)(T—t)
o/ (T—t)

4.2.5 Cas d’une option Put européenne

On pourrait procéder de méme pour une option Put européenne, mais on va utiliser
laremarque faite dans la premiére partie : la parité Put-Call. On note P le prix du Put

européen.
On avait montré qu’entre un Put et un Call européen, de méme maturité et de méme

Strike E,Existe une relation entre leur prix :
C(S,t) — P(S,t) = S — Ee (T

Donc
P(S,t) = S(N(d)) — 1) — Ee"T=%(1 — N(dy))

On peut simplifier cette équation en utilisant le fait que N(d) + N(-d) = 1. On obtient

alors :
P(S,t) = Ee "M YN (—dy) — SN(—d,)
_In %+(r+%02)(Tft)
h="T00 e (4.11)
d2 _ In %—&—(r—%aQ)(T—t)
o/ (T—t)
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Conclusion.

Dans le monde d’aujourd’hui, la finance joue un role des plus importants et est parfois
a 'origine de crises mondiales. Il apparait alors important que la finance soit basée sur des
modeles Mathématiques solides permettant d’évaluer les risques et les prix. De cette néces-
site, le modeéle et la formule de Black-Scholes s’est imposée comme référence depuis 1973,
dans le calcul d’option. Malgré ses défauts, ce modéle connait ce succés car il posséde de
nombreux avantages : sa simplicité d’application et de formule, son importante utilisation
par les opérateurs du marché mais aussi et surtout parce qu’il permet de calculer un para-
métre important en finance : la volatilité. La volatilité mesure la variation moyenne dans le

temps d’un actif financier et donne donc une information cruciale sur le risque

46



Bibliographie

[1] D. Auroux, méthodes numériques pour le pricing daAZoptions , polytechnique 4ASSo-
phia2010.

[2] T. Audibert, Equation de la chaleur, approches élémentaires , 21 décembre 2013.

[3] O. Berruyer, crise Boursiére, www.les-crises.fr .

[4] A. boukabou , thATorie et application de transformATe de Laplace , opu, alger, 2013.
[5] Z. Brzeiniak , T. Zastawniak , Basic Stochastic Processes , Springer , London ,1999.

[6] A.Chekroun ,Fonction de Lyapunov et stabilitAl globale pour un modAlle de Kermack-
McKendrick avec 1aAZAge daAZinfection , MEMOIRE de Master mathAlmatique Op-
tion : SystAlmes dynamiques et applications a la dynamiques de populations , UNIVER-
SITE ABOUBEKR BELKAID aAS TLEMCEN |, 2011 4AS 2012.

[7] M. P. Coleman, An Introduction to Partial Differential Equations with MATLAB |,
Second Edition, CRC Press , usa,2013.

[8] P. Dawkins, Differential equations, 2007 , http ://tutorial.math.lamar.edu/terms.aspx.
[9] B. Fischer et M. SCHOLES, 1973, " The pricing of options and corporate liabilitiesa Al

[10] M.Finan , Laplace Transforms : Theory, Problems, and Solutions , Arkansas Tech Uni-
versity.
[11] O. Guibé, Méthodes numériques pour la finance, 2010.

[12] M. Hardy, A. Bryman ,Handbook of Data Analysis , paperback edition , London aAS
2009.

[13] S. Kothari,Classification Of Partial Differential Equations And Their Solution Cha-
racteristics. Indo-German Winter Academy 2009, IIT Roorkee, India, December 13-19,
2009.

[14] Livre blanc gratuit, https ://www.mataf.net/fr/bourse/edu/finance-

dentreprise /rendement.

47



BIBLIOGRAPHIE

[15] G. Lawler,Random Walk and the Heat Equation,Department of Mathematics, Univer-
sity of Chicago,Chicago, IL 60637.

[16] B. Mabele et autres,( 2013) ." Equation de la Chaleur ", Laboratoire daAZAnalyse
aAS Recherche en Economie Quantitative,8(12) :012.

[17] B.Osgood,The Fourier Transform and its Applications , Electrical Engineering Depart-

ment,Stanford University.
[18] P.ham,Optimisation et controle stochastique appliques a la finance,Springer,New York.

[19] A. Takaci , Mathematical and simulation models of traffic flow, PAMM Proc. Appl.
Math. Mech. 5, 633245634 (2005) / DOI 10.1002 /pamm.200510293.

[20] P. Stavroulakis,A Tersian , Partial Differential Equations,World Scientific ,use,2004.
[21] F.Salvarani, Modelé de Black-Scholes,Ecole Normale SupAlrieure de Cachan, juin 2011.

[22] X.Xingjian,Fake Geometric Brownian Motion And Its Option Pricing , University of
Oxford,2011.

[23] D.V.Widder,Academic Press,New York,1975.

[24] http ://www.thefouriertransform.com/pairs/gaussian.php. - SIGNALS AND SYS-
TEMS |, http ://robotics.itee.uq.edu.au/ elec3004,/2013/lectures/Convolution

[25] https :/ /math.stackexchange.com /questions/1212429 /what-exactly-is-a-random-

disturbance-in-control-theory.

48



Résumeé.

Cette mémoire s’inscrit dans le domaine des équations aux dérivés partielles. Dans la pre-
miére partie de la mémoire, on sdAZintéresse aux les notions de 1aAZéquation de la chaleur
(généralisation et classification des équations aux dérivées partielles linéaires, étude analy-
tique de 1laAZéquation de la chaleur, Le mouvement brownien et 1aAZéquation de la cha-
leur.Dans la deuxiéme partie de la mémoire, on saAZintéresse des applications de 1’équation

de la chaleur en marché financier ( Modéle Black Scholes).

Mots clés :
Dérivés partiels, 'équation de la chaleur séries de Fourier, équation de Black-Scholes, Eva-

luation d’option (call- put).
Abstract.

This memory belongs to the field of partial differential equations. In the first part of the
thesis, we are interested in the notions of the equation of heat (generalization and clas-
sification of linear partial differential equations, analytical study of the equation of heat,
Brownian motion and the equation heat. In the second part of the thesis, we are interested

in applications of the heat equation in the financial market (Black Scholes model).

Key words :
Partial derivatives, Fourier series, the heat equation, Black-Scholes equation, pricing options

(call- put).
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