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Résumé :

Notre travail porte sur I’étude des groupes topologiques et de certaines de ses carac-
téristiques, et porte aussi sur la représentation d'un groupe et d’un groupe topologique.

Mots clés : Groupe toplogique. Groupe quotient d'un groupe topologique. Re-
présentation d’un groupe .Lemme de Schur. Représentation réguliére. Représentation des
groupes topologiques commutatives simples. Représentation d’un group topologique.



Abstract :

Our work focuses on the study of topological groups and their characterstics, and also
relates to the representation group and topological group.

Key-words : Topological group. Quotient group of topological group. Represen-
tation of group. Schur’s lemma. regular representation. Representation of the simplest
commutative topological groups.Represntation of topological group.
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Introduction

L’algebre et la topologie les deux domaines fondamentaux de la mathématique jouent
des roles complpémentaire, la combinaison de ces deux permet d’avoir des résultats inté-
ressants, donc l'objectif de ce mémoire est d’étudier la théorie des groupes topologiques
qui englobe tout ce qui algebre et topologie, elle permet de donner des propriétés topo-
logiques sur les groupes intéressants (tore, groupe de rotations,...)comme des quotients
d’espace topologique par un groupe topologique.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres, nous rappelons en premier chapitre les
notions préliminaires de groupe,sous-groupe,et les opérations sur les groupes, on a éga-
lement parlé du concept de groupe distingué puis le groupe quotient.Avec des exemples
pour chaque concept.

Dans le deuxiéme chapitre on rappelle tout d’abord les espaces topologiques, puis
on introduit les groupes topologiques par présenter les notions algébriques précédentes
(sous-groupes, groupe quotient,morphismes,---) en topologie.Par ailleurs on illustre par
des exemples.

Enfin le troisiéme chapitre porte sur la notion de la représentation de groupe puis on
étudie des cas particuliers ,et on donne quelques propriétés de cette représentation pour
passer a la représentation des groupes topologiques, qui joue un réle trés important en
mathématique.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on rappelle la notion du groupe, puis celle de sous-groupe, on va
étudier ensuite les applications entre deux groupes : homomorphisme, isomorphisme et le
produit. Et a la fin de ce chapitre on va présenter les sous-groupes distingués, puis passer
aux groupes quotients.

1.1 Groupes

Définition 1.1. (Groupe) L’ensemble G muni d’une opération * (loi de composition)
s’appelle groupe s’il satisfait les quatre propriétés suivantes :

1. Pour tout g1,g2 € G, g1 % g2 € G (% est une loi de composition interne).

2. Pour tout g1, 92,93 € G, (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) (la loi est associative).

3. G possede un élément neutre e : Vg€ G,gxe=e*xg=g.

4. Pourtout g € G, il existe un élément inverse g~ € G tel que : gxg~' = g 'xg = e.

Définition 1.2. (Groupe commutatif) On dit que G est un groupe commutatif (abé-

lien) si la loi de composition est commutative c’est-a-dire :

Vag1,92 € G,g1 % g2 = g2 * g1

Remarque 1.1. 1- S’il existe [’élément neutre e, il est unique.

.7 s, . sy 2 - .. ’ ’ ’
En effet, si e vérifie aussi la propmete@ du deﬁmtzon ,alorse xe=exe =e
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(car e est I’élément neutre) et e x ¢ = € xe = e (car ¢ aussi). Donc e = €.
Remarquez aussi que ['inverse de [’élément neutre est lui-meéme.

2- Un élément g € G ne posséde qu’un seul inverse.
En effet, si g et g vérifient tous les deuz la pmpriété@ alors on a g* g = e et
gxg doncg x(g*g ) =e. Par lassociativité et la propriété de I’élément neutre

/

alors (¢ xg)xg =g . Maisg xg=c doncexqg =g etainsig =g .

Définition 1.3. (groupe fini) Un groupe est dite finie si le nombre de ses éléments est

fini,dans le cas contraire il est infinie.

Définition 1.4. (L’ordre du groupe) Le nombre d’éléments du groupe finie G est appelé

son ordre et noté | G |.

Définition 1.5. (Le centre du groupe) Soit (G, x) un groupe, l'ensemble de tous les
éléments de G qui commutent avec chaque élément de G est appelé le centre du groupe G,

et noté Z(G).Ainsi un élément go de G appartient a Z(G) si et seulement si :

g% go=goxg,Vgedq.

Exemple 1.1.
1. (R*, x) est un groupe commutatif.
2. (Z,+) est un groupe commutatif.
3. (Q*, %), (C*, x),(Q,+)et (C,+) sont des groupes commutatifs.

4. Soit X un espace vectoriel, Gx [’ensemble de tous les opérateurs bijectifs linéaires.
On définit la multiplication dans Gx comme une multiplication des opérateurs.
Alors Gx est un groupe. En effet,

1- L’élément identité ici est l'opérateur d’identité 1 (c’est un opérateur tel que
lz =z pour tout x € X ).

2- L’élément inverse de l'opérateur A est l'opérateur inverse A™1.
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* 81 X est de dimension fini n, pour une base fixé en X les opérateurs A € Gx sont
décrites par un non singuliere (c’est-a-dire de déterminant non nul) matrices

carrées d’ordre n.

5. L’ensemble GL(n,R) de tous les matrices carrées d’ordre n inversible a coefficients
réels muni de la loi X, est un groupe.On [’appelle le groupe linéaire complet d’ordre

n sur R.

6. Le sous-ensemble SL(n,R) des matrices de déterminant 1 de l’ensemble GL(n,R) :
SL(n,R) ={M € GL(n,R) | detM = 1}.

est un groupe . On lappelle le groupe linéaire spécial d’ordre n sur R

7. Groupe de permutation : Soit E un ensemble non vide quelconque. On note
par ((E) l'ensemble des permutations sur E( ensemble des bijections de E dans E).
Alors la composition o constitue une loi de composition interne sur ((E), et ((,0)

est un groupe, appelé groupe des permutations de FE.

1.1.1 Produit de groupes

Un produit de deux groupes désigne généralement a un produit direct de deux groupes.

Définition 1.6. (Produit direct de deux groupes) Soit le groupe (G,x*) et le groupe
(G',A). Le produit direct de deux groupes arbitraires G et G' est l'ensemble G x G’ de

tous les couples (g,4") ot g € G et ¢ € G' muni de 'opération binaire :

(91, 91) X (92, 95) = (91 % g2, 91 L G5).

Exemple 1.2.
1) Soit R le groupe des nombres réels sous addition, le produit direct R x R est le
groupe de tous les vecteurs d deux composantes (g1, g2) sous l'opération d’ajout de

vecteur :

(91,91) + (92, 95) = (91 + g2, 91 + g5)-
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2) Soit RY le groupe des nombres réels positifs sous la multiplication, le produit direct
Rt x RT est le groupe de tous les vecteurs sous ['opération de multiplication par

composante :
(91,91) % (92,95) = (91 X 92,91 X gh).

Lemme 1.1. Le produit direct Gy X Gy de deux groupes est abélien si et seulement si, les

groupes G et Gy sont abéliens.

Démonstration. 1. Supposons que G X Gy est abélien. Soit g1, g1 € G, et ey I'élément

neutre de G5. Alors

(9191, €2) = (g1, €2) (91, €2) = (g1, €2)(91, €2) = (9191 €2)-
donc g197 = g1, alors G est abélien.
Et soit go, g5 € G, et ey I'élément neutre de G.Alors

(6179295) = (61,92)(61,95) = (61,%)(61792) = (61,9§92);

donc go95 = ghgo, alors Gy est abélien.
2. Supposons maintenant que Gy et Gy sont abéliens, soit (g1, ¢1), (g2, 95) € G1 X G
. Alors

(91, 91)(92, 95) = (9192, 9195) = (9291, 9591) = (92, 95) (91, 91);

alors G; x G est abélien.

1.1.2 Sous-groupes d’un groupe

Définition 1.7. (Sous-groupe) Soit (G, x) un groupe. On dit qu’une partie H de G est

un sous-groupe de G si H est non vide et si les relations :
hl,hg € H:>h1h2_1 € H.

Proposition 1.1. (Définition équivalente) Soit (G, x) un groupe,H une partie de G,

alors H est un sous-groupe de G si et seulement si :
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a) Soit e l’élément neutre de G, donc e € H.
b) Pour tout hy,hy € H, hy X hy € H.
¢) Pour tout hy € H,hi* € H.

Démonstration. Supposons que H est un sous-groupe de G, alors
a) H est non vide donc il existe un élément hy € H et hy € H alors hy X hl_l € H et
puisque hy x hi' = eq donc e € H.
b) Soient hy € H et hy* € H alors hy x (hy')~! € H impliquent que hy x hy € H.
c) Soit h € H, et d’aprés aleg € H, alors eg x h™' € H, et eg x h' € H = h™1,
alors h™! € H.
Reciproquement,
— D’apres a), eg € H alors H est non vide.
— Soient hy, hy deux éléments de H, d’aprés ¢), hy ' € H et donc d’aprés b), hy xhy ' €
H.

Alors H est un sous-groupe de G. O

Proposition 1.2. Si H est un sous-groupe de (G, x), alors X constitue une loi de com-

position interne sur H, et (H, x) est un groupe.

Démonstration. 1. D’apres b), x est bien une loi de composition interne sur H (Vhy, hy €
H,hy x hy € H).
2. L’associativité n’est pas perdue par restriction.
3. L’élément neutre est e qui est dans H d’apres a).

4. D’apres c), pour tout élément h; € H, il existe un élément inverse h;' € H.

Exemple 1.3.
1. R* est un sous-groupe de (C*, x).
2. Soit (G, x) est un groupe, alors ’élément neutre de G et G lui-méme sont des
sous-groupes de G.

3. Soit U ={(z € C\ | z |=1}, alors (U, x) est un sous-groupe de (C*, x).
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4. Le groupe GL(n,R) est un sous-groupe de GL(n,C).
5. Le groupe SL(n,K) est un sous-groupe de GL(n,K) avec K =R ou C.

Sous-groupe de Z

voir [7]
Théoréme 1.1. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, pour n € 7.

Démonstration. L’ensemble nZ désigne I’ensemble des multiples de n :
nZ = {knlk € Z}.

Fixons n € Z. L’ensemble nZ est un sous-groupe de (Z, +). En effet,

— nZ C 7.

— L’élément neutre 0 appartient a nZ.

— Pour x = kn et y = k'n des éléments de nZ.

— Enfin, si 2 = kn est un élément de nZ alors —z = (—k)n est aussi un élément de

n.

Réciproquement, soit H un sous-groupe de (Z,+) si H = {0} alors H = 0Z et c’est
fini. Sinon H contient au moins un élément non nul et positif (puisque tout élément est

accompagné de son opposé ) et notons
n=min{h >0|h e H};

alors n > 0 comme n € H alors —n € h, 2n = n+n € H, et plus généralement pour
k € Z alors kn € H. Ainsi nZ € H. Nous allons maintenant montrer 'inclusion inverse.

Soit h € H .écrivons la division euclidienne :
h=kn+r, avec kyreZ e 0<r<n.

Mais h € H et kn € H donc r = h — kn € H. Nous avons un entier » > 0 qui est un
élément de H et strictement plus petit que n. par le définition de n, nécessairement r = 0,

autrement dit h = kn, et donc h € nZ, alors H = nZ. O]
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Théoréme 1.2. Soit {H;} une famille de sous-groupes de G, alors l'intersection des H;,

est un Sous-groupe.

Démonstration. notons H = N;er H;.
— Puisque Vi € I,eq € H;, alors e € H.
— Soient hq, hy € H. Alors, pour tout 7 € I, hy € H;, ho € H;, ainsi h1h2_1 € H;. Donc
hihy' € H.

Alors H est un sous-groupe de (G, x). ]

Définition 1.8. (Sous-groupe engendré par une partie) Soit G un groupe et soit A une
partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit sous-groupe de G conte-

nant A. On le note <A>.

Proposition 1.3. Soit H = N;crH; la famille des sous-groupes de G contenant A alors

H est un sous-groupe engendré par A.

Démonstration. D’apres le théoreme [[.2] H est un sous-groupe de G. Puisque A € h,
alors A € H;,Vi € I, et par ailleurs tout sous-groupe contenant A est I'un des H; et donc
contient H, qui est leur intersection, ceci montre que H est le plus petit sous-groupe de G

contenant A. O]

Proposition 1.4. Soit E ’ensemble des produits ay.--- .a, € G avec n un entier positif
et pour touti > 1,a; € A ou a;* €€ A (avec le produit vide est égal d e). Cet ensemble

est un sous-groupe de G engendré par A.

Démonstration. E contient e. De plus, étant donné deux éléments ay.--- .a, et by. -+ .b,,,
il est clair que le produit a;y.--- .a,.b;.--- .b,, est encore dans E, puisque c’est un produit
d’un certain nombre d’éléments appartenant eux ou leur inverse a A. Enfin, 'inverse de
ay. - .apest a;t.--- .a;’, cest encore un élément de E. Il s’ensuit que E est un sous-
groupe de G contenant A. Par ailleurs, si un groupe quelconque H de G contient A. Alors
d’apres les propriétés b) et ¢) de proposition |1.1} il contient tous les inverses des éléments

de A, et aussi tous les produits d’'un certain nombre(fini) d’élément de A et d’inverses
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d’éléments de A. Donc H contient E. Finalement E est le plus petit des sous-groupes de

G contenant A. N

1.1.3 Homomorphisme et isomorphisme de groupes

Définition 1.9. (Homomorphisme de groupes)Soit (G, x) et (G',.) deuz groupes.
On appelle homomorphisme de groupes, ou morphisme de groupes de G dans G’ toute

application f : G — G tel que :

flg1 x g2) = f(91)-f(92)Yg1,92 € G.

Définition 1.10. (Le noyau et l’image d’homomorphisme )Soit f : G — G un
homomorphisme de groupes.

— L’ensemble
e ={9eG.flg) =€}

avec € Uélément neutre de G, est appelé le noyau de f, et noté Ker f.

— L’ensemble

f(G)={g €G3g€C flg9) =g} ={f9);9€C}
est appelé l'image de f est noté Im f.

Proposition 1.5. Si f est un homomorphisme du groupe G dans un groupe G', alors :

(1) f(e) est l’élément neutre du groupe G'.
(2) flg7") = (f(g9))~*, pour tout g € G.

Démonstration.
(1) Soient e I’élément neutre de G et e’ I'élément neutre de G’, f(e) = f(e.e) =

f(e).f(e)(puisque f est un homomorphisme). En multipliant par f(e)~! on obtient,

e = f(e).
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(2) Soit g € G alors gg~! = e donc f(gg~') = f(e). Cela entraine f(g)f(g~') =€, en

multipliant par f(g)~! on obtient, f(¢g7!) = f(g)~!. D’ou le résultat.

Proposition 1.6. Soit f un homomorphisme du groupe alors,
(1) L’image directe d’un sous-groupe par f est un sous-groupe .

(2) L’image réciproque d’un sous-groupe par f est un sous-groupe.

Démonstration.
(1) Soit H un sous-groupe de G, posons f(H) = H’', et montrons que H’ est un sous-
groupe,
— On a f(e) =€ € H', donc H n’est pas vide.
— Soit hy,he € H puisque H est un sous groupe , donc hihy,' € H, et d’apreés

'assertion (2) de proposition précédente et car f est un homomorphisme donc ,

/

hihy' € H= f(hihy') € H = f(h)f(hy') € H = f(hi)f(hs)™) € H,

alors H' est un sous-groupe.
(2) Considérons donc un sous-groupe H', posons H = f~'(H'), et montrons que H
est un sous-groupe.
— Comme f(e) =€ et ¢’ € H,onae € H, donc H n’est pas vide.
— Soit hy,he € H, on a f(h1) € H et f(hy) € H', dou f(hy)f(ho)™! € H', car
H' est un sous-groupe , or en utilisant I'assertion (2) de proposition précédente

con a f(hi)f(hy') = f(h1)f(ha)~t. On conclut que

f(ha)f(hy') = f(hhy') € I,

c’est-a-dire hihy' € H, ce qui prouve le résultat voulu.

Proposition 1.7. Soit f : G — G’ un homomorphisme du groupe,

(1) Ker f est un sous-groupe de G.
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(1) Im f est un sous-groupe de G'.

Démonstration.

(1) Montrons que le noyau est un sous-groupe de G.
(a) f(e) =¢, donc e € Kerf, alors Kerf n’est pas vide.
(b) Soient ¢1,92 € Kerf. Alors f(g192) = f(g1)f(g2) = €'¢’ = €', donc g190 €

Kerf.

(c) Soient g; € Kerf. Alors f(g;') = f(q1) ' =¢e ' =¢, donc g;' € Kerf.

(2) Montrons que 'image est un sous-groupe de G,
(a) f(e) =¢€', donc e € I'mf, alors Imf n’est pas vide.
(b) Soient f(g1), f(g2) € Imf, avec g1, g2 € G. Alors f(g1)f(92) = f(9192) € Imf.
(c) Soit f(g1) € Imfetgi € G, alors f(g,)™!) = f(g") € Imf.

Définition 1.11. (Isomorphisme de groupes) Soit G et G’ deux groupes.
On appelle Isomorphisme du groupe de G sur G’ tout homomorphisme du groupe [ : G —

G', qui de plus une bijection de G sur G'.

Définition 1.12. (Automorphisme de groupes) Un automorphisme du groupe est un

isomorphisme du groupe dont le groupe d’arrivée est le meme que le groupe de départ.

Exemples

1. L’application :
f : GL(n,C) — C
M = f(M) = detM

est un homomorphisme du groupe puisque det(M x N) = detM x detN.
2. Le groupe Gy tel que dimX = n, et GL(n,C) sont isomorphes

3. Si on considére [+ 3] le produit sur 7' = [0,1) des nombres a+ 3 € T* alors T*
est un groupe appel le tore de dimension 1.Le groupe 7! est isomorphe a R!/N.

4. Soit X un cercle et soit I'! ’ensemble de tout les rotations de X, alors I'! est appel le
groupe de rotations du cercle.Le groupe I'! est isomorphe a le tore 7' du exemple
(3) précedent.
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5. Soit M la matrice d’ordre n, soit M la matrice dont ces éléments sont les conju-
gués complexe des éléments de M, et soit M’ la matrice transposée de M | les

applications :
fi :+ GL(n,C) — SL(n,C)
M — M
et
fa : GL(n,C) SL(n,C)

%
M = Mt

sont des automorphismes de groupes.

1.1.4 Sous-groupes distingués

Définition 1.13. (Sous-groupe distingué) Un sous-groupe H de G est distingué ou

normal si pour tout g € G,
Hg=gH, Cdest—a—dire Vg€ G,Yhy € H,3hy € H : ghy = hag.
Le sous groupe distingué H de G est noté par H <G

Proposition 1.8. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(a) H<G,
(b) Pour tout g € G,gHg™' = H.

Démonstration.

L on obtient :

a= b) On a H <4 G c’est-a-dire : gH = Hg, en multipliant & droite par g~
gHg ' =H

b= a), On a gHg ' = H c’est-a-dire gHg™' C H
gh = (ghg')g="hge Hg= gH C Hg

et

hg = g(g 'hg) = gh' € gH = Hg € gH

donc

gH = Hg.
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Exemple 1.4. (1) Pour tout groupe G, les sous-groupes {e} est G sont distingués
dans G.
(2) Soit G = GL(n,C,H) = SL(n,C), alors H est un sous-groupe distingué de G, en
effet, Vg € G,h € H on a det(ghg™') = det g,deth,det g'=det h=1 donc
ghg™ € H.
(3) Si G est a bélian, tout sous-groupe de G est distingué.

(4) Pour tout groupe G, le centre Z(G) est un sous-groupe distingué dans G.

Proposition 1.9. Pour tout homomorphisme f d’un groupe G dans un groupe G, le

noyau Ker f est un sous-groupe distingué dans G.

Démonstration. soient h € Kerf et g € G, il s’agit de vérifier que ghg™' € Kerf, pour

cela calculons f(ghg™") = f(g)f(h)f(g~") mais f(h) = ¢, donc f(ghg™") = f(9)f(g7!) =
e/, alors ghg™! € Kerf. O

Proposition 1.10. Soit f un homomorphisme du groupe G dans un groupe G', alors :
L’image d’un sous-groupe distingué dans G par f est un sous-groupe distingué dans f(G).

Démonstration. Soit H un sous groupe distingué dans G, et soit ¢’ € f(G) alors ¢’ = f(g)

pour g € G, et d’autre part on a :

d’ou le résultat. O

Proposition 1.11. Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G tels que H <G et
K <G, alors HNWK <G

Démonstration. soit [ € HNK alorsl € H,l € K et car H<G et K <G on a : pour tout

g€ Gglg7t € Het glg7! € K donc glg~! € HN K, d’ou le résultat O

1.1.5 Groupe quotient

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G, le but de théoreme fonda-
mental suivant est de munir 'ensemble quotient G/H d’une structure du groupe, déduite
de celle de G.
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Théoreme 1.3. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G, on suppose que H <G ;
(1) On définit une loi de composition interne dans G/H , en posant indépendamment

des représentants choisis :
HgpHgo = Hg192 Vg1,92 € G.

(ii) Cette loi munit l’ensemble G/H d’une structure du groupe, appelé le groupe quo-
tient de G par H.
(iii) La surjection canonique p : G — G/H est alors un homomorphisme du groupe G

dans le groupe quotient G/H.

Démonstration.

(i) Le produit de deux classes ainsi défini ne dépend-il pas des représentants g; et go
que 'on choisit pour poser Hxy 7. En d’autre termes, si I’'on prend d’autres représentants
g) € Hgy et g5 € Hgo, il est clair que Hg1go = H, g5 ? En effet, soient gy € Hgy, gh € Hgs,
alors g = hi1g1, g5 = hage pour hy, hy € H, et puisque H est un sous-groupe distingué de

G donc g1he = higy pour certains b}, € H, alors nous avons,
gigé = (h191)(h2g2) = h1(g1h2)g2 = hlh/zglgl
Par conséquent,
Hgllg; = thh/29192 = Hg192.

(ii) L’associativité de la loi défini dans G/H est évidente, car pour tout g1, 92,93 € G, on

a
Hg\(HgyHgs) = Hgi(9293) = H(g192)9s = (Hg1Hgz) Hgs.
De méme, pour tout g € G, on a HgHe = Hge = Hg et Hg(Hg)™' = Hgg™' = He, ce

qui montre que G/H est un groupe.

(iii) Il est clair puisque, par définition, on a :

p(9192) = Hg19o = Hg1 Hgy = p(g91)p(g2), V91,92 € G.
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Notation : Notons par g la classe a-gauche de g : Hg,Vg € G.

Remarque 1.2. L’élément neutre du groupe quotient G/H esté = H, et pour tout g € G,

le symétrique dans G/H de § est g~' = gL

Exemple 1.5. (1) Soit G un groupe, si l'on prend H = e, alors g = g pour tout
g € G(car g1 ~ go est alors équivalent d g1g5' = e, c’est-a-dire gy = g1). Il en
résulte G /e ~ G, via l’isomorphisme gy — g.

(2) Soit G un groupe, si l'on prend H = G, alors § = € pour tout g € G (car on a
ge t € G, c’est-a-dire g ~ e,Yg € G). Il n’y a donc qu’une seule classe, d’ot G/G

est le groupe trivial a un élément.

Théoreme d’isomorphisme

Théoréme 1.4. Soit G un groupe, pour tout groupe G' et tout morphisme du groupe
f G — G, le groupe quotient de G par le sous-groupe normal Ker f est isomorphe au
sous-groupe Im f de G' :

G/Kerf ~Imf.

Démonstration. Soit f : G — G’ un morphisme du groupe, on a le noyau de f est un
sous-groupe distingué de G. Pour tout g € G/Kerf, posons ¢(g) = f(g) € Imf.Cette
définition est indépendante du choix de représentant dans g, En effet,si 'on choisit un
autre représentant ¢’ € g, on a par définition gg'~' € Kerf, donc f(g¢'™') = e, d’ou
Flgg'™) = F(9)f(g) ™" = e, Clest-andire f(g) = f(g'), ou encore ¢(3) = (). On définit
donc bien une application :
¢ : G/Kerf — Imf
g — [l
L’application ¢ est surjective par construction ,il est clair que c’est un morphisme du

groupe puisque :

Vj,9 € G/Kerf,0(gg) = ¢(99) = f(9d') = f(9)f(g) = 0(3)e(d)
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Vérifions qu’elle est injective, pour cela considérons g € Kery, on a alors ¢(g) = €', le
neutre du groupe d’arrivée G'. D’ou f(g) = €/, c’est-a-dire g € Kerf, ou encore § = é.
Ceci montre que Keryp = €, donc ¢ est injective . On conclut que ¢ est un isomorphisme

du groupe de G/Kerf sur Im f. O
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Chapitre 2

Groupes topologiques

Nous commencons ce chapitre par un rappel sur les espaces topologiques dans la pre-
miere section, et dans la deuxiéme section, on va se concentrer sur les groupes topologiques,
certaines de ses propriétés et des exemples, puis on va étudier aussi les sous-groupes, le
produit, le morphisme et le groupe quotient d’un groupe topologique, pour relier la struc-
ture algébrique avec la structure topologique.

2.1 Rappel sur les espaces topologiques

Définition 2.1. (Espace topologique) On appelle espace topologique tout couple consti-
tué par un ensemble E et un ensemble T de parties de E appelées parties ouverts ou ouverts

de E, satisfaisant aux trois propriétés suivantes :

1. peTet EeT;

2. Toute réunion d’ouverts est un ouverte ;

3. Toute intersection finie d’ouverts est un ouverte.

On dit encore que l’ensemble T de partie de E définit sur E une topologie.
Définition 2.2. (Toplogie discréte) Soit P(E)l’ensemble de parties de E, alors P(E)

est une topologie sur E, appelé topologie discréte, et le couple (E,P(FE)) est appelé espace

discret.
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Définition 2.3. (ensemble fermé) On dit qu’un sous-ensemble A de E est fermé si
son complémentaire CgA est ouvert.

Axiomes des fermés : [’ensemble 7 des parties fermées de E vérifie les propriétés
suivantes, appelées axiomes des fermés.

1. L’ensemble E et ’ensemble vide ¢ sont fermés;
2. Toute réunion finie de fermés est une fermée ;

3. Toute intesection de fermés est une fermée.

Définition 2.4. (Voisinage) On appelle voisinage d’un point x de E tout sous-ensemble

de E contenant un ouvert contenant .

Définition 2.5. (Base de topologie) Soit (E,T) un espace topologique, et soit B une
sous-ensemble de 7. On dit que B est une base pour la topologie T si et seulement si tout

ouvert de E est réunion d’une sous-famille de B :
YO € T, 3(01)261 CcCB:0= UieIOi-

Définition 2.6. (Topologie induite) Soit (E,T) un espace topologique et A une partie

de E. On appelle topologie induite par T sur A la topologie T4 tel que :
Ta={0NA0 €T}

Définition 2.7. (Adherence, intérieur, frontiére) Soit E un espace topologique et

A une partie de E.

1. On dit que x est un point adhérent a A, si tout voisinage V de = contient un point

de A, c’est-a-dire :V N A # ¢.

L’ensemble des points adhérents a A est dite l'adhérence de A et noté A.

2. On dit que x est un point intérieur a A s’il existe un voisinage V de x tel que :x €

V c A

L’ensemble des points intérieurs a A est lintérieur de A et noté A,
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3. La frontiere de A noté FrA est ’ensemble des points x dont tout voisinage V
contient au moins un point de Aa et un point de de complémentaire de A. On a

donc :FrA = ANCgA.
Définition 2.8. (Application ouverte, application fermée) Soit deux espaces to-
pologiques X et Y.

1. On dit qu’une application f de X dans Y est ouverte si pour tout ouvert U de X,

Uimage f(U) est ouverte dans Y.
2. On dit qu’une application f de X dans Y est fermée si pour tout fermé U de X,
limage f(U) est fermée dans Y.
Définition 2.9. (Ensemble dense, espace séparable,espace séparé) Soit E un
espace topologique et A une partie de E.
1. On dit que A est dense sur E si son adhérence A est E.

2. On dit que E est séparable s’il existe une partie de E au plus dénombrable dense

dans E.

3. On dit que E est un espace séparé(Hausdorff) si en peut séparer deuz points diffé-

rents quelconque de E par deuz voisinages disjoints :
Ve,ye o #y, IV eV, W eV, : VW = ¢.

Définition 2.10. (Application continue) On dit que l'application f de l’espace topo-
logique E dans [’espace topologique F' est continue au point x de E si pour tout voisinage

V de f(x), il existe un voisinage v de x dont l'image par f soit dans V
(f continue en x) &L, (VV,V € Vi) (Fu,v € Vy) : (f(v) C V).

Une application f d’un espace topologique E dans [’espace topologique F' est dite continue,

st elle est continue en tout point de E.

Définition 2.11. (Fonction continue)Soit E et F deux espaces topologiques, La fonc-

tion f de FE vers F est continue si ['image réciproque par f d’un ouvert est un ouvert.
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Théoreme 2.1. Soient E et F deux espaces topologiques, et f . E — F une applica-
tion.Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est continue;
. Pour tout ouvert O de F ,f~1(O) est un ouvert de E;
. Pour tout fermé C de F ,f~(C) est un fermé de E;

2
3
4. Pour toute partie A de E, f(A) C f(A);
5

. Pour toute partie B de F, f~1(B) C f~'(B).
Démonstration. Voir les pages 9 et 10 de [3]. O

Définition 2.12. (Homéomorphisme) On dit que f est un homéomorphisme si f est

bijectif ,continue et d’inverse continue.
Remarque 2.1. Toute homéomorphisme est une application ouverte et fermée.

Définition 2.13. (Espace métrique) On dit que d est une distance sur E si :
1. d(z,y) =0 < o =1y (condition de séparation) ;
d(

2. ,y) = d(y,x),Va,y € E(condition de symétrie) ;
3. d(

T
z,y) < d(z,z) +d(z,9),Vr,y, 2 € E(inégalité triangulaire).

Le couple (E, d) est appelé espace métrique.

Définition 2.14. (Suite de Cauchy) Soit (E,d) un espace métrique. On dit q’un suite
() de E est de Cauchy si : Ve > 0,IN € N:Vp,qV > N = d(z,,z,) < €.

Définition 2.15. (Espace complet) On dit que l’espace (E,d) est complet si toute suite

de Cauchy de E converge dans FE.

Définition 2.16. (Recouverement ouvert) Soit (E,T) un espace topologique. Un re-
couverement ouvert de E est une famille (U;)i € 1 d’ouverts de réunion égale d E.
Un recouwverement ouvert d’une partie A de E est une famille (U;)ie; d’ouverts dont la

réunion contient A.
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Définition 2.17. (Espace compact) On dit que l'espace métrique (E, d) est compact
si de tout recouverement ouvert de FE, il existe un sous-recouverement fini de E.

Une partie A de E est compact si le sous-espace (A,d) est compact.

Proposition 2.1. Toute partie compacte d’un espace topologique séparé est fermée.
Démonstration. Voir la page 37 de [0] O
Théoreme 2.2. Les parties compactes de R™ sont les parties fermées et bornées.
Démonstration. Voir la page 37 de [6] O

Propriété 2.1. a) Dans un espace topologique séparé, une union finie de compacts
est compacts.
b) Dans un espace topologique séparé, une intersection quelconque de parties com-
pactes est compacte.

c) Un produit d’espaces topologiques compacts est compact.
Démonstration. Voir la page 37 de [0] O

Définition 2.18. (La norme)Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est

une application ||.| sur E d valeurs réelles et satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Vz € E||||z]| = 0 =z = 0 (séparation) ;

2. V(\,z) € K x E,||\x|| = |A|||z]] (homogénétie) ;

3. V(z,y) € B2 ||z +y| < |lz|| + |lyl| (inégalité triangulaire).
Définition 2.19. (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel complexe. Un produit
scalaire est une application < .,. >: E x E — C, vérifiant

1. <x,z>>0 pour tout x € F;

2. < ArHpy,z>=A<z,2>+pu<y,z>;

3. <zy>=<y,r >.
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Définition 2.20. (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel

ou complexre muni d’une produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

Définition 2.21. (Espace euclidien) un espace vectoriel euclidien est un espace vec-

toriel réel muni d’un produit scalaire.

Définition 2.22. (Espace préhilbertienne) Un espace vectoriel réel E muni d’un pro-
duit scalaire s’appelle un espace préhilbertien, si E est de dimension finie, et si E est un

espace euclidien.

Définition 2.23. (Espace vectoriel topologique) Soit E un espace vectoriel.On dit
que E est un espace vectoriel topologique si :
— E est un espace topologique ;

— Les applications

fi + ExE — E

(1'1,.1’2) — T+ T2
et
f2 : CxFE — FE

(o,x) — ax;
sont continues.

Alors le couple (E,T) est appellé espace vectoriel topologique.

2.2 Groupes topologiques

2.2.1 Notion du groupe topologique

Définition 2.24. (Groupe topologique) On dit q’un ensemble G est un groupe topo-
logique s’il satisfait les conditions suivantes :
(a) G est un groupe ;

(b) G est un espace topologique séparé ;
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(c) Les applications :
fl . G — G

g — filg) =974

et
f2 . Gx G — G

(91792) — f2(91792)29192;

sont continues.

Exemple 2.1. 1. Le groupe additif R muni de la topologie ordinaire est un groupe
topologique.

2. Soit R* le groupe multiplicatif des nombres réels positifs. La topologie de R* induite
par celle de R, est compatible avec sa structure de groupe donc c’est un groupe
topologique.

3. Soit T le groupe quotient de R par la relation d’équivalence g1 ~ go si (g1 — go) est
un entier ; autrement dit T est le tore a 1-dimension. Pour tout ¢ € T, posons | ¢ |
est la plus petite des valeurs absolus des représentants de ¢ sur R, si alors on pose

pour tout couple g, h d’élément de T :

on définit surT une distance, d’ailleurs invariante par les translations de T, et la
topologie associée a cette distance est compatible avec la structure de groupeT .

Le groupe T muni de cette topologie est le tore topologique a 1-dimension.

4. Le groupe multiplicatif des nombes complexes de valeur absolue 1 G = (z € C,| z |=

1), muni de la topologie induit par celle du plan complexe est un groupe topologique.

5. Si Uon identifie le groupe des dilatations de la droites x — Az +a (ou X #0) d
I’ensemble D des points (X, a) du plan R* d’abzisse non-nulle, et qu’on donne d D
la topologie induite par celle de R? . D devient un groupe topologique .En effet, si
s=(\a), on a

1 —a

sTt=(\a) ' = (} 7)3
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1

donc s=' est fonction continue de s sur D; d’autre part si s = (\,a) et § =

(N,d),on asos = (AN, d +a), donc so s’ est bien fonction continue du couple
(s,8°).
6. Tout groupe muni de la topologie discrete est un groupe topologique.

7. Le groupe linéaire complet Gl(n,K) avec (K = RouC) muni de la topologie naturelle

de K™ est un groupe topologique. En effet,pour K = C ,soit g € GL(n,C) tel que :

g1 G912 - YGin

g1 G22 - Gon
g g

gn1 Gn2 - Jnn

nous allons maintenat prouver la continuité des fonctions f1 et fo dans la condition
(¢). Soit Gj; le déterminant de la matrice (n-1)(n-1) obtenue en supprimant le ™

e

ligne et la i°™ colone de la matrice g. Puisque

G
it A Yl
(9 )ji detg

1

la fonction f1(g) = g~ est continue , de meme nous avons;

(gh)ji = > gjshsi
s=1
et donc fo(g,h) = gh est continue, alors GL(n,C) avec sa topologie naturelle est
un groupe topologique.
Translation d’un groupe topologique

Définition 2.25. (La translation d gauche et a droite) Soit G un groupe topolo-
gique, pour tout go € G, la translation a droite est définie par lapplication :
R, : G — G

g > Ry (9) = 990;
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et la translation a gauche est définie par ['application :

Ly + G — G
g +— Lgl(g) = g09.

Proposition 2.2. La translation a droite Ry, et la translation a gauche Lg, du groupe

topologique G sont des homéomorphes de l'espace G sur lui meme.

Démonstration. L’application Ry, est bijective, on va montrer qu’elle est continue.Puisque
Ry, (9) = f2(g,90) = ggo qui est continue d’aprés la condition (c) dans définition 2.1.1,
et aussi 'application inverse R;)l = Rgal est continue Rgal = fo(g, 95 ") donc R, est un

homéomorphisme de G sur G.Et de méme pour Ly, .

Soit A et B deux sous-ensembles d’un groupe topologique G, on notera :
At ={a"t a € A},
AB ={axbaec Abe B}

Propriété 2.2.
(1) Si A et B deux sous-ensembles ouverts de G, alors AB est un sous-ensemble ouvert de

G.

(2) Si A est ouvert de G, alors A1 est un ouvert de G.

Voisinage d’un point

Du fait que toute translation est un homéomorphie résulte que, I'ensemble des voi-
sinages d’un point g se déduit de I’ensemble des voisinages de 1’élément neutre e par la
translation a droite ou a gauche. L’étude des voisinages d’un point g de G se ramene donc
a celle des voisinages de e.

Propriété 2.3.
(1) Pour tout voisinage V de e, le symétrique V' est voisinage de e.

(2) Chaque voisinage V de e, contient un voisinage symétrique de e, c’est-d-dire un voi-
sinage U tel que U~ = U. En effet, d’aprés la propriété (1) V=1 est un voisinage de e,
posons VAVt =U, alorsU CV et U ' =U.
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(3) Tout voisinage V de e contient un voisinage U tel que UU C V. En effet, puisque
Uapplication fa(g1,92) = g192 est continue.Pour g = e, gy = e il existe des voisinages
Uy, Uy d’identité, pour laquelle U Uy C V', ainst le voisinage U = Uy N Uy satisfaite la
condition UU C V.

Démonstration. Voir les pages 139 et 140 de [9] O

Définition 2.26. (Espace topologique homogéne) Un espace topologique X est dite

homogéne, si pour tout x,y € X, il existe un homéomorphisme f : X — X tel que

flx)=y.
Proposition 2.3. Tout groupe topologique est homogene.

Démonstration. Soit G un groupe topologique, posons f = L;-1), la translation a gauche,
alors d’aprés la proposition précédente f est un homéomorphisme, il reste de montrer que

f(g1) = g2. Pour cela on a pour tout g1,92 € G :

flg1) = Lo-1)a(g1) = (07 )agi = ga.
Donc G est homogene. O]

Remarque 2.2. L’homogénéité des groupes topologiques est trés utile dans la pratique
car il suffit de vérifier une propriété locale en un point (I’élément neutre par exemple )

afin de la démontrer sur tout le groupe.

2.2.2 Produit de groupes topologiques

Définition 2.27. Soient G et Gy deux groupes topologiques. L’ensemble produit G =
G X Gy posséde a la fois une structure de groupe-produit et d’espace topologique produit.
La topologie produit sur G est compatible avec la structure de groupe produit sur G;
l’ensemble G muni de ces deuz structures est appelé produit de groupes topologiques G et

Gs.
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Exemple 2.2.

1. On appelle groupe topologique additif R™ le produit de n groupes topologiques iden-

tiques au groupes topologique additif R.

2. On appelle tore a n dimension le produit T™ de n groupes égauz au tore topologique

T.

2.2.3 Sous-groupe d’un groupe topologique

Définition 2.28. (Sous-groupe topologique) Soit G un groupe topologique et H une
partie de G.
H est un sous-groupe topologique de G si H est un sous-groupe de G muni de la topologie

induit par G.

Proposition 2.4. Soit G un groupe topologique, et H un sous-groupe de G, alors H est

un groupe topologique.

Démonstration. Un sous-groupe algébrique étant un groupe (d’aprés proposition du

chapitre 1), donc H est un groupe, il suffit de motrer que les applications :

fi - HxH — H
(91792) = g192;

et
f2 - H — H
g — g%
sont continues. Ce qui évident car elle sont les restrictions de celles de G qui sont continues

puisque G est un groupe toplogique. O

Définition 2.29. (Sous-groupe fermé) Un sous-groupe H de G est dite fermé s’il est

un sous-ensemble fermé de [’espace topologique G.

Exemple 2.3. 1. GL(n,R) est un sous-groupe topologique fermé de GL(n,C).

2. SL(n,K) avec (K = RouC) est un sous-groupe topologique de G'L(n,K).
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3. Soient
Un) ={g:9 € GL(n,C), zi: 79si = 0jiy J,i = l..n}y
et
SU(n)={g:g9€ SL(n,C), i Gs;9si = 0ji,J,1 = l...n},
avec
. 1 sij=1i
0 sij #1;

alors U(n) et SU(n) sont des sous-groupes topologiques de GL(n,C) et SL(n,C)

respectivement.

Proposition 2.5. Soit G un groupe topologique, si H est un sous-groupe ouvert de G,

alors H est fermé.

Démonstration. Pour montrer que H est fermé, on va montrer que H C H. Comme H est

ouvert,aH est un voisinage de a et donc aH N H # ¢, ainsi 3hy, hy € H tel que :
ahi =hy = a= hghfl,

et car H est un sous-groupe topologique de G et d’aprés la proposition précédente H est

groupe topologique donc hohi' € H, alors
ac€H=HCH,

ce qui montre que H est fermé. O

2.2.4 Groupe topologique quotient

Définition 2.30. (Topologie quotient) Soit G un groupe topologique et soit H un sous-
groupe de G, on considére le quotient G/H , l’ensemble des classes a gauche de G selon H
et on désigne par T la projection canonique de G sur G/H.

On définit la topologie quotient sur G/H comme la topologie dont les ouverts sont les

images w(U) des ouverts U de G par lapplication .
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Proposition 2.6. La projection canonique 7 de l'espace G dans 'espace G /H est ouverte

et continue.

Démonstration. En déduire de la définition du topologie quotient sur G/H que 7 est
ouvert.
maintenant on va montrer que 7 est continue.Soit U un ensemble ouvert sur G /H, par
définition U est de la forme U = w(U), lorseque U est un ouvert de G, donc l'image
réciproque de U,

7Y U) = UH = UpenUh;
est ouvert car il est la réunion des ensembles ouverts Uh (d’aprés propriétés de I’homéo-

morphisité des translation), donc 7 est continue. O

Proposition 2.7. Si H est un sous-groupe fermé du groupe topologique G, alors l’espace

quotient G/ H est séparé.

Démonstration. On suppose que H est fermé, soient g et go deux point de G/H, soit
g1 € 1,92 € Go, Si G # Go, alors g7 'go ¢ H, et puisque H est fermé, il existe un voisinage
V de I'élément g;'gs tel que :

VNH=¢. (2.1)
D’un autre coté, puisque les fonctions f1(g) = ¢! et f2(g, g’) = gg’ sont continue, alors il

existe des voisinage Vi et V5 des éléments ¢g; et go tel que :
VitV C V. (2.2)

ON défini V; = m(V1) et Vy = 7(Va). Par définition Vi etV sont des voisinages de §; et ga
respectivement.

On va montrer que Vi N Vi = ¢, supposons le contraire,supposons qu’il existe un élément
go tel que :

Go € ViV = 7(Vi) Nw(Va). (2.3)

On conclut de 'equation (2.3) qu’il existe

90, 90 € o, (2.4)
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avec gp € Vj et g, € Va,alors on a :
9090 € Vi 'Va, (2.5)

et d’aprés I'equation (2.2))
9 g€V (2.6)

D’autre coté I'equation (2.4]) implique que go etg) seraient dans la méme classe selon H,
¢’est-a-dire :

9 "9 € H; (2.7)

mais les equations (2.6) et (2.7) conterdit Pequation (2.1)), alors Vi N Vi = ¢, donc g; et

g2 ont des voisinages disjoints, alors G/H est séparé. n

Théoréme 2.3. Soit G un groupe topologique, soit H un sous-groupe distingué fermé de

G, alors G/H est un groupe topologique.

Démonstration. On a G/H est un groupe et G/H muni de la topologie quotient est un
espace topologique séparé. Il reste de montrer que la condition (c¢) du définition 2.23 est
satisfaite pour G/H.

On désigne par 7 la projection canonique de G dans G/H .Soit U un voisinage de ¢, €

1

G/H, alors il existe un élément g;! € g~ et un voisinage U de g;! tel que U = n(U).

Puisque la fonction f(g) = g~' est continue, il existe un voisinage U; de g; tel que :
utcu. (2.8)

Posons U; = 7(U;) un voisinage de ¢; et I'equation (2.8) montre que Ul_l =m(U;,)! C
m(U)=1.
Par consequent la fonction f1(g) = ¢! est continue sur G/H.
Soit maintenant U un voisinage de 'élément §g’, tel que §,¢ € G, donc il existe des
éléments g € §, ¢’ € ¢ et un voisinage U de g¢’ tel que U = 7(U), puisque la fonction
f2(g,49") = g4’ est continue alors il existe des voisinages Uy, U, de g et ¢’ respectivement
tel que :

U0, C U. (2.9)
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Posons U, = 7(Uy), Uy = 7(Us), alors Uy, Uy sont des voisinages de § et ¢’ respectivement
et 'equation(2.9) donne

U1U2 = 7T(U1)7T(U2> = 7T(U1U2) C 7T(U) = U;

c’est-a-dire la fonction f5(g,g") = §g' est continue dans G, donc la condition (c) est

satisfaite, alors G/H est un groupe topologique. O

Proposition 2.8. Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe de G, alors G/H est

homogéne.

Démonstration. Soit Ha, Hb € G/H, et considindérons I'application f de G/H dans lui
méme telle que X —— Xa~'b, il est claire que f est bijective, on va montrer que f est
continue.On a

Ha€ G/H=a'H'ecG/H,

car G/H est un groupe ,et a 'H'Hb € G/H, alors a~'b € G/H, et puisque G/H est un
groupe topologique ,d’aprés la condition (c), f est continue donc f est un homéomorphisme

,et ona f(Ha) = Haa 'b = Hb, ce qui resulte que G/H est homogene. ]

2.2.5 Homomorphisme et isomorphisme du groupes topologiques

Définition 2.31. (Homomorphisme continue) Soit G et G' deuzx groupes topolo-
giques. L application f du groupe topologique G dans G' est appelé un homomorphisme
continue de G dans G’ si :

(a) f est une application continue de 'espace G dans l'espace G’ ;

(b) f est un homomorphisme de G dans G'.

st f(G) = G, f est appelé un homomorphisme continue de G dans G'.

Proposition 2.9. Si H est un sous-groupe distingué fermé du groupe topologique G, alors
Uapplication canonique m du groupe G dans le groupe quotient G/H est un homomorphisme

continue ouverte de G dans G/H.
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Démonstration. Voir la page 145 de [9] O

Définition 2.32. (Isomorphisme continue) L’application f du groupe G dans G’ est
dite un isomorphisme continue du groupe G dans G’ si :

(a’) f est une application continue de l'espace G dans l'espace G’ ;

(b’) f est un isomorphisme de G dans G'.

si f(G) =G, f est appelé un isomorphisme continue de G dans G'.

Définition 2.33. (Isomorphisme topologique) L’application f du groupe G dans G’
est dite isomorphisme topologique du groupe G dans G' si :

(a") fest un homéomorphisme de l'espace G dans l’espace G’ ;

(b") f est un isomorphisme du groupe G dans le groupe G'.
si f(G) = G, f est dite un isomorphisme topologique du groupe G dans le groupe G'.
Deux groupes topologique sont dits isomorphes topologiquement s’il existe un isomorphisme

topologique de G dans G'.

Théoréme 2.4. 1. 57 f est un homomorphisme continue du groupe G dans le groupe
G' et H= Kerf, alors :
(a) H est un sous-groupe distingué fermé de G.
(b) [ =, tel que ¢ est I’homomorphisme canonique du groupe G dans le groupe

G/H et est l'isomorphisme continue du groupe G/H dans le groupe G'.

2. Si de plus, [ est ouvert, alors 1 est un isomorphisme topologique du groupe G/H
dans le groupe G', dans ce cas les groupes G/H et G' sont isomorphe topologique-

ment.
Démonstration. Voir les pages 145 et 146 de [9]. O

Remarque 2.3. Pour nombreuzr groupes topologiques, tous les homomorphismes conti-

nues sont ouverts.

Exemple 2.4. Le tore a 1 dimension est isomorphe d le groupe quotient R/N.
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Chapitre 3

Représentation du groupe

La représentation de groupe décrit un groupe en le faisant agir sur un espace vec-
toriel de maniére linéaire, donc le but de ce chapitre est d’etudier la représentation de
groupe puis de groupes fini et ensuite de groupe topologique, et donne quelques propriétés
fondamentales et des exemples.

3.1 Représentation algébrique d’un groupe

Soit G un groupe et soit X un espace vectoriel complexe non triviale.

Définition 3.1. (Représentation du groupe) : On appelle une représentation du
groupe G dans l'espace X, lapplication T définie de G dans l’ensemble des opérateurs

linéaires de X dans lui méme satisfaisant les propriétés suivantes :

1. T(e) = Iy, avec Iy est lopérateur identité dans X ;

2. T(g192 = T(g1)T(g2), pour tout g1, 9, € G.

L’espace X est appelé l'espace de représentation, et 'opérateur T(g) est appelé I'opé-
rateur de représentation.

Propriété 3.1. La représentation T est un homomorphisme du groupe G dans le groupe

Gx (Gx :le groupe de tous les opérateurs linéaires de X sur X, voir l’exemple de chapitre
).

Remarque 3.1. La propriété précédente peut etre considérée comme une autre définition

d’une représentation.
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Exemple 3.1. 1. Pour tout groupe G, le morphisme p : G — K qui envoie tout

élément de G sur I, est une représentation de degré 1, dite représentation triviale.
2. 8 G est un sous-groupe de GL,(C)(le groupe des matrices inversibles carrées
d’ordre n), lapplication :
p G — C
M +—— p(M) = detM,
est une représentation de G ;

3. Soit le groupe R, pour tout nombre complexe k, la fonction o — e** dans R satisfie

les conditions [1) et [3, et donc définit une représentation de R de dimension 1;

4. La fonction ¢ — e™® sur le groupe I'* de rotation de circle (voir 'exemple du
section de chapitre ) est une représentation du groupe I'' de dimension 1

pour tout entier n.

3.2 Cas particulier d’une représentation de dimen-
sion finie

Définition 3.2. (Représentation de dimension finie) : Une représentation est dite

de dimension finie si l’espace de représentation X est aussi de dimension finie.

Définition 3.3. (Sous-espace invariant) : Un sous-espace Y C X est dit un sous-

espace invariant de T si :
T(g)y €Y pourtout g€ G et yeYy.

Définition 3.4. (Représentation irréductible) : Une représentation est dite irréduc-

tible si {0} est X sont les seuls sous-espaces invariants de T.

Définition 3.5. (Représentation réductible) : Une représentation est réductible si

elle n’est pas irrédictible.
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Définition 3.6. (Deux représentations équivalentes) : Supposons que S et T sont
deuz représentations d’un groupe G dans les espaces X et Y respectivement. on dit que S

et T sont équivalentes (S ~ T') s’il existe un isomorphisme A : X —'Y tel que :
AT(g) = S(g)A pourtout g€ G.

Lemme 3.1. (Lemme de Schur) Soit T et S deuz représentations irréductibles du
groupe G sur les espaces X et Y respectivement. Soit A un opérateur de X dans Y satis-

faisant la condition :
AT (g) = S(g)A pour tout g€ G, (3.1)
alors soit A un isomorphisme linéaire de X sur Y et donc T équivalent a S, ou bien A=0.

Démonstration. L’image L = AXde X sous A est un sous-espace de Y, et L est invariant
sous S(g), puisque I'equation implique que S(g)Az = AT(g)x = Ax’ € AX = L.Pour
tout g € G et x € X. Comme S est irréductible, donc L est I'espace nul ou tout 'espace Y.
Dans le premier cas A = 0, et dans le deuxiéme cas, supposons que L =Y. c’est-a-dire A
est surjective et on va montre qu’elle est injective. Donc soit M = {z : Az = 0} ; il suffit de
montrer que M = 0, on observe que M est invariant sous T. En effet, si on a x € M, alors
Ax = 0. encore d’aprés 'equation [3.1) on a ATg(x) = S(g)Az = S(g)0 = 0, si bien que
T(g)x € M. Puisque T est irréductible, alors on conclut que I'un ou l'autre M = {0} ou

M = X. mais le dexiéme cas est impossible, car il implique que Y = L = AX ={0}. O

Lemme 3.2. Soit T une représentation irréductible de dimension finie du groupe G sur
Uespace X, alors tout opérateur linéaire B, qui commute avec tous les opérateurs T'(g), g €

G , présente sous la forme B = M, avec \ est un nombre complexe.

Démonstration. Par 'hypothése on a B est commute avec tous les opérateurs T(g),c’est-
a-dire :

BT(g) =T(9)B,Vg € G (3.2)
Puisque B est un opérateur linéaire sur un espace de dimension finie, il admet au moins

une valeur propre \. Soit A = B — A, donc A est une application non-injective sur X.
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D’apres I'equation il s’ensuit que AT'(g) = T'(g)A pour tout g € G, c’est-a-dire que A
satisfait la condition [3.1] pour tout S(g) = T(g),Y = X. Puisque A est non-injective donc

n’est pas un isomorphisme, le lemme de Schur implique que A = 0, ce qui veut dire que

B—-X =0,et B= M. [l

Corollaire 3.1. Une représentation irréductble de dimension finie du groupe commutatif

G est de dimension 1.

Démonstration. Soit T une représentation irréductible du groupe commutatif G sur ’es-

pace de dimension finie X, pour tout gg,g € G, on a :

T(90)T(g) = T(g09) = T(990) = T(9)T (g0)

. Donc tous opérateur T'(gp) commute avec tous les T(g) , le lemme montre que
T(g0) = A(go)I. Tous sous-espace de X est invariant sous tous operateur 7'(g) = \(g)/. Si
dimX > 1, cela contre dit I'irréductibilité de la représentation T. Donc T est de dimension

1. O

3.2.1 La somme directe des représentations

Soit G un groupe, soient X, Xs, ...... , X, des espaces vectoriels, et soit X = X; +
.......... + X,, leur somme direct .Tout vecteur x de X représente uniquement de la forme
T=2T1+ ceeenn... + z,, avec x;, € X}.

Soit 'opérateur linéaire T(g) sur X définie par

T(g)(x1 + ...... +2,) =T (g)x1 + ... +T.(9)xn (3.3)

il est claire que T'(e) = 1 aveclestl' opérateuridentité, T'(g1g2) = T(g1)T(g2)-

Définition 3.7. (la somme directe des représentations) : La correspondance g —

T(g) est un représentation de G sur l’espace X appelée la somme directe du représentation

Définition 3.8. (Représentation completement réductible) Une représentation est
dite complétement réductible si elle est la somme directe d’un nombre fini des représenta-

tions irréductibles.
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Définition 3.9. (Représentation adjointe) Soient X,Y des espaces vectoriels duals
par rapport au forme < x.y >, et soient T,S des représentations du groupe G dans X et
Y respectivement. La représentation S est dite la représentation adjointe de T par rapport

au < T,y > St

<T(g)x,S(9)y >=<x,y >, pour tout g€ GrecX,yeY (3.4)

Proposition 3.1. La condz’tion équivalent a la condition suivant : < T(g Yz, y >=<

z,S(g)y >, pour tout g € G,x € X,y €Y.
Démonstration. Voir la page 31 de [9] O

Définition 3.10. (Représentation unitaire) : Soit X un espace pré-Hilbertieme. Alors

on dit que la représentation T est unitaire si et seulement si :
<T(9)x,T(9)y >=< x,y >, pourtout g€ G et x,yeX (3.5)

Proposition 3.2. La condition équivalent a la condition suivante : < T(g o,y >=<

z,T(g)y >, pour tout z,y € X.

Démonstration. Voir la page 46 de [9] O

3.3 Représentation d’un groupe fini

3.3.1 La moyenne invariante d’un groupe fini

La principale methode pour etudier la représentation des groupes finie est 'utilisation
de la moyenne invariante sur G.
Définition 3.11. (Moyenne invariante) Soit G un groupe d’ordre N, et soit g =

e, -, gy leur éléments.La moyenne arithmetique de la valeur de la fonction numérique f
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sur le groupe G d’ordre N est appelée la moyenne invariante de la fonction f sur G,noté

M(f) ou bien M(f(g)). donc on a :

1 N
N=5 2 o)

ou bien

Propriété 3.2. La moyenne invariante M(f) satisfait les propriétés suivantes :
1. M(1)=1 avec 1 est la fonction f =1 sur G;
2. M(f) = M(f)
3. M(f)=0,sif >0  etM(f)>0 f>=0  f#0;
4. M(fy+ fa) = M(f1)+ M(f2), M(af) = aM(f), avec o un nombre ;

5. M(fn) = M(f) et M(f*) = M(f) ; avec fu(g) = f(gh) etf"(g) = f(hg):

Démonstration. Voir la page 61 de [9] O

Soit © = x(g) une fonction vectorielle sur le groupe G = {g1,92, -+ ,gn} avec des
valeurs dans un espace vectoriel X.Si X est de dimension fini, alors ((I}) ; indique la jéme
coordonée du vecteur x par raport a une base fixe de X.

Définition 3.12. Le vecteur
1 N
=W
est appelé la moynne invariante de la fonction vectorielle x sur le groupe G.Noté aussi
M(z(g)).
Propriété 3.3. La moyenne invariante M(x) satisfait les propriétés suivantes :

1. M(c)=c avec le c a la gauche est la fonction x(g) = c et le ¢ a droite est un vecteur

sur X;
2. M(x1+ x2) = M(z1) + M(22), M(ax) = aM(z), avec o un nombre ;

3. M(Ax) = AM (z), avec A est un opérateur linéaire de X sur X;
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4. M(zy) = M(z) et M(z") = M(z), avec z1(g) = x(gh) et 2"(g) = x(hg) ;

Démonstration. Voir la page 61 de [9] O

Notation : Soient X,Y,Z des espaces vectoriels, L(X,Y)’ensemble de tous les opéra-
teurs linéaires de X sur Y. Si X, Y sont de dimensions finies, ey, --- ,e,, et fi, -+, f, sont
des bases sur X, Y respectivement, et soit A € L(X,Y), Aj; est la matrice des éléments
de 'opérateur A.Finalement soit A=A(g) une fonction d’opérateur sur G = (g1, -+ , gn)-

Définition 3.13. L’ opérateur
N
)=y LAl
est appelé la moyenne invariante de la fonction d’opérateur A sur le groupe G, notée aussi
M(A(g)).
Propriété 3.4. La moyenne invariante M(A)de la fonction d’opérateur A(g) satisfait les
propriétés suivantes :
1. M(A)=A;
2. M(Ay + Ag) = M(Ay) + M(Ay), M(aA) = aM(A), avec a un nombre ;
3. M(BA) = BM(A),et M(AC) = M(A)C avec B € L(Y,Z) et C € L(Z,Y) ;
4. M(Ap) = M(A) et M(A") = M(A), avec Ap(g) = A(gh) et A"(g) = A(hg) ;
5. tr(M(A)) = M(tr(A)), si A€ L(X) et X de dimension fini;

6. (M(A))jr = (M(A)x)-

Démonstration. Voir la page 62 de [9] O

3.3.2 Réductibilité complete des représentations d’un groupe

fini

Théoréme 3.1. Toute représentation d’un groupe fini équivalente a une représentation

unitaire.
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Démonstration. Soit T une représentation du groupe fini sur un espace de dimension fini
X, et soit le produit scalaire sur X, < z,y >1= 37, §;7; avec §;,n; sont des coordonnées

des vecteurs x,y € X, et n = dimX. supposons maintenant la forme < x,y > sur X, avec

f(g) =<T(g9)z, T(9)y >1 . (3.6)
<xz,y>=M(f)=M(<T(9)x,T(9)y >1). (3.7)

et on va montrer que la forme < z,y > est un produit scalaire sur X : premiérement on
va montrer que < x + A\y,z >=< x,z > +\ < y,z >, donc par la linéarité de T'(g) et

d’apres ’équation
<z+Ay,z >=M(<T(g9)(x+Ay), T(g9)z >1) = M(< T(9)x+T(9)y,T(g9)z >1); (3.8)
de plus d’apres la bilinearité de la forme < z,y >; on a :
M(<T(g)x+AT(9)y,T(9)z >1) = M(< T(g)x,T(9)z >1 +A < T(9)y, T(9)z >1). (3.9)
encore [1] [ et [5] du propriétés [3.2] de la moyenne invariante donnent :
M(<T(g)z,T(g9)z >1 +A < T(g9)y, T(g9)z >1) = M(< T(g9)x,T(9)z >1)
+ MM (< T(9)y, T(g)z >1) =<xz,z2>+A<y,z>. (3.10)

Par conseéquent les équations [3.8]3.9 et [3.10] montre la linéarité de < x,y >. La méme
maniére pour < xr, \y + 2z >= A< x,y > + < y,z > .Donc < x,y > est bilineaie. Ensuite

< x,y > est hermitienne, en effet,Puisque < z,y > est hermitienne on a

<y,x>=M(<T(9)y, T(g)r >1) = M(<T(g9)z,T(g9)y >1)

ensuite d’apres [2] de la propriété [3.2]

M(<T(g)z,T(g)y >1) = M(< T(g)x,T(g)y >1 =<7,y >.

Dot le résultat. Il reste de montrer que M (< T(g)z,T(g)x >1) > 0. Puisque < x,y >;

est un produit scalaire et d’aprés [3| de la propriété [3.2/ on a

<z,x>=M(<T(9)x,T(g9)x >1) > 0.
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Si on pose g = e,et si < T(g)z,T(g)x >1= 0 on obtient

<T(e)x,T(e)x >1=< z,x >1=0;

par consequent < x,z >= 0 si et seulement si x = 0. Donc < x,y > est un produit

scalaire sur X.

Il reste de montrer que < T'(h)z,T(h)y >=< x,y > pour tout h € G. Par I"équation

B don a
<T(h)z, T(h)y >= M(< T(g)T(h)z,T(9)T(h)y >1)

et par 5] de la propriété

M(<T(g)T(h)x, T(g)T(h)y >1) = M(< T(gh)z, T(gh)y >1) = M(fn)

=M(f)=M(<T(g)z,T(9)y >1) =<,y >.

Finallement T est une représentation unitaire par rapport a < x,y > .

Théoreme 3.2. Tout représentation du groupe fini est réductible complétement.

3.3.3 La représentation réguliére (L’espace L*(G))

Soit L?(G) T'espace des fonction numérique f(g) sur le groupe fini G = {gi,- -

de dimension N.
Soit le produit scalaire < fi, fo > sur L*(G)avec :

1 N
< fi, fa >= M(f1, fo) = NZ

Remarque 3.2. L*(G) est un espace euclidienne de dimension N.

Soit I'opérateur linéaire T'(h) ,
T(h)f = fn

c’est-a-dire

De plus on a

T(h1)T(he)f(g) = T(h1)(T(h2)f(g)) = T(h1)(f(gh2)) = f((gh1)h2) = f(g(h1h2))

7gN}

=T(h1h2)f(9);




CHAPITRE 3. REPRESENTATION DU GCROUPE 44

et on a T(e)f(g9) = f(ge) = f(g) donc la correspendance h — T'(h) est une représen-
tation du groupe G. Posons f = f;fs, et appliquons @ de la propriété on obtient
que

<T(h)f1,T(h) f2 >= M(finfon) = M(fn) = M(f) = M(f1f2) =< fi, f2 >

donc T est une représentation unitaire.

Définition 3.14. (Représentation réguliére a droite) La représentation unitaire T

définie ci-dessus sur L*(G) est appellée la représentation réqulicre a droite du groupe G.

Définition 3.15. (Représentation réguliére a gauche) La représentation unitaire

T définie sur L*(G) par la formule suivante :

Twf(g) = f(h™"q)
est appellée la représentation régquliére a gauche sur G.

Proposition 3.3. Les représentations réguliere a gauche et a droite sont unitairement

équivalentes.

Démonstration. Soit f € L*(G), f' la fonction définie par ,

f'lg) = flg™h),
et soit Popérateur linéaire W : f — f’. on a W? = 1, donc W applique L?(G) sur L*(GQ),
donc est un isomorphisme. De plus ,
<WLWhH >=< [ fi >=M(f(¢g7"), fils™"));

et d’apres [0] du propriété [3.2] on obtient :

<WEWf >=M(f(g7"), fil97") = M(f(9), fi(9)) =< f. fr >
alors W est unitaire D'une c6té on a
W(T()(f)(g) =T(h)f(g™") = flg~"h) (3.11)
et d'autre coté
(T(MW)(F)(g) =W f(h™lg) = f(h'9) " g)™") = flg™ (")7Y) = flg™'h).  (3.12)

Par conséquent d’apres les équations et on observe que WT'(h) = T'(h)W, donc

T et T sont unitairements équivalents. O
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3.3.4 Relation d’orthogonalité

Théoréme 3.3. Soient T} et Ty deux représentations irréductibles du groupe fini G, et

soit ti(9), 3 (g)leurs éléments matriciels. Alors on a

<t;k(g),t§q(g) >=0 si Ty et Ty, sont non — équivalents

<t;k(g)7t12)q 1 ] )
= st J=p et k=gq.

ni

0 si j#p ou k#g;
(9) >=
avec ny est la dimension de la représentation Ty, et < .,. > est la produit scalaire sur
L3(@).

Démonstration. soient X et Y deux espaces du représentations 717, et T, et soit B €

L(X,Y). Posons A(g) = T1(9)BT2(g™") et
C' = M(A(g)) = M(Ti(9)BT2(g™"); (3.13)

puisque

Tl(g)’ B? T2(9_1>

sont des opérateurs linéaires, donc A(g) € L(Y, X), et alors d’aprés [2| du propriété
M (A(g)) est un opérateur linéaire donc C' € L(X,Y).

De plus par [3] du propriété [3.4 on a
Ti(h)C = Ti(h)M(A(g)) = M(T1(h)A(9));

et puisque T5(h™1)Ty(h) = To(h~'h) = Ty(e) = 1 donc par cette propriété etf5|du propriété
3.4 on obtient

Ty(h)C == M(T1(h)A(g)T2(h™")Ta(h)) = M(Ti(h)T1(9) BT2(g ) Ta(h™)) Ta(h);
ensuite To(g~ T (h™Y) = To(g7'h™t) = Ty((hg)™!), alors on obtient

Ty(h)C = M(Ty(hg) BTx((hg)~"))T2(h) = M(A(hg))Ta(h) = M(A(g))Ta(h) = CTy(h);
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par consequent ,
Ti(h)C = CTy(h). (3.14)
Supposons que T} et T, non-équivalente, on applique le lemme de Schur sur I’équation

3.14], on conclut que C=0 car T}, T, non-équivalent, c¢’est-a-dire qu’on a :
M(Ty(9)BT»(g™")) =0 pour tout B € L(X,Y). (3.15)

Ecrivons I’équation [3.15] en terme des éléments matricielles, et utilisant [6] du propriété

on conclut que

niy n2

ZZIS (Dbuwtp(g™h) =0; avecj=1,--- ,ny;; p=1,--+ na. (3.16)

p=1v=1

pour tout b,,, on choisit,

1 pour ==k e v=gq;

0 pour les autres cas.

alors I’équation devient,
M(tj(9)t5,(g71)) = 0; (3.17)

2 —
onat2 (g )2, (g 1) 1) =1 donc

2 -I\y2 /. -1\ _ 2 -1\ __ .
2fqp(g )t?)q(g 1) - 1 = tqp(g ) - t?)q(g)7

donc [3.17 devient
M (t,(9)t2,(g)) = 0

d’autre part on a < t(g), t2,(g) >= M(t}.(9)t2,(g9)) = 0, cette relation vient la premiere
relation du théoréme [3.3] Si Ty = T3,Y = X, on a T1(h)C = CTi(h) c’est-a-dire que C
commute avec tout les opérateurs 73(g). Le lemme montre que C' = AI, avec A une

nombre quelconque .

On va trouver \; on a

trC = trM(Ty(g)BTi (g7 ")) = tr M(Ty(9)BTy(g) "), (3.18)
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d’apres [ du propriété , et ] du propriété Jéquation devient ;
trC' = trM(T1(9)BTi(9)™") = M(tr(T1(9) BT1(9)™")) = M(tr(BT(9)T1(9) ")) = M (trB).
Puisque trB € L(Y, X) alors || du propriété donne :
trC = M(trB) = trB.
D’autre part on a trC = trAI = Any, et alors

1
A= —trB
n

on déduire que

1
C=(—trB)I (3.19)
combinaisons ’équation [3.13] avec I’équation [3.19 pour T = T; on obtient ,

M(Ty(g)BTu(g™)) = (—trB)I (3.20)

n
pour tout B € L(X).

Ecrivons maintenant 1’équation [3.20| en terme des éléments matricielles on obtient

n 2 LS ob our j=p:
_ ny Zep=1"pp p J =D;
MOS8 (Dbuwtp(g ) =4 ™
p=lv=1 0 pour j # p.
on choisit
1 pour p==%k et v=gq;
by =
0 dans les autres cas.
alors on a

L pour j=p et k=gq;

Mt (9)tg(g)) =4 ™
0 pour j#p ou k=q.

. 1 71 o . RN . 7’ \
Puisque 7,,(¢7") = t],(g), donc on obtient la deuxiéme relation du théoreme . O

1
tpq
Remarque 3.3. Les relations du théoréme sont appellées les relations d’orthogonalité

pour les représentations unitaires irréductibles du groupe fini.

Corollaire 3.2. Le nombre de couples des représentations irréductibles non-équivalentes

du groupe fini est fini et ne dépasse pas l’ordre du groupe.




CHAPITRE 3. REPRESENTATION DU GCROUPE 48

3.4 Représentation de dimension finie d’un groupe

topologique

3.4.1 Les fonctions continues sur un groupe topologique

Définition 3.16. Soit f = f(g) une fonction a valeur complexe définie sur un group
topologique G.

On dit que la fonction f est continue sur le groupe G si elle est continue sur ’espace G.

Définition 3.17. Soit X un espace vectoriel complexe de dimension fini n, et soitey,--- , e,
une base finie sur X, soit f une fonction a valeur vectorielle sur X définie sur le groupe

topologique G, et soit (f1(g), -, fn(g)) les composants du point f(g) surla base ey, - - e,

On dit que la fonction f est continue sur le groupe G si les fonctions da valeurs complexes

fi(g), -+, fu(g) sont continues sur le groupe.

Définition 3.18. Soit A = A(g) une fonction valorisée par un opérateur sur G dont les
valeurs sont des opérateurs linéaires sur X.
On dit que la fonction A est continue sur G si la fonction vectorielle A(g)x est continue

sur G pour tout x € X.

3.4.2 Représentation de dimension finie d’un groupe topolo-
gique

Définition 3.19. (Représentation de dimension finie d’un groupe topologique)
Soit G un groupe topologique, et soit X un espace vectoriel complere de dimension fini
différent de {0}.

On appelle représentation du groupe toplogique G sur X tout application qui porte tout

g € G dans un opérateur linéaire T(g) sur X de telle maniére que :

1. T(e) = Iy, avec 1, est Uopérateur identité sur X ;
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2. T(g192) = T(g1)T(g2), pour tout g1,92 € G ;

3. La fonction valorisée par un opérateur T(g) est continue sur G.

Proposition 3.4. Tout les représentations de dimension 1 ,

GrX g2 XX gy —> f(91,02, s 9n), 1 €EG1,02€ G, ,gn € Gy (3.21)

du produit direct G; X Gy X - -+ X G, du groupes topologiques G1,Gs, - -+ , G, sont décrits

par la formule

f(g1,92, 5 9n) = f1(91) f2(g2) - -+ fu(gn) (3.22)
lorseque

9 — fil¢"), g9 €Gy j=12-.n, (3.23)
sont des représentations de dimension 1 du groupe G1,Go, -+ ,G,,.

Proposition 3.5. Les représentation indiqué dans sont unitaires si et seulement si

les représentation indiqué dans|5.25 sont unitaires.

3.5 Caractérisation des représentation de dimension

1 des groupes topologiques commutatifs simples

3.5.1 Exemples et caractéristiques

(1) Représentation de dimension 1 du groupe R' : Chaque représentation de di-
mension 1 du groupe R! peut étre décrit par une fonction de valeur complexe
f(a),a € R, qui satisfait la condition

f(0) =1, flag + az) = f(a1) f(az) (3.24)
cette fonction est continue.

Propriété 3.5. 1. La fonction f(«) est différentiable et son dérivé est aussi conti-

nue.
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2. La fonction f(«a) satisfie I'équation différentielle

dar _
do

kf (3.25)
avec k est un constant.

3. Tout représentation de dimension 1 :a — f(a) du groupe R et écrit sous-la
forme :f(a) = er®,

4. Tout représentation unitaire de dimension 1 .o — f(a) du groupe R et écrit

sous-la forme :f(a) = €™, 7 € R.

Démonstration. Voir les pages de 152 a 154 de [9] O

(2) Représentation de dimension 1 du groupe R" : — Tout les représentation

de dimension 1 du groupe R" :ay, -, a, — f(ag, -, a,) sont décrit par la
formule

f(ala e ,Oén) = €k1a1+...+knan k:l € (C,'l = 1a N (326)

— Une représentation de dimension 1 du groupe R” est unitaire si et seulement si

flog, -+ a) = ellmarttman) T, , T, € RL (3.27)
(3) Représentation de dimension 1 du groupe C" : Soit 'application

cr = R2"
(21,22, y2n) > (a1, Bl -+ anm, Bn), aveczy = a1 + 151

un isomorphisme du groupe C" sur R*",

La représentation z1, 2o, -, 2,) — @(z1, 22, , 2,)) de dimension 1 du groupe
C" définit une représntation du groupe R?"
f(ahﬁ]-a HRR 0 7% Bn)) - 80(051 + i/Bla e, O + Zﬂn); (328)

et d’apres ’équation [3.26 on obtient
f(ah Bla T, Oy ﬂn)) = eklal+i1ﬁl+m+knan+inﬁn- (329)

Conséquence : Tout représentation du groupe C™ est de la forme suivante :

(21,29, 2,) = PIATOEF A PnEn @ En (3.30)

avec p; = 3(k; —ily), q; = 5(k; +il;).

En effet, puisque z; = o + ¢3;, donc on a
%tz ; %7
CY]' - 9 ) € Oéj — 2 5
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et donc I'équation devient

eklal+i161+"'+kvzan+in/3n — ekl %4‘1'1 %‘f“f‘kn@"ﬂn%

— (BB A g+ B+ E (- 1)

— eat(kr—ii)+ 57 (ki i)+t 5 2 (kn—iin) + 570 (kntiin) (3.31)
Si en prend p; = k; + ii; et ¢; = k; — it; on obtient I’équation m
Définition 3.20. Un représentation de dimension 1 du groupe C" est unitaire si

et seulement si les nombres k; et i; sont imaginaires pures.

Propriété 3.6. Tout les représentations unitaires de dimension 1 du groupe C"

sont de la forme

021, 29, -+, 2) = ePPFITPIAIE PR En P zn
) ) ) *

En effet, si on pose k; = iy; et ij =iy, alors I’équation devient

@(Zl 22 e Zn) — e%z1(iy1+y’1)+%ﬁ(iy1fyi)+~-~+%zn(iyn+y;)+%ﬁ(iynfyg)
Y Y )

— en2 (W1 ty)+ 5T W) —iv1)++ 520 (W) + 570 (Y —iyn)

— eP1A1—P1Zit+PnZn—PnZn (3‘32)

D’ou le résultat.

(4) Représentation de dimension 1 du groupe I'' : Chaque rotation d’un cercle
est décrit par un angle o de la rotation, lorsque la relation par « et par o 4 27
sont les méme rotation.Donc la représentation a — f(«) du groupe I'! satisfait
la condition d’exemple (1) est aussi la condition suivant

fla+2m) = f(a). (3.33)
Donc d’apres le point 3 du propriété 3.5
fla) =M.
Conséquence : Toutes les représentations de dimension 1 du groupe I'* sont uni-

taires.
En effet, puisque f(a) = e et d’apres le point 3 du propriété 3.5 alors
f(a + 27'(') _ ek(a—i—?ﬂ _ eka+2k7r’

kat2hm — cka j] faut que k = im avec m un entier, donc

fa) =™, (3.34)

pour trouver que e

et par le point 4 du propriété 3.5 la représentation est unitaire.
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(5) Représentation de dimension 1 du groupe 7' : Le tore 7" est isomorphe a
le groupe I'! et lapplication o« — 3 = (i)a est un isomorphisme entre 7' et I't
.Donc une représentation de dimension 1 : 8 — ¢(3) du groupe 7' définit une

représentation de dimension 1 : o — f(a) du groupe I'', avec f(a) = ¢(5-a), et
on a d’apres ’équation [3.34]
fla) = ¢,
Donc toutes les représentations de dimension 1, 3 — (3) du tore 7! sont de la
forme ]
— . _ pima im27rﬁ.
P(8) = pl5-0) = " = ¢

Propriété 3.7. Toutes les représentations de dimension 1 du tore T sont uni-

taires.

(6) Représentation de dimension 1 du groupe 7" : Le tore 7" est le produit
direct des n copies des groupes T'. D’aprés 'exemple précédent, on obtient que
toutes les représentations de dimension 1 du groupe 7™ sont de la forme

(B1, Bay -+ Ba) = 9(Br, Bas -+, Bn) = @(B1)@(Ba) - - p(B) = milmbrttmain)

avec les mq,--- ,m, sont des entiers.
Consequence :Toutes ces représentations sont unitaires.

3.6 Representation du groupe toplogique

Définition 3.21. (Représentation du groupe toplogique) Soit G un groupe topolo-
gique, et soit X un espace vectoriel topologique.On dit que lapplication T : g — T(g) est
une représentation du groupe topologique G sur X, si on a un opérateurs linéaire continue

T(g) portant X dans lui-mém pour laquelle les conditions suivantes sont satisfaites :

1. T(e)=I avec I est l'opérateur identité sur X ;

2. T(g192) = T(q1)T(g2), pour tout g1,92 € G ;

3. L’application
p o XxG — X
(r,9) = T(g)x

soit continue.

L’espace X est dite I'espace de représentation 7', et 'opérateur T'(g) est appellé I'opé-
rateur de représentation 7'.
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Définition 3.22. (Représentations équivalentes) Deux représentations Ty et Ty du
groupe topologique G sur les espaces X1 et Xy respectivement sont équivalentes s’il existe

une application linéaire bijective S de l'espace X sur Xs satisfait les propriétés suivantes :

1. S est un homéomorphisme de [’espace vectoriel topologique X sur l’espace vectoriel

topologique X ;

2. pour tout g € G

Définition 3.23. (Représentation irréductible) Soit T un représentation du groupe
topologique G dans l’espace vectoriel topologique X.On dit que T est une représentation
irréductible s’il n’y pas aucune de sous-espace fermé dans X distinct de {0} et X, qu’est

invariant sous tous les opérateurs T(g)pour tout g € G.

Définition 3.24. (Opérateur unitaire) Soit E un espace de Hilbert complexe. Si T €
L(E,E), l'adjoint T* de est défini par

Va,y € B, (Tx\y) = (2\T™y),
alors on dit qu’un élément T € GL(FE) est un opérateur unitaire si TT* = T*T = Id.

Définition 3.25. (Représentation unitaire) Une représentation T de G dans X est

dite unitaire si X est un espace de Hilbert, et toute opérateur T'(g) de T est unitaire.

Proposition 3.6. Soit T une représentation algébrique du groupe topologique G sur l’es-
pace X. Si la fonction vectorielle T'(g)x est continue sur g pour tout x € X, alors T est

continue sur g et sur x.
Démonstration. Voir la page 163 de [9]. O

Exemple 3.2. 1. Soit SO(n) le groupe spéciale orthogonal, et soit X est le polynomes

a n coefficients complexes homogenes de degré N et

(T(9)P)(x) = P(g"x).
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Munissons X du produit hermitien

(P.Q)= [ P@)Q)da.

Alors T est une représentation du groupe SO(n) sur X.

2. (La représentation reguliére du groupe I'') : Soit L>(T'') ’ensemble de toutes

les fonctions Lebesgues mesurables f(v)définie presque partout sur v € |—m, et

satisfait la condition
[ 1Py < .

Soit fi, f» € L3(T'Y), et supposons le produit scalaire

<hode>=5- [T ROEG

Alors L*(T'Y) est un espace de Hilbert. Et soit maintenant X = L*(T'Y) et T(y) un

opérateur linéaire sur L*(T'Y) définie comme suite

T(v0)f(v) = f(v +7)-

alors la correspendance T : v — T(7) est une représentation unitaire. En effet,
(a) T(0)f(v) = f(y). c¢’est-a-dire T(0) = I ;

(b)) T()T(2)f(v) = T(n)f(v+72) = F(v+m+72) = T +72) (7). ¢est-d-dire
T(y+72) = T ()T (12), donc T est une représentation algebrique du groupe
1"1 ;

(¢) < T(v)f1.T()f2 >= o= [T iy + ) f2(0 +0)dy = 5= [T fi(7) f2(7)dy.

don T est unitaire.
Puisque l'application
p I = L*(y)
v T()f |
est continue, et d’aprés la proposition donc T est continue.

On conclut que T est une représentation unitaire du groupe topologique T'' sur

Iespace L*(T) appellé représentation requliére du groupe T'.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons présenter les groupes topologiques avec quelques de ses
propriétés et on expose leur représentations, nous sommes intéressés a plusieurs notions
essentielles de topologie dans le cas particulier de groupes topologiques telle que la conti-
nuité, la séparation et I'’homogénéité,- - -, etc.
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