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Résumeé :
Dans ce travail, on étudie la controlabilité exacte pour une équation d’onde a coefficients
variables soumise a des contrbles aux limites mixtes. Les inégalités d’observabilité sont
établies par la méthode géométrie riemannienne sous certaines conditions géométriques
pour le probleme de Dirichlet et pour le probleme de Neumann, respectivement. Ensuite,
un certain nombre d’exemples non triviaux sont présentés pour vérifier I'inégalité d’obser-
vabilité. En particulier, un contre-exemple est donné sans contrélabilité exacte aux limites
ou le contrdle est exercé sur toute la frontiere.

Mots clés : Controlabilité exacte ; Equation d’onde; Hilbert Uniqueness Method
(la méthode HUM) ; Variété riemannienne,
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Abstract :

In this work, we study the exact controllability for a wave equation with variable co-
efficients subjected to mixed limit controls. The observability inequalities are established
by the Riemannian geometry method under certain geometric conditions for the Diri-
chlet problem and for the Neumann problem, respectively. Then, a number of non-trivial
examples are presented to verify the observability inequality. In particular, a counte-
rexample is given without boundary exact controllability, where the control is exerted on
the whole boundary.

Key-words : Exact controllability ; Hilbert Uniqueness Method ; Riemannian ma-
nifold ; Wave equation .
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Introduction

La théorie du controle qui est une théorie mathématique permettant de déterminer
des lois de guidage, d’action, sur un systéme donné. La controlabilité des équations aux
dérivées partielles est un sujet en plein développement.

Ce probleme a recu beaucoup d’attention dans la littérature, avec de nombreux contri-
butions effectuées au cours des dernieres années. Pour le cas du coefficient constant et pour
le cas des coefficients variables, les variances observées ont été obtenues, 'inégalité d’ob-
servation est générée sous réserve de certaines conditions sont presque nécessaires pour
une controlabilité exacte.

Dans [14], Yao a étudier la contrabilité exacte d’un probléme mixte avec coefficients
variables suivant :

o ou
Usp = 224 j=1 Ox; aij(x)% S0 dane x0T,
7 J

u(z,0) = up(x), w(z,0) =wuy(zr), dans Q,

ol uy désigne la dérivée seconde de u par rapport a t, {2 est un ouvert de R", de frontiere
réguliere I'. Les fonctions a;;, ¢,5 = 1...,n sont symétriques lisse sur €2 et il existe a > 0
telle que

n n
Z aij(x)fifj Z azg’, Vo € Q, fz € R.
ij=1 i=1
Les conditions initiales ug et u; sont des fonctions données.
Sous les conditions aux limites mixte suivantes

u=0, sur Iy x[0,7], wu=wv, sur TIyx]0,T],

ou I'y et I'; est une partition de la frontiere I' et v est fonction controle. Il a utilisé la
méthode de la variété riemannienne et la méthode HUM, Hilbert Uniqueness Method,
qui a été introduite par Lions dans [9] ou il a traité une équation d’onde pour un controle
sur toute ou sur une partie de la frontiere, Dans ce mémoire, on vas étudier et analysé le
probléme de Yao.

Ce travail est organisé comme suit : le premier chapitre est consacré a donner un rap-
pel de quelques outils mathématiques. Nous commencons par les espaces de Lebesgue en
donnant quelques définitions et propriétés élémentaires. Puis, ils sont suivis par quelques
définitions et quelques propriétés fondamentales sur les espaces de Sobolev qui seront uti-
lisés dans la suite. Enfin, on donne quelques définitions sur les espaces fonctionnels.

Dans le second chapitre, on donne quelques définitions fondamentales et propriétés
élémentaires sur les variétés. En commencant par des notions d’une variété différentiable,
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espace tangent et cotangent ainsi que le fibré tangent et des applications sur leurs espaces
et champ vecteur et champ de tenseur et formes différentielles. La derniere section de
ce chapitre est consacré a quelques définitions de base sur la géométrie Riemannienne et
quelques opérateurs utiles pour ’étude de notre probleme.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de la contrélabilité exacte d'une équation
d’onde avec coefficients variables soumise a des conditions mixte. Les inégalités d’obser-
vabilité sont établies par la méthode de géométrie riemannienne sous certaines conditions
géométriques . Ensuite, un certain nombre d’exemples non triviaux sont présentés pour
vérifier 'inégalité d’observabilité. En particulier, un contre exemple est donné sans contro-
labilité exacte aux limites, ou le controle est exercé sur toute la frontiere.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Ce chapitre est consacré a donner un rappel de quelques outils mathématiques. Nous
commencons par les espaces de Lebesgue en donnant quelques définitions et propriétés
élémentaires. Puis, ils sont suivis par quelques définitions et quelques propriétés fondam-
mentales sur les espaces de Sobolev qui seront utilisés dans la suite a I’étude du probleme
considéré dans cet mémoire. Enfin, on donne quelques définitions sur les espaces fonction-
nels. Les principaux ouvrages utilisés sont [1] et [3].

1.1 Les espaces de Lebesgue

Soit 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dzx.

Définition 1.1.1. Soit p € R avec 1 < p < oo, on appelle LP ’espace des fonctions

mesurables, telle que
1
(/Q |f(x)|f”dx>p < oo,

Définition 1.1.2. On dit que f est essentiellement borné sur € s’il existe une constante
c >0 telle que

|f(z)|<c pp

La plus petite de ces constantes est appelé le sup essentiel de f, on la note par
cp = esssup|f(x)] < +oo.
z€eQ)

L>2(Q) est un ensemble des fonctions mesurables qui ont un sup essentiel fini.

Définition 1.1.3. On appelle l’espace de Lebesgue LP(S2), pour 1 < p < oo, comme
Uensemble quotient LP(2) = LP(Q)/R avec

VigeLl(): fRg < f=g pp
ou R est une relation d’équivalence.
Proposition 1.1.1. L’application f: LP(Q) — Ry
1
171 = ( / |f(w)!pdm) L si 1<p<oo,
Q

[fllsc = esssup|f(z)],  si p=o0,
e

fr—

est une norme.



1.1. LES ESPACES DE LEBESGUE

Proposition 1.1.2. L?(Q) est un espace Hilbert, le produit scalaire étant donné par
(u,v) :/u(x)w(x)dm,
Q
(qui s’écrit / u(z)v(x)dz pour les fonctions réelles).
Q

Théoréme 1.1.1 (Fischer- Riesz). L’espace LP(Q)) est un espace de Banach pour tout
I1<p<ooetsil<p<ooLP(Q) estun espace de Banach séparable.

1 1
Notation 1. Soit 1 < p < oo, on désigne par p' l’exposant conjugué de p, i.e — + — = 1.
p D

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Young). Soient 1 < p < oo et a et b deux réels positifs.
Alors, on a

a? b
p p
En cas particulier, pour tout a,b € Ry, on a
2, P2
b<d —
ab < 0a” + 15
ot 0 est une constante positive.
Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q) et g € LP (Q) avec 1 < p < oo.
Alors f,g € L*(Q) et

[ 1£91dz < 111 lglly-

Remarque 1.1.1. Lorsque p = 2 et q = 2, l'inégalité de Hdélder devient inégalité de
Cauchy Schwartz.

Théoréme 1.1.4. Soient (f,)n une suite de LP(Q2) et f € LP(R2), tel que
[ = fllp = 0.

Alors, il existe une sous suite extraite (f,, )i telle que

i) fo(2) = f(2) p.p sur Q.
i) Vk e N, | fo, ()] < g(z), p.p sur 2, avec g € LP(Q).

Théoreme 1.1.5. L’espace LP est un espace réflexif pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.1.6 (Théoreme de présentation de Riesz). Soit 1 < p < 0o et ¢ € LY alors
il existe u € LP'(Q) unique telle que

o f) = [ u(@)f(@)de,
pour tout f € LP(Q2). De plus, on a ||ully = |||y
Remarque 1.1.2. Toute forme linéaire continues sur LP avec 1 < p < oo se présente a
Vaide d’une fonction de L7(52).

Définition 1.1.4. Soient (E, ||.||r), (F\||.||r) deuz espaces de Banach. On dit que F' s’in-
jecte continument dans E si F C E et si l'inclusion est continue, c’est -a- dire, il existe
C > 0 telle que

Vee F: |z||lg < C|lx||F.

On désigne par F — E l’injection de F' dans E.

Proposition 1.1.3. 5i Q) est de mesure finie alors
i) LP(Q) — L'(Q).
i) ¥g >p, Li(Q) — LP(Q).



1.2. LES DISTRIBUTIONS

1.2 Les distributions

Soit 2 un ouvert de R", n € N*,

Notation 2. On note D(Q2) ou C°(R2) Uespace des fonction d valeurs réelles, infiniment
dérivables sur §) et d support compact contenu dans 2. On note C2(Y) l'ensemble de
fonctions de classe C* sur Q a support dans un compact K C . Les fonctions de D(S)
sont appelées les fonctions tests.

Définition 1.2.1. Une distribution (réelle) dans l'ouvert Q@ C R™ est une forme linéaire
continue sur D(S2) telle que

T: D) — R
¢ — T(¢)=(T,9),

on note par D'(§2) l’ensemble des distributions sur €2, c’est le dual topologique de D(2).
Proposition 1.2.1. (D'(2),+,.) est un espace vectoriel sur K.

Proposition 1.2.2. Si T est une forme linéaire sur D(S2), alors T' est une distribution
sur €2 si et seulement si pour tout K compact de € il existe mg € N et une constante
Cx.m tels que pour tout ¢ € D(2) avec supp(p) C K, on a

| (T, )| < Ckm sup sup| D%,

|a| <mpxeK
pour tout a = (avq, ..., ap) € N* (multi -indice), |o] = a1 +ag + ...+ ay, et
olel
D%p(x) L est la dérivée d’ordre a de la fonction test ¢.

- Ozt - - Ozl

Définition 1.2.2. Soient T € D'() et a un multi-indice la dérivée d’une distribution
est définie par
Vi € D(Q), (DT, ) = (=1)"|(T, D).

Proposition 1.2.3. Toute fonctions de LP()) définit une distribution dite réguliére, don-
née par

(T.0) = | fl@)p@)ds € D).

On note cette distribution par f au lieu de T7%.

1.3 Les espaces de Sobolev

1.3.1 Espace de Sobolev H™((2)

Soit €2 un ouvert de R", n € N*,

Définition 1.3.1. Soit m € N, on définit ’espace de Sobolev H™ () par
H™(Q) = {ue L*(Q): DueL’Q), |af<m},

ot D%u est la dérivée de u d’ordre o, Voo € N", au sens de distribution.



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Corollaire 1.3.1. L’injection canonique : LP(Q2) C D'(QQ) est continue.

Remarque 1.3.1. La dérivée d’une fonction réguliére coincide avec sa dérivée au sens
des distribution.

Proposition 1.3.1. L’application définie par :
H™(Q)x H™(Q) — C
<u> U) — <uv U)Hm(ﬂ) = Z <Dauv Dav>2

la|<m

est un produit scalaire sur H™(Q),
avec la norme associée est

[l zmey = (Z HDC“UH2)

|a|<m

Nl=

Théoréme 1.3.1. L’espace D(Q2) est dense dans H™(S2).
Cas particulier : si m = 1, on obtient :

ou

HY(Q) = {u € L*(Q), F

€ L*(Q)), pourtouti=1,... ,n} :

muni du produit scalaire donné par

(U, ) g1 :/Q dx—l—Z/ axz ﬁxz (x)dz,

ainsi, la norme associée est donnée par

HUHHI—\|UHz+ZH H = [lul3 + [ Vull3

Proposition 1.3.2. Soit m > m/, alors H™ (Q) C H™() avec une injection continue.

Définition 1.3.2 (Ouvert réguliere). On dit qu’un ouvert ) de R"™ (n € N*) est de classe
C' si pour tout x € ' = 09, il existe un voisinage U de x dans R™ et une application
h: @Q — U bijective tels que

heCHQ), hteCY(U), hQy)=UNQ e h(Q)=UNT,
avec x = (2/,xy), ou a2’ € RN71
R ={z = (a',z,): z, >0},
={z= (2 2,): |2 <1 et |z, <1},
Qy =QNRY
Qo={r= " 2,): |2|<1 et =z, =0}

Théoréme 1.3.2 (Rellich-Kondrachov). Soient Q un ouvert borné de classe C*(R™) et
m € N*, on a

1 1 1
Sin <2, alors H™(Q) C LY(R), ou — =5
n
Sin =2, alors H™(2) C LP(R2), ou Vp € [2,400],
Sin > 2, alors H™(Q) C L*(Q),

avec des injections continues.



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.3.2 L’espaces H['(Q))

Définition 1.3.3. Soit Q un ouvert de R". On désigne par HJ*(Q) la fermeture de D(S2)
dans H™(SY). Autrement dit,

ue H'(Q) <  J(un) € DY) telle que u, —u dans H™(Q)
lorsque n — +00
Proposition 1.3.3. Siu € H™(Q2) est a support compact, alors u € HJ'(2).

Proposition 1.3.4. L’espace H}(Q) muni de la norme induite par H'(Q) est un espace
de Hilbert séparable.

Théoréme 1.3.3. Soit u € H'(Q), alors on a I’équivalence suivante :
u€ Hy(Q) & u=0 sur 5.
Remarque 1.3.2. On définit l’espace H{*(€2) pour m > 1 par
H' Q) ={uc H*(Q): u=Du=...=D"'u=0, sur 00}

Lemme 1.3.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Q) est borné, alors il existe une
constante C' (dépendant de ) et p) telle que

lullzrr < Cl[Vulle,  Yu € HY(Q).

Corollaire 1.3.2. La norme |Vu||z est équivalente d la norme ||u|| g .

1.3.3 L’espace dual de H['(Q?)

Définition 1.3.4. L’espace H=™(Q) est un dual topologique de HJ*(Y), ¢’est-a-dire
T e H ™) si
T: H'(Q2) — C est linéaire et continue,

i.€e.
3k >0, Yu e HI' Q)+ [T(w)] < klullmp-

Remarque 1.3.3. L’espace dual de H}(Y) est lespace H1(2).

Remarque 1.3.4. On a les inclusions suivantes
Hy(Q) € L*(Q) € HH(Q),

avec des injections continues et denses.

1.3.4 Théoréme de trace

Définition 1.3.5. Soient Q un ouvert de R™ et s €]0,1[, on définit l’espace de Sobolev
fractionnaire par

H*(Q) = {u€L2 // ul y’n+2$ d$dy<oo}

munt de la norme

[l

1
jufe :
2 = (u B+ ), Wzs lole) W) gy

8



1.4. LES ESPACES FONCTIONNELS

Théoreme 1.3.4. Soit 2 un ouvert borné régquliere, alors il existe une application linéaire
continue définie par v : H'(Q2) — L*(T) telle que

kery = {u c H'(Q), ~yu= 0} = H} ().

N|=

Imy = {um € L*(09), ~u= um} = H2(I")

et

el g < Cllullar

1.4 Les espaces fonctionnels
Soit (X, ||.]|x) un espace de Banach réel.
Définition 1.4.1. On définit l’espace C(0,T; X) par
C,7;X)={f :(0,T) = X ; avec f continue }.

munt de la norme

Hu”C(O,T;X) = tg&gi] [l (t)]lx
Définition 1.4.2. On dit qu’une fonction f : (0,T) — X est fortement dérivable en
to € (0,T) sl existe un élément

df df

—(to) € X telle que }lllin ||1 (f (to+h)—f(to) — = (t0)> =0.

dt 0|l n dt N

d
d]; (to) est appelé la dérivée forte de f en ty.

Définition 1.4.3. Soit 0 < T < oo. On note par D(0,T; X), l'ensemble des fonctions
continues a support compact dans (0,T) d valeurs dans X.

Définition 1.4.4. Une fonction f: (0,T) — X est dite intégrable s’il existe une suite de
fonctions (fn)nen appartenant a D(0,T; X) telle que

n—oo

ti, [ 1 (5) = £ () ds = 0.

Théoréme 1.4.1 (Bochner). Une fonction f: (0,T) — X mesurable est intégrable si et
seulement si Uapplication t — ||f(t)||x, qui est définie de (0,T) a valeurs dans R soit
intégrable, dans ce cas

H /OTf<s) ds | < /OT 1f (5)]lx ds.

Définition 1.4.5. Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesque LP(0,T; X) est l’ensemble des
classes des fonctions f : (0,T) — X mesurables, telles que Uapplication t — || f (1)
appartient & LP(X). L'espace LP(0,T; X)) est un espace normé muni de la norme

; :
Hfhmmxy=</WUW§ﬁ)-
0

9



1.4. LES ESPACES FONCTIONNELS

Pour p = oo,
L>(0,7;X) ={u : (0,T) = X; mesurable et 3C >0 : ||u(t)|y <C pp},
munt de la norme
[ull oo .7y = IME{C > 05 Ju@®)[x <C pp t€(0,T)}.
Proposition 1.4.1.
1. LP(0,T; X) est un espace de Banach, pour (1 < p < 00).
2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire ( . , . )x, alors L*(0,T; X)

est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire
T

(0,0 oy = [ ((t) v () .

0
3. Pour1<q<r<oo,onal(0,T;X)— LY0,T; X) avec injection continue.

Définition 1.4.6. Soit u, w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée
d’ordre n de u sur (0,T) si

/w (t)u (t) dt = (—1)"/g0(t)w(t) dt Ve D(0,T; X).

Définition 1.4.7. L’espace de Sobolev H' (0,T; X) est l’espace des fonctions
u:(0,T) — X telles que

u€ L*0,T;X) et u € L*0,T;X).
L’espace H' (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme
lwll i 0,132 = (||U|| reorix) T lluell L?(o,T;X))-
Etant donnés un entier m > 2 , on définit par récurrence l’espace
H™(0,T;X) = {u: (0,T) — X|ue H™ " (0,T;X); w, € H" ' (0,T; X)},

munt de la norme

HUHHT"(O,T;X) = HUHL2(0,T;X) + Z ||(Dau)HL2(O,T;X) :
a=1

0
Proposition 1.4.2. Si f € LP(0,T;X) et 8{ € LP(0,T;X) avec (1 < p < o0), alors f

est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T) continue de
0,7] — X.

Théoréeme 1.4.2 (Formule de Green). Soient Q2 un ouvert régulier de classe Cl, w une
fonction de C1(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elle vérifie la formule de Green

O (x)dx = Aﬂw(x)m@)ds,

ot n; est la 1 — éme composante de la normale extérieure unité de €.

Corollaire 1.4.1 (Formule d’intégration par parties). Soient Q un ouvert régulier de
classe C*, u et v deuz fonctions de C'(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elles
vérifient la formule d’intégration par parties

/Qu(x)g;i (x)dz = —/Qv(x)g;i (x)dx + | u(z)v(z)y(z)ds.

o0

10



Chapitre 2

Rappels sur la géométrie
différentielle

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions fondamentales et propriétés élémen-
taires sur les variétés différentiables et la variétés Riemannienne, en commengant par des
notions d’une variété différentiable, espace tangent et cotangent ainsi que le fibré et des
applications sur leurs espaces et champ vecteur et champ de tenseur et formes différen-
tielles. La derniere section de ce chapitre est consacré quelques définitions de base sur la
géométrie Riemannienne et quelques opérateurs utiles pour étude de notre probleme et
on renvoie le lecteur aux ouvrages [2]et [5].

2.1 Variété différentiable

2.1.1 Définitions

Soit (M, 7) un espace topologique non vide (ou tout simplement M).

Définition 2.1.1. On dit que M est une variété topologique de dimension n € N*, si elle
vérifie les propriétés suivantes
1) M est Ty séparé.
2) M posséde une base dénombrable.
3) Pour tout p € M, il existe un ouvert U voisinage de p et il existe un homéomor-
phisme ¢ : U — @(U) CR™ (M est localement euclidien).

Définition 2.1.2. e Une carte locale sur M est un couple (U, ), ou U est un ouvert de
M, domaine de la carte, et ¢ : U — @(U) C R™ est un homéomorphisme.

Pour p € U, o(p) = (e1(p)s---,¢n(p)) = (x1,...2,) sont les coordonnées locales de p
dans la carte (U, ).

e Deux cartes (U, p) et (V,4) sur M sont différentiablement compatibles si
UNV # @, et lapplication ¥ o o' : o(UNV) — (U NV), de changement de cartes
(application de transition ) est différentiable de classe (ou de classe C*, k € N¥).

Définition 2.1.3. Un atlas différentiable sur une variété topologique M est une famille
des cartes A = {(U;, ;)i € I} telles que
1) Les ouverts U; recouvre de M c-a-d : M C JU;.

i€l
2) Toutes les cartes sont différentiablement compatibles deux a deu.

11



2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 2.1.4. Un atlas différentiable A est dit mazimal s’il n'est pas inclus stricte-
ment dans un autre atlas différentiable sur M.

Lemme 2.1.1. Tout atlas différentiable M est contenu dans un unique atlas mazximal sur
M pour l'inclusion.

Définition 2.1.5. Une variété différentiable de dimension n est une variété topologique
de dimension n muni d’un atlas différentiable maximal.

Définition 2.1.6. On dit qu’une variété différentiable M de dimension n est orientable,
si elle admet un atlas {(U;, p;), 1 € 1}, tel que toutes les applications de changement de
cartes aient un jacobien positif.

2.1.2 Espace tangent et Espace cotangent

Soit M une variété différentiable de dimension n, (n € N*) et p un point de M. On
s’intéresse aux courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par p :

c: |—¢,+¢f — R
t — c(t) avec ¢(0) = p.

Définition 2.1.7. Deux courbes c; et co sont tangentes en point p si
c1(0) = ¢2(0) = p, et pour toute carte locale (U, ), p € U, on a

d d

poa)(0) = S (poe)(0).

Définition 2.1.8. e Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence des courbes
tangentes en p.

e L’espace tangent a M en p, noté T,M, est ’ensemble des vecteurs tangents a M en

Pp-

2.1.3 Dérivation

On note par C3°(M) I'ensemble des fonctions a valeurs réelles de classe C> définies
sur un ouvert de M contenant un voisinage de p et (u, @) est une carte locale en p.

Définition 2.1.9. Une dérivation en p est une opérateur linéaire
D, : CrX(M) — R,

qui vérifie la régle de Leibniz. Autrement dit, D, est une dérivation si,
Va,B € R et Vf, g€ C(M),
i) Dy(of + Bg) = aD,f + BD,g,
i) Dyp(fg) = g0)Dpf + f(p)Dyg-

Proposition 2.1.1. Toute dérivation de C;°(M) est localement de la forme
"0
D, = ;Ui%‘w(mv
ot v; = Dp(pi) = Dp(miop), on a

12



2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

o R™ — R
(1, xn) — .

On note par Der (C;°(M),R) = Der (C;°(M)) lensemble de toutes les dérivations sur
C>(M).
P

Proposition 2.1.2. L’ensemble des dérivations Der (C3;°(M)) est un espace vectoriel de

dimension n. Si (U, ) est une carte locale en p avec coordonnées locales (z1, . .., x,) alors
0 0
{E)xl’ ce 8%} est une base de Der (C°(M)).

On considere 'application

v: T,M — Der(Cr(M))
Xp=1ld — V(Xp),

cette application et bien définie, elle est bijection canonique, alors on a le théoreme sui-
vante :

Théoréme 2.1.1. L’ensemble des vecteurs tangents T,M s’identifie a Der (C;°(M)).
Corollaire 2.1.1. L’espace tangent T,M est un espace vectoriel de dimension n.

Définition 2.1.10. Soit p € M, on définit ’espace cotangent en p a M par
ToM ={ap, : TpM — R, linéaire}
est un espace vectoriel dual de l'espace tangent T,M .

Définition 2.1.11. e Soient M et N deux variétés différentiables de dimension n et k
respectivement, f : M — N une application différentiable (ou de classe C",r € N*) en
p € M, s’il existe une carte (U,p) de M € p et une carte (V,1)) de f(p) € N, avec
f(U) C V, telles que f = o fop™:oU) CR* = (V) C RF Uexpression locale
de f lue dans les cartes (U, ) et (V ) est une application différentiable (ou de classe
C,re N*).

e On dit que [ est une application différentiable de M dans N, si elle est différentiable
en tout point de M.

2.1.4 Application tangente

Soit f une application différentiable entre deux variétés différentiables M et N de
dimension n et k respectivement et soit p un point de M.

Définition 2.1.12. On appelle différentielle de f en p, noté des applications tangentes
en p induite par f note par d,f, l'application

dpf¢ M — Tf(p)N
Xp — dpf(Xp)-

définie par :
dpf(Xp)(h) = Xp(ho f), VX, €T,M, YheC7, (N).

Remarque 2.1.1. Cette application est R — linéaire.
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 2.1.13. Le rang de f en point p et le rang de l'application linéaire tangente,
si le rang de f reste constant Vp € M. On le note rang,f ou rg,f

Définition 2.1.14. On dit que [ est une immersion sur M, si lapplication tangente d,, f
est injective pour tout p € M (autrement dit, rgf = dimM ).

Définition 2.1.15. On dit que f est une submersion sur M, si l’application tangente d, f
est surjective pour tout p € M (autrement dit, rgf = dimN ).

Définition 2.1.16. On dit que f : M — N est un plongement, si f est une immersion
injective et f un homéomorphisme son unique telle que f(M) muni de la topologie induite
par celle de N .

Définition 2.1.17. On appelle application cotangente de f en p de M, qu’on dénote f;
la transposée de l'application linéaire d,f : T,M — Ty, N définie par :

FyN — M
fi = @) I '

pp) Qpp) o dpf.

Remarque 2.1.2. L’application cotangent est la transposée de 'application tangente.

2.1.5 Fibré tangent et Fibré cotangent
Définition 2.1.18. L’ensemble

TM: U {p} XTPM: {(p7Xp)7p€ MvXp GTPM}

peEM

est appelé fibré tangent de M.
On désigne par :

la projection canonique

Définition 2.1.19. L’ensemble

T°M = |J {p} x T; M = {(p,ap),pe M, a, € T;M}
peEM

est appelé le fibré cotangent de M. On désigne par

m: T"M — M
(p,op) — D,

la projection canonique

Théoreme 2.1.2. Le fibré tangent T'M a un structure usuelle de variété différentiable de
dimension 2n.

Définition 2.1.20. Soit f : M — N une application différentiable. L’application tangente
a f, notée T'f, est définie par

Tf. TM — TN
(p, Xp) — (f(p),dpf(X}))-
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

2.1.6 Champ de Vecteurs

Définition 2.1.21. Un champ de vecteurs différentiable sur M est une application diffé-

rentiable
X: M — TM

p — (p,X,).
Autrement dit, un champ de vecteurs est application X : M — T M telle que : mo X = id.
On note H (M) I'ensemble de tous les champs de vecteurs sur M.

Définition 2.1.22. Un champ de vecteurs sur M est une dérivation sur C*°(M) on a

D=X: C®M) — C=(M)
g — X(g9) = X.g,

pour tout p € M : X.g(p) = X,,(g) d’autre terme elle est vérifiée
1. X(af + Bg) = aX(f) + X(g), Vo, B € RVf, g € C®(M).
2. X(fg) = 9gX(f) + fX(9).

Définition 2.1.23 (Crochet de lie). Soient X,Y deux champs de vecteurs sur M. On
définit le crochet de Lie entre X etY, noté [X,Y], par

(X,Y]=XY -YX.
avec f € C*(M) - [X,Y]f = X (Y([)) = Y(X(f)).
Proposition 2.1.3. Le crochet de Lie est un champ de vecteurs défini par
] H(M) x H(M) — H(M).

de plus si (U, ) est une carte locale en p € M et X,Y deux champs de vecteurs sur M.

Alors .
[ny]: Z ( 8w]~_w011j>(9f

% i ’
i—15=1 \ Oz Ox; ) Ox;

0 W 9]
VX =S 0l et Y =S w-2 ot v, w; € CF(M).
ot ;vaxie jzle@xj ot v, w; € C*(M)

Propriétés : Vf € C*(M), VX,Y € H(M)

L. [X,Y]=-]Y, X],

2. [V, Z]|+ Y, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0(identité de Jacobi),

3. [fXY] = fIXY] = (Y()X, [X, fY] = fIX, Y] = (X(N)Y .

2.1.7 Champ de Tenseurs et formes différentielles

Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension p et ¢ respectivement. Nous
notons E’ et F’ leur espaces vectoriels duales.

Définition 2.1.24. Si {ey, -+ ,e,} est une base de E' et {f1,---, fu} est une base de F”,
alors ’espace vectoriel des formes bilinéaires sur B x F' admet pour base les pq éléments
e; @ f7. Nous pouvons itérer le processus de tensorialisation et définir ainsi E®@---®@ E®
F®---®F, en prenant F' = E’', nous obtenons alors E® -+ - Q FEQE ®---QFE', ou E
apparait s fois et E' r fois. Un tel élément s’écritT =Y T;j;@)e“@ C®e;sReN Q- el
c’est un tenseur de type (s,r).
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 2.1.25. Le produit tensoriel du tenseur :
S = Zszkll lkq®€k1 -®ekq®ell®...®ell’,

avec 4 ‘
T:ZT“’ Y Rep®...06,0e Q@ - Qe

est le tenseur

ST = Slll kQT“’ zs®ek1®'--®ekq®ei1®'--®eis®ell®~~®el”®ej1®~-®ej’“_
Soit M une variété différentielle de dimension n, (n € N*) et p € M.

Définition 2.1.26. Pour tout p € M, [’espace vectoriel suivant :

TM=T,M® - @T,MTM® - @ T'M

sfois rfois

est l’espace des tenseurs de type (s,r) sur l'espace tangent a M en p.
Définition 2.1.27. L’ensemble

TST)M* U T(sr>M

peEM
est 'ensemble des champs de tenseurs de type (s,r).

Définition 2.1.28. Un champ de tenseur de type (s,r) sur M et une application diffé-
rentiable définie par

TG . M — TEDM
p > T;LSS’T).

Expression locale
Au voisinage de p € M sur une carte (U, ¢) dans une base associée a des coordonnées
x;, un tenseur de type (s,7) s’écrit

s,T T s 8 8
TIS’):ZCTJEZ ]7‘( )6711(19)@®a$zs(p)®dajjllp®dxﬂrlp’
ou T“""'-" : U — R sont des fonctions lisses.

Définition 2.1.29. On appelle une forme pfaff sur M, une section différentiable du fibré
cotangent, c’est-a-dire une application différentiable

a: M — T*M
D

Tout forme de pfaff s’écrit comme o = oydx; — avec oy € C(M).
i=1

Remarque 2.1.3. Le couplage de la forme de pfaff et le champ de vecteur est une fonc-
tion de classe C*°(M).
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2.1. VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 2.1.30. La réunion de tous les espaces A,(Ty M ) des p-formes extérieures sur
T,M, c’est-a-dire
A(T"M) = pEUMAp(T;M).

L’ensemble Ap,(T*M) s’identifie a l’ensemble des couples (p, ay,) tels que p € M et
ap € Ap(TyM) = Ay (T M), c’est a dire

ap: T,M x ... xT,M — R,
est une forme p-linéaire alternée sur T,M. On désigne par

7 AN(T*M) — M
(pyoy) +—p

la projection canonique .

Définition 2.1.31. On appelle forme différentielle de dégrée k (k < n) sur M, ou k-forme
différentielle
a: M — T*M
p (p7 ap) = Oy

On note par A,(M) ot T'(A*(T*M)) k-formes différentielles.

Définition 2.1.32. Soit (U, p) carte locale en p et (z1,--- ,x,) est associé n formes de
Pfaff sur U pour tout point x de U, les p-formes extérieures

(dxig A -+ Nday) () = dra(x) A - A dxgy(x)
avec 1 <y < --- < i, <n, est une base dans /\p(T;M).

Définition 2.1.33. L’image réciproque d’une p-forme o sur N par f est la p-forme f*a
sur M définie par

(f*a)p(le T vXp) = O‘f(p)(dfp(Xl)’ T vdfp(Xp))'

Définition 2.1.34. On appelle produit intérieur de X par «, la (k — 1)-forme différen-
tielle, on notée ixa, définie par

(iXO‘)p = i(Xp)O‘p?

1. Si k=0 alorsixa =0,
2. Sinon (ix,)ap(X), - - ,X]’j_l) = (X, X)), ,le_l)
pour toutp e M et X},--- , X})"' € T,M

Théoréeme 2.1.3. Il existe une et une seule application linéaire d : A(M) — A(M)
graduée dégrée plus un, i.e. d(A*(M)) C A¥TL(M) telle que

1) dlaAB)=daAB+ (=1 aAndB pour tout « € A*(M) et B € A(M).

2) dod=0.

Définition 2.1.35. L’application do est appelée différentielle extérieure de o.

Définition 2.1.36. Une forme différentielle w sur M est dite fermée si dw = 0.
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Définition 2.1.37. Une forme différentielle w sur M de degré k est dite exacte, s’il existe
une forme différentielle o sur M de degré k — 1 telle que : w = da.

Définition 2.1.38. Soit X un champ de vecteurs sur M et un flot local (¢y)j<e de X
défini sur un voisinage owvert U d’un point p € A¥(M), on pose

(D) i) — _ i
t dt

(Lxa)/p= %1_%1 (¢¢) g, )/t = 0.

Définition 2.1.39. On appelle la partition de ['unité subordonnée a U; est un recouvre-
ment d’ouvert d’une fonction positive ou nulle p; sur M, a support compact dans U;, de
sorte que pour tout p € M seuls un nombre fini parmi les nombres p;(p) sont non nuls.

Définition 2.1.40. Le support d’une forme différentielle o sur M est l’ensemble

supp(ar) = F({z € M, a(x) # 0}),
ot F est la fermeture topologique avec o = f(x)dxy A --- A dx,.

Définition 2.1.41. Soient M une variété différentiable de dimension n et atlas (U;, ;)
et a une forme différentielle du méme degré n, alors l’intégrale de o sur M

/Ma - ;/Mpio‘ = ;/(u) (i) picx

avec p; une partition de ['unité subordonnée a U;.

Théoréeme 2.1.4 (Théoreme de Stokes). Soient M une variété différentiable de dimension

n, orientable et avec bord, w une k — 1-forme différentielle a support compact sur M, et
soit i : OM — M ['inclusion du bord de M dans M. Alors

/dw :/ *w.
M oM

2.2 Variété Riemannienne

Soit M une variété différentiable de dimension n, (n € N*) et p un point de M.

2.2.1 Meétrique Riemannienne

Définition 2.2.1. Une métrique Riemannienne g sur M est une application, pour tout
X,Y € H(M)
g: HM)xH(M) — C*°(M)
(X,Y) — g(X,Y),

pour tout p € M, on a :

g TL,MxT,M — R
(X, Y3) > gp(Xp, V),

C°(M) — bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Expression locale
Si (U, ¢) est une carte locale sur M, alors

n
g= Zgijdxi ® dx;,
i’j
ou g;; sont des fonctions différentielles sur U appelées composantes du tenseur métrique
relatlvement a la carte (U b).

SiX = Zvl et Y = Z w 8@ sont deux champs de vecteur de H (M) sur M, alors

Lj

Y) = Z g,-jviwj.

ij=1

ot g =g (2.9
9= I Ox; 0z )

Définition 2.2.2. Une variété Riemannienne est une variété différentiable munie d’une
métrique Riemannienne g.

Exemple 2.1. Sur (R?, g) avec les coordonnées (z,y, z), muni de la métrique euclidienne
est donnée par : g = (dx)?* + (dy)? + (dz)? = dz @ dx + dy @ dy + dz @ dz c-d-dire

1 00
0 01

Exemple 2.2. La variété Riemannienne R™ munie de métrique euclidienne g telle que
T,R" = R™. Dans les coordonnées standards, on peut écrire :

n

g=> duidr; = (dz;)* = Z bijdadz;.

i=1 i=1 ij=1

Proposition 2.2.1. Soient (U, ) et (V,1) deux cartes locales en p sur M. Si g; ; (res-
pectivement gi;) sont des composantes de g relativement d la carte (U, @) et (V, ), alors

pour tout le changement de coordonnées est donnée par x = p(p) = (x1,...,%,) = Yy =
V()= (Y1, ,yn) = (Yo o™t) (p) telle que
" OyP 0y
9ij =
7 Ox; Oy

v (9 0
ol ((%1 "'Ba:n) et

Image inverse d’une métrique

(8%1 cee %) sont les bases locales de champs de vecteurs.

Définition 2.2.3. Soient M une variété Riemannienne de dimension m, et f application
de M dans N est une immersion, l'image de h par f est une métrique sur M. Alors

f*h:H(M) x H(M) — C>®(M),
définie pour tout X,Y € H(M) et p € M telle que
[TR(X)Y), = hf(p)(dpf(Xp)> dpf(Yp))-

Cette appelée métrique inverse.
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Expression locale de la métrique inverse f*h
Soient (U, ) une carte de M et (V,1) une carte sur N désignent les bases locales

. : d 0 0 0
associees respectivement | — - et { — - T alors :
Ym

8[E1 &rn 3,?;1

(Fh)yy = <axz 8%)

(o(2) o(2)

i fi 0fi, (aa>of

k=1 SUZ 8% 8yk’ 8yl

Définition 2.2.4. On défini la norme d’un champ de vecteur X sur M par :

Xy = V/9(X, X).

Si X = Zviaa, alors

%

|X”2 Z 9ijvivy.

i,7=1

2.2.2 Connexion Linéaire

Définition 2.2.5. On dit que V est une connexion linéaire sur M (ou dérivée covariante
de champ de vecteurs) si lapplication associée d tout champs des vecteurs X, Y € H(M)

Vx: H(M) — HM)
(X,Y) — VyY.

Vérifiant les propriétés suivantes :
1/ VxY est une C*°(M)linéaire par rapport a X :
VixitgxY = fVx1Y +gVxeY avec  Vf,g € C(M).
2/ VxY est une R — linéaire par rapport a Y :
Vx(aY: + BY;) =aVxY) + 6VxYs, Va,5€R.
3/ Vx(fY)=fVxY + X(f)Y, VfeC>®M) (Regle de Leibniz).

VxY est dite la dérivée covariante de Y par rapport X .

Définition 2.2.6. Soit H un champ de vecteurs sur (M, g), la différentielle covariante
DH de H définie par

DH : H(M) x H(M) —s H(M)
(X,Y) —s DH(X,Y)=g(VxH,Y)

est une forme bilinéaire, ou Vx H désigne la dérivée covariante de H par rapport a X.
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Définition 2.2.7. Une connexion linéaire est déterminer par les symboles de Christoffel
(T;) € C= dans le systéme de coordonnées locales (x1,. .., x,) donné par :

V o i = E e —
B, Oz = Yok

Définition 2.2.8. e Un champ de vecteur Y € H(M) est dit paralléle par rapport la
connezion V, si VxY est nulle pour tout champ vecteurs Y (VxY =0).

e La métrique g est dite compatible avec la connexion ¥V (ou paralléle) si Vg = 0.

i.e (Vxg)(Y,Z) =0, ou

pour tout X,Y,Z € H(M).

Définition 2.2.9. Le tenseur de torsion associée a V est une application C®(M) —
bilinéaire définie par

T: H(M)xH(M) — H(M)
(X,Y) — T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y].

Remarque 2.2.1. Le champ vecteur T'(X,Y) est antisymétrique T(X,Y) = =T(Y, X).

Expression locale
Deux champs de vecteurs sur M, on a

0o 0 " 0
T|—,— | = T —.
(8@ ’ 8y1> Z K (9xk
T est un champ de tenseur de type (1.2).

La connexion V est dite sans torsion si 7' = 0 alors TZ’; =0, Vi,j,k=1--- n.

Définition 2.2.10. (Connexion de Levi-Civita) Soit (M,g) une variété Rieman-
nienne, la connexion linéaire NV sur M définie par la formule de Kozul :

29(VXY7 Z) = X(g(Y, Z))+Y(Q(Z7 X))_Z(Q(Xv Y))+g(Z’ [X7 Y])+9(Y’ [Z’ X])_g(X7 D/’ Z])
est appelé connexion de Levi-Civita.

Théoréme 2.2.1. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-
Chita est l'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Proposition 2.2.2. Si (U, ) est une carte sur M et V la connexion de Levi-Civita alors
les symboles de Christoffel I‘fj sont donné par :

1 & dgji  Ogu  0gij
* — = Kl j _ Y9
Y 2 Zg <8IZ + 8xj 8@ ’

=1

o 0
ou g;j sont les coordonnées de g relativement a la carte (U, ), gij = g (8’ 8)’ et g
ZT; T

est la matrice inverse de g.
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

2.2.3 Géodésiques
Définition 2.2.11. Une courbe différentiable ¢ : J — M est appelée une géodésique si

D
—d(t) = t
dtc(> 0, VvVield

Proposition 2.2.3. (Les équations d’une géodésique en coordonnées) Soit (U, p)
une carte de la variété riemannienne M avec les champs de bases associés X, -+, Xy,
les symboles de Christoffel Ffj soit J' C J un sous-intervalle de J tel que c¢(J") C U, et
notons @(c(t)) = (c1(t), -+ ,cn(t)), t € J', telle que

CZd(t) = En: (c’k’(t) + Zn: CQ(t)CQ(t)FZ(C(t))) Xl

La partie c|f] est donc une géodésique si et seulement si

c'(t) + D () (T (c(t) =0,
ij=1
pourt € J', k=1,--- n. Dans cette équation il faut lire

(c(t) = Ti(ea(t), -+ s ea(t)).

2.2.4 Courbures

Soit (M, g) une variété Riemannienne munie d’une connexion linéaire V.

Définition 2.2.12. Le tenseur de courbure Riemannienne associée a V, noté R est une
application

R: H(M)xH(M)x H(M) — H(M),
défini par :
R(X, Y)Z =VyvVxZ -VxVyZ + V[X7y]Z, \V/X,Y S H(M)

Définition 2.2.13. Le tenseur de courbure du connexion Levi-Civita est appelé tenseur
de courbure Riemannienne, pour tout X,Y, 7 € H(M).

Propriétés : VXY, Z, W € H(M)
1) R est un champ de vecteur de tenseur de type (3,1),
2) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)WV, ).
3) g(RIX,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y),
4) RIX.YYZ+R(Y,Z2)X +R(Z,X)Y =0,

5) (VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z, X) + (V,R(X,Y) = 0.
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2.2. VARIETE RIEMANNIENNE

Définition 2.2.14. On appelle courbure sectionnelle en x de P, telle que P est un 2—plan
de T, M de base X,Y sur variétés Riemannienne (M, g) définie par

JR(X, Y)Y, X)

KalP) = R X)g(VY) - (X, 1)

Remarque 2.2.2. On supposer que X,Y est une base orthonormale. On peut remplacer
X par AX et pour X non nulle et Y parY — g(X,Y)X. Dans ce cas

K. (P) = g(R(X, Y)Y, X).

Définition 2.2.15. On dit que M est une variété a courbure constante s’il existe une
constante C' € R telle que pour tout x € M et P un 2 — plan de T, M, on a

K(P)=C.

Définition 2.2.16. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) est un ten-
seur de type (0,2) définir par

Ric: H(M)xH(M) — R
(X,Y) — Ric(X,Y)=R(,X)Y
telle que Ric(X,Y) = trace (Z — R(Z,X)Y) =Y _g(R(e;, X)Y, &)
i=1
ou {e;};_, est une base orthonormale locale sur M, et
Ric: H(M)xH(M) — R
Z — R(Z,X)Y.

Remarque 2.2.3. La courbure de Ricci est forme bilinéaire symétrique.

Définition 2.2.17. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) est une ten-
seur de type (1,1) défini par
Ricci(X) =) R(X, ¢)e;,
i=1

ot {e;} une base orthonormale locale sur M et X € H(M).

Remarque 2.2.4. Pour tout X,Y € H(M) sur (M,g) on a
Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).

Définition 2.2.18. La courbure scalaire notée S, d’une variété Riemannienne (M, g) est
la fonction définie sur M par

S =tracegRic = > g(R(e;, €5)e;, ),

ij=1

ot {e;};_, , une base orthonormale locale sur M.
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2.2.5 Les opérateurs sur variété Riemannienne

Soit (M, g) une variété Riemannienne.
Définition 2.2.19. L’opérateur gradient d’une variété Riemannienne définie par

grad: C>*(M) — H(M)
fo = grad(f) =i(df),

avec

définie par g(iw, X) = w(X).

Proposition 2.2.4. Vf g € C*(M), on a
1/ grad(f + h) = grad(f) + grad(h),

2/ grad(f,h) = fgrad(h) + hgrad(f),

3/ (grad(f))(h) = (grad(h))f.

Expression locale
Soit (U, ) une carte locale sur M avec les champs de vecteurs de base associée

S
9 Bz, , alors

v af o
grad(f) = Z gljaix&?
i 0L

ij=1
Pour tout f € C*®(M).

Définition 2.2.20. (gradient d’un champ de vecteur) Soit X un champ de vecteur
sur M et V la connexion de Levi- Civita, alors

VX H(M) — H(M)
Y — WX,

est une application C°(M) — linéaire et VX est un tenseur de type (1,1).
Sipe M, on a
(VX),: T,M — T,M
‘/;7 — (vaX)p7

est une application linéaire.

Définition 2.2.21. La divergence d’un champ de vecteur X € H(M), noté divX est
définie par divX = trace,VX, pour tout p € M on a

(divX)(p) = try(VX),.

Expression locale
En coordonnée locale, on a :

: 0
divX = d:ci(Va%X) = gijg(Va(ZiX, a—%)
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Si {e;}}_, est une base orthonormé sur M alors on a :

divX =) g(Ve, X, €).

i=1

Définition 2.2.22. Soit w € A(M) une 1-forme, on a

Vw: H(M) — AM)
Y — Vyw

est une application C° (M) — linéaire et un tenseur de type (0,2).
Remarque 2.2.5. Sip € M, alors
(Vw),: T,M — T:M

est une application linéaire

Définition 2.2.23. La divergence d’une 1-forme w € N(M), notée div(w) est une fonction
sur M définie par
div(w) = try(Vw),

pour p € M, on a (div(w))(p) = try((Vw),).
Proposition 2.2.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, Vf, g € C®(M) et
X,Y € H(M),
i) div(X +Y) =divX + divY,
i) div(fX) = fdivX + X(f).
Proposition 2.2.6 (Expression locale du divergence). Soit X € H(M), on a :
divX =

gn:l \/dei(igm)ék ( det(gij>Xk) :

Définition 2.2.24. L’opérateur laplacien sur (M, g) une variété Riemannienne noté A

par A C®(M) — C=(M)
f —  A(f) = div(grad(f)) = traceg(Hess(f)).

Propriétés : Pour tout f,g € C*°(M), on a
1) A(f +h)=A(f) + Ah),
i) A(R) = h(AJ) + F(AR) + 2g(grad(f), grad(g)).

Expression locale
En coordonnée locale, Vf, g € C*°(M), on a :

- O’ f i Of
Af= 2. 9 <8xi8xj - L oxy )

i k=1
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Définition 2.2.25. Soient (M, g) variété Riemannienne et f € C®(M), la Hessienne de
la fonction f, noté Hess(f) défini par

Hess(f): H(M)x H(M) — C>®(M)
(X’Y) — g(VXgrad(f)7Y)'

Remarque 2.2.6. Soient (M, g) variété Riemannienne et f € C*(M) la Hessienne de
f est application bilinéaire symétrique.

Définition 2.2.26. On appelle opérateur de Laplace -Beltrami, noté A sur M par

A: C®(M) — C>®(M)
f —  A(f) = div(grad(f)) = traceg(Hess(f)).

Exemple 2.3. Soit R" muni d’une métrique euclidienne (g;; = 0;;€;5) alors pour tous
fonction différentiable f sur R™ et X = (X1, -, X,) un champ de vecteurs sur H(R"),
on a

0 0
rad(f) = Vof = (5 L),
div(f) = divgf—zaj.
=1 1
B B n 82f
A(f) - Agf_i:1 axg
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Chapitre 3

Controlabilité exacte

Le but du dernier chapitre est d’étudier la controlabilité exacte d” une équation d’onde
soumise a des conditions Dirichlet et Neumann et sous lequel on obtient 'inégalité d’ob-
servation. Quelques exemples sont donnés a la fin.

3.1 Notation et position du probléme

Soit © un ouvert borné de R™, (n € N*), de frontiére réguliere I' = 02, supposons que
[ est constituée de deux parties disjointes I'g et 'y, (I' = I UT) avec Ty non vide et

relativement ouvert par rapport I'; soit v = (14, 1, - - - 14,) la normal unitaire sur tout I'.
Soit la fonction u définit de ©2 x (0,7") dans R. On dénote par :
) ou 0*u
U =u=——, U =uy=——.

Pour simplifier les notations, nous indiquons pas explicitement la dépendance de la fonc-
tion w par rapport a x (par fois par rapport a t).
L’objet de ce chapitre est d’étudier la controlabilité exacte du probleme mixte suivant :

uy + Au =0 dans € x (0,7), (3.1)
u(z,0) = ugp(x), wuz,0) =u(x) dans €. '
u=>0 sur 'y x (0,7),
{ u=wv sur [yx(0,7), (3:2)

ou
"0 ou

La deuxiéme équation du (3.1) est les conditions initiales avec wug, u; sont des données.
L’équation (3.2) représente les conditions aux limites mixtes sur I'g et I'; avec

v:Tyx(0,7) =R
est une fonction controle.
Le but de ce chapitre et de montrer qu’il existe Ty > 0 telle que si pour tout 17" > Ty,

pour tout uy € L?(Q),u; € H(), il existe une fonction controle v € L*(0,T; L*(Ty))
corespendant au solution du (3.1)-(3.2) satisfait
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3.1. NOTATION ET POSITION DU PROBLEME

u(.,T) =w(.,T) =0, (3.3)

ou

[2(Ty) = {u QSR (/F yu|2dr)é < oo}

munit du produit scalaire :
(U, )y 1, :/ u(z)v(z)dl', et d'une norme : ||ul|2r, :/ |v[2dL.
’ Fo l—‘O

Définition 3.1.1. Lorsque la fonction v existe, on dit que le probléme (3.1)-(3.2) sur
Uintervalle [0,T)] dans L*(Q2) x H™1(2) au moyen de la fonction contréle de Dirichlet
v e L*0,T; L*(Ty)) est exactement controlable.

Notre objectif est d’étudier ce probleme de controlabilité exacte. Pour cela, on introduit
les idées principales de la méthode d’unicité hilbertienne HUM.

Description de la méthode HUM

La méthode du HUM est basée sur certain criteres d’unicité pour le systeme homogene
associé et la construction (par des procédés de complétion) d’espaces hilbertiens adaptés
a la structure du systeme.
Les étapes fondamentales de 'application de la méthode HUM a la résolution du probleme
de la controlabilité exacte du systeme (3.1), (3.2).

Etape 1 :
On considere le probleme homogene correspondant au (3.1)-(3.2) suivant :
¢ + AP =0 dans € x (0,7),
¢(0) = po;  ¢:(0) = ¢1 dans Q, (3.4)
=0 sur  I'x (0,7).

D’apres|9] le probleme (3.4) admet une solution sous le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit vy € H}(Y), 1 € L*(Q), alors il existe T > 0 et une unique
fonction ¢ solution du probléeme (8.4) sur [0,T] ayant la réguliére suivante :
0
e C(0,T,H} (), € C(0,T,L*Q)) et que a—(p € L*(0, T, L*(T")) plus précisément,
L\
pour tout T' > 0 linégalité,

T O 2
/o /r () dodt < T (H%H?{g(ﬂ) + ||901||§> ; (3.5)

&/A

. 00 & I
ou % = Z azgaixjyl‘

ij=1

Etape 2 : Soit v solution du probleme suivant :

Yy + AP =0 dans Qx(0,7),
Y(T) =9(T) =0 dans Q,

9¢
U, =0, ¢|F°:%’ 0<t<T,

avec —— est donnée par le théoréme (3.1.1).
v

A
Soit g € Hy(S2), 1 € L*(£2), on définit 'opérateur
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3.1. NOTATION ET POSITION DU PROBLEME

A HE(Q) x LA(Q) — H™1(Q) x L¥(Q)
: (io) - (%(%) ’ (3.7)
< <%> < >> / I (auA>2d0dt (38)

Démonstration. En multipliant I’équation (3.6) par ¢ et en intégrant sur Q x (0,7") , on

obtient W bdwdt — / dAGdzdt = 0
Qx(0,T) Qx(0,7)

par :

on obtient

I I
Analyse de la premiére intégrale (I)

Ona (¢',¢) = (¥",¢) + (¢, ¢)
En intégrant sur (0,77), on obtient

(WD), 6(T)) = (0,60 = [ obdwdi + [l onrds
avec la condition (3.6), on trouve

" Y . ! by .
/Q o VOt = —(4(0), 60) /Q oy VO (3.9)
d’autre part, par intégration par parties, on a
Vel dudt = (0(T), /(1)) = (0(0).6O) ~ [ e
I —_ _ /! 1
/Q oy VOt = ~((0),61) /Q o (3.10)
On substitue (3.10) dans (3.9), on obtient

/QX oy ¥ 0wl = = (4(0), d0) + ((0), 1) - /Q om VP dedt (3.11)

Qx(0,T)
donc

Analyse de la deuxiéme intégrale (II)
D’apres formule de Green, on a

- 96 o
/QX(O,T) (¢A¢ B gbAw) dedi = /F><(O,T) (w(‘)u 61/) dodt

donc

Qx(0,T) ov

_ SAVdzdt — — / bAGdwdt + 02 doat (3.12)
Qx(0,7) I'x(0,T)

On ajoute (3.11) & (3.12), on obtient

/QX(QT) (1/)// — AZ/}) ¢d$dt — /QX(O,T) <¢’/ o A¢) . <¢/(0)7¢0> + <w(0)7¢1>

¢
+/FX0T <¢ay>dadt—0

Comme ¢ — Ap =0sur Q x (0,7) et " — Ayp =0 sur I' x (0,7), alors on trouve

O+ 0+ [ (05 doat o 3.13)
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On remarque que 1) = ?;b sur I'g x (0,7), et ¢» = 0 sur I'y x (0,7"). Done, de (3.13) il
v

résulte

, A
(1'(0), ¢o) — (1(0), ¢1) + A, (a) dodt = 0. (3.14)

v

On considere (¢'(0), ¢o) — (¥(0), 1) comme un produit scalaire de {¢'(0),—1(0)} et
{0, $1}. Donc, d’apres (3.14) nous avons

(A (0. 61) (00 00) = (/O n) = (O 0) = [ (gﬂ dodt — 0 .

14

Par (3.4)-(3.8), obtenir la controlabilité (3.1),(3.2) sur Pespace L*(2) x H~1(Q2) équi-
valent a montrer qu’il existe des constantes dc > 0,7, > 0 telle que I'inégalité d’observa-
bilité suivante est vraie pour T > Tj :

)2dodt >
/ /FO odt > ¢ ([lpollz + leall3) .

pour tout g € H (), ¢ € L*(2), ont ¢ solution du probleme (3.4).

On pose

FT,FO = {(9007901”(%007901) € Hl >< L2 / A (ayA> dodt < OO}
0

Dans I’étude, nous avons besoins de préciser quelques notations relatives du probleme.

Supposons que :
(H1) : Les coefficients de l'opérateur A sont des fonctions a;;(z) : © — R symétrique et
de classe C™.
De plus il existe une constante a > 0 telle que pour tout € Q et £ = (§,---,&,) € R",
on a :

Zam 7)&:&5 > aléf?

On pose par

G(z) = (g;(x)) = A(z)™" ot A(z) = (ay(x)). (3.15)
Pour z = (x1,- -+ ,x,) € R", on définit le produit scalaire et la norme associée sur ’espace
tangent T,R" = R?” = R" par

g(X,Y) = (X, V), =3 gii(@)aiby, | Xy = (X, X), (3.16)
7/7‘7
0
avec VX = Z o — oz, Y = Z ﬂl - sont champs de vecteurs sur R7.

=1

On note aussi X.Y = (X,Y) = Zalﬂi et | X|o = 1/(X, X),
i=1
= i)

divg(X) =) 1. le produit scalaire la norme associer et la divergence dans R" pour
i=1 i
la métrique euclidienne.
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3.2 Lemmes techniques

Soit H un champ vectoriel sur R” et f € C'(Q). La formule de divergence pour la
métrique euclidienne est donnée par

divo(fH) = fdivo(H) + H(J), (3.17)
et
/Qdivo(H)dx:/FH.uda. (3.18)
Lemme 3.2.1. Soit f,h € C*(Q) et H, X deuzx champs de vecteurs. Alors
1)
g (H(2), A(2) X (2) (H(x), Ax) X (2)), = H(2). X(z), #€R"
2)
a0 - 5 (Sl ) 1 wew
3)

(grad,f, gradgh>g = grad,f(h) = grady f.A(x)gradoh, x € R".

4) (gradyf, grady(H(f))), = DH(gradyf.gradyf)(x) + ;divo(lgmdgflﬁﬂ)(x)

I
—Sdivo(lgrady f H) (2)

Démonstration. Soit H(z) = Zhi(x)aa
Z;

i=1

et X(x ZfZ

Il résulte que

8xz

(H(x), A(x)X(x)>g = Enjl kzn: aixfrh;igi; = kzn: frxhe = H(x). X (2)

On pose

gradyx; = Za:” 1<i<n, (3.19)
oz’
x;; sont les coefficients de x;.
avec C(z) = (x;;(z)), x€R", (3.20)
une matrice n x n. De (3.19), on a

xi; = gradyx;(z;) = (gradyz,, grad, :ltj Z gz, 1<1i,5<n. (3.21)
k=1

Ce qui donne C(z) ='C(2)G(x)C(x), x € R™ ou 'C(z) est la transposée de la matrice
C(zx) et G(x) est définie par (3.15).
On déduit que

C(z) =G (z) = A(x), xcR" (3.22)
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De (3.19) et (3.22), on obtient

0
gradyf = Z grady f(x;) £

— ;gradg(%)(f) Oz,
Cela donne
n af Oh
(gradyf, gradgh), = gradgf(h) = Z; Aij 5 o, 83;J

= gradyf(z).A(z)gradoh(z), x € R".

Soit Ey, Es, ..., E, de champs normal en X. Comme H est un champ de vecteurs alors
ils existent hq, hs, ..., h, des fonctions de classe C'*° au voisinage de x telle que
H=> hE;. (3.23)

=1

De plus, pour tout f € C* (ﬁ), on a :

H(f) =Y hE(f)

ou E;(f) est le différentielle covariant de f par rapport a E; pour métrique Riemannienne
g. De la différentielle covariante du champ de vecteur H, on obtient, Vx € R"

DH(E;, E;)(z) = (DgH(x), Ej(z)),

= Y (Ei(hw)Ex + hDg,Ey, E; )y = Ei(hj)(z)

k=1

Puisque (Ejy, Ej), = dx;j et Dp, Ey(z) = 0. De (3.23)-(3.24) et (3.17) il résulte que,

(gradyf, grad,(H(f))), (x) = > E;(f)E;(H(f))

= Y BB + 3 (z Ej(f)EzEj(f))

= DH (grad,f,grad,f) + ;H (|gmdgf\§)

= DH (grad,f, grad,f) + ;divo(]gradgf\zH)(:c)
~ larady 13 @)divg(H)(z).
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ou EE;(f)(x) = E;E;(f)(x) sont la deuxieme différentiel covariant de f

grady,f = ZEZ(f)Ez, et |g7’adgf]3 = Z(El(f))2 (3.24)
i=1 j=1
O
Proposition 3.2.1. Soit ¢ solution du probléme :
¢+ Ad =0 dans Qx (0,T). (3.25)
Supposons que H est un champ de vecteur sur Q. Alors
1)
e 2 2
/ / 81/A ¢)dodt + 5/0 /F(gbt — |grad, f|,H.vdodt
= (G HO) + /0 | DH(grad,6, grad,o)dzdt
1 /T .
—1—5/0 /Q(gzﬁf — |grady f|2dive(H ) dzdt. (3.26)
Soit P € C?(Q). Alors
2)

T 1 (T
| [P~ lgrad,fRazdt = (6, PO+ | /¢2Adedt

+5 / / $2grad,Pvdodt — - / / %qﬁPdadt.

Démonstration. Multiplions (3.25) par H(¢) et intégrons par parties. Utilisons la formule
Green et Lemme 3.2.1, parties 2- 4, on trouve :

[ Aot @)de = [ 3 ay(0) 02 (H(o)ar - [ 02

P 8% Z;
0
= [ grad,o(H (@) f H(6)do

= /Q(gmdggb,gmd g, 4z —/

= /Q<gradggz§,g7”adg(H(¢))>g dzr — % H(¢)do

81/A

H(¢)do

aVA

T
= / /DH(gradggb,gradggb)dxdtJrf/ /|gradgf|2H.l/dadt
o Jr 2Jo Jr g

_;/OT/F |g7’adgf’§d’wo(H)dxdt - aang(qb)da. (3.27)

I ovy

D’autre par, on obtient de I'intégration par parties de (3.17) que :

/OT/F@tH((?)dxdt = /qutH de—/T/¢tH (¢p)dtda
= (¢, H - / / (¢2)dadt

= G HO)E +3 [ [ staimy(r)deds
—; /O ' /F 62 H.vdodt (3.28)
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Les équations (3.28) et (3.27), ainsi que (3.25), donnent (3.26) le résulte que pour partie
2. Le lemme 3.2.1, partie 2, donne

0 oP

AP = — %(aij(x)@>

= —divy(grad,P). (3.29)

:MS

ij=1
A partir de (3.29) et de la formule (3.17), on obtient, Vz € Q
(grady¢, grady(P9)), (x) = Plgrad,¢|j(z) + ¢ (grady¢, gradyP), ()
= P|gradg¢|3 + ;gmng(gbz)
= Plgradydf’ + ;divo(¢2gradgp) + ;¢2AP. (3.30)

I1 découle de (3.25), (3.30), (3.18) et de la formule de Green que

6ooPIE = [ 16w 0P) + (60 0,P)] i
- / / (grad,®, grad,(6P)), + ¢2P] dadt + / / —ngdadt
- /(/ (62 — ymu%w)¢M¢—f/'/ #*grad, Pudodt
/ / S APdxdt + / / 99 4 pdod. (3.31)

81/A
L’équation (3.27) découle de (3.31). O

Soit ¢ solution du probleme (3.4), on définit la fonction d’énergie par :
1
B(t) = 5 | (1ou + lgrad,ol2) da

1
ou I'énergie initial est E(0) = 3 (Ilgradyeolgl* + le1ll3)-

Lemme 3.2.2. La fonction d’énergie E est conservé sur [0,T] c-d-d :

d

ZE(M =0, Vte[0T]

Démonstration. Pour montrer la conservation de I’énergie, on multiplie I’équation (3.4)
par ¢’ et en intégrant sur 2, on obtient

0= [ (¢/ — grads) 'ds
etz LIL gy jaofyda] — [ (a6) gar

dE(t)
= — — [ (A¢.v) ¢/dl’
= |@en)e
. s . dE(t) :
D’apres les conditions au bord dans (3.4), on obtient T 0, Vtel[0,T] et par suite
on a conservation de I’énergie. O]
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Lemme 3.2.3. Soit ¢ solution du probléme (3.4). Alors

(6 H(@) + 2 Po)| < bE(©0) + Lol

ot
b=sup|H|,(z), P =divgH —a (3.32)
z€Q
¢ = sup|(divgH)* — a* + 2H(P)|. (3.33)
z€Q

Démonstration. Applications de la formule de divergence il faut vérifier (3.17) et (3.18)
donnent

|H(@) + 5Pl = [H@I + (H(9), P >+1HP¢||2
= [H@I + 5 [ PHS)dr + Pl
= O - [ [(divo? — a* + 201(P)] da
< [H@IP + o] (3.34)

puisque ¢|. = 0. Il résulte de (3.34) et (3.33) que

1 1
(60 H(@) +5Po)| < odIH () + 5 Pol

Jodl (1@ + /511

< bE0) + L a0l

IN

Maintenant, on considére le méme opérateur A défini sur L?(€2), avec le domaine
D(A) = {ulu € H*(Q), ulr = 0},

Notons que cet opérateur est positif, auto-adjoint sur L?*(€2) et son spectre se compose de

valeurs propres 0 < A\ < Ay < ... < A\ < ..., avec klirg\l = 0.
— Ak

On note Zj, les espaces propres de A correspondant a A\, k=1,2,....

Lemme 3.2.4. Soit

¥ = sup {(H.V)/|1/A|ﬂ et d = sup|lA(divgH)]. (3.35)

xely €N

Alors

2
2 c d
" >i _ _ -
/ /FO (avA> dodt > 5 [aT 2b o QAmT] E(0)

VT >0, @€ Hy(Q), o1 €L*Q), o, 01 L Zy, 1<k<m—-1m=12,...,
(3.36)
ot ¢ est la solution de (3.4) pour les données initiales (o, ¢1).
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Démonstration. Tout d’abord, nous calculons les valeurs de |grad,¢|* et H(p) sur la
frontiere I', respectivement. Soit # € I'. Nous décomposons grad,¢ en une somme directe
dans (R?, g(x)) :

grad,¢(z) = <g7’adgq§(a:), VA(x)> va() +Y(x). (3.37)
valg /4 valg
ou Y(z) € Ry avec (Y (x),v4), = 0. Le lemme (3.2.3), partie 1, et (3.37) donnent
Y (&) vla) = (¥ (). v2), = 0. (3.38)
c’est-a-dire Y (z) € T',, (I'espace tangent de I' en ). Il résulte de (3.37) et (3.38) que
1
lgradyo|2 = gradyp(¢) = oA 9radsd (). va(®))2+Y(9)
9
1 (06 )2
= — 3.39
i (o (339

puisque ¢|. = 0. De méme, H peut étre décomposé en une somme directe

o <H(g:), VA(:L“)> va(z) + Z(a),

[valg g [valg

ou Z(x) € T,I'. La formule (3.2) et le lemme 3.2.3, partie 1, donnent

e - e (00 _ ) (00 5.0

Va2 vy [val? v 4
Par la proposition 3.2.1, parties 1 et 2, (3.45), (3.44), (3.39), (3.40) et le lemme 3.2.3, on

trouve que,
? 09 2 Huv
2 / »/I‘o (M) dO’dt 2/ / aVA |I/A’2d0dt
T

(¢, H())|T + / / DyratysH, grady) dud
by [ (6 = lgradyo () divo ()l
° [ [~ lgradyo(e) e

T
[ [ {DupasysH. gradys) duat
T 9 T
—a/o /Q|gradgq§|gdxdt+(¢t,H(¢)|0
1 T
+2/0 /ﬂ(gbf — |gmdg¢|§)dedt
TE(0) + (¢ H(¢)+1P¢)\T+1/T/ 62 A(divo H)dadt
a ty 9 0 4 Jo 0 (A% i
d T
aTE(0) = 26B(0) = Velanlloll - 5 [ o]t
0
d

o E(0) = () = [l lgradoly | = 75-llaradyol

v

v

v

v

Y]

v

& d
> |aT—26—,|— ——T|E
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1
ol les inégalités ||¢[|? < )\—|Hgmdg¢|g|\2 et (3.36) sont utilisés. Ceci compleéte la preuve.
" 0
Maintenant, on considére le méme opérateur A définie sur L?*(2) avec le domaine

Dy(A) = {u € L*(Q)|u € H*(Q), $|F = o} :

Notons que cet opérateur est positif , auto adjoint sur L?(Q) et son spectre se compose
de valeur propres 0 = v, < Y9 < -+ < Y < - -+ avec limg_,o Y = 00.
On note Z} les espaces propres de A correspondant a vy pour k= 1,2,...,

Lemme 3.2.5. Soit m > 2 un entier positif, avec Pet d comme donné en (3.32) et (3.35)
respectivement. Soit

e = sup|P)|
e

Supposons que ¢ la solution du probléeme suivant :

¢u+ Ap =10 dans Q x (0,T),

(,ba(g) = ¢o, ¢(0)=¢1 dans Q, (3.41)
—— =0 sur T x (0,7).

81/A

pour tout (¢g,p1) € HY(Q) x L3(Q) avec o,01 L ZP, 1 <k < m — 1, pour lequel le
membre gauche de (3.32) est fini, ou cette fois

1
E(0) = 5 (Idollzn + lI1113)
Alors
T T 1 /T
/ gzﬁfH.l/dadt—/ / |g7‘adg¢|§H.1/dadt—f/ /qb2g7“adg(divo(H)).l/dadt
0 JTo 0o Jry 2Jo Jr

c _Td
VIim  2Um

>2al — 2b—

E(0), VT >0,

0

Démonstration. Puisque 8(25 |, =0et H(x).v(x) < 0pourz € I' a partir de la proposition
Va

3.2.1, on a, VI > 0,

T T 1 (T
/ / qbe.l/dadt—/ / |gTadg¢|2H.l/dO'dt—*/ /QSngng.l/dadt
0o Jro 0o Jn, g 2Jo Jr
T T
— 24TE(0) - / / ¢? H.vdodt + / / \grady¢|2H.vdodt + 2 (¢r, H($)) |1
0 I 0 To

g T
—1—2/0 /Q<ngdg¢H, gradg¢>g dxdt — Qa/o /Q|gmdg(/b]f]dxdt + (v, oP) [T

1 T
+3 /0 /Q S APdzdt
d T
> 2aTE(0) - 4lleil|1H ()| - 2llenllloPl - 5 [ /Q 2dzdt
e Td
21aTl — 2b — —— | E(0
. [a — 2%] (0),
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1
ot les inégalités ||@||> < —|||grad,¢|,3

Y(po,p1) € H'(Q) x L*(Q) avec o, 1 L Z), 1 <k < m — 1, pour lesquels le le
membre gauche de (3.32) est fini, ||grad,¢,||*V(po, ¢1) € H'(Q) x L*(Q),
©o, 1 L Z7,1 <k <m — 1 sont utilisés. u

Considérons 'opérateur le méme opérateur avec domaine

Dr(4) = {ulu < 20,

leurs propres 0 < 1 < o < ... < [ < --- avec klimﬁk = 0.
—00

Ir, = 0,ulr, = 0} , et son le spectre se compose de va-

On note Z};l les espaces propres correspondant a S pour k =1,2,...,

Lemme 3.2.6. Soit m un entier positif et e, d les mémes que ceux du lemme 3.2.5 Soit
¢ résoudre le probleme

¢t + AP =0 dans Qx (0,7)

$(0) = @0, $:(0) = ¢1  dans Q

9 _ wr T, (3.42)
81/A

¢=0 sur Ty

pour tout (¢g,p1) € H(Q) x L*(Q) avec po,01 L ZP, 1 < k < m — 1, pour lequel le
membre gauche de (3.43) est fini, oi

1
B(0) = 5 (10ollfn) + 61 13)
Alors

T 1 T
/ ¢7H.vdodt — 7/ ¢*grad,(divy(H)).vdodt
0 Jro 2Jo Jro

e Td
> 9 aT — 2 — 22 B0), vT>o0, 3.43
>2| - | EO) (3.43
, . . 0¢ . . :
Démonstration. Puisque ——|r, = 0 et ¢|r, = 0, on obtient, a partir de (3.39) et (3.40),

@IJA
et la proposition 3.2.1 : VI > 0

T 1 /T T
/ gzﬁfH vdodt — 5/ ¢2grad (divg(H)).vdodt :/ / |grady¢|2H.vdodt
0

. OUA |VA|2dadt—|—2aTE +2/ / (Dgrad,oH, g?"adggb> dodt
0

—2a/0 /Q|gradg¢|gdadt+2(¢t,ﬂ(gz5)) 1T+ (¢4, pP) |OT+§/O /Q¢2Apdxdt

d T
> 2aTE(0) - il H@)| = 2lenllloP) = 5 [ [ o*deat

e Td
\/B_m - 25m‘| E<O)a

> 2[@T—2b—

m

o, o1 L Zi' 1<k <m—1. -

1
ol les inégalités ||¢]|* < —|||grady¢ly||* pour tout (o, 1) € Hp () x L*(Q) avec
Y
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3.3 Preuve du Principaux théoremes

Théoréme 3.3.1. Soit H un champ de vecteur sur la variété Riemannienne (R™,g) tel
que
(DxH,g), > a|lX]} VX €R}, z€Q (3.44)

pour une constante a > 0. Alors il existe Ty tel que pour tout T > Ty,

FTIO = H&(Q) X LQ(Q)

h Lo ={z|z €', H(z).v(z) > 0}, (3.45)
Ty = 2sug|H|g(x). (3.46)

Démonstration. Cas :n =1
Soit I > 0 et a(.) € C'(0,1), avec a(z) > 0 pour tout x € [0,1]. Pour le systéme

bu = (a(T)Ps)s sur 0<t<T,0<zx<I,
{ o(t,0) = ¢(t,1) =0, sur 0<t<T, (3.47)
$(0,2) = dpo(x), ¢(0,2) = ¢py(x), sur 0<x <L

Multiplions la premier équation de (3.47) h¢,, ou h est une fonction définie sur [0, 1], on
obtient

1 /T fl 1 T [l 1 /T gl
S| [(aheddadt = (o hoo)lf + 5 [ [ hal6f +a@)etdzdt = 3 [ [ asholdedt.

Soit h une solution du probleme suivant :

he = 2ht1,
a
h(0) =0

ou b(r) = max(a,,0), par exemple

xb s
/fdx . _/ bar
xr)=e/0 a /e 0oa ds, 0<xz<lL
0

On obtient, pour h, défini que :

() [ 6200t > ITEO) + 260, h6)ff, T >0

1
ott B(0) = 5/0 (¢2 + ag?)dw
Cas:ne N"— {1}

Soit Ty est définie par (3.46) . Soit T' > Tyon choisit m assez grand de sorte que

1 /¢ Td
T—-Ty— —]|— —
0 4 A 20\,
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T 2
D’apres le lemme (3.2.4) on obtient / / ((‘3@1)) dodt > CE(0),
0 Jy \Ovg
Yoo € HE (), 01 € L*(Q), 00,01 L Zp, 1 <k <m —1, (3.48)

ou ¢ solution du (3.4) pour condition initiale (g, p1) et
2 1 |c Td
T="alT-Ty— |5 - > 0.
«(T) 19a ( 07 g A 2a)\n)

Remarque 3.3.1. Soient (R™, g) une variété Riemannienne complet non compacte. Pour
toute courbure sectionnelle positive , il existe une fonction h strictement convexe de classe
C™> et toutes les valeurs propres de sa seconde différentielle covariante sont positif . On
prend : H= DH et on a DH(X,X) = D*h(X,X), X eR? z€R" OuD?h estle
Heissein de h pour la métrique g. Il existe a > 0 tel que l'inégalité (3.44) soit vérifier,
puisque € est compact.

]

Corollaire 3.3.1. Soit (R", g) une variété Riemannienne compléte non compact et de
courbure sectionnelle partout positif. h est une fonction de classe C'*° strictement convexe
C> sur (R", g). Alors le champ de vecteur H = DH wvérifie la condition(3.44) pour tout
Q de R".

Pour z € R™, soit P = m C R un sous-espace de dimension 2. Notons par K,(7) la
courbure sectionnelle. Soit B(xg, ) la boule géodésique dans (R™, g) de centre zy € R™ et
de rayon v > 0 . On pose :

Kp = sup Ky(m), p(z)=d4(xo,x), VreR"

x€B(z0,7),mTCR?

Corollaire 3.3.2. Soit zy € R™. Soit v > 0 tel que B(xg,0) C exp,, (E).
Si Q C B(xg,v) tel que 46K < 72, alors le champ de vecteurs HpDp satisfait da la
condition (3.44) avec

{ a=+/Kpycot(vKgy) si Kp>0

a=1 ) KBSO

Corollaire 3.3.3. Si (R", g) posséde une courbure sectionnelle non positive (négative).
Pour tout xoy € R™, le champ de vecteur H = pDp satisfait a la condition (3.44) pour tout
QCR" otia=1.

Corollaire 3.3.4. Supposons que

K> sup K,(m)> _inf K,(m)>0.

TCR", mCRY z€R™, mERY

Par le théoréme de Bonnet (Cheeger et Ebin[5]), la complétude (R™ U oo, g) de (R™, g) est
une métrique Riemannienne compact.

1 s
Sid, () sup d,(x,y) < = min{——=

J(9) sup dy(.) < ]
fermé de R™}, alors le champ de vecteur H = pDp. vérifie la condition (5.44).

la plus courte de la moité de la longueur la plus courte
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Passons maintenant au probleme d’action de Neumann et examinons le probleme (3.1)
avec au lieu de condition Dirichlet dans (3.2), on considére la condition de Neumann c-a-d
le probleme suivant

uy + Au =0 sur Qx (0,7)
u=0 sur I'y x (0,7,
U= sur I'g x (0,7 (349)
uw(z,0) = ug(x), uy(x,0) = uy () sur
Ou _ v sur T'x(0,7) (3.50)
ova e '

On dit que la probleme (3.1),(3.50) est contrélablement exacte dans l'intervalle [0,77] au
moyen de la fonction de controle v avec action de Neumann, si pour ¢, ¢; dans certains
espace Hilbert, on peut trouver v tel que solution de (3.1) satisfait (3.3).

Théoréme 3.3.2. Soit H un champ de vecteur sur (R™, g) satisfait la condition (3.44).
Soit Ty donnée par (3.46) et T > Ty. Alors, pour toute solution oo € L*(Q), 1 € (H(Q)),
on peut trouver v sur I' x (0,T) tel que la solution du probléme (3.1) satisfait (3.3).

Le controle v a la structure suivante :

ot
Uy sur T'p x (0,7),

{ v:vo+% sur T x (0,T)
ot
v, v1 € L*(Tg x (0,T)),v, € L*(0, T, (H'(T'y))'.
Remarque 3.3.2. Si Q) et H sont soumis auz conditions géométriques (Lions[11])
H(z)v(z) >0, Vrel,
alors le controle v € L*(T x (0,T))

Démonstration. T' est une sous-variété de Riemannienne (R", g) avec la métrique Rieman-
nienne induite g. dans (R", g).

1 "0 of
Ayf = G(v)aij(r) 57—
= o B 03,

ou G(x) = det G(x).
Par la formule de divergence pour métrique Riemannienne g et de la partie 1 du lemme
3.2.1, on a

) , VfeC?e(R"), VzeR", (3.51)

1 _
/Agfng:/<gmdgf, VA> d(TF:/igTadgf.l/dUF, Vi e 0*Q), (3.52)
Q r [Valg g r|valg

ou {2y et dor sont I'élément de volume métrique et 'élément de surface métrique dans
métrique Riemannienne g, respectivement. On vérifie que dS2, = /G(x)dz.
De (3.51) et de la partie 2 du lemme 3.2.1, on obtient

/QAgfng:/deg(\/g(x)gradgf)dx:/F\/Q(I)gradgf.udcr Ve Q). (3.53)
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Les formules (3.53) et (3.52) donnent
dor = |va|g\/G(x)do. (3.54)

On dénotez gradient (gradr), divergence (divr), et 'opérateur de Laplace (Ar) sur (I, gr),
A, Topérateur de Laplace sur R" pour la métrique Riemannien g. on a 'application sur
(T, gr). De plus, par le théoreme de Stokes pour la variété Riemannienne (I, g.), on a

— fArdeF = \gmdp]QdUp,
r r g

pour tout f € H(T).
Soit ¢ solution le probleme (3.42) pour les données initiales (¢, ¢1). Alors

9\
lgrady¢|? = (8144) + |grad |2 = |gradyp|2, Vi €T, (3.55)

0
puisque 99 = 0 sur I'. On définit ¥ par
aI/A

Yy + A =0 dans Q x (0,7)

Y(T) = (T) =0

o _ { (61 — @)[valgy/G(x)  sur Ty x (0,7) (3.56)
04 (Arg — ¢>)|VA|9\/% sur Ty x (0,7)

La solution de (3.56) est une solution faible, définie par transposition. Par conséquent,
étant donné (g, ¢1)

M(po; 1) = (¥:(0), =1(0))
Alors, a partir de (3.42), (3.56), (3.55) et (3.54), on obtient, au sens de distribution

T T
(A1(0, 1), (vo, 1)) :/0 /F (¢ —l—gb?)dapdtJr/o /F (¢ + |g7"adp¢>|§)dapdt.

Nous définissons sur les données initiales (¢g, ©1)
1
3

laneille = ([ (6 o+ [ [ (62 + gradrofaonar
On pose

X(T) = { (0, )90, 1) € H'(Q) x L*(9), [[ (0, 1)l p < 00} .

Alors x(T') C F. On vérifie facilement que ||.||r est un semi-norme sur x(7').
Soit Ty donné dans (3.46) et T > Ty. Supposons que m en suffisamment grand de sorte
que

e Td
T—-"Ty— — > 0.
0 a/ym  2aym
|H.v| |Vg(div0H).y|)
€ = max | sup , Sup (3.57)
(‘TEF|VA|g\/g<x) z€l’ 2|VA‘9\/Q(37)
Soit, vérifie y
2 T
e = 22 (T T ) . (3.58)
€ a/ym  2aym

Le lemme 3.2.6, (3.54), (3.57) et (3.58) donnent
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T T
/ / (6% + ¢)dordt + / / (62 + |gradro|2)dordt) > ¢, E(0),
0 FO 0 F1

V(QOO,SOl) € X(T>7¢07(701 L Zgy 1 S k S m—1

Par 'argument de la compacité, on montre que ¢(7") > 0 tel que

1o, 1)l = «(T)E(0)  ¥(go, 1) € X(T).

(3.59)

(3.60)

Par absurde, supposons que 'inégalité (3.60) n’est pas vérifier, alors il existe une suite

{(gp’é,gp’f)} C H'(Q) x L*(Q) avec

Ep(0) = = (16013 + l64l?) =1

N —

pour tout k > 1 tel que
1 *

e ebllr < 7. kN

On décompose H'(Q2) x L*(Q2) en une somme directe :
H'(Q) x L(Q) = (875 2)) x (8751 2))) & W.
avec
dim (@75 20) x (@751 21)) < oc.
Soit
(¢l ©F) = g + g, k€ N,

ol iy € (B Z0) x (B ZY) et 1y, € W nous pouvons supposer que

u — ug € x(T) dans |.||p, k— o0

Puisque ||.|| est un semi-norme sur x(7'), on obtient de (3.2.5), (3.59), (3.60) e

vérifie que , Vk > 1,Vj <1 : cette
. . N . 1 1 . .
Vem | Wr — Wil mr)xrz@) < || Wk — W5]|r < (k + j) + ||ty — ]| F

Cela signifie que par (3.64),
(r o) = (wo,wr)  dans  H'(Q) x L*(Q), &k — oo
Il résulte de (3.61) et (3.65) que

| (o, w1) || ) x 22(02) = 1.

0
Soit ¢ solution du probleéme (3.41) pour (o, 1) = (ug, u1). Alors 8¢0’F = 0.
Va

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

t (3.63)

(3.65)

De plus, par le théoreme de trace , (3.3), et (3.62), il existe une constante 5 > 0 telle que

T T T
| oot < [ o0 = eyt + [ 16" 3yt

T
< B[ lido = 6"t + b, DI

IN

1
BT | (uo, wr) = (26, ) i <22 + 73
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ot ¢* est la solution du systéme(3.41) avec les données initiales (o, 1) = (¢f, ©F) pour
ke N*.
Les expressions (3.65) et (3.66) donnent

®ol. =0, (3.67)

a partir de (3.67), nous pouvons appliquer I'inégalité d’observabilité a ¢, et obtenir
(ug,u1) = 0 ce qui contredisant (3.3) par dualité que L’inégalité F' C H'(Q) x L*(),
T >T.

Il s’ensuit que (H'(Q)) x L*(Q) C F’, de sorte que, si ug € L*(Q), u; € (H*(Q))’, on peut
conduire le systeme (3.1),(3.2) au repos T par la fonction de controle v donnée par

v — { (_¢+¢tt>|VA|g\/% dans Ty x (0,7)
(_¢+AF¢)|VA|9\/% dans Ty x (0,7)}

Ceci complete la preuve du théoreme. O

Théoréme 3.3.3. Soit H un champ de vecteurs dans (R™, g) tel que la condition (3.44)
Soit Ty donnée en (3.46) et T > Ty .Alors pour tout o, € H' (), 01 € L*(Q), on peut
trouver v € L*(Ty x (0,T)) tel que la solution de (3.1) et (3.49) satisfait (3.3).

Démonstration. Soit Ty donné par (3.46) et T' > Tj. Puisque
'y ={z|z el H(z)v(x) =0},

en commencant par le lemme 3.2.5 et en suivant la démonstration du théoréme 3.3.2; on
obtient I'inégalité suivante :

/0 ' /F (¢* + ¢7)dodt > cr E(0), (3.68)

ou ¢y > 0 est une constante. Dans ce cas , on a définit la norme de (g, 1) par

T 1
0, 1l F :/ (¢2dadt)2.
0

D’apres (3.68), par argument similaire par celle de méme Lions [11] donne

T

/ $*dodt > ¢ E(0).

0

Ceci complete notre preuve. O

On considérons le probleme de controlabilité exacte suivant :

uy + Au =0 dans Q x (0,7)

u(0) =up u(0) =wu; dans Q

u=0 sur T, (3.69)
ou r

M = sur 0

Théoréme 3.3.4. Soit H un champ de vecteur sur la variété Riemannienne (R", g) tel
que la condition (3.44) est vérifier. Soit Ty donnée en (3.46). Alors pour tout T > Ty,

uy € L?,uy € (HE (Q))', on peut trowver v tel que la solution u du probléme (3.69) satisfait
(3.8), ot
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V=1 + = Uo,UleL(F()X(O T))

vy
ot’
Démonstration. Soit Ty donné dans (3.46) et T' > Tj. Soit ¢ résoudre le probleme (3.42).
A partir du lemme 3.2.6 et en suivant la démonstration du théoreme 3.3.3, on peut obtenir
cr > 0, satisfaisant

/O ' /F (6% + ¢?)dodt > erE(0), (3.70)

on défini la norme de (g, ¢1) pour tout (¢o, 1) € HE(Q) x L*(Q), et le membre de gauche
de (3.70) est fini. Sur les données initiales (g, ¢1), nous définissons la norme par

T 1
g0 ille = ([ [ (6 +67)dodt)?
o Jro
De (3.70), on a F' C (o, p1) € HH(Q) x L*(Q), par dualité on trouve

0
Puis F' C (o, 1) € (HE(R)) x L*(Q).Ceci compléte notre preuve, oll nous prenons
v=0¢+ ¢y sur I'y H

3.4 Exemples

Exemple 3.1. Soit A = (a;;) une matrice constante symétrique positive. Considérons

n 82
Popérateur A sur R™, donné par Au = Z a”@ oz, . La métrique riemannienne (R", g),
ij=1
est défini par
9=">_ gijdvidr; et (gij) = (a;)”" (3.71)

.3
la courbure sectionnelle est nulle.
Par corollaire 3.3.2, a = 1. Soit xo € R™ . La fonction distance p satisfait

p*(x) = d2(xo, x Z Gij(z; — xi0), Vo eR™ (3.72)
i,7=1
On obtient .
3$k ]Zl — Zjo) (3.73)

1
ot h = §p2(az). Il découle de (3.73) et de la partie 2 du lemme 3.2.1 que

gradsh = Z (Zn: azk > a(l i(x, — xio)ai (3.74)

=1 ?

Cela donne
sup|Vyhly(x) = supp(z) (3.75)
zeN e

de sorte que le champ de vecteur H = gradyh satisfait la condition (3.44) avec
To = 2supp(z) pour tout Q C R™ .
€
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Lemme 3.4.1. Soient ay,as, ..., a, des nombres positifs et M est ’hypersurface de R™*
donné par

M = {(ml,xg, ey Ty Ty 1) [T = Za, } (3.76)

muni de la métrique riemannienne induite dans R"1. Alors M posséde de une courbure
sectionnelle partout positif.

Démonstration. Soit p = (x1,x9, ++ ,Tp, Tny1) € M, alors
n+1 a n
M, = {X|X = Z =) Qg1 = Zai:via,} ) (3.77)
= 0w =1
Soit . 5 5
7 = i — — 3.78
Zz::l it 0r;  O0Tp4 ( )
Z o
Alors v(p) = —— est un champ de vecteur normal unitaire on M. On note par Dy la

1Z]o
connexion du métrique plate habituelle de R™*! par D.
Soit X,Y du champs de vecteurs sur M. La second de la forme fondamentale de M est
donnée par

S(X,Y) = —[(D%Y.v].v. (3.79)
Soit 9
X, = 2 fam—2— i=1,2....n. 3.80
oz + a;x T 1 n ( )
Alors { X1, X5, ..., X,,} est une base de H(M). Puisque D0 2 —0Opourl <k,i<n+l,
on obtient de (3.80) '
0 0 0 0
D% X; =X, = —(ajz;)=— =Njja;——, 1<i,j<n. 3.81
(a]x])awnﬂ o (ay%)axnﬂ jaj DL >hL)=n ( )

I1 découle de (3.79) et (3.81) que

Aja
S(X;, X;) = =4 Yy 1<ij<n. (3.82)

R(X,Y,X,Y) = S(X X).S(Y,Y) - |S(X, V)|

~ 1zl KZQZ ) (Zalﬁ2> —iaiazﬂi

=1

> 0. (3.83)

On note le tenseur de courbure de la métrique riemannienne de M par R.

n
Soit m C M, un sous-espace bidimensionnel et X,Y une base de 7, ou X = ) oy X, et
i=1

Y = i B:X;. A partir de (3.82) et de I’équation de Gauss
i=1

depuis X,Y sont linéairement indépendants. L’équation (3.83) compléte la démons-
tration O
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Exemple 3.2. Soit a; > 0 des constantes, avec i =1,2,...,n.
Considérez l'opérateur sur R™ défini par

1+ Za?x?

"0 i ou "0 a;a;x;x;  Ou
Au = Z P) n 9 + Z 9 n 9
i=1 OLi 2.2 0%; iz 0T 9 o 0x;
1+Zakxk J 1+Zakxk
k=1 k=1
On pose
n
2.2
1+ Z a;Tr; —a1aT1Ty - —Q10,T1%,
=2 2.2
1 —Aop 1T, 14+ Z a;r; - —A9ApToTy,
Ax) = > i#1 (3.84)
1+ G,QQZQ . Ce e
Z kVk n—1
k=1 1 2.2
—a,01T,T1 —apAoT,To -+ +14+ a; x5
i=1
Alors
1+ a2 aya011m9 -+ A1G,T1T,
2.2
_ AoQpX1T, 14+ asx5 -+ asa,Tox
Gla)=A"z)= | 7" " 22 ntatn (3.85)
ApC1TpT1 GpQoXnle --- 1+ a2z?
nWldndl nW2LbnL2 ntn

Considérons la variété riemannienne (R™, g), ot la métrique riemannienne g est détermi-

née par
n

g = Z (513 + aiajxixj)dxidxj. (386)
ij=1
pour x = (1, Tq, -+ ,x,) Alors
Z <5lj + aiajmixj)giéj 2 ’5‘3 VIL’, 5 - (517527 e 7§n) € R"™. (387)

1,j=1

On vérifie facilement a partir de (3.87) que (R",g) est une variété Riemannienne non
compact complete.

Soit M Uhypersurface de R"™' donnée par le lemme 3.4.1 avec la métrique riemannienne
induite dans R"™t. On vérifie facilement a partir de (3.86) et (3.77) que la carte

®: M — R défini par

q)(p) =T \V/p = <I17x27 e an+1) S M (388)

est une isométrie. D’aprés le lemme 3.2.1,(R™, g) est de courbure sectionnelle partout
positive. Par le corollaire3.3.1, H = Dh vérifie la condition (8.44) pour tout Q@ C R™ | ot
h est un fonction strictement convexe sur (R",g).

Exemple 3.3. on pose A défini sur R™ par

dy = O 1Ay Ou) 0wy’  Ou
Oz \1+a22+y50x Ox \ 1+ 2%+ yb Jy
3 1 2
Oz Ouy O f 143" Ou (3.59)
Oy \ 1+ 22+ y5 oz dy \ 1+ 22+ 450y
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3.4. EXEMPLES

Soit
_ |1+ 224y 14224 y0
Az, y) = 1 12 (3.90)
L+a2+yS 1+a2+y0
Alors ) )
_ 1+2° —ay
Gl = () =47 e = (1100 ) 391)

Considérons la variété riemannienne (R?,g), ou la métrique riemannienne g est définie
dans le systéme de coordonnées usuelle (x,y) par

g = (1+ 2*)dxdx — xy*drdy — vy*dydx + (1 + y°)dydy. (3.92)

Soit la surface M de R® donnée par

1 1
M = { IR =% — - 4}'
(0.9, 9)z = 1a® — 1y
avec la métrique riemannienne induite dans R®. Alors Uapplication ®(x,y, z) = (z,y),
pour toute (x,y,2) € M, détermine une isométrie de M a (R?,g). La courbure de Gauss
de (R™, g) en (z,y) € R? est donnée par

3 2
4 <0 V(r,y) € R? Soit (xg,yo) € R%

k(l‘ay) = m =

Par le corollaire 3.3.3, le champ vectoriel H = pDp satisfait la condition (3.44) pour tout
Q C R? avec a = 1, ot p est la fonction de distance de (xq,yo) d (x,y) pour la métrique

g.

Remarque 3.4.1. Ce n’'est pas une tache facile de calculer la courbure de sectionnelle
d’une variété riemannienne en général. Pour plus de commodité, nous donnons un lemme.

Lemme 3.4.2. Soit R? la métrique g = gidwvdx + godydy, ot g1 > 0, go > 0 sont des
fonctions C> sur R?. Alors la courbure gaussienne est

- 1 [ 0g1 09 891%

4923 20z ox "N dy Oy
992 ’ g1 ’ Pg | Py
e -2 .
9 (8:{;) + 92 <8y 9192 02 + 22 ]

(3.93)
1 0 1 ,
——, Y = ——=—Alors X,Y est une base orthonormée

V91 Ox

Démonstration. Soit X =
V92 0y
sur (R?, g). Nous avons donc

k= (ReyX,Y) = - <R£c §y> (3.94)

9192 9y

ou RxyX = —DxDy X + DyDx X + Dixy)X et R est le tenseur de courbure. Laisser Ffj
les coefficients de connexion D. Alors
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3.4. EXEMPLES

1 L g 2 1 Og 2 _ 1 092
o =——,1"y — ——,1'{, = ——=—, a partir des propriétés de connexion, nous
21 Oy 292 Oy 2gs Ox

avons
0 0 0
D%Dag@— = Do (P}Qa +P128) (3.95)
0 o ori, o 0
— A Fl D 7 12 ¥ 2 D 7
(- )(99(; 12 %8x+ ox 8y+ 12 6%83/
0 or? 0
= () + (DT =2 + TLT,)d~—. 3.96
( )a$+(1z118 +1212)ay (3.96)
Ainsi
J 0 or?
(PaPazzy), = (rertige *F@Fi) "
9
13292 1 891 1 892
= - 3.97
202 4Ag \ Oy ) dgo \ Oz )’ (3.:97)
depuis <8@ 8@> = 0.0n calcul méme a (3.97) donné
9
o 0 18291 1 091 692 1 891 092
DoDo—, =) =—= — Ccg, - TACR 3.98
% %0$’8y>g 2 Oy? +4gl Ox Ox +4g2 dy Oy (3.98)
Les équations (3.97) et (3.98), ainsi que (3.94), donnent (3.93). O

Exemple 3.4. Soit A l'opérateur

_ 0 (e Ou O [ asgyOu
Au = e (e (3:1:) o <e ) (3.99)

Alors la variété riemannienne (R?, g) est avec une métrique

g =" (da® + dy?). (3.100)
D’aprés le lemme 3.4.2, nous avons
k(z,y) = 3(x +y)e” Y (x,y) € R? (3.101)
Par (3.101), on obtient sup k(x,y) = oo. Prendre
(z,y)€R?
H = —e_“”;; — e_yaay, (3.102)

et on obtient par calcul

0 0
(DxH,X), Z hs XXy VX = Xag o Xag (3.103)
1,7=1
ot
_ 3 27— 27, . — 3 2, — 2 ,—
he™* + — (z?he™™ + y*he™V) —(x*e™V —y’e ")h
(hij) = g 2 2", (3.104)
5 (x%e7Y —y?e ) h he ¥ + 2 (x?he™® + y*he™)
h=e™*7Y

49
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11 découle de (3.104) et (3.103) que

3
(DxH, X), = {he—w?(xze‘”—y%‘y)] Xi +{h6_y+ (z%e" —yPe V)| X3
o 0 -
2 ah(X{+X5) = alX[j, X =Xigo+Xog €Ry), (2,9) €Q,

3 3

oll ¢ = min {e‘x +3 (22 ™ +yPe Y), eV + i(xQe_z + er_y)}. Alors le champ de vec-
z€eQ

teur H, donné par (3.102), satisfait a la condition (3.44) pour tout 2 C R?. De plus, H

n’est le Hessien d’aucune fonction sur R? en métrique Riemannienne g puisque la matrice
(hij), donnée par (3.103), n’est pas symétrique.

3.5 Conditions nécessaire de controlabilité exacte et
contre-exemples

Etant donné Popérateur différentiel partiel linéaire P par

0%u
Pu= el + Au.

On pose f, = e@@CHT) o
p(l‘, L, Cu T) = ali_{glo[.fa Z C Cj '7'2 (3105)

La fonction p est le symbole principal de P.

Soit (g, t0,C0) € R™ x R x R"/0, (x(s),t(s),((s),7(s)) est une bicaractéristique nulle
courbe passant par (xg, to, () si elle satisfait le systéme (hamiltonien) de équations diffé-
rentiel ordinaire

/ 18}7 10}9 __1@ ’__1@
2(% =353, —.( et T = (3.106)

20x 2 0t
avec (x(0),t(0),¢(0)) = (o, to, o) et 7(0) choisis tels que p(zo, to, (o, 7(0)) = 0.
La projection d'une courbe bicaractéristique s’appelle un rayon.

Lemme 3.5.1. Soit x(t) une géodésique sur variété riemannienne (R™, g) avec x(0) = xg
paramétré par la longueur de l'arc. Puis

(x(t), £t,((t),£1)

sont des courbes bicaractéristiques passant par (xo,0,(y), ot

= Zi: [Z 9is (€ fv(t)] ai»(o = ¢(0). (3.107)

Jj=1

Démonstration. 11 suffit de vérifier (3.106), a partir de (3.107), on obtient
t) =D ai(w(t))G;(t) (3.108)
=1
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I1 découle de (3.105) et (3.108) que

_1op

2 (t) = 5?

De plus, nous obtenons

0 " 0
Z ailfaug Zglp ik

1=1
. n . /7 /7 .
puisque Y. gipau = 0pk. Puisque x(t) est une géodésique, nous avons
=1

a:”+ZF a: =0

Ip=1

Ou I}, sont les coefficients de la connexion Levi -Civita, donnés par

i 1 & Ogni 8.ghp 391;;
9 hzz:lal“&cp + Ox; (9.23;1)'

Il découle des equations précédant que

G = (Z )

Z gij(w

agw / . /
= Z Zgwf xlx
k:j 1 5’x Jlp P
. 89117 2
N Z ox; Y1
1 8alk 8a]k 1 8p
= Z Gp—— p]CkC] = Z Cij 7 s
2 Ipk;j 8 2 kj ('3 28$Z
10
ou ('(t) = _§8£ De plus, donnent également
s
p(z(t), £t,((t), £1) = Zaijgikgjlx;vxg —1= ngﬂ?;ﬂﬂ?; —
ijkl kl

puisque x (t) est paramétré par la longueur de I’arc. Ceci compléte notre preuve.

Théoréeme 3.5.1. S’il existe une géodésique fermée contenue dans €2, alors le systéme
dans (3.1,3.2) n'a pas de controlabilité exacte ot 'y =T, ¢’est-a-dire pour tout T > 0.

FT,F 7é H&(Q) X L2(Q)

Exemple 3.5. Considérez l'opérateur

0 5 0u 0 5 0u
Au = — B <(1+x + y?)? (%)—ay <(1+x +y?)? 8y>.
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3.5. CONDITIONS NECESSAIRE DE CONTROLABILITE EXACTE ET CONTRE-EXEMPLES

La métrique riemannienne g sur R? est

dzdx + dydy
(1422 +y?)?

Soit By = {(x,y)|z* +y*> <1}, S = {(x,y)|z* +y*> = 1}. Nous avons les conclusions
sutvantes :
(1) SiQ C By ouQ CR?— ByUS alors le théoréme 3.3.1 est vrai.
(2) Si S C Q, alors le systéme en (3.1)-(3.2) n'a pas de controlabilité exacte, pour
tout T" > O7FT,F 7£ H(%(Q) X L2<Q)

Démonstration. D’aprés du lemme3.4.2, nous obtenons k(x,y) = 4 pour tout (z,y) € R2.
(R?, g) est alors une forme d’espace de courbure constante 4. Soit M la sphere de rayon
% et de centre (0,0, %) dans R3, donné par

M = {(xl,wz,x3)|m% +x% +m§ = x3}

avec la métrique riemannienne induite dans R3. Alors (R? U oo, g) est isométrique a M
avec isométrie ¢ : M — (R? U oo, g) défini par

T T2

O(xq, 29, 23) = < > . V(z1,29,23) € M. (3.109)

1—1'371—1'3

On vérifie facilement que sup d,(0, (z,y)) = =, sup d4(0,(z,y)) = " Cela montre
(z,y)ER? a2 +y?=1 4

que nous pouvons obtenir une boule géodésique B((xg,%o),7y) dans (R? U oo, g) telle cette
Q C B((zo,y0),7) et v < % lorsque  C By ou Q C R? — B; U S . La partie 1 découle
alors du corollaire 3.3.2.

Afin de prouver la partie 2, il suffira du théoréme 3.5.1 de prouver que I'unité le cercle S
est une géodésique fermée sur (R?) g).

e

1 1
C = {(acl, To, 5)]1’% + a3 = 4} est une géodésique fermée sur la sphére M. De plus, elle
est vérifié facilement ¢a S = ®(C') ou P est donné par (3.109). Cela donne notre résultat

souhaité puisque ® est une isométrie de M a (R? g). O
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Conclusion

Dans ce mémoire , nous avons considéré une equation d’onde avec coefficients variables
avec des conditions aux limites mixtes. On a étudier la controlabilté exacte en utilisons le
méthode de Lions et la méthode de géométrie Riemannienne. Ensuite, un certain nombre
d’exemples et un contre-exemple sont donnés pour vérifier I'inégalité d’observabilité.
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