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Résumé :
Dans ce travail, on étudie la contrôlabilité exacte pour une équation d’onde à coefficients
variables soumise à des contrôles aux limites mixtes. Les inégalités d’observabilité sont
établies par la méthode géométrie riemannienne sous certaines conditions géométriques
pour le problème de Dirichlet et pour le problème de Neumann, respectivement. Ensuite,
un certain nombre d’exemples non triviaux sont présentés pour vérifier l’inégalité d’obser-
vabilité. En particulier, un contre-exemple est donné sans contrôlabilité exacte aux limites
où le contrôle est exercé sur toute la frontière.

Mots clés : Contrôlabilité exacte ; Équation d’onde ; Hilbert Uniqueness Method
(la méthode HUM) ; Variété riemannienne,
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Abstract :
In this work, we study the exact controllability for a wave equation with variable co-
efficients subjected to mixed limit controls. The observability inequalities are established
by the Riemannian geometry method under certain geometric conditions for the Diri-
chlet problem and for the Neumann problem, respectively. Then, a number of non-trivial
examples are presented to verify the observability inequality. In particular, a counte-
rexample is given without boundary exact controllability, where the control is exerted on
the whole boundary.

Key-words : Exact controllability ; Hilbert Uniqueness Method ; Riemannian ma-
nifold ; Wave equation .
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ꓦ 

 

 الملخص:

في هذا العمل  قمنا بدراسة قابلية التحكم الدقيق لمعادلة الموجة ذات معاملات    

تم تحديد تفاوتات الملاحظة من خلال  ،متغيرة تخضع لضوابط حدية مختلطة

طريقة الهندسة الريمانية في ظل ظروف هندسية معينة لمشكلة ديريتشليت  و 

يتم تقديم عدد من الأمثلة للتحقق من عدم   مشكلة نيومان  على التوالي . بعد ذلك

المساواة في الملاحظة . على وجه الخصوص يتم إعطاء مثال مضاد دون إمكانية 

.التحكم الدقيق للحدود حيث يتم ممارسة التحكم على الحد بالكامل  

 

:الكلمات المفتاحية  

  .معادلة الموجة ،منوعة ريمان  ،طريقة تفرد هيلبرت،التحكم الدقيق 



Table des matières

Introduction 2

1 Rappels d’analyse fonctionnelle 4
1.1 Les espaces de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Les distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Les espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.1 Espace de Sobolev Hm(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.2 L’espaces Hm

0 (Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.3 L’espace dual de Hm

0 (Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.4 Théorème de trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Les espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Rappels sur la géométrie différentielle 11
2.1 Variété différentiable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.2 Espace tangent et Espace cotangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.3 Dérivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.4 Application tangente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.5 Fibré tangent et Fibré cotangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.6 Champ de Vecteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.7 Champ de Tenseurs et formes différentielles . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Variété Riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.1 Métrique Riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.2 Connexion Linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.3 Géodésiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2.4 Courbures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2.5 Les opérateurs sur variété Riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Contrôlabilité exacte 27
3.1 Notation et position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Lemmes techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3 Preuve du Principaux théorèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.5 Conditions nécessaire de contrôlabilité exacte et contre-exemples . . . . . 50

Conclusion 53

Bibliographie 54

1



Introduction

La théorie du contrôle qui est une théorie mathématique permettant de déterminer
des lois de guidage, d’action, sur un système donné. La contrôlabilité des équations aux
dérivées partielles est un sujet en plein développement.

Ce problème a reçu beaucoup d’attention dans la littérature, avec de nombreux contri-
butions effectuées au cours des dernières années. Pour le cas du coefficient constant et pour
le cas des coefficients variables, les variances observées ont été obtenues, l’inégalité d’ob-
servation est générée sous réserve de certaines conditions sont presque nécessaires pour
une contrôlabilité exacte.

Dans [14], Yao a étudier la contrabilité exacte d’un problème mixte avec coefficients
variables suivant : utt −

∑n
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x) ∂u

∂xj

)
= 0, dans Ω× (0, T ) ,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω,

où utt désigne la dérivée seconde de u par rapport à t, Ω est un ouvert de Rn, de frontière
régulière Γ. Les fonctions aij, i, j = 1 . . . , n sont symétriques lisse sur Ω et il existe a > 0
telle que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ a
n∑
i=1

ξvi , ∀x ∈ Ω, ξi ∈ R.

Les conditions initiales u0 et u1 sont des fonctions données.
Sous les conditions aux limites mixte suivantes

u = 0, sur Γ1 × [0, T ] , u = v, sur Γ0 × [0, T ] ,

où Γ0 et Γ1 est une partition de la frontière Γ et v est fonction contrôle. Il a utilisé la
méthode de la variété riemannienne et la méthode HUM, Hilbert Uniqueness Method,
qui a été introduite par Lions dans [9] ou il a traité une équation d’onde pour un contrôle
sur toute ou sur une partie de la frontière, Dans ce mémoire, on vas étudier et analysé le
problème de Yao.

Ce travail est organisé comme suit : le premier chapitre est consacré à donner un rap-
pel de quelques outils mathématiques. Nous commençons par les espaces de Lebesgue en
donnant quelques définitions et propriétés élémentaires. Puis, ils sont suivis par quelques
définitions et quelques propriétés fondamentales sur les espaces de Sobolev qui seront uti-
lisés dans la suite. Enfin, on donne quelques définitions sur les espaces fonctionnels.

Dans le second chapitre, on donne quelques définitions fondamentales et propriétés
élémentaires sur les variétés. En commençant par des notions d’une variété différentiable,
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espace tangent et cotangent ainsi que le fibré tangent et des applications sur leurs espaces
et champ vecteur et champ de tenseur et formes différentielles. La dernière section de
ce chapitre est consacré à quelques définitions de base sur la géométrie Riemannienne et
quelques opérateurs utiles pour l’étude de notre problème.

Le troisième chapitre est consacré a l’étude de la contrôlabilité exacte d’une équation
d’onde avec coefficients variables soumise à des conditions mixte. Les inégalités d’obser-
vabilité sont établies par la méthode de géométrie riemannienne sous certaines conditions
géométriques . Ensuite, un certain nombre d’exemples non triviaux sont présentés pour
vérifier l’inégalité d’observabilité. En particulier, un contre exemple est donné sans contrô-
labilité exacte aux limites, où le contrôle est exercé sur toute la frontière.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Ce chapitre est consacré à donner un rappel de quelques outils mathématiques. Nous
commençons par les espaces de Lebesgue en donnant quelques définitions et propriétés
élémentaires. Puis, ils sont suivis par quelques définitions et quelques propriétés fondam-
mentales sur les espaces de Sobolev qui seront utilisés dans la suite à l’étude du problème
considéré dans cet mémoire. Enfin, on donne quelques définitions sur les espaces fonction-
nels. Les principaux ouvrages utilisés sont [1] et [3].

1.1 Les espaces de Lebesgue
Soit Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.1.1. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞, on appelle Lp l’espace des fonctions
mesurables, telle que (∫

Ω
|f(x)|pdx

) 1
p

< +∞.

Définition 1.1.2. On dit que f est essentiellement borné sur Ω s’il existe une constante
c > 0 telle que

|f(x)| < c p.p.
La plus petite de ces constantes est appelé le sup essentiel de f , on la note par

c1 = ess sup
x∈Ω

|f(x)| < +∞.

L∞(Ω) est un ensemble des fonctions mesurables qui ont un sup essentiel fini.
Définition 1.1.3. On appelle l’espace de Lebesgue Lp(Ω), pour 1 ≤ p < ∞, comme
l’ensemble quotient Lp(Ω) = Lp(Ω)/R avec

∀f, g ∈ Lp(Ω) : fRg ⇔ f = g p.p.

où R est une relation d’équivalence.
Proposition 1.1.1. L’application f : Lp(Ω) −→ R+

f 7−→


‖f‖p =

∫
Ω

|f(x)|pdx
 1

p

, si 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Ω

|f(x)|, si p =∞,

est une norme.
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1.1. LES ESPACES DE LEBESGUE

Proposition 1.1.2. L2(Ω) est un espace Hilbert, le produit scalaire étant donné par

(u, v) =
∫

Ω
u(x)v(x)dx,

(qui s’écrit
∫

Ω
u(x)v(x)dx pour les fonctions réelles).

Théorème 1.1.1 (Fischer- Riesz). L’espace Lp(Ω) est un espace de Banach pour tout
1 ≤ p ≤ ∞ et si 1 < p <∞ Lp(Ω) est un espace de Banach séparable.

Notation 1. Soit 1 ≤ p <∞, on désigne par p′ l’exposant conjugué de p, i.e 1
p

+ 1
p′

= 1.

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Young). Soient 1 < p < ∞ et a et b deux réels positifs.
Alors, on a

ab ≤ ap

p
+ bp

′

p′
.

En cas particulier, pour tout a, b ∈ R+, on a

ab ≤ δa2 + b2

4δ ,

où δ est une constante positive.
Théorème 1.1.3 (Inégalité de Hölder). Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p <∞.
Alors f, g ∈ L1(Ω) et ∫

Ω
|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Remarque 1.1.1. Lorsque p = 2 et q = 2, l’inégalité de Hölder devient inégalité de
Cauchy Schwartz.
Théorème 1.1.4. Soient (fn)n une suite de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω), tel que

‖fn − f‖p → 0.
Alors, il existe une sous suite extraite (fnk

)k telle que
i) fnk

(x)→ f(x) p.p sur Ω.
ii) ∀k ∈ N, |fnk

(x)| ≤ g(x), p.p sur Ω, avec g ∈ Lp(Ω).
Théorème 1.1.5. L’espace Lp est un espace réflexif pour 1 < p <∞.
Théorème 1.1.6 (Théorème de présentation de Riesz). Soit 1 < p <∞ et ϕ ∈ Lp′, alors
il existe u ∈ Lp′(Ω) unique telle que

〈ϕ, f〉 =
∫

Ω
u(x)f(x)dx,

pour tout f ∈ Lp(Ω). De plus, on a ‖u‖p′ = ‖ϕ‖p′.
Remarque 1.1.2. Toute forme linéaire continues sur Lp avec 1 < p < ∞ se présente à
l’aide d’une fonction de Lq(Ω).
Définition 1.1.4. Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach. On dit que F s’in-
jecte continument dans E si F ⊂ E et si l’inclusion est continue, c’est -à- dire, il existe
C > 0 telle que

∀x ∈ F : ‖x‖E ≤ C‖x‖F .
On désigne par F ↪→ E l’injection de F dans E.
Proposition 1.1.3. Si Ω est de mesure finie alors

i) Lp(Ω) ↪→ L1(Ω).
ii) ∀q ≥ p, Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

5



1.2. LES DISTRIBUTIONS

1.2 Les distributions
Soit Ω un ouvert de Rn, n ∈ N∗.

Notation 2. On note D(Ω) ou C∞c (Ω) l’espace des fonction à valeurs réelles, infiniment
dérivables sur Ω et à support compact contenu dans Ω. On note C∞K (Ω) l’ensemble de
fonctions de classe C∞ sur Ω à support dans un compact K ⊂ Ω. Les fonctions de D(Ω)
sont appelées les fonctions tests.

Définition 1.2.1. Une distribution (réelle) dans l’ouvert Ω ⊂ Rn est une forme linéaire
continue sur D(Ω) telle que

T : D(Ω) −→ R
φ 7−→ T (φ) = 〈T, φ〉 ,

on note par D′(Ω) l’ensemble des distributions sur Ω, c’est le dual topologique de D(Ω).

Proposition 1.2.1. (D′(Ω),+, .) est un espace vectoriel sur K.

Proposition 1.2.2. Si T est une forme linéaire sur D(Ω), alors T est une distribution
sur Ω si et seulement si pour tout K compact de Ω il existe mK ∈ N et une constante
cK,m tels que pour tout ϕ ∈ D(Ω) avec supp(ϕ) ⊂ K, on a

| 〈T, ϕ〉 | ≤ CK,m sup
|α|≤mk

sup
x∈K
|Dαϕ|,

pour tout α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn (multi -indice), |α| = α1 + α2 + . . .+ αn et

Dαϕ(x) = ∂|α|ϕ

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

est la dérivée d’ordre α de la fonction test ϕ.

Définition 1.2.2. Soient T ∈ D′(Ω) et α un multi-indice la dérivée d’une distribution
est définie par

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 .

Proposition 1.2.3. Toute fonctions de Lp(Ω) définit une distribution dite régulière, don-
née par

〈Tf , ϕ〉 =
∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx ϕ ∈ D(Ω).

On note cette distribution par f au lieu de Tf .

1.3 Les espaces de Sobolev

1.3.1 Espace de Sobolev Hm(Ω)
Soit Ω un ouvert de Rn, n ∈ N∗.

Définition 1.3.1. Soit m ∈ Nn, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) par

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m

}
,

où Dαu est la dérivée de u d’ordre α, ∀α ∈ Nn, au sens de distribution.

6



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Corollaire 1.3.1. L’injection canonique : Lp(Ω) ⊂ D′(Ω) est continue.
Remarque 1.3.1. La dérivée d’une fonction régulière coïncide avec sa dérivée au sens
des distribution.
Proposition 1.3.1. L’application définie par :

Hm(Ω)×Hm(Ω) −→ C
(u, v) 7−→ 〈u, v〉Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉2

est un produit scalaire sur Hm(Ω),
avec la norme associée est

‖u‖Hm(Ω) =
 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
2

 1
2

.

Théorème 1.3.1. L’espace D(Ω) est dense dans Hm(Ω).
Cas particulier : si m = 1, on obtient :

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω), ∂u

∂xi
∈ L2(Ω), pour tout i = 1, . . . , n

}
,

muni du produit scalaire donné par

〈u, v〉H1 =
∫

Ω
u(x)v(x)dx+

n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi
(x) ∂v

∂xi
(x)dx,

ainsi, la norme associée est donnée par

‖u‖2
H1 = ‖u‖2

2 +
n∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥2

2
= ‖u‖2

2 + ‖∇u‖2
2.

Proposition 1.3.2. Soit m ≥ m′, alors Hm′(Ω) ⊂ Hm(Ω) avec une injection continue.
Définition 1.3.2 (Ouvert régulière). On dit qu’un ouvert Ω de Rn (n ∈ N∗) est de classe
C1 si pour tout x ∈ Γ = ∂Ω, il existe un voisinage U de x dans Rn et une application
h : Q→ U bijective tels que

h ∈ C1(Q̄), h−1 ∈ C1(Ū), h(Q+) = U ∩Q et h(Q0) = U ∩ Γ,

avec x = (x′, xN), où x′ ∈ RN−1,

Rn
+ = {x = (x′, xn) : xn > 0},

Q = {x = (x′, xn) : |x′| < 1 et |xn| < 1},
Q+ = Q ∩ Rn

+

Q0 = {x = (x′, xn) : |x′| < 1 et xn = 0}.
Théorème 1.3.2 (Rellich-Kondrachov). Soient Ω un ouvert borné de classe C1(Rn) et
m ∈ N∗, on a

Si n < 2, alors Hm(Ω) ⊂ Lq(Ω), où 1
q

= 1
2 −

1
n
,

Si n = 2, alors Hm(Ω) ⊂ Lp(Ω), où ∀p ∈ [2,+∞[,
Si n > 2, alors Hm(Ω) ⊂ L∞(Ω),

avec des injections continues.

7



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.3.2 L’espaces Hm
0 (Ω)

Définition 1.3.3. Soit Ω un ouvert de Rn. On désigne par Hm
0 (Ω) la fermeture de D(Ω)

dans Hm(Ω). Autrement dit,

u ∈ Hm
0 (Ω) ⇔ ∃(un) ∈ D(Ω) telle que un → u dans Hm(Ω)

lorsque n −→ +∞

Proposition 1.3.3. Si u ∈ Hm(Ω) est à support compact, alors u ∈ Hm
0 (Ω).

Proposition 1.3.4. L’espace H1
0 (Ω) muni de la norme induite par H1(Ω) est un espace

de Hilbert séparable.

Théorème 1.3.3. Soit u ∈ H1(Ω), alors on a l’équivalence suivante :

u ∈ H1
0 (Ω) ⇔ u = 0 sur ∂Ω.

Remarque 1.3.2. On définit l’espace Hm
0 (Ω) pour m > 1 par

Hm
0 (Ω) = {u ∈ Hm(Ω) : u = Du = . . . = Dm−1u = 0, sur ∂Ω}.

Lemme 1.3.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Ω est borné, alors il existe une
constante C (dépendant de Ω et p) telle que

‖u‖H1 ≤ C‖∇u‖2, ∀u ∈ H1(Ω).

Corollaire 1.3.2. La norme ‖∇u‖2 est équivalente à la norme ‖u‖H1.

1.3.3 L’espace dual de Hm
0 (Ω)

Définition 1.3.4. L’espace H−m(Ω) est un dual topologique de Hm
0 (Ω), c’est-à-dire

T ∈ H−m(Ω) si
T : Hm

0 (Ω)→ C est linéaire et continue,
i.e.

∃k > 0, ∀u ∈ Hm
0 (Ω) : |T (u)| ≤ k‖u‖Hm

0
.

Remarque 1.3.3. L’espace dual de H1
0 (Ω) est l’espace H−1(Ω).

Remarque 1.3.4. On a les inclusions suivantes

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω),

avec des injections continues et denses.

1.3.4 Théorème de trace
Définition 1.3.5. Soient Ω un ouvert de Rn et s ∈]0, 1[, on définit l’espace de Sobolev
fractionnaire par

Hs(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s dxdy <∞
}
,

muni de la norme

‖u‖2
Hs =

(
‖u‖2

2 +
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2s dxdy

) 1
2

.
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Théorème 1.3.4. Soit Ω un ouvert borné régulière, alors il existe une application linéaire
continue définie par γ : H1(Ω)→ L2(Γ) telle que

ker γ =
{
u ∈ H1(Ω), γu = 0

}
= H1

0 (Ω).

Imγ =
{
u|∂Ω ∈ L

2(∂Ω), γu = u|∂Ω

}
= H

1
2 (Γ)

et
‖u|Γ‖H 1

2
≤ C‖u‖H1 .

1.4 Les espaces fonctionnels
Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach réel.

Définition 1.4.1. On définit l’espace C(0, T ;X) par

C(0, T ;X) = {f : (0, T )→ X ; avec f continue } .

muni de la norme
‖u‖C(0,T ;X) = max

t∈[0,T ]
‖u (t)‖X

Définition 1.4.2. On dit qu’une fonction f : (0, T ) → X est fortement dérivable en
t0 ∈ (0, T ) s’il existe un élément

df

dt
(t0) ∈ X telle que lim

h→0

∥∥∥∥∥1
h

(
f (t0 + h)− f (t0)− df

dt
(t0)

)∥∥∥∥∥
X

= 0.

df

dt
(t0) est appelé la dérivée forte de f en t0.

Définition 1.4.3. Soit 0 < T < ∞. On note par D(0, T ;X), l’ensemble des fonctions
continues à support compact dans (0, T ) à valeurs dans X.

Définition 1.4.4. Une fonction f : (0, T )→ X est dite intégrable s’il existe une suite de
fonctions (fn)n∈N appartenant à D(0, T ;X) telle que

lim
n→∞

∫ T

0
‖fn (s)− f (s)‖X ds = 0.

Théorème 1.4.1 (Bochner). Une fonction f : (0, T )→ X mesurable est intégrable si et
seulement si l’application t → ‖f(t)‖X , qui est définie de (0, T ) à valeurs dans R+ soit
intégrable, dans ce cas ∥∥∥ ∫ T

0
f (s) ds

∥∥∥
X
≤
∫ T

0
‖f (s)‖X ds.

Définition 1.4.5. Soit 1 ≤ p < ∞. L’espace de Lebesgue Lp(0, T ;X) est l’ensemble des
classes des fonctions f : (0, T ) → X mesurables, telles que l’application t → ‖f (t)‖X
appartient à Lp(X). L’espace Lp(0, T ;X) est un espace normé muni de la norme

‖f‖Lp(0,T ;X) =
 T∫

0

‖f(t)‖pX dt


1
p

.
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Pour p =∞,
L∞(0, T ;X) = {u : (0, T )→ X; mesurable et ∃ C > 0 : ‖u (t)‖X ≤ C p.p } ,

muni de la norme
‖u‖L∞(0,T ;X) = inf {C > 0 ; ‖u(t)‖X ≤ C p.p t ∈ (0, T )} .

Proposition 1.4.1.
1. Lp(0, T ;X) est un espace de Banach, pour (1 ≤ p ≤ ∞).
2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire ( . , . )X , alors L2(0, T ;X)

est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;X) =
T∫

0

(u (t) , v (t))X dt.

3. Pour 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞, on a Lr(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;X) avec injection continue.
Définition 1.4.6. Soit u, w ∈ L1(0, T ;X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée
d’ordre n de u sur (0, T ) si

T∫
0

ϕ(n) (t)u (t) dt = (−1)n
T∫

0

ϕ (t)w (t) dt ∀ϕ ∈ D (0, T ;X) .

Définition 1.4.7. L’espace de Sobolev H1 (0, T ;X) est l’espace des fonctions
u : (0, T )→ X telles que

u ∈ L2(0, T ;X) et ut ∈ L2(0, T ;X).
L’espace H1 (0, T ;X) est un espace de Banach muni de la norme

‖u‖H1(0,T ;X)2 =
(
‖u‖ L2(0,T ;X) + ‖ut‖ L2(0,T ;X)

)
.

Étant donnés un entier m ≥ 2 , on définit par récurrence l’espace
Hm (0, T ;X) =

{
u : (0, T ) −→ X|u ∈ Hm−1 (0, T ;X) ; ut ∈ Hm−1 (0, T ;X)

}
,

muni de la norme

‖u‖Hm(0,T ;X) = ‖u‖L2(0,T ;X) +
m∑
α=1
‖(Dαu)‖L2(0,T ;X) .

Proposition 1.4.2. Si f ∈ Lp(0, T ;X) et ∂f
∂t
∈ Lp(0, T ;X) avec (1 ≤ p ≤ ∞), alors f

est après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0, T ) continue de
[0, T ]→ X.
Théorème 1.4.2 (Formule de Green). Soient Ω un ouvert régulier de classe C1, ω une
fonction de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elle vérifie la formule de Green∫

Ω

∂ω

∂xi
(x)dx =

∫
∂Ω
ω(x)νi(x)ds,

où ni est la i− ème composante de la normale extérieure unité de Ω.
Corollaire 1.4.1 (Formule d’intégration par parties). Soient Ω un ouvert régulier de
classe C1, u et v deux fonctions de C1(Ω) à support borné dans le fermé Ω. Alors elles
vérifient la formule d’intégration par parties∫

Ω
u(x) ∂v

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω
v(x) ∂u

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω
u(x)v(x)νi(x)ds.
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Chapitre 2

Rappels sur la géométrie
différentielle

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions fondamentales et propriétés élémen-
taires sur les variétés différentiables et la variétés Riemannienne, en commençant par des
notions d’une variété différentiable, espace tangent et cotangent ainsi que le fibré et des
applications sur leurs espaces et champ vecteur et champ de tenseur et formes différen-
tielles. La dernière section de ce chapitre est consacré quelques définitions de base sur la
géométrie Riemannienne et quelques opérateurs utiles pour étude de notre problème et
on renvoie le lecteur aux ouvrages [2]et [5].

2.1 Variété différentiable

2.1.1 Définitions
Soit (M, τ) un espace topologique non vide (ou tout simplement M).

Définition 2.1.1. On dit que M est une variété topologique de dimension n ∈ N∗, si elle
vérifie les propriétés suivantes

1) M est T2 séparé.
2) M possède une base dénombrable.
3) Pour tout p ∈ M , il existe un ouvert U voisinage de p et il existe un homéomor-

phisme ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn ( M est localement euclidien).

Définition 2.1.2. • Une carte locale sur M est un couple (U,ϕ), où U est un ouvert de
M , domaine de la carte, et ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn est un homéomorphisme.
Pour p ∈ U , ϕ(p) = (ϕ1(p), . . . , ϕn(p)) = (x1, . . . xn) sont les coordonnées locales de p
dans la carte (U,ϕ).

• Deux cartes (U,ϕ) et (V, ψ) sur M sont différentiablement compatibles si
U ∩ V 6= ∅, et l’application ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ), de changement de cartes
(application de transition ) est différentiable de classe (ou de classe Ck, k ∈ N∗).

Définition 2.1.3. Un atlas différentiable sur une variété topologique M est une famille
des cartes A = {(Ui, ϕi), i ∈ I} telles que

1) Les ouverts Ui recouvre de M c-à-d : M ⊆ ⋃
i∈I
Ui.

2) Toutes les cartes sont différentiablement compatibles deux a deux.

11



2.1. VARIÉTÉ DIFFÉRENTIABLE

Définition 2.1.4. Un atlas différentiable Ā est dit maximal s’il n’est pas inclus stricte-
ment dans un autre atlas différentiable sur M .

Lemme 2.1.1. Tout atlas différentiable M est contenu dans un unique atlas maximal sur
M pour l’inclusion.

Définition 2.1.5. Une variété différentiable de dimension n est une variété topologique
de dimension n muni d’un atlas différentiable maximal.

Définition 2.1.6. On dit qu’une variété différentiable M de dimension n est orientable,
si elle admet un atlas {(Ui, ϕi), i ∈ I}, tel que toutes les applications de changement de
cartes aient un jacobien positif.

2.1.2 Espace tangent et Espace cotangent
Soit M une variété différentiable de dimension n, (n ∈ N∗) et p un point de M . On

s’intéresse aux courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par p :

c : ]− ε,+ε[ −→ R
t 7−→ c(t) avec c(0) = p.

Définition 2.1.7. Deux courbes c1 et c2 sont tangentes en point p si
c1(0) = c2(0) = p, et pour toute carte locale (U,ϕ), p ∈ U , on a

d

dt
(ϕ ◦ c1)(0) = d

dt
(ϕ ◦ c2)(0).

Définition 2.1.8. • Un vecteur tangent àM en p est une classe d’équivalence des courbes
tangentes en p.

• L’espace tangent à M en p, noté TpM , est l’ensemble des vecteurs tangents à M en
p.

2.1.3 Dérivation
On note par C∞p (M) l’ensemble des fonctions à valeurs réelles de classe C∞ définies

sur un ouvert de M contenant un voisinage de p et (u, ϕ) est une carte locale en p.

Définition 2.1.9. Une dérivation en p est une opérateur linéaire

Dp : C∞p (M)→ R,

qui vérifie la règle de Leibniz. Autrement dit, Dp est une dérivation si,
∀α, β ∈ R et ∀f, g ∈ C∞p (M),
i) Dp(αf + βg) = αDpf + βDpg,
ii) Dp(fg) = g(p)Dpf + f(p)Dpg.

Proposition 2.1.1. Toute dérivation de C∞p (M) est localement de la forme

Dp =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
|ϕ(p),

où vi = Dp(ϕi) = Dp(πi ◦ ϕ), on a
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2.1. VARIÉTÉ DIFFÉRENTIABLE

πi : Rn −→ R
(x1, · · · xn) 7−→ xi.

On note par Der (C∞p (M),R) = Der (C∞p (M)) l’ensemble de toutes les dérivations sur
C∞p (M).

Proposition 2.1.2. L’ensemble des dérivations Der (C∞p (M)) est un espace vectoriel de
dimension n. Si (U,ϕ) est une carte locale en p avec coordonnées locales (x1, . . . , xn) alors{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

}
est une base de Der (C∞p (M)).

On considère l’application

Ψ : TpM −→ Der(C∞p (M))
Xp = [c] 7−→ Ψ(Xp),

cette application et bien définie, elle est bijection canonique, alors on a le théorème sui-
vante :

Théorème 2.1.1. L’ensemble des vecteurs tangents TpM s’identifie à Der (C∞p (M)).

Corollaire 2.1.1. L’espace tangent TpM est un espace vectoriel de dimension n.

Définition 2.1.10. Soit p ∈M , on définit l’espace cotangent en p à M par

T ∗pM = {αp : TPM → R, linéaire}

est un espace vectoriel dual de l’espace tangent TpM .

Définition 2.1.11. • Soient M et N deux variétés différentiables de dimension n et k
respectivement, f : M → N une application différentiable (ou de classe Cr, r ∈ N∗) en
p ∈ M , s’il existe une carte (U,ϕ) de M ∈ p et une carte (V, ψ) de f(p) ∈ N , avec
f(U) ⊂ V , telles que f̄ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rn → ψ(V ) ⊂ Rk l’expression locale
de f lue dans les cartes (U,ϕ) et (V, ψ) est une application différentiable (ou de classe
Cr, r ∈ N∗).
• On dit que f est une application différentiable de M dans N , si elle est différentiable
en tout point de M .

2.1.4 Application tangente
Soit f une application différentiable entre deux variétés différentiables M et N de

dimension n et k respectivement et soit p un point de M .

Définition 2.1.12. On appelle différentielle de f en p, noté des applications tangentes
en p induite par f note par dpf , l’application

dpf : TpM −→ Tf(p)N
Xp 7−→ dpf(Xp).

définie par :

dpf(Xp)(h) = Xp(h ◦ f), ∀Xp ∈ TpM, ∀h ∈ C∞f(p)(N).

Remarque 2.1.1. Cette application est R− linéaire.
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Définition 2.1.13. Le rang de f en point p et le rang de l’application linéaire tangente,
si le rang de f reste constant ∀p ∈M . On le note rangpf où rgpf

Définition 2.1.14. On dit que f est une immersion sur M , si l’application tangente dpf
est injective pour tout p ∈M (autrement dit, rgf = dimM).

Définition 2.1.15. On dit que f est une submersion sur M , si l’application tangente dpf
est surjective pour tout p ∈M (autrement dit, rgf = dimN).

Définition 2.1.16. On dit que f : M → N est un plongement, si f est une immersion
injective et f un homéomorphisme son unique telle que f(M) muni de la topologie induite
par celle de N .

Définition 2.1.17. On appelle application cotangente de f en p de M , qu’on dénote f ∗p
la transposée de l’application linéaire dpf : TpM −→ Tf(p)N définie par :

f ∗p =t (dpf) : T ∗f(p)N −→ T ∗pM

αf(p) 7−→ αf(p) ◦ dpf.

Remarque 2.1.2. L’application cotangent est la transposée de l’application tangente.

2.1.5 Fibré tangent et Fibré cotangent
Définition 2.1.18. L’ensemble

TM =
⋃
p∈M
{p} × TpM = {(p,Xp), p ∈M,Xp ∈ TpM}

est appelé fibré tangent de M .
On désigne par :

π : TM −→ M
(p,Xp) 7−→ p,

la projection canonique

Définition 2.1.19. L’ensemble

T ∗M =
⋃
p∈M
{p} × T ∗pM =

{
(p, αp), p ∈M,αp ∈ T ∗pM

}

est appelé le fibré cotangent de M . On désigne par

π1 : T ∗M −→ M
(p, αp) 7−→ p,

la projection canonique

Théorème 2.1.2. Le fibré tangent TM a un structure usuelle de variété différentiable de
dimension 2n.

Définition 2.1.20. Soit f : M → N une application différentiable. L’application tangente
à f , notée Tf , est définie par

Tf : TM −→ TN
(p,Xp) 7−→ (f(p), dpf(Xp)).
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2.1.6 Champ de Vecteurs
Définition 2.1.21. Un champ de vecteurs différentiable sur M est une application diffé-
rentiable

X : M −→ TM
p 7−→ (p,Xp).

Autrement dit, un champ de vecteurs est application X : M −→ TM telle que : π◦X = id.

On note H(M) l’ensemble de tous les champs de vecteurs sur M .

Définition 2.1.22. Un champ de vecteurs sur M est une dérivation sur C∞(M) on a

D = X : C∞(M) −→ C∞(M)
g 7−→ X(g) = X.g,

pour tout p ∈M : X.g(p) = Xp(g) d’autre terme elle est vérifiée
1. X(αf + βg) = αX(f) + βX(g), ∀α, β ∈ R,∀f, g ∈ C∞(M).
2. X(fg) = gX(f) + fX(g).

Définition 2.1.23 (Crochet de lie). Soient X, Y deux champs de vecteurs sur M . On
définit le crochet de Lie entre X et Y , noté [X, Y ], par

[X, Y ] = XY − Y X.

avec f ∈ C∞(M) : [X, Y ]f = X (Y (f))− Y (X(f)).

Proposition 2.1.3. Le crochet de Lie est un champ de vecteurs défini par

[., .] : H(M)×H(M)→ H(M).

de plus si (U,ϕ) est une carte locale en p ∈ M et X, Y deux champs de vecteurs sur M .
Alors

[X, Y ] =
n∑

i=1,j=1

(
vi
∂wj
∂xi
− wi

∂vj
∂xi

)
∂f

∂xj
,

où X =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
et Y =

n∑
j=1

wj
∂

∂xj
, où vi, wj ∈ C∞(M).

Propriétés : ∀f ∈ C∞(M), ∀X, Y ∈ H(M)
1. [X, Y ] = −[Y,X],
2. [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0(identité de Jacobi),
3. [fX, Y ] = f [X, Y ]− (Y (f))X, [X, fY ] = f [X, Y ]− (X(f))Y .

2.1.7 Champ de Tenseurs et formes différentielles
Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimension p et q respectivement. Nous

notons E ′ et F ′ leur espaces vectoriels duales.

Définition 2.1.24. Si {e1, · · · , en} est une base de E ′ et {f1, · · · , fn} est une base de F ′,
alors l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur E × F admet pour base les pq éléments
ei⊗ f j. Nous pouvons itérer le processus de tensorialisation et définir ainsi E⊗· · ·⊗E⊗
F ⊗ · · · ⊗ F , en prenant F = E ′, nous obtenons alors E ⊗ · · · ⊗E ⊗E ′ ⊗ · · · ⊗E ′, où E
apparait s fois et E ′ r fois.Un tel élément s’écrit T = ∑

T i1,...isj1,...jr⊗ei1⊗· · ·⊗eis⊗e
j1⊗· · ·⊗ejr,

c’est un tenseur de type (s, r).
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Définition 2.1.25. Le produit tensoriel du tenseur :

S =
∑

S
k1···kq

l1···lp ⊗ ek1 ⊗ · · · ⊗ ekq ⊗ el1 ⊗ . . .⊗ elp .

avec
T =

∑
T i1,...isj1,...,jr ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eis ⊗ e

j1 ⊗ · · · ⊗ ejr

est le tenseur

S ⊗ T = S
k1...kq

l1...lp T
i1,...is
j1,...jr ⊗ ek1 ⊗ · · · ⊗ ekq ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eis ⊗ el1 ⊗ · · · ⊗ elp ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejr .

Soit M une variété différentielle de dimension n, (n ∈ N∗) et p ∈M .

Définition 2.1.26. Pour tout p ∈M , l’espace vectoriel suivant :

T s,rp M = TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸ ︷︷ ︸
sfois

⊗T ∗pM ⊗ · · · ⊗ T ∗pM︸ ︷︷ ︸
rfois

est l’espace des tenseurs de type (s, r) sur l’espace tangent à M en p.

Définition 2.1.27. L’ensemble

T (s,r)M = ⋃
p∈M

T (s,r
p )M

est l’ensemble des champs de tenseurs de type (s, r).

Définition 2.1.28. Un champ de tenseur de type (s, r) sur M et une application diffé-
rentiable définie par

T (s,r) : M −→ T (s,r)M
p 7−→ T (s,r)

p .

Expression locale
Au voisinage de p ∈M sur une carte (U,ϕ) dans une base associée à des coordonnées

xi, un tenseur de type (s, r) s’écrit

T (s,r)
p = ∑

T i1,...isj1,...jr (p) ∂

∂xi1
(p)⊗ · · · ⊗ ∂

∂xis
(p)⊗ dxj1 pp . . .⊗ dxjr pp,

où T i1,......isj1,...jr : U → R sont des fonctions lisses.

Définition 2.1.29. On appelle une forme pfaff sur M , une section différentiable du fibré
cotangent, c’est-à-dire une application différentiable

α : M −→ T ∗M
p 7−→ αp

Tout forme de pfaff s’écrit comme α =
n∑
i=1

αidxi avec αi ∈ C∞(M).

Remarque 2.1.3. Le couplage de la forme de pfaff et le champ de vecteur est une fonc-
tion de classe C∞(M).
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Définition 2.1.30. La réunion de tous les espaces Λp(T ∗pM) des p-formes extérieures sur
TpM , c’est-à-dire

Λp(T ∗M) = ∪
p∈M

Λp(T ∗pM).

L’ensemble Λp(T ∗M) s’identifie à l’ensemble des couples (p, αp) tels que p ∈M et
αp ∈ Λp(TpM) = Λp(T ∗pM), c’est à dire

αp : TpM × ...× TpM → R,

est une forme p-linéaire alternée sur TpM . On désigne par

π : Λp(T ∗M) −→ M
(p, αp) 7−→ p

la projection canonique .

Définition 2.1.31. On appelle forme différentielle de dégrée k (k ≤ n) surM , où k-forme
différentielle

α : M −→ T ∗M
p 7−→ (p, αp) = αp

On note par Λk(M) où Γ(Λk(T ∗M)) k-formes différentielles.

Définition 2.1.32. Soit (U,ϕ) carte locale en p et (x1, · · · , xn) est associé n formes de
Pfaff sur U pour tout point x de U , les p-formes extérieures

(dxi1 ∧ · · · ∧ dxip) (x) = dxi1(x) ∧ · · · ∧ dxip(x)

avec 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n, est une base dans ∧p(T ∗pM).

Définition 2.1.33. L’image réciproque d’une p-forme α sur N par f est la p-forme f ∗α
sur M définie par

(f ∗α)p(X1, · · · , Xp) = αf(p)(dfp(X1), · · · , dfp(Xp)).

Définition 2.1.34. On appelle produit intérieur de X par α, la (k − 1)-forme différen-
tielle, on notée iXα, définie par

(iXα)p = i(Xp)αp,

1. Si k = 0 alors iXα = 0,
2. Sinon (iXp)αp(X1

p , · · · , Xk−1
p ) = αp(X,X1

p , · · · , Xk−1
p )

pour tout p ∈M et X1
p , · · · , Xk−1

p ∈ TpM

Théorème 2.1.3. Il existe une et une seule application linéaire d : A(M) → A(M)
graduée dégrée plus un, i.e. d(Ak(M)) ⊂ Ak+1(M) telle que

1) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ pour tout α ∈ Ak(M) et β ∈ Al(M).
2) d ◦ d = 0.

Définition 2.1.35. L’application dα est appelée différentielle extérieure de α.

Définition 2.1.36. Une forme différentielle ω sur M est dite fermée si dω = 0.

17



2.2. VARIÉTÉ RIEMANNIENNE

Définition 2.1.37. Une forme différentielle ω sur M de degré k est dite exacte, s’il existe
une forme différentielle α sur M de degré k − 1 telle que : ω = dα.

Définition 2.1.38. Soit X un champ de vecteurs sur M et un flot local (φt)|t|<ε de X
défini sur un voisinage ouvert U d’un point p ∈ Ak(M), on pose

(LXα)/p = lim
t→0

(φt)∗αφt(p) − αp
t

= d

dt
(φt)∗αφt(p)/t = 0.

Définition 2.1.39. On appelle la partition de l’unité subordonnée à Ui est un recouvre-
ment d’ouvert d’une fonction positive ou nulle pi sur M , à support compact dans Ui, de
sorte que pour tout p ∈ M seuls un nombre fini parmi les nombres pi(p) sont non nuls.∑
i

pi = 1.

Définition 2.1.40. Le support d’une forme différentielle α sur M est l’ensemble

supp(α) = F({x ∈M,α(x) 6= 0}),

où F est la fermeture topologique avec α = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Définition 2.1.41. Soient M une variété différentiable de dimension n et atlas (Ui, ϕi)
et α une forme différentielle du même degré n, alors l’intégrale de α sur M∫

M
α =

∑
i

∫
M
piα =

∑
i

∫
ϕi(ui)

(ϕ−1
i )∗piα

avec pi une partition de l’unité subordonnée à Ui.

Théorème 2.1.4 (Théorème de Stokes). SoientM une variété différentiable de dimension
n, orientable et avec bord, ω une k − 1-forme différentielle à support compact sur M , et
soit i : ∂M →M l’inclusion du bord de M dans M . Alors∫

M
dω =

∫
∂M

i∗ω.

2.2 Variété Riemannienne
Soit M une variété différentiable de dimension n, (n ∈ N∗) et p un point de M .

2.2.1 Métrique Riemannienne
Définition 2.2.1. Une métrique Riemannienne g sur M est une application, pour tout
X, Y ∈ H(M)

g : H(M)×H(M) −→ C∞(M)
(X, Y ) 7−→ g(X, Y ),

pour tout p ∈M , on a :

gp : TpM × TpM −→ R
(Xp, Yp) 7−→ gp(Xp, Yp),

C∞(M)− bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.
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Expression locale
Si (U,ϕ) est une carte locale sur M , alors

g =
n∑
i,j

gijdxi ⊗ dxj,

où gij sont des fonctions différentielles sur U appelées composantes du tenseur métrique
relativement à la carte (U, φ).

Si X =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
et Y =

n∑
j=1

wj
∂

∂xj
sont deux champs de vecteur de H(M) sur M , alors

g(X, Y ) =
n∑

i,j=1
gijviwj.

où gij = gp

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.

Définition 2.2.2. Une variété Riemannienne est une variété différentiable munie d’une
métrique Riemannienne g.

Exemple 2.1. Sur (R3, g) avec les coordonnées (x, y, z), muni de la métrique euclidienne
est donnée par : g = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz c-à-dire

gij =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Exemple 2.2. La variété Riemannienne Rn munie de métrique euclidienne g telle que
TpRn = Rn. Dans les coordonnées standards, on peut écrire :

g =
n∑
i=1

dxidxi =
n∑
i=1

(dxi)2 =
n∑

i,j=1
δijdxidxj.

Proposition 2.2.1. Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes locales en p sur M . Si gi,j (res-
pectivement g̃k,l) sont des composantes de g relativement à la carte (U,ϕ) et (V, ψ), alors
pour tout le changement de coordonnées est donnée par x = ϕ(p) = (x1, . . . , xn) → y =
ψ(p) = (y1, · · · , yn) = (ψ ◦ ϕ−1) (p) telle que

gij =
n∑
k,l

∂yk

∂xi

∂yl

∂xj
g̃kl,

où
(

∂
∂x1

. . . ∂
∂xn

)
et
(

∂
∂y1
· · · ∂

∂yn

)
sont les bases locales de champs de vecteurs.

Image inverse d’une métrique

Définition 2.2.3. Soient M une variété Riemannienne de dimension m, et f application
de M dans N est une immersion, l’image de h par f est une métrique sur M . Alors

f ∗h : H(M)×H(M) −→ C∞(M),

définie pour tout X, Y ∈ H(M) et p ∈M telle que

f ∗h(X, Y )p = hf(p)(dpf(Xp), dpf(Yp)).

Cette appelée métrique inverse.
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Expression locale de la métrique inverse f ∗h
Soient (U,ϕ) une carte de M et (V, ψ) une carte sur N désignent les bases locales

associées respectivement
(
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn

)
et
(
∂

∂y1
· · · ∂

∂ym

)
alors :

(f ∗h)ij = f ∗h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

= h

(
df

(
∂

∂xi

)
, df

(
∂

∂xj

))

=
n∑

k,l=1

∂fk
∂xi

∂fl
∂xj

h

(
∂

∂yk
,
∂

∂yl

)
◦ f.

Définition 2.2.4. On défini la norme d’un champ de vecteur X sur M par :

‖X‖g =
√
g(X,X).

Si X =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
, alors

‖X‖2
g =

n∑
i,j=1

gijvivj.

2.2.2 Connexion Linéaire
Définition 2.2.5. On dit que ∇ est une connexion linéaire sur M (ou dérivée covariante
de champ de vecteurs) si l’application associée à tout champs des vecteurs X, Y ∈ H(M)

∇X : H(M) −→ H(M)
(X, Y ) 7−→ ∇XY.

Vérifiant les propriétés suivantes :

1/ ∇XY est une C∞(M)linéaire par rapport à X :

∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y avec ∀f, g ∈ C∞(M).

2/ ∇XY est une R− linéaire par rapport à Y :

∇X(αY1 + βY2) = α∇XY1 + β∇XY2, ∀α, β ∈ R.

3/ ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y , ∀f ∈ C∞(M) (Règle de Leibniz).

∇XY est dite la dérivée covariante de Y par rapport X .

Définition 2.2.6. Soit H un champ de vecteurs sur (M, g), la différentielle covariante
DH de H définie par

DH : H(M)×H(M) −→ H(M)
(X, Y ) 7−→ DH(X, Y ) = g (∇XH,Y )

est une forme bilinéaire, où ∇XH désigne la dérivée covariante de H par rapport à X.
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Définition 2.2.7. Une connexion linéaire est déterminer par les symboles de Christoffel
(Γkij) ∈ C∞ dans le système de coordonnées locales (x1, . . . , xn) donné par :

∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

=
n∑
k=1

Γkij
∂

∂k

Définition 2.2.8. • Un champ de vecteur Y ∈ H(M) est dit parallèle par rapport la
connexion ∇, si ∇XY est nulle pour tout champ vecteurs Y (∇XY = 0).
• La métrique g est dite compatible avec la connexion ∇ (ou parallèle) si ∇g = 0.
i.e (∇Xg)(Y, Z) = 0, où

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

pour tout X, Y, Z ∈ H(M).

Définition 2.2.9. Le tenseur de torsion associée à ∇ est une application C∞(M) −
bilinéaire définie par

T : H(M)×H(M) −→ H(M)
(X, Y ) 7−→ T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

Remarque 2.2.1. Le champ vecteur T (X, Y ) est antisymétrique T (X, Y ) = −T (Y,X).

Expression locale
Deux champs de vecteurs sur M , on a

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂yi

)
=

n∑
k=1

T kij
∂

∂xk
.

T est un champ de tenseur de type (1.2).

La connexion ∇ est dite sans torsion si T = 0 alors T kij = 0, ∀i, j, k = 1, · · · , n.

Définition 2.2.10. (Connexion de Levi-Civita) Soit (M, g) une variété Rieman-
nienne, la connexion linéaire ∇ sur M définie par la formule de Kozul :

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z))+Y (g(Z,X))−Z(g(X, Y ))+g(Z, [X, Y ])+g(Y, [Z,X])−g(X, [Y, Z])

est appelé connexion de Levi-Civita.

Théorème 2.2.1. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-
Civita est l’unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Proposition 2.2.2. Si (U,ϕ) est une carte sur M et ∇ la connexion de Levi-Civita alors
les symboles de Christoffel Γkij sont donné par :

Γkij = 1
2

m∑
l=1

gkl
(
∂gjl
∂xi

+ ∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
,

où gij sont les coordonnées de g relativement à la carte (U,ϕ), gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
, et gkl

est la matrice inverse de gkl.
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2.2.3 Géodésiques
Définition 2.2.11. Une courbe différentiable c : J →M est appelée une géodésique si

D

dt
c′(t) = 0, ∀t ∈ J

Proposition 2.2.3. (Les équations d’une géodésique en coordonnées) Soit (U,ϕ)
une carte de la variété riemannienne M avec les champs de bases associés X1, · · · , Xn,
les symboles de Christoffel Γkij, soit J ′ ⊂ J un sous-intervalle de J tel que c(J ′) ⊂ U , et
notons ϕ(c(t)) = (c1(t), · · · , cn(t)), t ∈ J ′, telle que

D

dt
c′(t) =

n∑
k=1

c′′k(t) +
n∑

ij=1
c′k(t)c′j(t)Γkij(c(t))

Xk
c(t).

La partie c|′
J
est donc une géodésique si et seulement si

c′′(t) +
n∑

ij=1
c′(t)c′j(t)Γkij(c(t)) = 0,

pour t ∈ J ′, k = 1, · · · , n. Dans cette équation il faut lire

Γkij(c(t)) = Γkij(c1(t), · · · , cn(t)).

2.2.4 Courbures
Soit (M, g) une variété Riemannienne munie d’une connexion linéaire ∇.

Définition 2.2.12. Le tenseur de courbure Riemannienne associée à ∇, noté R est une
application

R : H(M)×H(M)×H(M) −→ H(M),

défini par :

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, ∀X, Y ∈ H(M).

Définition 2.2.13. Le tenseur de courbure du connexion Levi-Civita est appelé tenseur
de courbure Riemannienne, pour tout X, Y, Z ∈ H(M).

Propriétés : ∀X, Y, Z,W ∈ H(M)

1) R est un champ de vecteur de tenseur de type (3,1),

2) g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z),

3) g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ),

4) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

5) (∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR(X, Y ) = 0.
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Définition 2.2.14. On appelle courbure sectionnelle en x de P , telle que P est un 2−plan
de TxM de base X, Y sur variétés Riemannienne (M, g) définie par

Kx(P ) = g(R(X, Y )Y,X)
g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y ) .

Remarque 2.2.2. On supposer que X, Y est une base orthonormale. On peut remplacer
X par λX et pour λ non nulle et Y par Y − g(X, Y )X. Dans ce cas

Kx(P ) = g(R(X, Y )Y,X).

Définition 2.2.15. On dit que M est une variété à courbure constante s’il existe une
constante C ∈ R telle que pour tout x ∈M et P un 2− plan de TxM , on a

K(P ) = C.

Définition 2.2.16. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) est un ten-
seur de type (0,2) définir par

Ric : H(M)×H(M) −→ R
(X, Y ) 7−→ Ric(X, Y ) = R(., X)Y

telle que Ric(X, Y ) = trace (Z → R(Z,X)Y ) =
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

où {ei}ni=1 est une base orthonormale locale sur M , et

Ric : H(M)×H(M) −→ R
Z 7−→ R(Z,X)Y.

Remarque 2.2.3. La courbure de Ricci est forme bilinéaire symétrique.

Définition 2.2.17. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) est une ten-
seur de type (1,1) défini par

Ricci(X) =
n∑
i=1

R(X, ei)ei,

où {ei} une base orthonormale locale sur M et X ∈ H(M).

Remarque 2.2.4. Pour tout X, Y ∈ H(M) sur (M, g) on a

Ric(X, Y ) = g(Ricci(X), Y ).

Définition 2.2.18. La courbure scalaire notée S, d’une variété Riemannienne (M, g) est
la fonction définie sur M par

S = tracegRic =
n∑

i,j=1
g(R(ei, ej)ej, ei),

où {ei}i=1....n une base orthonormale locale sur M .
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2.2.5 Les opérateurs sur variété Riemannienne
Soit (M, g) une variété Riemannienne.

Définition 2.2.19. L’opérateur gradient d’une variété Riemannienne définie par

grad : C∞(M) −→ H(M)
f 7−→ grad(f) = i(df),

avec
i : ∧(Ω) −→ H(M)

ω 7−→ iω

définie par g(iω,X) = ω(X).

Proposition 2.2.4. ∀f, g ∈ C∞(M), on a
1/ grad(f + h) = grad(f) + grad(h),

2/ grad(f, h) = fgrad(h) + hgrad(f),

3/ (grad(f))(h) = (grad(h))f.

Expression locale
Soit (U,ϕ) une carte locale sur M avec les champs de vecteurs de base associée{
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

}
, alors

grad(f) =
n∑

i,j=1
gij

∂f

∂xi

∂

∂xj
.

Pour tout f ∈ C∞(M).

Définition 2.2.20. (gradient d’un champ de vecteur) Soit X un champ de vecteur
sur M et ∇ la connexion de Levi- Civita, alors

∇X : H(M) −→ H(M)
Y 7−→ ∇YX,

est une application C∞(M)− linéaire et ∇X est un tenseur de type (1,1).
Si p ∈M , on a

(∇X)p : TpM −→ TpM
Vp 7−→ (∇VpX)p,

est une application linéaire.

Définition 2.2.21. La divergence d’un champ de vecteur X ∈ H(M), noté divX est
définie par divX = traceg∇X, pour tout p ∈M on a

(divX)(p) = trg(∇X)p.

Expression locale
En coordonnée locale, on a :

divX = dxi(∇ ∂
∂xi

X) = gijg(∇ ∂
∂xi

X,
∂

∂xj
).
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Si {ei}ni=1 est une base orthonormé sur M alors on a :

divX =
n∑
i=1

g(∇ei
X, ei).

Définition 2.2.22. Soit ω ∈ ∧(M) une 1-forme, on a

∇ω : H(M) −→ ∧(M)
Y 7−→ ∇Y ω

est une application C∞(M)− linéaire et un tenseur de type (0,2).

Remarque 2.2.5. Si p ∈M , alors

(∇ω)p : TpM −→ T ∗pM
V 7−→ (∇V ω)p.

est une application linéaire

Définition 2.2.23. La divergence d’une 1-forme ω ∈ ∧(M), notée div(ω) est une fonction
sur M définie par

div(ω) = trg(∇ω),
pour p ∈M , on a (div(ω))(p) = trg((∇ω)p).

Proposition 2.2.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, ∀f, g ∈ C∞(M) et
X, Y ∈ H(M),

i) div(X + Y ) = divX + divY ,

ii) div(fX) = fdivX +X(f).

Proposition 2.2.6 (Expression locale du divergence). Soit X ∈ H(M), on a :

divX =
n∑
k=1

1√
det(gij)

∂

∂xk

(√
det(gij)Xk

)
.

Définition 2.2.24. L’opérateur laplacien sur (M, g) une variété Riemannienne noté ∆
par

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ ∆(f) = div(grad(f)) = traceg(Hess(f)).

Propriétés : Pour tout f, g ∈ C∞(M), on a

i) ∆(f + h) = ∆(f) + ∆(h),

ii) ∆(fh) = h(∆f) + f(∆h) + 2g(grad(f), grad(g)).
Expression locale

En coordonnée locale, ∀f, g ∈ C∞(M), on a :

∆f =
n∑

i,j,k=1
gij

(
∂2f

∂xi∂xj
− Γijk

∂f

∂xk

)
.
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Définition 2.2.25. Soient (M, g) variété Riemannienne et f ∈ C∞(M), la Hessienne de
la fonction f , noté Hess(f) défini par

Hess(f) : H(M)×H(M) −→ C∞(M)
(X, Y ) 7−→ g(∇Xgrad(f), Y ).

Remarque 2.2.6. Soient (M, g) variété Riemannienne et f ∈ C∞(M) la Hessienne de
f est application bilinéaire symétrique.

Définition 2.2.26. On appelle opérateur de Laplace -Beltrami, noté ∆ sur M par

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ ∆(f) = div(grad(f)) = traceg(Hess(f)).

Exemple 2.3. Soit Rn muni d’une métrique euclidienne (gij = δijεij) alors pour tous
fonction différentiable f sur Rn et X = (X1, · · · , Xn) un champ de vecteurs sur H(Rn),
on a

grad(f) = ∇gf =
(
∂f

∂x1
, · · · ∂f

∂xn

)
.

div(f) = divgf =
n∑
i=1

∂Xi

∂xi
.

∆(f) = ∆gf =
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

.
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Chapitre 3

Contrôlabilité exacte

Le but du dernier chapitre est d’étudier la contrôlabilité exacte d’ une équation d’onde
soumise à des conditions Dirichlet et Neumann et sous lequel on obtient l’inégalité d’ob-
servation. Quelques exemples sont donnés a la fin.

3.1 Notation et position du problème
Soit Ω un ouvert borné de Rn, (n ∈ N∗), de frontière régulière Γ = ∂Ω, supposons que

Γ est constituée de deux parties disjointes Γ0 et Γ1, (Γ = Γ0 ∪ Γ1) avec Γ0 non vide et
relativement ouvert par rapport Γ, soit ν = (ν1, ν2, · · · νn) la normal unitaire sur tout Γ.
Soit la fonction u définit de Ω× (0, T ) dans R. On dénote par :

u′ = ut = ∂u

∂t
, u′′ = utt = ∂2u

∂t2
.

Pour simplifier les notations, nous indiquons pas explicitement la dépendance de la fonc-
tion u par rapport à x (par fois par rapport à t).
L’objet de ce chapitre est d’étudier la contrôlabilité exacte du problème mixte suivant :{

utt +Au = 0 dans Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) dans Ω. (3.1)

{
u = 0 sur Γ1 × (0, T ),
u = v sur Γ0 × (0, T ), (3.2)

où

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x) ∂u

∂xj

)
.

La deuxième équation du (3.1) est les conditions initiales avec u0, u1 sont des données.
L’équation (3.2) représente les conditions aux limites mixtes sur Γ0 et Γ1 avec

v : Γ0 × (0, T )→ R

est une fonction contrôle.

Le but de ce chapitre et de montrer qu’il existe T0 > 0 telle que si pour tout T > T0,
pour tout u0 ∈ L2(Ω), u1 ∈ H−1(Ω), il existe une fonction contrôle v ∈ L2(0, T ;L2(Γ0))
corespendant au solution du (3.1)-(3.2) satisfait
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u(., T ) = ut(., T ) = 0, (3.3)

où

L2(Γ0) =
{
u : Ω→ R,

(∫
Γ0
|u|2dΓ

) 1
2
<∞

}
munit du produit scalaire :

〈u, v〉2,Γ0
=
∫

Γ0
u(x)v(x)dΓ, et d’une norme : ‖u‖2,Γ0 =

∫
Γ0
|v|2dΓ0.

Définition 3.1.1. Lorsque la fonction v existe, on dit que le problème (3.1)-(3.2) sur
l’intervalle [0, T ] dans L2(Ω) × H−1(Ω) au moyen de la fonction contrôle de Dirichlet
v ∈ L2(0, T ;L2(Γ0)) est exactement contrôlable.

Notre objectif est d’étudier ce problème de contrôlabilité exacte. Pour cela, on introduit
les idées principales de la méthode d’unicité hilbertienne HUM.

Description de la méthode HUM
La méthode du HUM est basée sur certain critères d’unicité pour le système homogène

associé et la construction (par des procédés de complétion) d’espaces hilbertiens adaptés
à la structure du système.
Les étapes fondamentales de l’application de la méthode HUM à la résolution du problème
de la contrôlabilité exacte du système (3.1), (3.2).
Etape 1 :

On considère le problème homogène correspondant au (3.1)-(3.2) suivant :
φtt +Aφ = 0 dans Ω× (0, T ),
φ(0) = ϕ0; φt(0) = ϕ1 dans Ω,
φ = 0 sur Γ× (0, T ).

(3.4)

D’après[9] le problème (3.4) admet une solution sous le théorème suivant :
Théorème 3.1.1. Soit ϕ0 ∈ H1

0 (Ω), ϕ1 ∈ L2(Ω), alors il existe T > 0 et une unique
fonction ϕ solution du problème (3.4) sur [0, T ] ayant la régulière suivante :
ϕ ∈ C (0, T,H1

0 (Ω)) , ϕt ∈ C (0, T, L2(Ω)) et que ∂ϕ

∂νA
∈ L2(0, T, L2(Γ)) plus précisément,

pour tout T > 0 l’inégalité,∫ T

0

∫
Γ0

(
∂φ

∂νA

)2

dσdt ≤ cT
(
‖ϕ0‖2

H1
0 (Ω) + ‖ϕ1‖2

2

)
, (3.5)

où ∂φ

∂νA
=

n∑
i,j=1

aij
∂φ

∂xj
νi.

Etape 2 : Soit ψ solution du problème suivant :
ψtt +Aψ = 0 dans Ω× (0, T ),
ψ(T ) = ψt(T ) = 0 dans Ω,
ψ|Γ1

= 0, ψ|Γ0
= ∂φ

∂νA
, 0 < t < T,

(3.6)

avec ∂φ

∂νA
est donnée par le théorème (3.1.1).

Soit ϕ0 ∈ H1
0 (Ω), ϕ1 ∈ L2(Ω), on définit l’opérateur
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∧ : H1
0 (Ω)× L2(Ω)→ H−1(Ω)× L2(Ω)

par :

∧
(
ϕ0
ϕ1

)
=
(
ψt(0)
−ψ(0)

)
, (3.7)

on obtient 〈
∧
(
ϕ0
ϕ1

)
,

(
ϕ0
ϕ1

)〉
=
∫ T

0

∫
Γ

(
∂φ

∂νA

)2

dσdt (3.8)

Démonstration. En multipliant l’équation (3.6) par φ et en intégrant sur Ω× (0, T ) , on
obtient

∫
Ω×(0,T )

ψ′′φdxdt︸ ︷︷ ︸
I

−
∫

Ω×(0,T )
φ∆ψdxdt︸ ︷︷ ︸
II

= 0

Analyse de la première intégrale (I)
On a (ψ′, φ)′ = (ψ′′, φ) + (ψ′, φ′)

En intégrant sur (0, T ), on obtient
〈ψ′(T ), φ(T )〉 − 〈ψ′(0), φ(0)〉 =

∫
Ω×(0,T )

ψ′′φdxdt+
∫

Ω×(0,T )
ψ′φ′dxdt

avec la condition (3.6), on trouve∫
Ω×(0,T )

ψ′′φdxdt = −〈ψ′(0), φ0〉 −
∫

Ω×(0,T )
ψ′φ′dxdt (3.9)

d’autre part, par intégration par parties, on a∫
Ω×(0,T )

ψ′φ′dxdt = (ψ(T ), φ′(T ))− (ψ(0), φ′(0))−
∫

Ω×(0,T )
ψφ′′dxdt

donc ∫
Ω×(0,T )

ψ′φ′dxdt = −(ψ(0), φ1)−
∫

Ω×(0,T )
ψφ′′dxdt (3.10)

On substitue (3.10) dans (3.9), on obtient∫
Ω×(0,T )

ψ′′φdxdt = −〈ψ′(0), φ0〉+ (ψ(0), φ1)−
∫

Ω×(0,T )
ψφ′′dxdt (3.11)

Analyse de la deuxième intégrale (II)
D’après formule de Green, on a∫

Ω×(0,T )
(ψ∆φ− φ∆ψ) dxdt =

∫
Γ×(0,T )

(
ψ
∂φ

∂ν
− φ∂ψ

∂ν

)
dσdt

donc
−
∫

Ω×(0,T )
φ∆ψdxdt = −

∫
Ω×(0,T )

ψ∆φdxdt+
∫

Γ×(0,T )

(
ψ
∂φ

∂ν

)
dσdt (3.12)

On ajoute (3.11) à (3.12), on obtient∫
Ω×(0,T )

(ψ′′ −∆ψ)φdxdt =
∫

Ω×(0,T )
(φ′′ −∆φ)− 〈ψ′(0), φ0〉+ 〈ψ(0), φ1〉

+
∫

Γ×(0,T )

(
ψ
∂φ

∂ν

)
dσdt = 0

Comme φ′′ −∆φ = 0 sur Ω× (0, T ) et ψ′′ −∆ψ = 0 sur Γ× (0, T ), alors on trouve

−〈ψ′(0), φ0〉+ 〈ψ(0), φ1〉+
∫

Γ×(0,T )

(
ψ
∂φ

∂ν

)
dσdt = 0. (3.13)
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On remarque que ψ = ∂φ

∂ν
sur Γ0 × (0, T ), et ψ = 0 sur Γ1 × (0, T ). Donc, de (3.13) il

résulte

〈ψ′(0), φ0〉 − (ψ(0), φ1) +
∫

Γ0×(0,T )

(
∂φ

∂ν

)2

dσdt = 0. (3.14)

On considère 〈ψ′(0), φ0〉 − (ψ(0), φ1) comme un produit scalaire de {ψ′(0),−ψ(0)} et
{φ0, φ1}. Donc, d’après (3.14) nous avons

〈∧ (φ0, φ1) , (φ0, φ1)〉 = 〈ψ′(0), φ0〉 − (ψ(0), φ1) =
∫

Γ0×(0,T )

(
∂φ

∂ν

)2

dσdt = 0

Par (3.4)-(3.8), obtenir la contrôlabilité (3.1),(3.2) sur l’espace L2(Ω)×H−1(Ω) équi-
valent à montrer qu’il existe des constantes ∃c > 0, To > 0 telle que l’inégalité d’observa-
bilité suivante est vraie pour T > T0 :∫ T

0

∫
Γ0

( ∂φ
∂νA

)2dσdt ≥ c
(
‖ϕ0‖2

H1
0

+ ‖ϕ1‖2
2

)
,

pour tout ϕ0 ∈ H1
0 (Ω), ϕ1 ∈ L2(Ω), où φ solution du problème (3.4).

On pose

FT,Γ0 =

(ϕ0, ϕ1)|(ϕ0, ϕ1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω),

∫ T

0

∫
Γ0

(
∂φ

∂νA

)2

dσdt <∞


Dans l’étude, nous avons besoins de préciser quelques notations relatives du problème.

Supposons que :
(H1) : Les coefficients de l’opérateur A sont des fonctions aij(x) : Ω→ R symétrique et
de classe C∞.
De plus il existe une constante a > 0 telle que pour tout x ∈ Ω et ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn,
on a :

n∑
i=1

aij(x)ξiξj ≥ a|ξ|2

On pose par
G(x) = (gij(x)) = A(x)−1 où A(x) = (aij(x)) . (3.15)

Pour x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, on définit le produit scalaire et la norme associée sur l’espace
tangent TxRn = Rn

x = Rn par

g(X, Y ) = 〈X, Y 〉g =
n∑
i,j

gij(x)αiβj, |X|g =
√
〈X,X〉g (3.16)

avec ∀X =
n∑
i=1

αi
∂

∂xi
, Y =

n∑
i=1

βi
∂

∂xi
sont champs de vecteurs sur Rn

x.

On note aussi X.Y = 〈X, Y 〉 =
n∑
i=1

αiβi et |X|0 =
√
〈X,X〉,

div0(X) =
n∑
i=1

αi(x)
∂xi

le produit scalaire la norme associer et la divergence dans Rn pour

la métrique euclidienne.
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3.2 Lemmes techniques
Soit H un champ vectoriel sur Rn et f ∈ C1(Ω). La formule de divergence pour la

métrique euclidienne est donnée par

div0(fH) = fdiv0(H) +H(f), (3.17)

et ∫
Ω
div0(H)dx =

∫
Γ
H.νdσ. (3.18)

Lemme 3.2.1. Soit f ,h ∈ C1(Ω) et H,X deux champs de vecteurs. Alors
1)

g (H(x), A(x)X(x)) 〈H(x), A(x)X(x)〉g = H(x).X(x), x ∈ Rn.

2)

gradgf(x) =
n∑
i=1

 n∑
j=1

aij(x) ∂f
∂xj

 ∂

∂xi
, x ∈ Rn.

3)
〈gradgf, gradgh〉g = gradgf(h) = grad0f.A(x)grad0h, x ∈ Rn.

4) 〈gradgf, gradg(H(f))〉g = DH(gradgf.gradgf)(x) + 1
2div0(|gradgf |2gH)(x)

−1
2div0(|gradgf |2gH)(x)

Démonstration. Soit H(x) =
n∑
i=1

hi(x) ∂

∂xi
et X(x) =

n∑
i=1

fi(x) ∂

∂xi
. Il résulte que

〈H(x), A(x)X(x)〉g =
n∑

ij=1

n∑
k=1

aikfkhjgij =
n∑
k=1

fkhk = H(x).X(x)

On pose
gradgxi =

n∑
j=1

xij
∂

∂xj
, 1 ≤ i ≤ n, (3.19)

xij sont les coefficients de xi.

avec C(x) = (xij(x)) , x ∈ Rn, (3.20)

une matrice n× n. De (3.19), on a

xij = gradgxi(xj) = 〈gradgxi, gradgxj〉g =
n∑

k,l=1
gklxikxjl, 1 ≤ i, j ≤ n. (3.21)

Ce qui donne C(x) = tC(x)G(x)C(x), x ∈ Rn où tC(x) est la transposée de la matrice
C(x) et G(x) est définie par (3.15).
On déduit que

C(x) = G−1(x) = A(x), x ∈ Rn. (3.22)
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De (3.19) et (3.22), on obtient

gradgf =
n∑
i=1

gradgf(xi)
∂

∂xi

=
n∑
i=1

gradg(xi)(f) ∂

∂xi

=
n∑
i=1

 n∑
j=1

aij
∂f

∂xj

 ∂

∂xi
, x ∈ Rn.

Cela donne

〈gradgf, gradgh〉g = gradgf(h) =
n∑

ij=1
aij

∂f

∂xi

∂h

∂xj

= grad0f(x).A(x)grad0h(x), x ∈ Rn.

Soit E1, E2, . . . , En de champs normal en X. Comme H est un champ de vecteurs alors
ils existent h1, h2, . . . , hn des fonctions de classe C∞ au voisinage de x telle que

H =
n∑
i=1

hiEi. (3.23)

De plus, pour tout f ∈ C1
(
Ω
)
, on a :

H(f) =
n∑
i=1

hiEi(f)

où Ei(f) est le différentielle covariant de f par rapport à Ei pour métrique Riemannienne
g. De la différentielle covariante du champ de vecteur H, on obtient, ∀x ∈ Rn

DH(Ei, Ej)(x) = 〈DEi
H(x), Ej(x)〉g

=
n∑
k=1
〈Ei(hk)Ek + hkDEi

Ek, Ej〉g = Ei(hj)(x)

Puisque 〈Ek, Ej〉g = δkj et DEi
Ek(x) = 0. De (3.23)-(3.24) et (3.17) il résulte que,

〈gradgf, gradg(H(f))〉g (x) =
n∑
j=1

Ej(f)Ej(H(f))

=
n∑
j=1

Ej(f)
(

n∑
i=1

Ej(hi)Ei(f) +
n∑
i=1

hiEjEi(f)
)

=
n∑

ij=1
Ej(hi)Ei(f) +

n∑
i=1

hi

 n∑
j=1

Ej(f)EiEj(f)


= DH (gradgf, gradgf) + 1
2H

(
|gradgf |2g

)
= DH (gradgf, gradgf) + 1

2div0(|gradgf |2gH)(x)

−1
2 |gradgf |

2
g(x)div0(H)(x),
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où EiEj(f)(x) = EjEi(f)(x) sont la deuxième différentiel covariant de f

gradgf =
n∑
i=1

Ei(f)Ei, et |gradgf |2g =
n∑
j=1

(Ei(f))2. (3.24)

Proposition 3.2.1. Soit φ solution du problème :

φtt +Aφ = 0 dans Ω× (0, T ). (3.25)

Supposons que H est un champ de vecteur sur Ω. Alors
1) ∫ T

0

∫
Γ

∂φ

∂νA
H(φ)dσdt+ 1

2

∫ T

0

∫
Γ
(φ2

t − |gradgf |2gH.νdσdt

= (φt, H(φ))|T0 +
∫ T

0

∫
Ω
DH(gradgφ, gradgφ)dxdt

+1
2

∫ T

0

∫
Ω

(φ2
t − |gradgf |2gdiv0(H) dxdt. (3.26)

Soit P ∈ C2(Ω̄). Alors
2) ∫ T

0

∫
Γ
P (φ2

t − |gradgf |2gdxdt = (φt, P (φ)|T0 + 1
2

∫ T

0

∫
Γ
φ2APdxdt

+1
2

∫ T

0

∫
Γ
φ2gradgP.νdσdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ

∂φ

∂νA
φPdσdt.

Démonstration. Multiplions (3.25) par H(φ) et intégrons par parties. Utilisons la formule
Green et Lemme 3.2.1, parties 2- 4, on trouve :∫

Ω
AφH(φ)dx =

∫
Ω

n∑
ij=1

aij(x) ∂φ
∂xj

∂

xi
(H(φ))dx−

∫
Γ

∂φ

∂νA
H(φ)dσ

=
∫

Ω
gradgφ(H(φ))dx−

∫
Γ

∂φ

∂νA
H(φ)dσ

=
∫

Ω
〈gradgφ, gradg(H(φ))〉g dx−

∫
Γ

∂φ

∂νA
H(φ)dσ

=
∫

Ω
〈gradgφ, gradg(H(φ))〉g dx−

∫
Γ

∂φ

∂νA
H(φ)dσ

=
∫ T

0

∫
Γ
DH(gradgφ, gradgφ)dxdt+ 1

2

∫ T

0

∫
Γ
|gradgf |2gH.νdσdt

−1
2

∫ T

0

∫
Γ
|gradgf |2gdiv0(H)dxdt−

∫
Γ

∂φ

∂νA
H(φ)dσ. (3.27)

D’autre par, on obtient de l’intégration par parties de (3.17) que :∫ T

0

∫
Γ
φttH(φ)dxdt =

∫
Ω
φtH(φ)|T0 dx−

∫ T

0

∫
Γ
φtH(φt)dtdx

= (φt, H(φ))|T0 −
1
2

∫ T

0

∫
Γ
H(φ2

t )dxdt

= (φt, H(φ))|T0 + 1
2

∫ T

0

∫
Γ
φ2
tdiv0(H)dxdt

−1
2

∫ T

0

∫
Γ
φ2
tH.νdσdt (3.28)
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Les équations (3.28) et (3.27), ainsi que (3.25), donnent (3.26) le résulte que pour partie
2. Le lemme 3.2.1, partie 2, donne

AP = −
n∑

ij=1

∂

∂xi
(aij(x) ∂P

∂xj
) = −div0(gradgP ). (3.29)

A partir de (3.29) et de la formule (3.17), on obtient, ∀x ∈ Ω

〈gradgφ, gradg(Pφ)〉g (x) = P |gradgφ|2g(x) + φ 〈gradgφ, gradgP 〉g (x)

= P |gradgφ|2g + 1
2gradgP (φ2)

= P |gradgφ|2g + 1
2div0(φ2gradgP ) + 1

2φ
2AP. (3.30)

Il découle de (3.25), (3.30), (3.18) et de la formule de Green que

(φt, φP )|T0 =
∫ T

0
[(φtt, φP ) + (φt, φtP )] dt

=
∫ T

0

∫
Ω

[
−〈gradgφ, gradg(φP )〉g + φ2

tP
]

dxdt+
∫ T

0

∫
Γ

∂φ

∂νA
φPdσdt

=
∫ T

0

∫
Γ
P (φ2 − |gradgφ|2g)dxdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ
φ2gradgP.vdσdt

−1
2

∫ T

0

∫
Ω
φ2APdxdt+

∫ T

0

∫
Γ

∂φ

∂νA
φPdσdt. (3.31)

L’équation (3.27) découle de (3.31).

Soit ϕ solution du problème (3.4), on définit la fonction d’énergie par :

E(t) = 1
2

∫
Ω

(
|φt|2t + |gradgφ|2g

)
dx,

où l’énergie initial est E(0) = 1
2 (‖|gradgϕ0|g‖2 + ‖ϕ1‖2

2).

Lemme 3.2.2. La fonction d’énergie E est conservé sur [0, T ] c-à-d :

d

dt
E(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]

.

Démonstration. Pour montrer la conservation de l’énergie, on multiplie l’équation (3.4)
par φ′ et en intégrant sur Ω, on obtient

0 =
∫

Ω
(φ′ − gradφ)φ′dx

Théorème1.4.2= d

dt

[1
2

∫
Ω

{
|φ′|2 + |∆φ|′

}
dx
]
−
∫

Γ
(∆φ.ν)φ′dΓ

= dE(t)
dt
−
∫

Γ
(∆φ.ν)φ′dΓ

D’après les conditions au bord dans (3.4), on obtient dE(t)
dt

= 0, ∀t ∈ [0, T ] et par suite
on a conservation de l’énergie.
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Lemme 3.2.3. Soit φ solution du problème (3.4). Alors

|(φt, H(φ) + 1
2Pφ)| ≤ bE(0) +

√
c

2 ‖φt‖‖φ‖,

où
b = sup

x∈Ω̄
|H|g(x), P = div0H − a (3.32)

c = sup
x∈Ω̄
|(div0H)2 − a2 + 2H(P )|. (3.33)

Démonstration. Applications de la formule de divergence il faut vérifier (3.17) et (3.18)
donnent

‖H(φ) + 1
2Pφ‖

2 = ‖H(φ)‖2 + (H(φ), Pφ) + 1
4‖Pφ‖

2

= ‖H(φ)‖2 + 1
2

∫
Ω
PH(φ2)dx+ 1

4‖Pφ‖
2

= ‖H(φ)‖2 − 1
4

∫
Ω
φ2
[
(div0H)2 − a2 + 2H(P )

]
dx

≤ ‖H(φ)‖2 + c

4‖φ‖
2, (3.34)

puisque φ|Γ = 0. Il résulte de (3.34) et (3.33) que

|(φt, H(φ) + 1
2Pφ)| ≤ ‖φt‖‖H(φ) + 1

2Pφ‖

≤ ‖φt‖
(
‖H(φ)‖+

√
c

4‖φ‖
)

≤ bE(0) +
√
c

2 ‖φt‖‖φ‖.

Maintenant, on considère le même opérateur A défini sur L2(Ω), avec le domaine

D(A) =
{
u|u ∈ H2(Ω), u|Γ = 0

}
,

Notons que cet opérateur est positif, auto-adjoint sur L2(Ω) et son spectre se compose de
valeurs propres 0 < λ1 < λ2 < . . . < λk < . . . , avec lim

k→λk

=∞.
On note Zk les espaces propres de A correspondant à λk, k = 1, 2, . . ..

Lemme 3.2.4. Soit

ϑ = sup
x∈Γ0

[
(H.ν)/|νA|2g

]
et d = sup

x∈Ω
|A(div0H)|. (3.35)

Alors ∫ T

0

∫
Γ0

(
∂φ

∂vA

)2

dσdt ≥ 2
ϑ

[
aT − 2b−

√
c

λm
− d

2λm
T

]
E(0)

∀T > 0, ϕ0 ∈ H1
0 (Ω), ϕ1 ∈ L2(Ω), ϕ0, ϕ1 ⊥ Zk, 1 ≤ k ≤ m− 1,m = 1, 2, . . . ,

(3.36)
où φ est la solution de (3.4) pour les données initiales (ϕ0, ϕ1).
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Démonstration. Tout d’abord, nous calculons les valeurs de |gradgφ|2 et H(ϕ) sur la
frontière Γ, respectivement. Soit x ∈ Γ. Nous décomposons gradgφ en une somme directe
dans (Rn

x, g(x)) :

gradgφ(x) =
〈
gradgφ(x), νA(x)

|νA|g

〉
g

νA(x)
|νA|g

+ Y (x). (3.37)

où Y (x) ∈ Rn
x avec 〈Y (x), νA〉g = 0. Le lemme (3.2.3), partie 1, et (3.37) donnent

Y (x).ν(x) = 〈Y (x), νA〉g = 0, (3.38)
c’est-à-dire Y (x) ∈ Γx, (l’espace tangent de Γ en x). Il résulte de (3.37) et (3.38) que

|gradgφ|2g = gradgφ(φ) = 1
|νA|2g

〈gradgφ(x), νA(x)〉2g + Y (φ)

= 1
|νA|2g

(
∂φ

∂νA

)2

(3.39)

puisque φ|Γ = 0. De même, H peut être décomposé en une somme directe

H =
〈
H(x), νA(x)

|νA|g

〉
g

νA(x)
|νA|g

+ Z(x),

où Z(x) ∈ TxΓ. La formule (3.2) et le lemme 3.2.3, partie 1, donnent

H(φ)(x) =
〈H(x), νA(x)〉g

|νA|2g

(
∂φ

∂νA

)
= H(x).ν(x)

|νA|2g

(
∂φ

∂νA

)
(3.40)

Par la proposition 3.2.1, parties 1 et 2, (3.45), (3.44), (3.39), (3.40) et le lemme 3.2.3, on
trouve que,

ϑ

2

∫ T

0

∫
Γ0

(
∂φ

∂νA

)2

dσdt ≥ 1
2

∫ T

0

∫
Γ
( ∂φ
∂νA

)2 H.ν

|νA|2g
dσdt

≥ (φt, H(φ))|T0 +
∫ T

0

∫
Ω

〈
DgradgφH, gradgφ

〉
g

dxdt

+1
2

∫ T

0

∫
Ω

(φ2
t − |gradgφ(x)|2g)div0(H)dxdt

≥ a

2

∫ T

0

∫
Ω

(φ2
t − |gradgφ(x)|2g)dxdt

+
∫ T

0

∫
Ω

〈
DgradgφH, gradgφ

〉
dxdt

−a
∫ T

0

∫
Ω
|gradgφ|2gdxdt+ (φt, H(φ)|T0

+1
2

∫ T

0

∫
Ω

(φ2
t − |gradgφ|2g)Pdxdt

≥ aTE(0) + (φt, H(φ) + 1
2Pφ)|T0 + 1

4

∫ T

0

∫
Ω
φ2A(div0H)dxdt

≥ aTE(0)− 2bE(0)−
√
c‖φt‖‖φ‖ −

d

4

∫ T

0
‖φ‖2dt

≥ aTE(0)− 2bE(0)−
√

c

λm
‖φt‖‖|gradgφ|g‖ −

d

4λm
‖|gradgφ|g‖2dt

≥
[
aT − 2b−

√
c

λm
− d

2λm
T

]
E(0)
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où les inégalités ‖φ‖2 ≤ 1
λm
‖|gradgφ|g‖2 et (3.36) sont utilisés. Ceci complète la preuve.

Maintenant, on considère le même opérateur A définie sur L2(Ω) avec le domaine

D0(A) =
{
u ∈ L2(Ω)|u ∈ H2(Ω), ∂u

∂νA
|Γ = 0

}
.

Notons que cet opérateur est positif , auto adjoint sur L2(Ω) et son spectre se compose
de valeur propres 0 = γ1 < γ2 < · · · < γk < · · · avec limk→∞ γk =∞.
On note Z0

k les espaces propres de A correspondant à γk pour k = 1, 2, . . . ,

Lemme 3.2.5. Soit m ≥ 2 un entier positif, avec P et d comme donné en (3.32) et (3.35)
respectivement. Soit

e = sup
x∈Ω
|P |

Supposons que φ la solution du problème suivant :
φtt +Aφ = 0 dans Ω× (0, T ),
φ(0) = φ0, φt(0) = φ1 dans Ω,
∂φ

∂νA
= 0 sur Γ× (0, T ).

(3.41)

pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ H1(Ω) × L2(Ω) avec ϕ0, ϕ1 ⊥ Z0
k , 1 ≤ k ≤ m − 1, pour lequel le

membre gauche de (3.32) est fini, où cette fois

E(0) = 1
2
(
‖φ0‖2

H1 + ‖φ1‖2
2

)
.

Alors∫ T

0

∫
Γ0
φ2
tH.νdσdt−

∫ T

0

∫
Γ1
|gradgφ|2gH.νdσdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ
φ2gradg(div0(H)).νdσdt

≥ 2
[
aT − 2b− e

√
γm
− Td

2γm

]
E(0), ∀T > 0,

Démonstration. Puisque ∂φ

∂νA
|Γ = 0 etH(x).ν(x) ≤ 0 pour x ∈ Γ à partir de la proposition

3.2.1, on a, ∀T > 0,∫ T

0

∫
Γ0
φ2
tH.νdσdt−

∫ T

0

∫
Γ1
|gradgφ|2gH.νdσdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ
φ2gradgP.νdσdt

= 2aTE(0)−
∫ T

0

∫
Γ1
φ2
tH.νdσdt+

∫ T

0

∫
Γ0
|gradgφ|2gH.νdσdt+ 2 (φt, H(φ)) |T0

+2
∫ T

0

∫
Ω
〈DgradgφH, gradgφ〉g dxdt− 2a

∫ T

0

∫
Ω
|gradgφ|2gdxdt+ (φt, φP ) |T0

+1
2

∫ T

0

∫
Ω
φ2APdxdt

≥ 2aTE(0)− 4‖φt‖‖H(φ)‖ − 2‖φt‖‖φP‖ −
d

2

∫ T

0

∫
Ω
φ2dxdt

≥ 2
[
aT − 2b− e

√
γm
− Td

2γm

]
E(0),

37



3.2. LEMMES TECHNIQUES

où les inégalités ‖φ‖2 ≤ 1
γm
‖|gradgφ|g‖2

2

∀(ϕ0, ϕ1) ∈ H1(Ω) × L2(Ω) avec ϕ0, ϕ1 ⊥ Z0
k , 1 ≤ k ≤ m − 1, pour lesquels le le

membre gauche de (3.32) est fini, ‖gradgφg‖2∀(ϕ0, ϕ1) ∈ H1(Ω)× L2(Ω),
ϕ0, ϕ1 ⊥ Z0

k , 1 ≤ k ≤ m− 1 sont utilisés.

Considérons l’opérateur le même opérateur avec domaine

DΓ1(A) =
{
u|u ∈ H2(Ω), ∂u

∂νA
|Γ0 = 0, u|Γ1 = 0

}
, et son le spectre se compose de va-

leurs propres 0 ≤ β1 < β2 < . . . < βk < · · · avec lim
k→∞

βk =∞.
On note ZΓ1

k les espaces propres correspondant à βk pour k = 1, 2, . . . ,

Lemme 3.2.6. Soit m un entier positif et e, d les mêmes que ceux du lemme 3.2.5 Soit
φ résoudre le problème

φtt +Aφ = 0 dans Ω× (0, T )
φ(0) = φ0, φt(0) = φ1 dans Ω
∂φ

∂νA
= 0 sur Γ0

φ = 0 sur Γ1

(3.42)

pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ H1(Ω) × L2(Ω) avec ϕ0, ϕ1 ⊥ Z0
k , 1 ≤ k ≤ m − 1, pour lequel le

membre gauche de (3.43) est fini, où

E(0) = 1
2(‖φ0‖2

H1) + ‖φ1‖2
2).

Alors ∫ T

0

∫
Γ0
φ2
tH.νdσdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ0
φ2gradg(div0(H)).νdσdt

≥ 2
[
aT − 2b− e√

βm
− Td

2βm

]
E(0), ∀T > 0, (3.43)

Démonstration. Puisque ∂φ

∂νA
|Γ0 = 0 et φ|Γ1 = 0, on obtient, à partir de (3.39) et (3.40),

et la proposition 3.2.1 : ∀T > 0∫ T

0

∫
Γ0
φ2
tH.νdσdt− 1

2

∫ T

0

∫
Γ0
φ2gradg(div0(H)).νdσdt =

∫ T

0

∫
Γ0
|gradgφ|2gH.νdσdt

−
∫ T

0

∫
Γ0

( ∂φ
∂uA

)2 H.ν

|νA|2g
dσdt+ 2aTE(0) + 2

∫ T

0

∫
Ω
〈DgradgφH, gradgφ〉g dσdt

−2a
∫ T

0

∫
Ω
|gradgφ|2gdσdt+ 2 (φt, H(φ)) |T0 + (φt, φP ) |T0 + 1

2

∫ T

0

∫
Ω
φ2APdxdt

≥ 2aTE(0)− 4‖φt‖‖H(φ)‖ − 2‖φt‖‖φP‖ −
d

2

∫ T

0

∫
Ω
φ2dxdt

≥ 2
[
aT − 2b− e√

βm
− Td

2βm

]
E(0),

où les inégalités ‖φ‖2 ≤ 1
γm
‖|gradgφ|g‖2 pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ H1

Γ1(Ω)× L2(Ω) avec

ϕ0, ϕ1 ⊥ ZΓ1
k , 1 ≤ k ≤ m− 1.
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3.3 Preuve du Principaux théorèmes
Théorème 3.3.1. Soit H un champ de vecteur sur la variété Riemannienne (Rn, g) tel
que

〈DXH, g〉g ≥ a|X|2g ∀X ∈ Rn
x, x ∈ Ω (3.44)

pour une constante a > 0. Alors il existe T0 tel que pour tout T > T0,

FT,Γ0 = H1
0 (Ω)× L2(Ω)

où
Γ0 = {x|x ∈ Γ, H(x).ν(x) > 0} , (3.45)

T0 = 2
a

sup
x∈Ω̄
|H|g(x). (3.46)

Démonstration. Cas : n = 1
Soit l > 0 et a(.) ∈ C1(0, 1), avec a(x) > 0 pour tout x ∈ [0, l]. Pour le système

φtt = (a(x)φx)x sur 0 < t < T, 0 < x < l,
φ(t, 0) = φ(t, l) = 0, sur 0 < t < T,
φ(0, x) = φ0(x), φt(0, x) = φ1(x), sur 0 < x < l.

(3.47)

Multiplions la premier équation de (3.47) hφx, où h est une fonction définie sur [0, l], on
obtient

1
2

∫ T

0

∫ l

0
(ahφ2

x)xdxdt = (φt, hφx)|T0 + 1
2

∫ T

0

∫ l

0
hx(φ2

t + a(x)φ2
x)dxdt− 1

2

∫ T

0

∫ l

0
axhφ

2
xdxdt.

Soit h une solution du problème suivant : hx = b

a
h+ 1,

h(0) = 0

où b(x) = max(ax, 0), par exemple

h(x) = e

∫ x

0

b

a
dx ∫ x

0
e
−

∫ s

0

b

a
dτ

ds, 0 ≤ x ≤ l.

On obtient, pour h, défini que :

a(l)h(l)
∫ T

0
φ2
x(t, l)dt ≥ 2TE(0) + 2(φt, hφx)|T0 , T > 0

où E(0) = 1
2

∫ l

0
(φ2

t + aφ2
x)dx.

Cas : n ∈ N∗ − {1}
Soit T0 est définie par (3.46) . Soit T > T0on choisit m assez grand de sorte que

T − T0 −
1
a

√
c

λm
− Td

2aλm
> 0
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D’après le lemme (3.2.4) on obtient
∫ T

0

∫
γ0

(
∂φ

∂νA

)2

dσdt ≥ CE(0),

∀ϕ0 ∈ H1
0 (Ω), ϕ1 ∈ L2(Ω), ϕ0, ϕ1 ⊥ Zk, 1 ≤ k ≤ m− 1, (3.48)

où φ solution du (3.4) pour condition initiale (ϕ0, ϕ1) et

c(T ) = 2
ϑ
a

(
T − T0 −

1
a

√
c

λn
− Td

2aλn

)
> 0.

Remarque 3.3.1. Soient (Rn, g) une variété Riemannienne complet non compacte. Pour
toute courbure sectionnelle positive , il existe une fonction h strictement convexe de classe
C∞ et toutes les valeurs propres de sa seconde différentielle covariante sont positif . On
prend : H = DH et on a DH(X,X) = D2h(X,X), X ∈ Rn

x, x ∈ Rn. Où D2h est le
Heissein de h pour la métrique g. Il existe a > 0 tel que l’inégalité (3.44) soit vérifier,
puisque Ω est compact.

Corollaire 3.3.1. Soit (Rn, g) une variété Riemannienne complète non compact et de
courbure sectionnelle partout positif. h est une fonction de classe C∞ strictement convexe
C∞ sur (Rn, g). Alors le champ de vecteur H = DH vérifie la condition(3.44) pour tout
Ω de Rn.

Pour x ∈ Rn, soit P = π ⊂ Rn
x un sous-espace de dimension 2. Notons par Kx(π) la

courbure sectionnelle. Soit B(x0, γ) la boule géodésique dans (Rn, g) de centre x0 ∈ Rn et
de rayon γ > 0 . On pose :

KB = sup
x∈B(x0,γ),π⊂Rn

x

Kx(π), ρ(x) = dg(x0, x), ∀x ∈ Rn.

Corollaire 3.3.2. Soit x0 ∈ Rn. Soit γ > 0 tel que B(x0, δ) ⊂ expx0(E).
Si Ω ⊂ B(x0, γ) tel que 4δ2KB < π2, alors le champ de vecteurs HρDρ satisfait à la
condition (3.44) avec {

a =
√
KBγ cot(

√
KBγ) si KB > 0

a = 1 si KB ≤ 0

Corollaire 3.3.3. Si (Rn, g) possède une courbure sectionnelle non positive (négative).
Pour tout x0 ∈ Rn, le champ de vecteur H = ρDρ satisfait à la condition (3.44) pour tout
Ω ⊂ Rn où a = 1.

Corollaire 3.3.4. Supposons que

K ≥ sup
x∈Rn,π∈Rn

x

Kx(π) ≥ inf
x∈Rn,π∈Rn

x

Kx(π) > 0.

Par le théorème de Bonnet (Cheeger et Ebin[5]), la complétude (Rn ∪∞, g) de (Rn, g) est
une métrique Riemannienne compact.
Si dg(Ω) sup

x,y∈Ω
dg(x, y) < 1

2 min{ π√
K

la plus courte de la moité de la longueur la plus courte

fermé de Rn}, alors le champ de vecteur H = ρDρ. vérifie la condition (3.44).
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Passons maintenant au problème d’action de Neumann et examinons le problème (3.1)
avec au lieu de condition Dirichlet dans (3.2), on considère la condition de Neumann c-à-d
le problème suivant

utt +Au = 0 sur Ω× (0, T )
u = 0 sur Γ1 × (0, T ),
u = v sur Γ0 × (0, T )
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω

(3.49)

∂u

∂νA
= v sur Γ× (0, T ). (3.50)

On dit que la problème (3.1),(3.50) est contrôlablement exacte dans l’intervalle [0, T ] au
moyen de la fonction de contrôle v avec action de Neumann, si pour ϕ0, ϕ1 dans certains
espace Hilbert, on peut trouver v tel que solution de (3.1) satisfait (3.3).

Théorème 3.3.2. Soit H un champ de vecteur sur (Rn, g) satisfait la condition (3.44).
Soit T0 donnée par (3.46) et T > T0. Alors, pour toute solution ϕ0 ∈ L2(Ω), ϕ1 ∈ (H1(Ω))′,
on peut trouver v sur Γ× (0, T ) tel que la solution du problème (3.1) satisfait (3.3).
Le contrôle v à la structure suivante : v = v0 + ∂v1

∂t
sur Γ0 × (0, T )

v2 sur Γ1 × (0, T ),

où

v0, v1 ∈ L2(Γ0 × (0, T )), v2 ∈ L2(0, T, (H1(Γ1))′.

Remarque 3.3.2. Si Ω et H sont soumis aux conditions géométriques (Lions[11])

H(x).ν(x) ≥ 0, ∀x ∈ Γ,

alors le contrôle v ∈ L2(Γ× (0, T ))

Démonstration. Γ est une sous-variété de Riemannienne (Rn, g) avec la métrique Rieman-
nienne induite gΓ dans (Rn, g).

∆gf = 1√
G(x)

n∑
ij=1

∂

∂xi

(
G(x)aij(x) ∂f

∂xj

)
, ∀f ∈ C2 ∈ (Rn), ∀x ∈ Rn, (3.51)

où G(x) = detG(x).
Par la formule de divergence pour métrique Riemannienne g et de la partie 1 du lemme
3.2.1, on a∫

Ω
∆gfdΩg =

∫
Γ

〈
gradgf,

νA
|νA|g

〉
g

dσΓ =
∫

Γ

1
|νA|g

gradgf.νdσΓ, ∀f ∈ C2(Ω), (3.52)

où Ωg et dσΓ sont l’élément de volume métrique et l’élément de surface métrique dans
métrique Riemannienne g, respectivement. On vérifie que dΩg =

√
G(x)dx.

De (3.51) et de la partie 2 du lemme 3.2.1, on obtient∫
Ω

∆gfdΩg =
∫

Ω
div0(

√
G(x)gradgf)dx =

∫
Γ

√
G(x)gradgf.νdσ ∀f ∈ C2(Ω̄). (3.53)
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Les formules (3.53) et (3.52) donnent

dσΓ = |νA|g
√
G(x)dσ. (3.54)

On dénotez gradient (gradΓ), divergence (divΓ), et l’opérateur de Laplace (∆Γ) sur (Γ, gΓ),
∆g l’opérateur de Laplace sur Rn pour la métrique Riemannien g. on a l’application sur
(Γ, gΓ). De plus, par le théorème de Stokes pour la variété Riemannienne (Γ, gΓ), on a

−
∫

Γ
f∆ΓfdσΓ =

∫
Γ
|gradΓ|2gdσΓ,

pour tout f ∈ H1(Γ).
Soit φ solution le problème (3.42) pour les données initiales (ϕ0, ϕ1). Alors

|gradgφ|2g =
(
∂φ

∂νA

)2

+ |gradΓφ|2g = |gradgφ|2g, ∀x ∈ Γ, (3.55)

puisque ∂φ

∂νA
= 0 sur Γ. On définit ψ par



ψtt +Aψ = 0 dans Ω× (0, T )
ψ(T ) = ψt(T ) = 0
∂ψ

∂νA
=

 (φtt − φ)|νA|g
√
G(x) sur Γ0 × (0, T )

(∆Γφ− φ)|νA|g
√
G(x) sur Γ1 × (0, T )

(3.56)

La solution de (3.56) est une solution faible, définie par transposition. Par conséquent,
étant donné (ϕ0, ϕ1)

∧1(ϕ0, ϕ1) = (ψt(0),−ψ(0))
Alors, à partir de (3.42), (3.56), (3.55) et (3.54), on obtient, au sens de distribution

〈∧1(ϕ0, ϕ1), (ϕ0, ϕ1)〉 =
∫ T

0

∫
Γ0

(φ2 + φ2
t )dσΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

(φ2 + |gradΓφ|2g)dσΓdt.

Nous définissons sur les données initiales (ϕ0, ϕ1)

‖(ϕ0, ϕ1)‖F =
(∫ T

0

∫
Γ0

(φ2 + φ2
t )dσΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

(φ2 + |gradΓφ|2g)dσΓdt
) 1

2

.

On pose

χ(T ) =
{

(ϕ0, ϕ1)|(ϕ0, ϕ1) ∈ H1(Ω)× L2(Ω), ‖(ϕ0, ϕ1)‖F <∞
}
.

Alors χ(T ) ⊂ F . On vérifie facilement que ‖.‖F est un semi-norme sur χ(T ).
Soit T0 donné dans (3.46) et T > T0. Supposons que m en suffisamment grand de sorte
que

T − T0 −
e

a
√
γm
− Td

2aγm > 0.

ε = max
sup
x∈Γ

|H.ν|
|νA|g

√
G(x)

, sup
x∈Γ

|∇g(div0H).ν|
2|νA|g

√
G(x)

 (3.57)

Soit vérifie
cm = 2a

ε

(
T − T0 −

e

a
√
γm
− Td

2aγm

)
. (3.58)

Le lemme 3.2.6, (3.54), (3.57) et (3.58) donnent
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∫ T

0

∫
Γ0

(φ2 + φ2
t )dσΓdt+

∫ T

0

∫
Γ1

(φ2 + |gradΓφ|2g)dσΓdt) ≥ cmE(0),

∀(ϕ0, ϕ1) ∈ χ(T ), ϕ0, ϕ1 ⊥ Z0
k , 1 ≤ k ≤ m− 1 (3.59)

Par l’argument de la compacité, on montre que c(T ) > 0 tel que

‖(ϕ0, ϕ1)‖2
F ≥ c(T )E(0) ∀(ϕ0, ϕ1) ∈ χ(T ). (3.60)

Par absurde, supposons que l’inégalité (3.60) n’est pas vérifier, alors il existe une suite{
(ϕk0, ϕk1)

}
⊂ H1(Ω)× L2(Ω) avec

Ek(0) = 1
2
(
‖φ0

k‖2
H1(Ω) + ‖φ1

k‖2
)

= 1 (3.61)

pour tout k ≥ 1 tel que
‖(ϕ0

k, ϕ
1
k)‖F ≤

1
k
, k ∈ N∗. (3.62)

On décompose H1(Ω)× L2(Ω) en une somme directe :

H1(Ω)× L2(Ω) =
(
(⊕m−1

k=1 Z
0
k)× (⊕m−1

k=1 Z
0
k)
)
⊕ W̃ .

avec
dim

(
(⊕m−1

k=1 Z
0
k)× (⊕m−1

k=1 Z
0
k)
)
<∞.

Soit
(ϕk0, ϕk1) = ũk + w̃k, k ∈ N∗, (3.63)

où ũk ∈ (⊕m−1
k=1 Z

0
k)× (⊕m−1

k=1 Z
0
k) et w̃k ∈ W̃ nous pouvons supposer que

ũk → ũ0 ∈ χ(T ) dans ‖.‖F , k →∞ (3.64)

Puisque ‖.‖F est un semi-norme sur χ(T ), on obtient de (3.2.5), (3.59), (3.60) et (3.63)
vérifie que , ∀k > 1,∀j ≤ 1 : cette

√
cm‖w̃k − w̃j‖H1(Ω)×L2(Ω) ≤ ‖w̃k − w̃j‖F ≤

(
1
k

+ 1
j

)
+ ‖ũk − ũj‖F

Cela signifie que par (3.64),

(ϕ0
k, ϕ

1
k)→ (u0, u1) dans H1(Ω)× L2(Ω), k →∞ (3.65)

Il résulte de (3.61) et (3.65) que

‖(u0, u1)‖H1(Ω)×L2(Ω) = 1.

Soit φ0 solution du problème (3.41) pour (ϕ0, ϕ1) = (u0, u1). Alors ∂φ0

∂νA
|Γ = 0.

De plus, par le théorème de trace , (3.3), et (3.62), il existe une constante β > 0 telle que∫ T

0
‖φ0‖2

L2(Γ)dt ≤
∫ T

0
‖φ0 − φk‖2

L2(Γ)dt+
∫ T

0
‖φk‖2

L2(Γ)dt

≤ β
∫ T

0
‖φ0 − φk‖2

H1(Ω)dt+ ‖(ϕk0, ϕk1)‖2
F

≤ βT‖(u0, u1)− (ϕk0, ϕk1)‖2
H1(Ω)×L2(Ω) + 1

k2 , (3.66)
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où φk est la solution du système(3.41) avec les données initiales (ϕ0, ϕ1) = (ϕk0, ϕk1) pour
k ∈ N∗.
Les expressions (3.65) et (3.66) donnent

φ0|Γ = 0, (3.67)

à partir de (3.67), nous pouvons appliquer l’inégalité d’observabilité à φ0 et obtenir
(u0, u1) = 0 ce qui contredisant (3.3) par dualité que L’inégalité F ⊂ H1(Ω)× L2(Ω),
T > T0.
Il s’ensuit que (H1(Ω))′×L2(Ω) ⊂ F ′, de sorte que, si u0 ∈ L2(Ω), u1 ∈ (H1(Ω))′, on peut
conduire le système (3.1),(3.2) au repos T par la fonction de contrôle v donnée par

v =

 (−φ+ φtt)|νA|g
√
G(x) dans Γ0 × (0, T )

(−φ+ ∆Γφ)|νA|g
√
G(x) dans Γ1 × (0, T )}

Ceci complète la preuve du théorème.

Théorème 3.3.3. Soit H un champ de vecteurs dans (Rn, g) tel que la condition (3.44)
Soit T0 donnée en (3.46) et T > T0 .Alors pour tout ϕ0 ∈ H1(Ω), ϕ1 ∈ L2(Ω), on peut
trouver v ∈ L2(Γ0 × (0, T )) tel que la solution de (3.1) et (3.49) satisfait (3.3).

Démonstration. Soit T0 donné par (3.46) et T > T0. Puisque
Γ1 = {x|x ∈ Γ, H(x).ν(x) = 0} ,

en commençant par le lemme 3.2.5 et en suivant la démonstration du théorème 3.3.2, on
obtient l’inégalité suivante : ∫ T

0

∫
Γ
(φ2 + φ2

t )dσdt ≥ cTE(0), (3.68)

où cT > 0 est une constante. Dans ce cas , on a définit la norme de (ϕ0, ϕ1) par

‖ϕ0, ϕ1‖F =
∫ T

0

(
φ2dσdt

) 1
2 .

D’après (3.68), par argument similaire par celle de même Lions [11] donne∫ T

0
φ2dσdt ≥ c′TE(0).

Ceci complète notre preuve.

On considérons le problème de contrôlabilité exacte suivant :

utt +Au = 0 dans Ω× (0, T )
u(0) = u0 ut(0) = u1 dans Ω
u = 0 sur Γ1,
∂u

∂νA
= v sur Γ0

(3.69)

Théorème 3.3.4. Soit H un champ de vecteur sur la variété Riemannienne (Rn, g) tel
que la condition (3.44) est vérifier. Soit T0 donnée en (3.46). Alors pour tout T > T0,
u0 ∈ L2, u1 ∈ (H1

Γ1(Ω))′, on peut trouver v tel que la solution u du problème (3.69) satisfait
(3.3), où
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v = v0 + ∂v1

∂t
, v0, v1 ∈ L2(Γ0 × (0, T )).

Démonstration. Soit T0 donné dans (3.46) et T > T0. Soit φ résoudre le problème (3.42).
A partir du lemme 3.2.6 et en suivant la démonstration du théorème 3.3.3, on peut obtenir
cT > 0, satisfaisant ∫ T

0

∫
Γ0

(φ2 + φ2
t )dσdt ≥ cTE(0), (3.70)

on défini la norme de (ϕ0, ϕ1) pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ H1
Γ(Ω)×L2(Ω), et le membre de gauche

de (3.70) est fini. Sur les données initiales (ϕ0, ϕ1), nous définissons la norme par

‖(ϕ0, ϕ1‖F = (
∫ T

0

∫
Γ0

(
φ2 + φ2

t )dσdt
) 1

2 .

De (3.70), on a F ⊂ (ϕ0, ϕ1) ∈ H1
Γ(Ω)× L2(Ω), par dualité on trouve

Puis F ′ ⊂ (ϕ0, ϕ1) ∈ (H1
Γ(Ω))′ × L2(Ω).Ceci complète notre preuve, où nous prenons

v = φ+ φtt sur Γ0

3.4 Exemples
Exemple 3.1. Soit A = (aij) une matrice constante symétrique positive. Considérons

l’opérateur A sur Rn, donné par Au =
n∑

ij=1
aij

∂2u

∂xi∂xj
. La métrique riemannienne (Rn, g),

est défini par

g =
n∑
i,j

gijdxidxj et (gij) = (aij)−1 (3.71)

la courbure sectionnelle est nulle.
Par corollaire 3.3.2, a = 1. Soit x0 ∈ Rn . La fonction distance ρ satisfait

ρ2(x) = d2
g(x0, x) =

n∑
i,j=1

gij(xi − xi0), ∀x ∈ Rn. (3.72)

On obtient
∂h

∂xk
=

n∑
j=1

gik(xj − xj0) (3.73)

où h = 1
2ρ

2(x). Il découle de (3.73) et de la partie 2 du lemme 3.2.1 que

gradgh =
n∑
i=1

(
n∑
k=1

aik
∂h

∂xk

)
∂

∂xi
=

n∑
i=1

(xi − xi0) ∂

∂xi
(3.74)

Cela donne
sup
x∈Ω
|∇gh|g(x) = sup

x∈Ω
ρ(x) (3.75)

de sorte que le champ de vecteur H = gradgh satisfait la condition (3.44) avec
T0 = 2 sup

x∈Ω
ρ(x) pour tout Ω ⊂ Rn .
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Lemme 3.4.1. Soient a1, a2, . . . , an des nombres positifs et M est l’hypersurface de Rn+1

donné par

M =
{

(x1, x2, . . . , xn, xn+1)|xn+1 = 1
2

n∑
i=1

aix
2
i

}
(3.76)

muni de la métrique riemannienne induite dans Rn+1. Alors M possède de une courbure
sectionnelle partout positif.

Démonstration. Soit p = (x1, x2, · · · , xn, xn+1) ∈M , alors

Mp =
{
X|X =

n+1∑
i=1

αi
∂

∂xi
, αn+1 =

n∑
i=1

aixiαi

}
. (3.77)

Soit
Z =

n∑
i=1

aixi
∂

∂xi
− ∂

∂xn+1
(3.78)

Alors v(p) = Z

|Z|0
est un champ de vecteur normal unitaire on M . On note par D0 la

connexion du métrique plate habituelle de Rn+1 par D0.
Soit X, Y du champs de vecteurs sur M . La second de la forme fondamentale de M est
donnée par

S(X, Y ) = −[(D0
XY.ν].ν. (3.79)

Soit
Xi = ∂

∂xi
+ aixi

∂

∂xn+1
, i = 1, 2, . . . , n. (3.80)

Alors {X1, X2, . . . , Xn} est une base deH(M). Puisque D0
∂

∂xk

∂
∂xi

= 0 pour 1 ≤ k, i ≤ n+1,
on obtient de (3.80)

D0
Xi
Xj = Xi(ajxj)

∂

∂xn+1
= ∂

∂xi
(ajxj)

∂

∂xn+1
= ∆ijaj

∂

∂xn+1
, 1 ≤ i, j ≤ n. (3.81)

Il découle de (3.79) et (3.81) que

S(Xi, Xj) = ∆ijaj
|Z|0

νi, 1 ≤ i, j ≤ n. (3.82)

R(X, Y,X, Y ) = S(X,X).S(Y, Y )− |S(X, Y )|20

= 1
|Z|0

[(
n∑
i=1

aiα
2
i

)(
n∑
i=1

aiβ
2
i

)
−

n∑
i=1

aiαiβi

]
> 0. (3.83)

On note le tenseur de courbure de la métrique riemannienne de M par R.
Soit π ⊂ Mp un sous-espace bidimensionnel et X, Y une base de π, où X =

n∑
i=1

αiXi et

Y =
n∑
i=1

βiXi. À partir de (3.82) et de l’équation de Gauss
depuis X, Y sont linéairement indépendants. L’équation (3.83) complète la démons-

tration
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Exemple 3.2. Soit ai > 0 des constantes, avec i = 1, 2, . . . , n.
Considérez l’opérateur sur Rn défini par

Au =
n∑
i=1

∂

∂xi


1 +

n∑
j 6=i

a2
jx

2
j

1 +
n∑
k=1

a2
kx

2
k

∂u

∂xi

+
n∑
i 6=j

∂

∂xi

 aiajxixj

1 +
n∑
k=1

a2
kx

2
k

∂u

∂xj

.
On pose

A(x) = 1

1 +
n∑
k=1

a2
kx

2
k



1 +
n∑
i=2

a2
ix

2
i −a1a2x1x2 · · · −a1anx1xn

−a2anx1xn 1 +
∑
i 6=1

a2
ix

2
i · · · −a2anx2xn

· · · · · · · · · · · ·

−ana1xnx1 −ana2xnx2 · · · +1 +
n−1∑
i=1

a2
ix

2
i


(3.84)

Alors

G(x) = A−1(x) =


1 + a2

1x
2
1 a1a2x1x2 · · · a1anx1xn

a2anx1xn 1 + a2
2x

2
2 · · · a2anx2xn

· · · · · · · · · · · ·
ana1xnx1 ana2xnx2 · · · 1 + a2

nx
2
n

 (3.85)

Considérons la variété riemannienne (Rn, g), où la métrique riemannienne g est détermi-
née par

g =
n∑

i,j=1
(δij + aiajxixj)dxidxj. (3.86)

pour x = (x1, x2, · · · , xn) Alors
n∑

i,j=1
(δij + aiajxixj)ξiξj ≥ |ξ|20 ∀x, ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) ∈ Rn. (3.87)

On vérifie facilement à partir de (3.87) que (Rn, g) est une variété Riemannienne non
compact complète.
Soit M l’hypersurface de Rn+1 donnée par le lemme 3.4.1 avec la métrique riemannienne
induite dans Rn+1. On vérifie facilement à partir de (3.86) et (3.77) que la carte
Φ : M → Rn+1, défini par

Φ(p) = x ∀p = (x1, x2, · · · , xn+1) ∈M (3.88)

est une isométrie. D’après le lemme 3.2.1,(Rn, g) est de courbure sectionnelle partout
positive. Par le corollaire3.3.1, H = Dh vérifie la condition (3.44) pour tout Ω ⊂ Rn , où
h est un fonction strictement convexe sur (Rn, g).

Exemple 3.3. on pose A défini sur Rn par

Au = − ∂

∂x

(
1 + y6

1 + x2 + y6
∂u

∂x

)
− ∂

∂x

(
xy3

1 + x2 + y6
∂u

∂y

)

− ∂

∂y

(
xy3

1 + x2 + y6
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
1 + x2

1 + x2 + y6
∂u

∂y

)
(3.89)
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Soit

A(x, y) =


1 + y6

1 + x2 + y6
xy3

1 + x2 + y6

xy3

1 + x2 + y6
1 + x2

1 + x2 + y6

 (3.90)

Alors
G(x, y) = (gij) = A−1(x, y) =

(
1 + x2 −xy3

−xy3 1 + y6

)
(3.91)

Considérons la variété riemannienne (R2, g), où la métrique riemannienne g est définie
dans le système de coordonnées usuelle (x, y) par

g = (1 + x2)dxdx− xy3dxdy − xy3dydx+ (1 + y6)dydy. (3.92)

Soit la surface M de R3 donnée par

M =
{

(x, y, z)|z = 1
2x

2 − 1
4y

4
}
.

avec la métrique riemannienne induite dans R3. Alors l’application Φ(x, y, z) = (x, y),
pour toute (x, y, z) ∈M , détermine une isométrie de M à (R2, g). La courbure de Gauss
de (Rn, g) en (x, y) ∈ R2 est donnée par

k(x, y) = 3y2

(1 + x2 + y6)2 ≤ 0 ∀(x, y) ∈ R2 Soit (x0, y0) ∈ R2.

Par le corollaire 3.3.3, le champ vectoriel H = ρDρ satisfait la condition (3.44) pour tout
Ω ⊂ R2 avec a = 1, où ρ est la fonction de distance de (x0, y0) à (x, y) pour la métrique
g.

Remarque 3.4.1. Ce n’est pas une tâche facile de calculer la courbure de sectionnelle
d’une variété riemannienne en général. Pour plus de commodité, nous donnons un lemme.

Lemme 3.4.2. Soit R2 la métrique g = g1dxdx + g2dydy, où g1 > 0, g2 > 0 sont des
fonctions C∞ sur R2. Alors la courbure gaussienne est

k = 1
4g2

1g
2
2
[g2
∂g1

∂x

∂g2

∂x
+ g1

∂g1

∂y

∂g2

∂y

+g1

(
∂g2

∂x

)2

+ g2

(
∂g1

∂y

)2

− 2g1g2

(
∂2g1

∂y2 + ∂2g2

∂x2

)
]. (3.93)

Démonstration. Soit X = 1
√
g1

∂

∂x
, Y = 1

√
g2

∂

∂y
. Alors X, Y est une base orthonormée

sur (R2, g). Nous avons donc

k = 〈RXYX, Y 〉 = 1
g1g2

〈
R ∂

∂x
∂

∂y

∂

∂x
,
∂

∂y

〉
, (3.94)

où RXYX = −DXDYX +DYDXX +D[X,Y ]X et R est le tenseur de courbure. Laisser Γkij
les coefficients de connexion D. Alors
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Γ1
12 = 1

2g1

∂g1

∂y
,Γ2

11 −
1

2g2

∂g1

∂y
,Γ2

12 = 1
2g2

∂g2

∂x
, à partir des propriétés de connexion, nous

avons

D ∂
∂x
D ∂

∂y

∂

∂x
= D ∂

∂x
(Γ1

12
∂

∂x
+ Γ2

12
∂

∂y
) (3.95)

= (· · · ) ∂
∂x

Γ1
12D ∂

∂x

∂

∂x
+ ∂Γ2

12
∂x

∂

∂y
+ Γ2

12D ∂
∂x

∂

∂y

= (· · · ) ∂
∂x

+ (Γ1
12Γ2

11
∂Γ2

12
∂x

+ Γ2
12Γ2

12)d ∂
∂y
. (3.96)

Ainsi 〈
D ∂

∂x
D ∂

∂y

∂

∂x
,
∂

∂y

〉
g

=
(

Γ1
12Γ2

11
∂Γ2

12
∂x

+ Γ2
12Γ2

12

)
g2

= 1
2
∂2g2

∂x2 −
1

4g1

(
∂g1

∂y

)2

− 1
4g2

(
∂g2

∂x

)2

, (3.97)

depuis
〈
∂
∂x
, ∂
∂y

〉
g

= 0.On calcul même à (3.97) donné〈
D ∂

∂x
D ∂

∂y

∂

∂x
,
∂

∂y

〉
g

= −1
2
∂2g1

∂y2 + 1
4g1

∂g1

∂x

∂g2

∂x
+ 1

4g2

∂g1

∂y

∂g2

∂y
. (3.98)

Les équations (3.97) et (3.98), ainsi que (3.94), donnent (3.93).

Exemple 3.4. Soit A l’opérateur

Au = − ∂

∂x

(
ex

3+y3 ∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
ex

3+y3 ∂u

∂y

)
. (3.99)

Alors la variété riemannienne (R2, g) est avec une métrique

g = e−x
3−y3(dx2 + dy2). (3.100)

D’après le lemme 3.4.2, nous avons

k(x, y) = 3(x+ y)ex3+y3
, (x, y) ∈ R2 (3.101)

Par (3.101), on obtient sup
(x,y)∈R2

k(x, y) =∞. Prendre

H = −e−x ∂
∂x
− e−y ∂

∂y
, (3.102)

et on obtient par calcul

〈DXH,X〉g =
2∑

i,j=1
hijXiXj ∀X = X1

∂

∂x
+X2

∂

∂y
, (3.103)

où

(hij) =

he
−x + 3

2 (x2he−x + y2he−y) 3
2(x2e−y − y2e−x)h

3
2 (x2e−y − y2e−x)h he−y + 3

2 (x2he−x + y2he−y)

 (3.104)

h = e−x
3−y3.
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Il découle de (3.104) et (3.103) que

〈DXH,X〉g =
[
he−x + 3

2(x2e−x − y2e−y)
]
X2

1 +
[
he−y + 3

2(x2e−x − y2e−y)
]
X2

2

≥ ah(X2
1 +X2

2 ) = a|X|2g, X = X1
∂

∂x
+X2

∂

∂y
∈ R2

(x,y), (x, y) ∈ Ω̄,

où a = min
x∈Ω̄

{
e−x + 3

2 (x2e−x + y2e−y) , e−y + 3
2(x2e−x + y2e−y)

}
. Alors le champ de vec-

teur H, donné par (3.102), satisfait à la condition (3.44) pour tout Ω ⊂ R2. De plus, H
n’est le Hessien d’aucune fonction sur R2 en métrique Riemannienne g puisque la matrice
(hij), donnée par (3.103), n’est pas symétrique.

3.5 Conditions nécessaire de contrôlabilité exacte et
contre-exemples

Étant donné l’opérateur différentiel partiel linéaire P par

Pu = ∂2u

∂t2
+Au.

On pose fα = eiα(x.ζ+tτ) et

p(x, t, ζ, τ) = lim
α→∞

[f̄αP (fα)](x, t) =
n∑

ij=1
aij(x)ζiζj − τ 2 (3.105)

La fonction p est le symbole principal de P.
Soit (x0, t0, ζ0) ∈ Rn × R × Rn/0, (x(s), t(s), ζ(s), τ(s)) est une bicaractéristique nulle
courbe passant par (x0, t0, ζ0) si elle satisfait le système (hamiltonien) de équations diffé-
rentiel ordinaire

x′ = 1
2
∂p

∂ζ
, t′ = 1

2
∂p

∂τ
, ζ ′ = −1

2
∂p

∂x
et τ ′ = −1

2
∂p

∂t
(3.106)

avec (x(0), t(0), ζ(0)) = (x0, t0, ζ0) et τ(0) choisis tels que p(x0, t0, ζ0, τ(0)) = 0.
La projection d’une courbe bicaractéristique s’appelle un rayon.

Lemme 3.5.1. Soit x(t) une géodésique sur variété riemannienne (Rn, g) avec x(0) = x0
paramétré par la longueur de l’arc. Puis

(x(t),±t, ζ(t),±1)

sont des courbes bicaractéristiques passant par (x0, 0, ζ0), où

ζ(t) =
n∑
i=1

 n∑
j=1

gij(x(t))x′j(t)
 ∂

∂xi
, ζ0 = ζ(0). (3.107)

Démonstration. Il suffit de vérifier (3.106), à partir de (3.107), on obtient

x′i(t) =
n∑
j=1

aij(x(t))ζj(t) (3.108)
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3.5. CONDITIONS NÉCESSAIRE DE CONTRÔLABILITÉ EXACTE ET CONTRE-EXEMPLES

Il découle de (3.105) et (3.108) que

x′(t) = 1
2
∂p

ζ

De plus, nous obtenons
n∑
l=1

∂glp
∂xi

alk = −
n∑
l=1

glp
∂alk
∂xi

puisque
n∑
l=1

glpalk = δpk. Puisque x(t) est une géodésique, nous avons

x′′i +
n∑

lp=1
Γilpx′lx′p = 0

Où Γilp sont les coefficients de la connexion Levi -Civita, donnés par

Γilp = 1
2

n∑
h=1

aih(
∂ghl
∂xp

+ ∂ghp
∂xl
− ∂glp
∂xh

).

Il découle des equations précédant que

ζ ′i(t) =
 n∑
j=1

gij(x(t))x′j(t)
′

=
n∑

kj=1

∂gij
∂xk

x′kx
′
j +

n∑
j=1

gij(x(l))x′′j (l)

=
n∑

kj=1

∂gij
∂xk

x′kx
′
j −

∑
jlp

gijΓjlpx′lx′p

= 1
2
∑
lp

∂glp
∂xi

x′lx
′
p

= 1
2
∑
lpkj

glp
∂alk
∂xi

apjζkζj = −1
2
∑
kj

∂ajk
∂xi

ζkζj = −1
2
∂p

∂xi
,

où ζ ′(t) = −1
2
∂p

∂x
. De plus, donnent également

p(x(t),±t, ζ(t),±1) =
∑
ijkl

aijgikgjlx
′
kx
′
l − 1 =

∑
kl

gklx
′
kx
′
l − 1 = 0

puisque x (t) est paramétré par la longueur de l’arc. Ceci complète notre preuve.

Théorème 3.5.1. S’il existe une géodésique fermée contenue dans Ω, alors le système
dans (3.1,3.2) n’a pas de contrôlabilité exacte où Γ0 = Γ, c’est-à-dire pour tout T > 0.

FT,Γ 6= H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Exemple 3.5. Considérez l’opérateur

Au = − ∂

∂x

(
(1 + x2 + y2)2∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
(1 + x2 + y2)2∂u

∂y

)
.
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3.5. CONDITIONS NÉCESSAIRE DE CONTRÔLABILITÉ EXACTE ET CONTRE-EXEMPLES

La métrique riemannienne g sur R2 est

g = dxdx+ dydy

(1 + x2 + y2)2

Soit B1 = {(x, y)|x2 + y2 < 1} , S = {(x, y)|x2 + y2 = 1}. Nous avons les conclusions
suivantes :

(1) Si Ω̄ ⊂ B1 ou Ω̄ ⊂ R2 −B1 ∪ S alors le théorème 3.3.1 est vrai.
(2) Si S ⊂ Ω, alors le système en (3.1)-(3.2) n’a pas de contrôlabilité exacte, pour

tout T > 0,FT,Γ 6= H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Démonstration. D’après du lemme3.4.2, nous obtenons k(x, y) = 4 pour tout (x, y) ∈ R2.
(R2, g) est alors une forme d’espace de courbure constante 4. Soit M la sphère de rayon
1
2 et de centre (0, 0, 1

2) dans R3, donné par

M =
{

(x1, x2, x3)|x2
1 + x2

2 + x2
3 = x3

}
avec la métrique riemannienne induite dans R3. Alors (R2 ∪ ∞, g) est isométrique à M
avec isométrie φ : M → (R2 ∪∞, g) défini par

Φ(x1, x2, x3) =
(

x1

1− x3
,

x2

1− x3

)
, ∀(x1, x2, x3) ∈M. (3.109)

On vérifie facilement que sup
(x,y)∈R2

dg(0, (x, y)) = π

2 , sup
x2+y2=1

dg(0, (x, y)) = π

4 .Cela montre

que nous pouvons obtenir une boule géodésique B((x0, y0), γ) dans (R2 ∪∞, g) telle cette
Ω̄ ⊂ B((x0, y0), γ) et γ < π

4 lorsque Ω̄ ⊂ B1 où Ω̄ ⊂ R2 − B1 ∪ S . La partie 1 découle
alors du corollaire 3.3.2.
Afin de prouver la partie 2, il suffira du théorème 3.5.1 de prouver que l’unité le cercle S
est une géodésique fermée sur (R2, g).
C =

{
(x1, x2,

1
2)|x2

1 + x2
2 = 1

4

}
est une géodésique fermée sur la sphère M . De plus, elle

est vérifié facilement ça S = Φ(C) où Φ est donné par (3.109). Cela donne notre résultat
souhaité puisque Φ est une isométrie de M à (R2, g).
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Conclusion

Dans ce mémoire , nous avons considéré une equation d’onde avec coefficients variables
avec des conditions aux limites mixtes. On a étudier la contrôlabilté exacte en utilisons le
méthode de Lions et la méthode de géométrie Riemannienne. Ensuite, un certain nombre
d’exemples et un contre-exemple sont donnés pour vérifier l’inégalité d’observabilité.
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