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RESUME

Dans ce travail nous présentons une étude concernant les propriétés
spectrales des semi-groupes uniformément continus d'opérateurs linéaires
bornés dans une algebre de Banach.

Mots-clés: Algebre de Banach, semi-groupes, propriétés spectrales, semi-
groupes uniformément continus.

In this work we present a study concerning the spectral proprieties of
the uniform continuous semi-groups of linear bounded operators on a Banach
algebra.

Keywords and phrases: Banach algebras, semi-groups, spectrales propriétés,
uniforme continuous semi-groups.
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Introduction

Ce travail est basé essentiellement sur I’étude d’une part des semi-groupes
dans les algebres de Banach, en particulier des semi-groupes analytiques,
d’autre part les propriétés spectrales des semi-groupes uniformément conti-
nus.

Notre travail a été effectué selon le plan suivant:

Le premier chapitre est une présentation de la théorie générale, et les
notions qui seront utilisées dans ce mémoire de Master 2.
Le deuxieme chapitre présente la théorie des algebre de Banach commutative,
plus particulierement les propriétés fondamentales du spectre, le théoreme de
Guelfand-Mazur, les morphismes d’algebres, et les idéaux.
Le troisieme chapitre présente d'une part
1) La théorie des semi-groupes dans une algebre de Banach o on expose
le théoreme de Sinclair qui assurer I'existence d’un semi-groupe
analytique dans une algebre de Banach commutative a unité approchée
bornée.
2) d’autre part la théorie des semi-groupes d’opérateurs bornés en particu-
lier les semi-groupes uniformément continus, on expose qu’un opérateur
A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu
si et seulement si A est un opérateur linéaire borné. De plus on a les
résultats suivants:

Lemme(3.2.1):

Soit A € L(E), alors (e?)s¢ est un semi-groupe uniformément continu
d’éléments de L(E) dont le générateur infinitésimal est A.

Lemme(3.2.2):

Soit A un opérateur borné A € L(E), il existe un unique semi-groupe
uniformément continu (7°(t)):>o tel que

T(t) = ™, vt > 0.



Théoréeme(3.2.1):
Un opérateur A : E — FE est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu si et seulement si A € L(F).

Enfin nous exposons les propriétés spectrales des semi-groupes uniformément
continus,
Théoréme(3.3.1):
Soit (T'(t))s>0 un semi-groupe uniformément continu et A son générateur
infinitésimal, si A € C tel que Re\ > ||A||, alors 'application

R)\IE — K
+00
r — R,\a::/ e MT(t)xdt.
0

définit un opérateur linéaire borné, A € p(A) et
Ryx = (Md — A)~ 'z pour tout = € E.

Théoréme(3.3.2) (Riez-Dunford):
Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu
(T'(t))e>0, si I'4 est un conteur de Jordan A-spectral, alors on a

T(t) = i / M R(NA)dN vt > 0.
27 Jr,
Théoréme(3.3.3):
Soit A générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu
(T(t))tzo. Alors
e = o (T (1)) vt > 0.



Chapitre 1

Théorie générale

1.1 Espaces vectoriel normés

Soit F un espace vectoriel sur le corps K = R ou C.

Définition 1.1.1 Une application qui associe a chaque vecteur x € E
le réel ||z|| est une norme sur E si et seulement si elle vérifie pour tout
x,y € B et A\ € K les axiomes suivants:

1. ||z|| > 0et|z]| =0z =0;
2 1Azl = Al ]l
3 Mo+ yll < [zl + [lyll-

On dit alors que (E,||.||) ou tout simplement E est un espace vectoriel normé
et sera noté: “e.v.n”.

Définition 1.1.2 FEtant donné l’espace normé (E,||.||), on définit
une distance d sur E par:

V$,y c Ea d(l’,y) = H$ - yH

Exemple:

De nombreux espaces fonctionnels sont des espaces normés. Par exemple:
1. Si x = (21,22,...,x,) € E = R™ (ou C™),on définit les trois normes
usuelles sur E:

a) ||5L'||<>o = SUPj<i<m |i];
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b) [llly = 220 |il;
) ||lzlly = /> ey |z:i]? (La norme euclidienne sur R™).

2. Pensemble C([a,b]) des fonctions continues sur [a,b], sur lequel on peut
définir de nombreuses normes, la plus classique étant la norme dite de
la convergence uniforme définie par:

[flloe = sup [f(2)]

z€la,b]

1.2 Espaces vectoriel complet

Définition 1.2.1 Un espace métrique E est complet si toute suite de
Cauchy de E est converge dans E.

Définition 1.2.2 Un espace vectoriel normé complet est dit espace de Ba-
nach.

Remarque

Si F' est un sous espace vectoriel fermé d'un espace de Banach F il est
lui aussi complet pour la norme induite par celle de E, donc F' est un espace
de Banach.

Exemple:
L. (C([a,b]),]|-||.,) est un espace de Banach;

2. (LP(R),[[.][,,) est un espace de Banach 1 < p < +o0.

1.2.1 Espace de Hilbert

Définition 1.2.3 Un produit scalaire sur le R-espace vectoriel E est défini
par une forme @ : E X E — R définie positive,bilinéaire et symétrique.

On note: (z,y) = (z,y).
- bilinéarité:

(21 + 22,y) = (21,Y) + (T2,9), (T.01 +y2) = (2,01) + (2,92).

(Azy) = XMa,y), et (x,py) = plzy), ApeR.

- symétrie: (z,y) = (y,x).
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- définie-positivité: (z,x) >0 et ((z,x) =0 x = 0g).

Si E est un C-espace vectoriel les propriétés de linéarité et de symétrie sont
remplacées par la sesquilinéarité et [’hermicité:
- sesquilinéarité:
SiAp € C:(Aryy) = Mz.y) et (z,uy) = [(z,y).
- hermiticité: (z,y) = (y,x).

- définie-positivité: Comme précédemment.

Définition 1.2.4 On appelle espace préhilbertien E tout espace vectoriel
muni d’une norme associée & un produit scalaire (.,.). On notera (E(.,.))
l’espace préhilbertien.

Sa norme || . || ( dite norme hilbertienne) est définie par:

Pour tout x appartenant a E, ||z| = v/{z,x).

Définition 1.2.5 Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un espace préhilbertien alors:

Vry € El{zy)| <[zl vy

Théoréme 1.2.2 (Identité du parallélogramme)
Soit E un espace préhilbertien alors:

1
Vey € B |z P+ llylP= Uz +y P+ 2=y [°).

Théoreme 1.2.3 :
Pour qu’un espace normé E soit un espace préhilbertien il faut et il suffit que
sa norme vérifier I'identité du parallélogramme.

Définition 1.2.6 Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la
norme est induite par un produit scalaire.
Quelque espaces de Hilbert classiques:

i) L’espace euclidien F,, = R" muni du produit scalaire:
() =0 wiy; ot & = (T1,%9,0.,Tn) €t Y = (Y1,Y2,-1Yn)-
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ii) L’espace des séries réelles(resp.complexes)de carré sommable,
noté 1*(R) (resp.l*(C)), et muni de produit scalaire: (u,v) = > Uny
(resp.) ey UnUn) OU U = (Up)p €t U = (Vp)n.

iii) L’espace des fonctions de carré intégrable noté L(R) (resp L*(C))
muni du produit scalaire (f,g) = [, f(t).g(t)dt (vesp. [ f(t)g(t)dt).

1.3 Les opérateurs

Définition 1.3.1 Soient E,F deux espaces vectoriels sur un corps K
On appelle opérateur toute application A définie de E& dans F par:

A:DA)CE — F
x — Alx)=y

L’ensemble D(A) est de tous les x € E pour les quels lopérateur A est
définie, s’appelle domaine de définition de l'opérateur A.

Définition 1.3.2 On dit que l'opérateur A est linéaire si on a pour tous
xr1,x9 € E et tous \,u € K;

A(M\xy + pag) = Nz + pAxs.
Définition 1.3.3 On désigne par R(A) l'image de 'opéateur A;
R(A)=ImA={yeF, Jv € D(A) : y = Az}.
On appelle noyau de A |le sous-espace de E, noté ker A définie par:

ker A={z € D(A): A(x) =0p}.

Remarques

1. Si E = F' il s’agit d'un opérateur linéaire A dans I'espace F.

2. Dans le cas particulier si /' = K on retrouve les fonctionnelles linéaires.

Définition 1.3.4 L’opérateur A est dit inversible si Vy € R(A), A(x) =y
admet une et une seule solution, ou encore A est bijectif.
On note Uinverse d’un opérateur A par A~'.

Théoréme 1.3.1 L’opérateur A~' : F — E inverse d’un opérateur linéaire
A: E — F est aussi linéaire.
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Preuve

Soient yp,y2 € R(A). il suffit de vérifier qu'on a 1'égalité
AN oy + Byz) = aA ™y + BAT .
Soit Axy = y; et Azs = y9. En vertu de la linéarité de A, on a
Alazy + fa2) = ayr + Bys. (*)
D’apres la définition de l'opérateur inverse, on peut écrire:
Ay =y, Ay = 0.

En multipliant ces deux égalités respectivement par a et f et en
les additionnant membre a membre, on obtient

aA Yy + BA s = axy + By

D’autre part, de I’égalité () et de la définition de 'opérateur inverse il résulte
que
axy + By = A7 oy + Bys)

En comparant cette égalité avec la précédente, on obtient:
A ay + Bya) = @A™y + BAT .
O

Proposition 1.3.1 Un opérateur linéaire A admet un inverse si Ax = 0
n‘admet que la solution nul (x = 0).

Exemple

1. Soit E un espace vectoriel et soit Id un opérateur linéaire tel que
Idx = x pour tous z € F.
Cet opérateur est appelé opérateur identique.
2. Soient E,F deux espaces vectoriels et soit A un opérateur linéaire
défini par:
Ax = Op pour tous =z € E.

Alors A s’appelle opérateur nul.

Définition 1.3.5 (Opérateur continu)
On dit que Uopérateur A est continu s’il continu en tout point x € D(A)
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Définition 1.3.6 (Opérateur borné)
Un opérateur linéaire A de E dans F est dit borné s’il est définie partout
dans E et transforme tout ensemble borné de E en ensemble borné de F.

Définition 1.3.7 Un opérateur linéaire A de E dans F est dit borné s’il
existe une constante ¢ > 0 tel que ||Az||p < c||z||g pour tout x € E.

A est borné = 3¢ >0, Ve € E: ||Az|r < c|lz||g.

Le plus petit des nombres ¢ vérifiant cette inéqgalité s appelle norme de l'opérateur
A et se note || A|.

|A|| =inf{c >0, Ve € E: ||Az|r < c|z|g}.

Pour tout opérateur borné on a:

Ax
|Al| = sup ||Az||r = sup u
) <1 w0 ||7|E

On note par L(E,F) l'ensemble de tous les opérateurs linéaire bornés, si
E = F alors L(E,F) est noté par L(E).

Théoreme 1.3.2 Soient E et F des espaces normés. soit A un opérateur
linéaire de E& dans F' alors:

A est continu sur E < A est borné.

Théoréme 1.3.3 de Banach-Steinhaus(ou de la borne uniforme):
Soit E un espace de Banach et F' un espace normé, soit {A; yie; une famille
d’opérateurs linéaires et continus de E dans F. On suppose que

sup || A;z||r < +o0, pour chaque x € E.

Alors
sup || A;]| < +oo.
iel
Corollaire 1.3.1 Soient E et F deux espaces de Banach. Soit {A,} une
suite d’opérateurs linéaires et continus de E dans F tels que pour chaque
x € E, A,z converge quand n tend vers +00 vers une limite notée Ax, alors
i
)

sup ||An|| < 4o0.
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i)
Ae L(EF).

i)
A < lim inf|[A,|.
n—-4o0o
Preuve:

d’apres le théoréme de Banach-Steinhaus il résulte (i), donc il existe une
constante c telle que

|Anz]| < cllz]| V€ E, Vn € N.

A la limite on obtient
|Az|| < c||z|| Vz € E.

et puisque A est linéaire d’ou (4i). D’autre part on a
[Anz]| < || Anll]lz]] V2 € E.
D’ou en déduit (i1).
0

Définition 1.3.8 Soient E.F deux espaces normés, et soit A une application
linéaire de E dans F, on dit que A est ouverte s’il existe &6 > 0 tel que

Br(0,8) € A(Bg(0,1)).

Théoréme 1.3.4 (de Uapplication ouverte)
Soient E et F' deux espaces de Banach. Si A est un opérateur linéaire continu
et surjective, alors A est une application ouverte.

Corollaire 1.3.2 Soient E et F' deux espaces de Banach, et soit A un opérateur
linéaire continu et bijectif de E sur F'. Alors A=! est continu de F' dans E.
Preuve

D’apres le théoreme de I’application ouverte il existe ¢ > 0 tel que
A(BE(O,l)) D) BF(O,C)

D’ou, pour tout x € E tel que ||Az|| < ¢, alors ||z|| < 1;
donc
2]l = 1= [|Az]| = c.
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€T X
Soitx € Fetx#0,ona — € Eet || 1;
]| ]
x
Alors ||7—7|| > ¢. Par suite
[z
1
=] < —[|Az|.
c

Donc A~! est continu.

O

Définition 1.3.9 Soient EF deuz espaces de Banach, Le graphe G(A) de
lopérateur A est le sous-ensemble de E X F' défini par:

G(A)={(z,y) € EX Fy = Az }.
La linéarité de A implique que G(A) est un sous-espace vectoriel de E x F.

Définition 1.3.10 Soient E,F deux espaces de Banach, soit A un opérateur
linéaire de E dans F'. On dit que A est fermé si son graphe est un sous-espace
fermé de E x F.

Corollaire 1.3.3 Si A~ ! existe on a:

A est fermé < A7 est fermé (car: G(A) = G(A™)).

Théoréme 1.3.5 (théoréme du graphe fermé) Supposons que:
1. F et ' deux espaces de Banach;
2. A: E — F est linéaire;
3. G(A) est fermé dans E x F;

Alors A € L(E,F).

Théoréme 1.3.6 (Hahn-Banach)

Sotent E un espace vectoriel normé, F un sous-espace vectoriel de E et

[ F— C une application linéaire continue, alors il existe une application
linéaire continue

f+E— C;

telle que . .
A= 1AL f/E = f.
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Applications du théoreme de Hahn-Banach

Corollaire 1.3.4 Soient E un espace vectoriel normé et xo un élément non
nul de E, alors il existe une application f : E — C telle que

IFl =1 et f(zo) = l|zoll.

Corollaire 1.3.5 Soient E un espace vectoriel normé et E' le dual topolo-
gique de E, si pour tout f de E',on a f(x) =0, alors x = 0.

Définition 1.3.11 Soient A et B deux opérateurs linéaires de [’espace vec-
toriel E dans l’espace vectoriel F'. On appelle somme A+ B de ces opérateurs
lopérateur S qui a un élément x € E fait correspondre [’élement

y=Ax+ Bz € F.

L'opérateur S = A + B est un opérateur linéaire continu si A et B sont
continus.
Remarque

Si E et F sont des espaces normés et les opérateurs A et B sont borné,
lopérateur S = A + B est aussi borné et

A+ Bl < [|A]l +[1B]-
En effet, Pour tout = on a:
[(A+ B)z||r = ||[Az + Bz|lr < [[Az||r + [|[Bz||r < ([[All + [|B]))||z|&-

Définition 1.3.12 Soient A et B deux opérateurs linéaires, A de E dans
F et B de F dans G. On appelle produit AB de ces opérateurs l’opérateur
linéaire P qui a un élément x € E fait correspondre ’élement:

Px = (AB)x = A(Bx).

On dit que lopérateur P est continu si A et B sont continus.

Remarque

Si A et B sont des opérateurs borné dans des espaces normé, alors ’opérateur
P = AB est aussi borné et

[AB]| < [lA]l - |[B]-
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En effet, Pour tout x on a:
[A(Bz)||c < [|Alle - | Bzlle < |Alle - | Bllr - 2] e

Définition 1.3.13 On appelle produit kA d’un opérateur A par un scalaire
k lUopérateur qu’a un élément x [’élément kAx.

Remarque

L’ensemble L(E.,F') de tous les opérateurs linéaires bornés constitue un
espace vectoriel.
Si E et F sont des espaces normés, alors L(E,F") est aussi un espace normé.

1.3.1 opérateur adjoint, auto-adjoint

Définition 1.3.14 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et A € L(E,F).

Alors il existe un et un seul opérateur linéaire borné A* € L(F,E) vérifiant
pour tout x € Eyy € F:

(Azy)r = (z,A7y)p.
L’opérateur A* est appelé adjoint de A.

Propriétés fondamentales de A*:
Soit H un espace de Hilbert, pour tout A,B de L(F) on a les propriétés
suivantes:

1. A* est linéaire.

2. (A+ B)*= A"+ B*.
3. (AA)* = \A*.

4. (Ao B)* = A* o B*.
5. I* =1.

6. (A)~t= (A"~

7. (AY)* = A.

8. [l A*]| = [|All

Définition 1.3.15 Si A est un opérateur d’un espace de Hilbert H, alors:

1. A est dit normal si:

AA" = AT A.
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2. A est dit auto-adjoint ou hermitien si:
AT = A
3. A est dit positif si:
(Az,x) >0, Ve H.
4. A est unitaire si
AA*=A"A=1.
1.3.2 Spectre d’un opérateur

Proposition 1.3.2 Soit E un espace de Banach et A € L(E) avec
|A|| < 1. Alors (I — A) est inversible et on a la formule suivante (dite série
de Neumann):

(I— A" = im.

Définition 1.3.16 Soit E' un espace normé, et A € L(E). Un nombre com-
plexe \ est dit valeur propre de A s’il existe x € E non nul, tel que Az = \x,
autrement dit si A — X\l d n’est pas injectif.

Cette solution est un vecteur propre associé a la valeur propre X. L’ensemble
des vecteurs propres constitue un SOus-espaces propre.

On dit que \ est une valeur spectral de A si A — Nld n’est pas inversible
(ou, de fagon équivalente, pas bijectif).

L’ensemble des valeurs spectrales de A est noté o(A) et est appelé le spectre
de A. L’ensemble des valeurs propres est noté o,(A) et est appelé le spectre
ponctuel de A. Les autres valeurs sont dites valeurs régquliers de A.

Remarque

,(A) Co(A), et il y a égalité si E est de dimension finie.
En dimension infinie, ce n’est plus vrai car A peut étre injectif sans étre
surjectif.

Exemples

1. L'opérateur Id € L(FE) admet une seule valeur propre A = 1.
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2. Soit F =[*(R) et A un opérateur défini par:
A(z) = (0,x1,x9,....Ty,...) avec T = (T1,T9,....Ty,...)

Alors 0(A) = {0} et g,(A) = 0.

1.3.3 Opérateur compact

Définition 1.3.17 Soient E F deux espaces de Banach et A : E — F un
opérateur. On dit que A est compact ou complétement continu, si l’image de
chaque borné @ de E est précompact (relativement compact) dans F c.da.d
A(Q) compact dans F.

Remarques

1. Dans un espace de dimension finie tout opérateur linéaire est compact.

2. Dans un espace de dimension infinie la compacité d’un opérateur est
une condition beaucoup plus forte que la condition d’étre simplement
continu. par exemple dans un espace de Hilbert I'opérateur identique
I est continu mais n’est pas compact, car il transforme la boule unité
en elle-méme, i.e.en un ensemble qui n’est pas précompact.

Opérations sur les opérateurs compacts

i. La somme A; + Ay de deux opérateurs compacts A; et Ay et un
opérateur compact.

En effet,
solent @) € E un ensemble borné et {x,, } une suite de points de Q). L’opérateur
Ay étant compact, on peut extraire de la suite de {z,, } une sous-suite { z/, }
de fagon que {A;x] } soit une suite de Cauchy, puis on peut extraire une
sous-suite encore {x! } de fagon que {Asx! } soit une suite de Cauchy, alors
{(A; + As)z!! } est une suite de Cauchy.

1. Le produit d’un opérateur compact par n’importe quel opérateur borné

B est un opérateur compact.

En effet,
soit Q € E un ensemble borné; alors B() est borné également, donc ABQ
est précompact; ainsi, I'opérateur AB est compact.
D’autre part, 'opérateur B transforme toute suite de Cauchy en une suite
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de Cauchy et, par conséquent, ’ensemble précompact A(Q en un ensemble
précompact; 'opérateur BA est donc compact lui aussi.
i13. En particulier, si I'opérateur compact A est inversible I'espace E est de
dimension finie.
En effet,
lopérateur I = AA~! est compact d’apres 4 et 'on peut appliquer la
remarque (b).

Proposition 1.3.3 Si E,F sont des espaces de Banach, [’ensemble des opérateurs
compacts L.(E,F) est un sous-espace vectoriel fermé.

Définition 1.3.18 Un opérateur linéaire A est dit de rang fini si ImA est
de dimension finie: dim A(F) < oc.

Théoréme 1.3.7 Tout opérateur de rang fini de L(E,F) est compact.

Preuve

Soit B un borné de F, A est continu car A € L(E,F"), alors AB est borné,
I'image A(FE) est un sous-espace vectoriel de F' de dimension finie, et A(F)
est borné et fermé du sous-espace vectoriel A(E) de dimension finie, donc il
est compact.

O
Proposition 1.3.4 L’adjoint de tout opérateur compact est compact.

Proposition 1.3.5 Soit A un opérateur d’un espace de Hilbert H. Alors
1. A est auto-adjoint ssi (Az,x) est réel pour tout x € H.
2. AA* est un opérateur positif.
3. Les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint A dans H sont réelles.
4. Les vecteurs propres d’un opérateur auto-adjoint A dans H associés a

des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
5. St A est unitaire et A € o(A), alors |\| = 1.
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1.3.4 Convergences dans L(E F)

soient (F,|.|[g) et (F}||.]|r)deux espaces normés et L(E,F) 'espace des
opérateur linéaire continues de E dans F'.

Définition 1.3.19 Soient la suite (A,), C L(E,F) et A € L(E,F)
a) La suite (Ay,)n converge en norme, ou uniformément vers A si:

lim ||A, — Al =0.
n—-+0o
Et nous écrivons A, ”—H> A.

b) La suite (A,), converge simplement vers A si:

lim A,x = Az, Vr € E.

n—+00
Et nous écrivons A, LA
c) La suite (A,), converge faiblement vers A si:
f(Ax) — f(Ax), pour tout f € F' et pour tout v € E.

L W
Et nous écrivons A, — A.

Proposition 1.3.6 On a

1A, 4 — 4 A
2. A, s A— A, M A

Proposition 1.3.7 On a

(A, LN A)e (Ayx — Ax) uniformément sur l’ensemble {x : ||z|]|p < 1}C E.



Chapitre 2

Algebres de Banach

2.1 Quelques définitions et résultats utiles

Définition 2.1.1 Soit E un espace vectoriel, muni d’une loi de
multiplication

ExE — E
(zy) — ay.

On dit que E est une algébre si les conditions suivantes sont vérifier:
i) x(yz) = (xy)z, Vry,z € E;
i) (r+y)z =2y +xz, Vryz€ E;
iit) x(y+z2) = xy +xz, Vryze E;
) a(ry) = (ax)y = z(ay), Vr,y e E, Vaek.

- En général, la multiplication peut ne pas étre commutative.
Sixy =yx, Vr,y € E alors I'algebre E est commutative.

- On dira que 'algebre E est unitaire s’il existe un élément e € F
s’appelle unité de 'algebre E tel que

re=er=ux, Vrek.

De plus, un élément x € E est dit inversible s’il admet un inverse
dans F, c’est-a-dire sl existe un élément z=! € F satisfait a:

Notons que si z € E admet un inverse, il est unique.
En effet, si yr = e = xz, alors

y=ye=y(rz) = (yx)z = ez = 2.
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Définition 2.1.2 On appelle algebre normée E tout espace vectoriel normé
satisfaisant les axiomes:

1. E est unitaire.

2. |le]| = 1.

5. VryeE |yl < [lz]llyll-

Remarque

Si E admet un élément unité e, alors e est unique.
En effet, Soit e,¢’ deux éléments unités, alors

e =ee =ée=ce.

Remarque
L'inégalité ||zy|| < ||z|||y]| Vz,y € E montre que l'application

H - ExE — E
(zy) — xy

est continue pour les deux variables x,y puisque si x,, — x et y,, — y alors
Tpln —> TY car

TnYn — TY = (:En - x)(yn - y)
En particulier si x,, — x et y, — y alors z,y — 2y et xy, — zy .

Définition 2.1.3 Soit E une algébre sur le corps K. un sous espace vectoriel
G C E est appelé sous algébre de E st

Veye G = zy € G.

2.1.1 Fonctions holomorphes

Définition 2.1.4 Soit Q2 un ouvert de C, et une fonction complexe
f:Q — C. On dit que f est holomorphe au point zy € €2, si

lim f(z) = f(z0)

z2—20 Z— 2

existe dans C.

si cette limite existe, elle sera notée f'(z).
f est dite holomorphe dans ) si elle est holomorphe en chaque point de €2 .
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Théoréme 2.1.1 (Cauchy)

Sotent E un espace vectoriel normé, D un domaine dans C et une application
f:D— E . Sif est holomorphe dans D alors, pour toute courbe fermé -y
dans D on a

Ja{ £(2)dz = 0.

Théoréme 2.1.2 (Formule intégrale de Cauchy)
Soient f une fonction holomorphe dans un domaine D de C et v une courbe
fermé dans D, alors pour tout point p a l'intérieur de v on a

f(z0) = L f (f&dz.

2mi z— 2p)

Plus généralement:

Vn €N, fM(z) = n—']{Ldz

2mi J, (2 — zo)"tt

Théoréme 2.1.3 (Liouville)
Soient E un espace vectoriel normé et f : C — E une application ,si

1. f est holomorphe dans C.

2. f est borné dans C,c-a-d il existe K € R :
|f(2)]| < K < 400, pour tout z € C

alors, [ est constante dans C .

Remarque
Si ||e]| # 1, on obtient ||€/|| = 1 en posant la norme initiale
ol — sup L8
y#0 [yl

2.1.2 Adjonction d’une unité

on peut ramener le cas non unitaire au cas unitaire par une opération
standard dite adjonction d'une unité.
Définition 2.1.5 Soit E une algébre, on munit l'ensemble E* = E x C des
opérations suivants: x,y € £, A\u e C

1 (@A) + (y.p) = (@ + y,A + ).

2. a(z,\) = (azx,al).

5. (zM)(yn) = (xy + Ay + pz, Ap).
E* est une algeébre admettant un élément unité e = (0,1).
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2.1.3 Unité approchée bornée

Définition 2.1.6 Soit E une algébre de Banach commutative.On dit que
E possede une unité approchée bornée s’il existe M > 0 tel que pour tout
a1,as,...,a; € E et pour tout € > 0, il existe v € E avec

llz|| < M : ||lza; —a;|| <€, pour tout i.

Remarque

I1 suffit pour avoir une unité approchée bornée que la condition ci-dessus
soit vérifiée pour k = 1.

Exemples

1. L’ensemble des nombres complexes C est le plus simple exemple d’algebre
de Banach, muni des opérations habituelles la somme et la multiplica-
tion, pour tout les elements de C, excepté zéro, est définie la division,
c-a-d l'opération inverse de la multiplication, et muni de la norme

Izl = |2 = Va2 + 4 (z =z +iy).

2. Soit K un espace compact non vide; I'espace de Banach C(K) des
fonctions continues sur K a valeurs complexes muni du produit usuel:

(f9)(2) = f(2)g(z) z€K,

et de la norme:

[f]l =sup | f(2) |-
z€EK

Est une algebre de Banach commutative unitaire, I’élément unité est la
fonction constante 1.

3. Soit L(E) l'espace des opérateurs linéaire bornés sur 'espace de Banach
E dans lui-méme, muni des opérations linéaires habituelles, ainsi que
le produit de deux opérateurs (la composition) défini par:

BA: E % E 5 E
r +— Ax +—— B(Ax).

qui est non commutatif, et de la norme:

Ax
|All = sup [[Az||p = sup M
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Qui vérifié, d’aprés la définition de la norme
IBA|| < || BI[|All,

c-a-d que la composition de deux opérateurs de L(E) est continue.
L’élément unité de L(E) est I'opérateur identique Idg.
Si E # {0}, L(F) est une algébre de Banach unitaire.

4. Soit T un espace topologique de Hausdorff compact non vide. Désignons
par Cr lespace des fonctions complexes continues f(t) définies sur 7,
muni des opérations habituelles la somme de deux fonctions et
le produit d’une fonction par un nombre, ainsi que de la norme,

171 = max | £(2)]

L’espace Cr est une algebre de Banach commutative ayant pour unité
la fonction constante 1.

5. Soit L'(R) I'espace des fonctions intégrables sur R

fR—C
muni de la norme: oo
£l = [ irteae

et du produit de convolution
+oo

(fxg)(z) = f(t)g(x — t)dt.

Vérifions que le produit est continu c-a-d

1 glls < 1f gl
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on a

1Feal = [ 10 o)l

o0

+o0 +o0
=/_ [ Ryt — tydelda

< [T/ sl - Ol ds

_ / +OO { / :o| f(t)||g(m—t)|dx] dt  (d’aprés Fubini)

—00

= [Tl [ et - ojas) a

+o0 +o0
= / |f()] [/ \g(y)!dyl dt  (en posant y = x — t pour ¢t fixé )

-/ ioo l9(s)ldy /w: F()ldr.

alors

1 glls < 1flllglls-

L’espace L'(R) est une algebre de Banach commutative non unitaire,et
par adjonction d’une unité, on munit ’ensemble

LY = LYR) x C = {(f,0)/f € L'(R),a € C)}.

de la norme
[(f,a)ll = [[f]lx + |-

'algebre obtenue L' est une algebre de Banach commutative et uni-
taire.

2.2 Morphismes des algebres

Définition 2.2.1 Soient E.F deux algebres sur le méme corps K. une ap-
plication f : E — F s’appelle morphisme (homomorphisme) de E dans F,si
elle vérifie les conditions suivantes:

1) flax + By) = af(x) + Bf(y).
2) f(zy) = f(2)f(y).
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- Si de plus [ est bijective, on dit alors que E et F' sont isomorphes.

- Dans le cas ou E et F sont des algébres normés, alors on dit que E et F
sont isométriques, s’il existe une application bijective f . E — F vérifiant la
condition 1) et telle que

1 @)l[r = llzlle-

Proposition 2.2.1 :
Si f est un homomorphisme complexe sur une algebre complexe E, ayant un
élément unité e, alors f(e) =1 et f(x) # 0 pour tout x inversible dans E.

Preuve

Puisque f est non identiquement nulle, il existe y € E tel que

f(y) #0.
Comme f(y) = f(ye) = f(y)f(e) donc f(e) = 1.

Si x est inversible, alors

Par conséquent, f(y) # 0.

Théoreme 2.2.1 :
Soit E une algéebre de Banach, et x € E tel que ||z|| < 1.Alors

i) e —x est inversible et (e —x)~t = >0 2.
y . [Edl
i) |(e—x)™ —e—al| < ———

1= |||

iii) | f(z)| < 1 pour tout homomorphisme compleze f sur E.

Preuve
puisque |[z™]| < ||z||" et ||z]] < 1, les éléments
Sp,=e+z+ri+.. +a" (1)

forment une suite de Cauchy dans E.
Puisque E est complete, il existe S € E tel que S,, — S.
Puisque 2" — 0 et

Sp(e —2) =e— 2"t = (e — 1)85,.
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D’apres (1) on a

[l

1= [l

—+00
IS —e—al| = [l&” +a® + .| <> fle|" =
n=2

Finalement, supposons que A € C et [A\| > 1. D’apres (i) 'élément e — A\~ 'z
est inversible et d’apres la proposition précédente on a

1—X"1f(x) = fle—X"12) £0.

Donc f(x) # A. Ainsi pour tout homomorphisme complexe f sur E

[f(@)] < 1.
0

Définition 2.2.2 On appelle caractére d’une algébre normée E un homo-
morphisme d’algebre non nul de E dans C. On notera E [’ensemble des
caractéres x de F, et

—~

Eﬁ:E\UXO

ot
E = ker xg.

2.3 Propriétés fondamentales du spectre

2.3.1 Ensemble de tous les éléments inversibles O(FE)

Définition 2.3.1 Soit E une algébre de Banach, et soit O(E) l’ensemble de
tout les éléments inversibles de E. Si x,y € O(E) alors y~'z est inverse de
rlyek.

Remarque

Soit E une algebre de Banach. Alors
1. La boule unité B(e,1) = {z € E : ||e — z|| < 1} est inclue dans O(E).
2. L’application 27! — z est continue pour = = e.

Théoréme 2.3.1 Soit E une algébre de Banach et soit x € O(F),Ax € E.
Si
1Az]] < [l==H 7"

Alors
r+ Az € O(E).
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preuve

Puisque = + Az = x(e + 7 'Az) et ||z Az|| < 1

la remarque précédente implique que (e+z~1Ax) est inversible, et puisque
xr € O(E), alors
x4+ Az € O(E).

(produit de deux éléments inversible).
0J

Théoreme 2.3.2 St E est une algebre de Banach et x un élément de E.
Alors

1. O(FE) est un sous ensemble ouvert de E.

2. L’application © — x~ 1 est continue sur O(E).

preuve

1. D’apres le théoreme précédent I'ensemble O(FE) est ouvert.
2. Soit a € O(E) et ||z < |la~ 7!, Alors la série Y= (za™')" est
convergente dans F et

(=)™ = o I (want)
la =)™ —a”H| = [la™" 325Z (xa™ )|

< a7 EZE el fla "
l=lfla=*
1= [lz[[fla=1]]

donc

-1

(a —x)™' — a7t pour ||z|| — 0.

OJ

Lemme 2.3.1 Soit E une algébre de Banach, x, € O(E) pourn =1,23,...,
x un élément non inversible (un point du bord de O(E)) et x,, — x lorsque
n — oo. Alors (z;1), n'est pas bornée, c’est-a-dire:

|zt — oo lorsque n — .
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preuve
Si la conclusion était fausse,
Supposons que Jk < oo tel que (z, ') est bornée par k c-a-d ||z} < k

_1_

el = eyt e — x|

= o (@m — zn)ay, |

2

< oz iz = 2wl |
< KYan —an|| <kPe~e

donc (z,') est de Cauchy alors (z,,!) est converge car E est une algebre de

Banach. Supposons que (z,!) — y quand n — oo et on va montrer que

yr =e c-a-d y = 7, on a:

vy = lim z, lim =,°

n—-+o00 n—-+4o0o

lim z,z. "
n—-+o0o

= e

n

de méme maniere on trouve yxr = e. Alors xy = yxr = e implique que = est
inversible et sont inverse est y, contradiction.

OJ

2.3.2 Diviseurs de zéro et diviseurs de zéro généralisés

Définition 2.3.2 Un élément x d’une algebre de Banach commutative E est
dit diviseur de zéro si

xa =0, pour un élément non nul a € F.

Définition 2.3.3 Soit E une algebre de Banach, on dit que un élément x €
E est un diviseur généralisé de Zéro s’il existe une suite (y,) de E avec
lynl| > ¢ > 0 telle que

lim y,x — 0.

n—o0

Théoreme 2.3.3 Soit x un élément d’une algebre de Banach commutative
E. Alors si x est inversible alors x n’est pas diviseur généralisé de zéro.

preuve

Soit x un élément inversible. Supposons que x est un diviseur généralisé
de zéro, c’est-a-dire
A(y,) € E telle que y,x — 0,
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donc
yprr L — 071 = 0.

Alors
Y — 0

mais ||y, || > ¢ > 0 contradiction, donc z n’est pas diviseur généralisé de zéro.

O

Remarque

Chaque point du bord de I'ensemble de tous les éléments inversibles O(E)
est un diviseur généralisé de zéro.
En effet,

Soit z un point frontiere de O(FE), alors 3(x,,) de O(FE), telle que x,, — x
)

2

Posons (y,,) une suite de E telle que y,, = ol ||yn|| = 1 Donc

. o _ v (v —x, + 1)
O] [l

Alors

ot (& = )|l

lyn] - <

[l Bl

1
< @ =zl + 7— — 0.
[l

2.3.3 Spectre et ensemble résolvant

Dans ce paragraphe l'algebre F n’est pas nécessairement commutative,
mais possede un élément unité.
Définition 2.3.4 Soit © un élément d’une algebre de Banach. On appelle
spectre de x ’ensemble suivant:

o(z) ={\N € C: (\e —x)~! n'existe pas}.
Théoreme 2.3.4 Soit E une algebre de Banach et soit x un élément de F,
Aeo(r) = Al < [lz].
Ainsi, o(x) est inclus dans le disque fermé de centre 0 et de rayon ||z||.

o(z) C{A e C, [A] < [lfl}-
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Preuve
On a .
(e —a)™ = e - DI =17
le théoreme (2.2.1) il résulte que (e — %)~ ' n’existe pas implique
x
—|>1
150>
donc
Al < ).
U
Remarque

Si A € o(x) alors A" € o(z").

Preuve

Soit A € o(x) alors (Ae—z) n’est pas inversible. On a (\"e—z") = (Ae—z)y
tel que
n—1
y = Z LFan—k-1
k=0

Supposons que (A"e — x™) est inversible et d’inverse z donc
(Ne—x)yz = z(Ae —x)y =e.

D’autre part,on a
(Ae —2)yz =yz(Ae —z) = e.

Alors (Ae — x) est inversible et d’inverse yz
contradiction avec I’hypothese donc (A\"e — z™) n’est pas inversible.

Définition 2.3.5 :

1. On appelle ensemble résolvant de x le complémentaire de o(x) dans C,
et noté par p(x),

plx)={AeC; (le—x)ecO(F)}.

c’est-a-dire p(z) = C\ o(x).
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2. La fonction R, : p(xv) — E définie par:
R.(\) = (e —x)"".
est appelée la résolvante de x.

Proposition 2.3.1 :
Soit E une algebre unitaire et x un élément de E, la résolvante de x a les
propriétés suivantes, V\,u € p(x):

1) Re(A)Re(p) = R (1) R (A).
i) Ry(N) — Rep(p) = (u — N)Re(N)Re (1) (égalité de Hilbert).

i) Si A€ C et |A > ||z]|, alors X € p(z) et on a:

preuve
i) on a
Ra(MRo(p) = (Ae — ) (ne — )71 = [(ue — z)(he — x)]7
= (e —z)(pe — )]t = (pe —x)" (he — )™

ii) En vertu de (i) et de la définition de R,()\),R.(i1), on a

Ry(p) = (Ae — 2) Ry (1) Ro(N).
donc

m)%nke@whmﬂM>Hﬂh@mﬂ§W<wa

@—%eO@)

D’apres le théoreme (2.2.1) on a:
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Par conséquent

n

Ro(\) = (e — 2)~" = %(e “Hr =Y

n=0

0

Théoreme 2.3.5 Soit E une algebre de Banach complexe. L’application
résolvante R, est une fonction holomorphe.

Preuve

la fonction

C\o(z) — O(E)
A — (de—1x)

est continue car
Ve > 0,30 > 0: |A=Xo| <0 = [[(Ae—z)—(Noe—2)|| = [[(A=Xo)e]| = [A=Xo| < €
il suffit de prendre 6 = ¢ , alors la fonction

C\o(z) — O(E) — O(F)
A (Ae—12)— (de—2)!

est continue, donc

R,(A+h) — Ry()\)

. o RO R

h—0 h h—0 h
h#£0 h#£0
= R,(lim(A+ h)).R.(N)
h—0
h#£0
= RI(N).

alors, la fonction R, est holomorphe, et R, (\) = R%(\).
0J

Théoreme 2.3.6 Soit E une algebre de Banach, et soit x € E, alors le
spectre de x, o(x) n’est pas vide et compact.
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Preuve

Soit A € C, si A > ||z]| alors
(e—X"'z) € O(E).

D’apres le théoreme (2.2.1). Il en de méme pour Ae — x. d’ou l'on déduire
que le spectre o(x) est borné.

Pour démontrer que o(x) est fermé. Montrons que le complémentaire du
spectre de x, est ouvert. Soit A un élément régulier.

Montrons qu’il existe une boule ouverte é()x,é) telle que:

Vi € B(\G); p est régulier.

(e —xz) = (ue—z— e+ de)
[(Ae — ) 4+ (i — N)e] est inversible si

1
= Al < o
[(Ae — )~
1
[(Ae — @) ~1||’
donc le spectre de z, o(z) est fermé.
Finalement, Montrons que o(z) n’est pas vide.

il suffit de prendre 6 =

Supposons que o(x) = (), alors la fonction

R,:C — O(E)
A (Ae—a)?

est holomorphe dans C tout entier.
On va montrer que R,(\) est bornée, on a

R.(\) = (Qe—2)!

1 T, 4
ljLoo T
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alors

BN = WH 25

1 I T

< =) IxI"
P
1

1 x
= ————ncar A ¢o(x)alors ||| < 1.
A[T =[5l A

puisque la norme est continue on a

1 1
0< lm RV = lm R,V < lim 5

) =0.
A——+o00 A—=too N 1 — ||

>|8

alors

Il Rl =0 & lim Re(3) =0

donc la fonction résolvante R, est bornée dans le plan C, d’aprés le théoreme
de Liouville

R.()\) est constante = 0= R/ ()\) = R%()\)
= R,(A\)=0
= (Me—a)"t=0.
contradiction, donc le spectre de x, o(x) n’est pas vide.
O

2.3.4 Rayon spectral et les éléments nilpotents et quasi
nilpotents

Définition 2.3.6 Soit E une algébre de Banach, et soit x un élément de E.

On appelle rayon spectral de x le nombre r(x) définit par:

r(z) = sup |Al.
Ao (z)

Le sup est atteint (et fini) car le o(x) est compact.

Lemme 2.3.2 :
Soit (Sy)n une suite de R telle que:

Sotm < Sp.Sm Ynym € N.
Alors la suite {(S,)""},, est convergente, et

lim S = inf S}/".
n—+00 n
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Preuve
posons inf Sp/" = ¢
Ve >0, dng € N, S}Lé” <t+e
Vn>mng ona n=kng+r, 0<r<mnyg—1
Alors
Sn = Skn0+7‘ S Sr-Skno S max{50,51,...,Sno,l}.Skno.
on a
Sing < Sno X Spy X oo X Spy < (Spy)*.
ki?cr)is
et
ST%”O <t+e.
donc
Sno < (t+¢e)™.
Alors
Sn S maX{SO,Sl,...,SnO,l}(t + €)kn0.
U™ < [max{So,S1 St 1" 4+ 2) R
k k
Si n— +oo alors —% 41 car -0 =1L
n n n
Donc
lim sup(S)/™) <t+4+e Ve>0.
n—-+4o0o
Sie= % alors
lim sup(SY/") <t.
n——+o00
donc
. l/n < . . I/TL
nl_l)r_"l_loo sup(S,/") < nl_l}I_ﬁI_loo inf(.S,/").
mais on a
lim sup(SY™) > lim inf(S}/™).
n——+00 n—-+00
Donc
lim (SY™) = inf(SM/™).
n—-+o0o n
O

Théoreme 2.3.7 Soit E une algebre de Banach, et x € E, alors:

. npt ny L
r(e) = T "] = inf "] .
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Preuve

Puisque
[l ) < =™ [l="™]] - ¥nm € N.

d’aprés le Lemme précédant, la suite ([|2”|7), est convergente et

lim |[z"||" = inf [|z"||".
n—-4oo n

Soit A € C tel que [A| > lim,_ 400 ||2"||# donc

. )1 T
= Z(E)" est convergente et Z(f)" = (e— f)*l
= AN¢o(x).

alors 1
NES Tk
n—+o00
donc
< i " %. . .
r(r) < Jim 2" (2.3.1)
D'antre part pour A 7 0 on a (z— §) existe pour |§| > r(x) done [A] < 5
et on a
1 B 3
[X()‘x —e)] = —Ae—Ax)
+o00
= =) ()"
n=0
donc
1 +00
limsup [[(Az)"||» < 1 (critere de Cauchy car Z(/\x)n est converge).
n nzo
alors
1
Al < .
lim,, sup,, [|z" ||~
donc

1 1
<

r(x) ~ lim, sup,, ||Jz"|
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alors )
r(z) > lim ||z"||» (2.3.2)

d’aprés les équations (2.3.1) et (2.3.2) on a alors

r(z) = lim [|z"||*.
n

Exemples

1. Sil’algebre de Banach F est I’ensemble des nombres complexe C, alors
tous les éléments, sauf 1’élément nul, sont inversibles.

2. Si B = Crp, pour l'inversibilité de x € Cp, il faut et il suffit que la
fonction z(t) # 0 partout. Le spectre o(z) coincide avec I'ensemble des
valeurs de z(t), la résolvante est

et le rayon spectral est

r(z) = o] = max|z(t)].

3. Si EF = L(X,X) est 'algebre des opérateurs bornés, les éléments
inversibles sont les opérateurs inversibles, le spectre et la résolvante
dans ce cas coincide avec le spectre et la résolvante d’'un opérateur.

Théoréme 2.3.8 (Guelfand-Mazur)
Soit E une algébre de Banach dans laquelle tout élément non nul de E est
wnversible, alors E est isométriquement isomorphe au corps des complexe C.

Preuve
Soit 'application:

w:BE — C
r — A ou Jle=uz.

On a o(x) # 0 donc il existe A € C tel que (Ae — x)~! n’existe pas, alors

e —2x=0= de =n1x.
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Donc I'application w est bien définit et bijective puisque il existe un unique
A qui vérifier Ae — x = 0.
Alors w est une isomorphisme de E sur C, qui est aussi une isométrie car

w(@)| = Al = llzll, Ve kE.
0J

Théoréme 2.3.9 Soit E une algebre de Banach, s’il existe une constante
M < oo tel que
[zlll[yll < Mllzyl| Vzy e E.

Alors E est isométriquement isomorphe a C.

Preuve

Soit y un élément de la frontiere de O(E). alors FH{y,} € O(E) telle que
Yn — y. D’apres le lemme(2.3.1),

Il = o0.
Par Hypothese,
ly = nllly 'l < Mllyays 'l < Mlell.

Donc ||y,|| — 0 et, par suite, y = 0.
Soit ’application:

w:kE — C
r — A ou Je=uzx.

Onasix € E, chaque élément de la frontiere du o(z) correspond a un élément
frontiere Ae — z de O(E). Ainsi x = e Alors w est une isomorphisme de £
sur C, qui est aussi une isométrie car

w(@)| = Al = llzll, Ve E.
0J

Définition 2.3.7 (élément quasi-nilpotent)
Soit E une algébre unitaire. Un élément x de E est dit quasi-nilpotent si
(r(z) =0 c’est-a-dire o(x) = {0}.

Définition 2.3.8 (élément nilpotent)
Soit E une algébre unitaire. Un élément x de E est dit nilpotent si " = 0
pour certain n € N.
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On note par J(F) 'ensemble des éléments quasi-nilpotent de E.
Proposition 2.3.2 Soit E une algébre unitaire et x € E. On a
si x est nilpotent alors x € J(E).

Preuve

D’apres le théoreme (2.3.7) on a

r(z) = lim_[|l2"||.
n——+0oo
Mais 2™ = 0, donc

r(r) = klim ||xmxk||ﬁ = 0.
—+00

2.4 Idéaux

Définition 2.4.1 Soit E une algebre de Banach, un sous espace vectoriel
J C E est dit un idéal de E si

xyed, YrekE Vyel

- Dans toute algebre F, il existe deux idéaux triviaux: I'un composé d’un seul
élément nul est appelé idéal nul, J = {0} et I'autre qui est identique a toute
I’algebre E, J = FE . Tous les autres idéaux sont appelés idéaux propres.

- Un idéal maximal est un idéal propre qui n’est contenu dans aucun autre
idéal propre.

Théoréme 2.4.1 Soit E une algebre de Banach commutative. Alors
i) Si J est un idéal propre de E, alors son adhérence J est aussi un idéal
propre.
ii) Tout idéal propre de E est contenu dans un idéal mazimal de E.
iii) Tout idéal mazimal de E est fermé.

Lemme 2.4.1 (lemme de Zorn)
Soit M un ensemble ordonné, si toute chaine de M admet un majorant, alors
tout élément de M précede un élément mazimal.
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Preuve de théoréeme 2.4.1

i) Soit J un idéal propre de E, alors J N O(E) = (. D’apres le théoreme
(2.2.1) on a
d(eE,J) > 1.

Puisque les éléments de la boule ouverte B(eg,1) sont inversible, donc
ep ¢ J car J = {x, d(z,J) =0}

Alors J est un idéal propre.

ii) Soit I' la famille de tous les idéaux propres de E contenant .J.

[' est un ensemble ordonné par la relation d’inclusion des ensembles.
Soit H un sous ensemble totalement ordonné de I' tel que

H = {Ja}aef'
Et soit
M= Y J,.

M est un sous espace vectoriel puisque H est totalement ordonné, M est un
idéal maximal de H. Ainsi I' est inductif.

D’apres le lemme de Zorn, I' admet un élément maximal J,,.

iii) supposons que

M=E.
d’apres le théoreme(2.3.3) on a
MNO(E) # 0.
Mais ceci est contraire a
M #FE.

Ainsi, M = M puisque M est maximal.

O

Corollaire 2.4.1 Si l'algébre E n’est pas un corps, elle contient un idéal
mazximal. De plus, tout élément non inversible, autre que l’élément nul,
appartient a un idéal maximal.



Chapitre 3

Semi-groupe d’opérateurs

3.1 Semi-groupe dans une algebre de Banach

Définition 3.1.1 Soit A une algébre de Banach, un semi-groupe de A est
une famille (T'(t))i~o d’éléments de A vérifiant pour tout couple s,t de réels
strictement positifs la condition

T(t+s)=T(t)T(s).
On notera Ar la sous algebre fermée de A engendré par le semi-groupe

(T'(t))t=0. On dira qu’un semi-groupe (T'(t))i0 est continu en norme si

lim |T(t+ h) — T(t)|| = 0 pour tout t > 0.
h—0

et on dira que (T(t))i>o admet une limite en norme a origine s’il existe
J € A tel que
lim || T(t) — J|| = 0.

t—0t

Notons que si le semi-groupe (7'(t));~0 admet une limite en norme J a lori-
gine alors J est un idempotent de A, et 'algebre de Banach A7 est unitaire
d’unité J.

Posons W = {z € C Rez > 0}, on la définition d’un semi-groupe analy-
tique suivante.

Définition 3.1.2 Soient A une algébre de Banach et (T(t))iew,
une famille des éléments de A est dite semi-groupe analytique si I’application

W — A
t — T(t)
est analytique et vérifie T(t+s) =T ()T (s) t,s € W.
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3.1.1 A-Module de Banach
Définition 3.1.3 Soit A une algebre de Banach, E un espace de Banach et

AxE — FE
(a,x) — ax

une application. On dit que E est A-module de Banach, s’il existe une constante
k (k> 0) telle que
lazx|| < k|la||||x|| pour tout a € A, et tout x € E.

Remarques

1. Soit £ un A-module de Banach si A est non unitaire et A* I'algebre
obtenir par ’adjonction d’une unité on pose:

(a+ Ae)xr = ax + A\ (ac A,z e E, )€ C).
On a
@+ Ae)z|| = llaz + Az]| < k([[a]l + [AD]lz]]

donc E est un Af-module.

2. Soit £ un A-module de Banach. On peut toujours renormer F pour
obtenir £k = 1 on pose

llz]]] = sup [|bx].
beAF
lloll <1
alors
]l < [l < K]
Par suite |||.||| est équivalente & la norme ||.||, et

o[ < flolll[[z]l] ¥z € A0 e E.

On supposera donc dans la suite que E est un A-module de Banach et
que
laz|| < llal[[|lz]| pour a € A, x € E.

On pose
F=AFE={y=ax,ac A x € E}.

et G = Ap l'algebre engendré par F'.
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Lemme 3.1.1 Soit A une algébre de Banach commutative, et soit (ey,)n>0
une suite bornée de borne M. Pour k € N et a € A tel que

lim ae, = a
n—-4o00

on a:
lim |a* 4 (e, — €)* — (a + e, —e)*|| = 0.

n—-+oo

Preuve

(a+e, —e)f = ZC’kap —e)kp
= ZCkap —e)f P 4 (e, —e)" 4 a*
(a+en—e)f — (e, —e)f —ad* = ZC’kap —e)kp

_ kpl kpl
= —eECpa —e)

=1

I(a+en—e)f = (en—e)f =] < la(en —e)| ZC}?H&II” Hlew — el
k—1

< Alaew — €)1 > CpllalP™ (M + 1)k
p=1

Comme [lae,, — al]] — 0 quand n — 400 et comme

k—1
> ChlallPTH (M + 1)k < oo
p=1
On a
lim |a® 4 (e, — €)* — (a + e, —€)*|| = 0.
n—-+o0o

O

Lemme 3.1.2 Soit (e,),>0 une suite bornée de A de borne M. Soit K un
compact de C, soit x € E et soit u € A* on pose

v =u—xo(ue
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1. St ze, — x quand n — +o00, on a exp(t(e, — e€)) — = quand n — +0oo
uniformément sur K.

2. St ve, — v quand n — 400, alors

— (Sup { ||exp(tu)expt(en—e)—exp(tu)Hl] }) <o.

oo \yer | —explRe(txo(w))]lexp [¢|(M +1) -

Preuve

1. On a

= k(en_e)k
|expt(e, —e)z —zf| = ||Zt <l

e
= l(en —e)x Ztk —|
(M + 1)k~
||6nx—xIIIIZItI’“—II-

k!
k=1

IN

Comme la série .
p k!

est convergente, on a || expt(e, —e)x — z|| = 0 quand n — 400
uniformément sur K.

| exp(tu) expt(e, —e) —exp(tu)|| = |[|expt(v+ xo(u)e)expt(e, —e) —expt(v + xo(u)e)
= |lexp(txo(u)e )[expt(v ten—e)— eXp(tv)]H

U+ en —
= [lexp(txo(u Ztk ) ||

v—i—en— —
< explRe(tyo(u Zm H o =,

D’autre part on a v € A. Donc d’apres le lemme précédent on a

— 0 quand n — 0.

o+ 0 = 0 = ok = (en = )]
ZL k!
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Pour tout m > 1 ou L = sup,cx [t].
De plus

[ Zt’“ V) < thl’“ M+ DY < exp(t(M + 1)) — 1.

On a alors pour tout m > 1 et pour tout t € K

v+ e, —
|| Zt’f sCE Z ) e me) P —(eame) | +exp ] (M-+1)-1

§ [tF(1+ M + |ju])*
+ Z o .

k=m-+1 ’ k=m+1
Par suit

|| exp tuexpt(e, — e) — exptul| — exp[Re(txo(u))][exp [t|(M + 1) — 1]

[t

Sty 0+ e — ) = oF — (e — )|
< exp|Re(txo(u
< exp[Re(txo(u))] i |ﬂ [o]¥ e JEE(L 4 M+ o))

k=mt+1 " L k=m-+1 k!

‘L k k k

2 ke k:| Tl ten —e)t —vt = (e, — )|
< exp(a)

LF
+Zk m—+1 k' ||U”k + Zk m—+1 k' (1 + M+ ||U||)
ou o = sup,¢ i [Re(txo(u))]. Donc

T (Sup { || exp(tu) exp t(e, — €) — exp(tu)]| })

n—too \ex | — exp[Re(th(U))]l[expﬂ(M +1) = 1]

SeXP<a>{ T Y ol 3 S (L M+ [Jo])* }

Comme cette inégalité est vérifiée pour tout m > 1, on a bien

. tu) expt(e, —e) — exp(tu)||
lim [ su I exp < 0.
nS+oo (te}(){ —exp|Re(txo(u))][exp [t|(M +1)] — 1 -

O
Lemme 3.1.3 Soit A une algébre de Banach commutative a unité approchée
bornée de borne M, et soit G = Ap.

Alors pour tout couple (a,y) € A x G, il existe une suite (e,)n>0 d’éléments
de A telle que

tmflewy — ol + llesa —al] = 0 avee sup e | < A
n
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Preuve

Soit G = Ap implique que pour tout n > 1,3by,bs,....b, € A, y1,Y2,....,yp €
E tels que

b
Iy - Z il < =3

Jen, € A len|| < M, |lepa —all < £ et tel que

271'
lenbi —bi|]| < ————= 1< i <p.
n(1+[lgill)
On a alors
p p p p
leny —yll < My — szyzH + [len (Z bz’%’) - szyzH + Zbiyi —
i=1 i=1 i=1 i=1
- Mo — 27 L]
- on(l+M) = n  n(l+M)
2
< -
n
Donc
lim |le,a—all=0et lim |le,y —y| =0 quand .
n——+o0o n—-+o0o

3.1.2 Théoréme de Sinclair

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de Sinclair)

Soit A une algébre de Banach commutative a unité approchée bornée (e,)n>o
de borne M. Pour tout x € G, il existe un semi-groupe analytique (b") rerso
dans A tel que

i) {||bY]|} est borné pour |t| < 1 et Ret > 0.
i) x € b'G pour tout t € C avec Ret > 0.

iii) b'x — x quand t — 0 tel que Ret > 0.
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Preuve

Par récurrence on va définir une suite (f,,),>0 d’éléments de A telle que
si on pose
b, =exp(—ne+ fi + fo+ ...+ fn)

b, = exp(—tne +tfi +tfo+..+tf,) pour t € C
by = by = e pour t € C.
On ait
£l < M. [(by, = by, y)]| <27 pour [t] < 1. (1)

(67, = b )| < 27" + exp[—(n — 1) Ret][exp(|t|(M + 1)) (2)

Pour [t| < n et ceci pour tout n > 1.
Pour n =1 on veut que

1
|expt(fi —e)z —z|| < 5 pour lt] < 1.

et
1
le —expt(fi —e)| < 5 +exp [t|(M +1) — 1 pour |t| < 1.

Ceci résulte des deux lemmes précédents avec u = 0, K = D(0,1), f1 = e,
avec n assez grand.

Supposons qu’on a construit fi,fo,...,fn_1.

Onpose u= fi+ fo+ ...+ fuo1 — (n—1)e, K = D(0,1). Alors

exp(tu) = 52—1
On cherche f, avec
[full < M, || exp(tu)r — expt(u+ fr —e)z| <27
et
|| exp(tu) —exp(tu+t(f,—e))|| < 27"+ [exp [t|(M +1) — 1] exp[—(n — 1) Ret].

pour tout t € K

L’existence de f, résulte des deux lemmes précédents. Donc on peut construire
la suite (f,)n>0 par récurrence.

Soit K un compact de T = {t € C, Ret > 0}.

AL >0,0>0: Ret >4, Vte K, et [t| <L, Vte K
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Pour n > L on obtient
|of — bt || < 27" + exp[—(n — 1)d]exp L(M + 1) — 1.

donc la suite (b%),>1 converge uniformément sur tout compact K de T vers
une limite *. On a donc:

bt+s — bt+s

lim
n—-+o0o

= Mm exp((t +s)(=ne+ fi + ot 4 fo)]

= lim expt(fi+ fo+ ...+ fn —ne) lim exps(fi+ fo+ ...+ fu — ne)
n—-+o0o n—-+0o

= b'b* pour t,s € T.

Donc (b)gesso est un semi-groupe.

L’application ¢ — 0!, est continue sur T pour tout n, donc

Papplication t — b’ est aussi continue car b’ est limite uniforme sur tout
compact K de T d’applications continues.

Soit [ une forme linéaire continue sur A¥.

Donc on a

11(BE) — L(OE_ ) < [2]|]]6E, — bE_1]] — O quand n — +oo pour tout ¢t € K.

donc la suite (I(b)) converge uniformément sur tout compact K de Y vers
une limite [(b'). Comme Papplication t — [(b") est analytique sur T pour
tout [ alors (b')ger>o est analytique.

Pour [t| < 1, Ret > 0 on a:

n

[o =l = lim > (it — b,
p=1
n

lim Z[exp(—(p — 1)Ret)(exp(|t|(M + 1)) —1)] + 1

n—-+o0o
p=1

IA

= [exp |t|(M + 1) — 1] Zexp[—(p — 1)Ret] + 1
= [exp [t|(M + 1) — 1] Y _[exp(—Ret)]” exp(Ret) + 1

1
= t(M+1)—1 1.
exp 1M +1) ~ s+

D’ou
sup ||b°]| < sup||b' —e|| +1 < +o0.
¢ ¢
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Le semi-groupe (b")get>o est dans A car

Xo(b') = exp(—nt).
et
Ixo(b)| = exp(—nRet) — 0 quand n — +oo0.

Donc o(b") =0Vt € T, 0" € A pour t € T
La suite (xbl)) converge uniformément sur tout compact de C vers
une fonction ¥(t) continue de C dans G d’apres (1). Pour t € T, on a

xb b =z, et

m xb, ' = (—t)b' = .

li
n—-+0o00
D’ou

rebG, VteT.

Comme 1) est continue, on a quand t - 0ett €Y

Y(t) — (0) = lim b’ = .

n—r+o00
Alors
xb! — x pour t -0 et t €Y.
OJ
(voir[6]).
Remarque

1. Si 'unité approchée bornée est bornée par 1, on peut supposer que

||| <1 pour tout ¢ > 0.

2.
lim [|yb® — y|| = 0 pour tout y € [zG]".
t—0t
t>0
Preuve

1. SiM=1,o0na

|0L]] = |l explt(er + es + ... + €, — ne)]||
= exp[—nRet]||exp[t(er + ea + ... + €,)]||
< exp[—nRet]exp(nt) =1 pour tout ¢ > 0.
D’ou

6] = lim 164l <1 pour tout ¢ > 0.
n—-+0o0o



3.1 Semi-groupe dans une algebre de Banach 50

2. Posons A = supg,<; [|b']], et soit z € G; on a

lm [jyb" —y|| < limsup {|lyb' — z2b|| + ||lz2b’ — 22| + ||zz — y||}
t—0t t—0+t
150

< (4 M)y — 2.

Comme y € [zG]~, on a

lim [|yb* —y|| = 0.

t—0t

Corollaire 3.1.1 (Théoréme de factorisation de Cohen)
L’ensemble
F=AE={y=ar,a€ Az € E}

est un sous espace vectoriel fermé de E.

Preuve
C’est une conséquence immédiate de résultat du théoreme de Sinclair (ii)
pour F'=G.
O]

3.1.3 continuité des semi-groupes dans une algebre de
Banach commutative séparable.
Théoreme 3.1.2 Soit A une algebre de Banach commutative séparable et

soit (a')¢soun semi-groupe dans A. Alors il existe deux suites (r,) et (s,) de
terme positive telle que

lim r, = lim s, =0.
n—-4o00 n—-4o00
et
lim [[a""™ —a'|| = lim [[a"*" —a'|| =0 pour tout t > 0.
n—-+o0o n——400
Preuve

Soit ty fixé, ty > 0 et supposons qu’il existe a > 0 tel que

inf |la’ — a"*"|| > 0.
0<h<a
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On peut supposer que a < t; et on pose

()= inf lla"—a™"

et comme
la® — @[ < [la®~|[[|a* — a"™*"||  (t < to, b > 0).

On a
§(tg) < ||a™~"||6(t) pour tout t < to.

Sim € N on pose
Ay ={t € [to — ayto[ , |7t < m}.

Alors
[h)—wliokz U A

neN" T

ainsi il existe n € N tel que A,, est non dénombrable. On a

Vte N, &) > Olto) , 9(to)

I At Y

Posons

d(to)
2n

(= , et pour tout ¢ > 0, Bt:{xeA, Hx—at]|<(}.

Sittoe A, ett <t ona
O<t—t <aet|t—"1|>dt)>2

Ainsi B;N By = () et la famille (B;);cp,, est une famille non dénombrable dis-
joint de boules ouvertes. Ce qui contredit la séparabilité de A, par conséquent

t+h _

inf |a a'l] = 0 pour tout ¢ > 0 et tout a > 0.

0<h<a

Par suite, pour tout n € N on peut choisir r, G]O,%[ tel que

1 —1
lam*™ — a% || < — inf {(1 +[lam — a%H) } .
n m<n
On obtient

1
Ha%”" — aiﬂ < — pour tout m € N, et pour tout n > m,
n
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donc

lim [jawt™ —aw| =0 (meN).
n—-+4oo

1
Sit >0 il existe m € N tel que — <t et
m

limsup [|a""™ — a'|| < o'~ || lim sup [|law ™ — aw || = 0.

n—-+0o n——+00
De la méme maniére on peut construire une suite (s,) tel que s, > 0 pour
tout n € N. et

lim s, =0, lim |[a" —a'| =0, et pour tout ¢t > 0.
n—400 n—+4o0o

O

Corollaire 3.1.2 Soit A une algébre de Banach commutative séparable, il
existe un idéal I, I # {0}, dans A possédant une unité approchée bornée si
et seulement si A possédant un semi-groupe borné (a')i~o.

Preuve

—) Soit I un idéal dans A, I # {0}, possédant une unité approchée
bornée, alors I est séparable et d’apres le théoreme de Sinclair, il existe un
semi-groupe analytique (a')pe~o dans I tel que

sup ||a’|| < +o00 et I = [a'I]” pour tout t > 0.
>0

<=) Supposons maintenant que A possédant un semi-groupe borné (a');~,
on pose
UatA]™

M = sup [|a"||, I = [,
>0

Soit (t,) une suite vérifier le théoreme précédent. Alors

lim za'™ = 2 pour tout z € tgoatA.
n—-+o0o

Et puisque
la™|| < M pour tout n € N

lim za'™ = 2 pour tout = € I.
n—-+00

Ainsi I possédant une unité approchée bornée.
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3.2 Semi-groupe d’opérateurs bornés

3.2.1 Définitions

Soit F un espace de Banach sur le corps C et soit L(E) l'algebre de
Banach des opérateurs linéaires bornés sur FE.

Définition 3.2.1 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés sur un espace de Banach E la famille (T(t))>0 C L(F)
vérifiant les propriétés suivantes:

1. T(0) =1d  (Id l’élément unité d’algébre L(E)).
2. T(s+1t)=T(s)T(t),Vs,;t € R,.
3. limy_ | T(t) — Id|| = 0.

La notion la plus importante associée a un semi-groupe est son générateur.

Définition 3.2.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe
uniformément continu (T'(t))i>o Uopérateur linéaire A défini par:

A:FE—F
Tt) -1
A = fim LW = 1d

t—0 t

Définition 3.2.3 On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu)
d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach E la famille
(T'(t))e>0 C L(E) vérifiant les propriétés suivantes:

1. T(0) =1Id  (Id l’élément unité d’algébre L(F)).

2. T(s+t)=T(s)T(t), Vs,t > 0.

3. limy o ||T'(t)z — z|| =0, Vz € E.

Définition 3.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
(T'(t))es0 Uopérateur linéaire A défini sur l’ensemble:

Tt —
D(A) = {x €k, limM e:m'ste}
t—0 t

par
L Ttz —2  dT(t)x
Az = 15% ; =—0 li—o pour tout x € D(A).
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Remarque
Puisque:
T (t)x — x| < ||T(t) — Id||||x|| pour tout = € E et tout ¢t > 0.

il en résulte que les semi-groupes uniformément continus sont Cyy-semi-groupes.

3.2.2 Semi-groupes uniformément continus

Dans la suite nous présenterons quelques problémes concernons les semi-
groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Banach.

. At
Le semi-groupe (e¢"");~9, A € L(E).
Lemme 3.2.1 Soit A € L(E), alors (e~ est un semi-groupe uniformément
continu d’opérateurs linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal
est A.

Preuve

Soit A € L(F), et une application 7" définie par:

T:[0,+00] — L(E)

+oo
A
t — T(t):eAt:Z :

n=0

n!

T'(t) est linéaire d’apres la linéarité de A, et pour ¢ > 0 fixer on a

S~ A e Al
1T e = | Z —l < Z —[A[[" = T < Fo0.
n=0

n! “—~ nl
puisque A est borné. De plus
T0)=e =1
et
T(t + S) — etAesA
400 n 100 n
- (tA) 3 (sA)
N n! n!
= T()T(s).
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D’autre part

e -1 = 13

+o0
tA)"
< Y.
n=0 ’

= t||AHet”A”.
par suite
lim ||7(t) — Id| < lim t||A|etl4l.
t—0+ t—0+
On trouve

lim [|7'(t) — 1d]| = 0.

Ainsi la famille (7'(t));>0 est un semi-groupe uniformément continu.
Il reste a montrer que A est un générateur infinitésimal du semi-groupe
(T'(t))e>0- Nous avons

T(t) — Id

t Id — tA)||

(
( t:) - [d—tA) ||
(]d A+ f (t:,)n _1d- tA) ||

1
u Al = e -

n
1
- Il

Zt”HAH"
n A n
Id+t]|AH+Z “ | Id—tHAH)

n=2

IA

(el =1 — 2]l A])

N TP
— iy (S A - 141 -

| = k| =

nous obtenons:
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Le semi-groupe (7'(t)):>0 admet donc pour générateur infinitésimal
lopérateur A.

(voir[7]).
Lemme 3.2.2 Soit A un opérateur borné A € L(E), il existe un unique
semi-groupe uniformément continu (T'(t))i>o tel que

T(t) = e vt > 0.

Preuve

Soit A € L(F), alors il existe un semi-groupe uniformément continu
(S())e>0 engendré par A,
Si (T'(t))s>0 est un autre semi-groupe uniformément continu engendré par A,
alors nous avons

T(t)—Id
fi L =14y
t—0 t
et Id
lim () - = A.
t—0 t
Par conséquent
T(t)— S(t
11m||—() ()||:0
t—0 t

Comme (T'(t))¢>0 et (S(t))s>0 sont deux semi-groupes uniformément continus,
nous voyons que les applications

t—=IT@)]-

et
t— ||S(t)]].

sont continues.
Pour a €]0, + oo[ nous considérons l'intervalle 1, = [0 «f.
Il existe ¢ € [1, + oo tel que

sup{[IT @), SO} < e

Si¢>0,3ty € l,,tg >0 tel que

T(t) — S(t)
==

| < %, vt €]0, tof . (1)
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Soit t € I, et n € N* tel que % € [0, to[, on a
-0 = ()] [:(02)
= r(nt)s(02) -7 (-nt)s(1f)
(1) =7 (0-22) 5 (2)
(n— 2)%) S (2%) o7 <o%> S (n%)

par suite

il en résulte

O
(voir[11]).
Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur
soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Théoréme 3.2.1 Un opérateur A: E — E est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe uniformément continu si et seulement si A € L(E).

Pour démontrer le théoreme en utilise le résultat du lemme suivante:

Lemme 3.2.3 Soit E un espace de Banach, et soit ¢ : [a,b] — E
une fonction continue. Alors

lim1 o(s)ds = ¢(a).

t—0 t a
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Preuve

= Soit A : E —> FE est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe
uniformément continu (7°(¢));>0 C L(E), alors

lim || T'(t) — Id|| = 0.

t—0

L’application

est continue et par suite

t
/ T(s)ds € L(E).
0
Et d’apres le lemme précédent on voit que

1 t
lim- [ T(s)ds=T(0) = Id.

t—0 t 0

Il existe donc r > 0 tel que

1 T
||—/ T(t)dt — Id|| < 1.
" Jo
L. : : .
Donc d’apres le théoreme(2.2.1) 'élément — [ T'(t)dt est inversible d’ou il
T

sensuit que [ T(¢)dt est inversible. Nous avons

M/OTT@W - %[/OTT(t%—h)dt—/OTT(t)dt}
_ % / " (uydu — /0 " T w)du.

et d’apres le lemme précédent on obtient:

lin L) = 1d /0 "Tdt = lim {% / () — /0 h+0T(u)du]

h—0 h h—0
— T(r) - Id.
o r .
lim T(h>h_ 1y — 1a) [ /O T(t)dt]
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Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément
continu (7(t)):>o est I'opérateur

Azﬁﬂﬂ—iﬂ{Anﬂﬂﬁydeﬁﬁu

<= Réciproquement, si A € L(E).
D’apres les lemmes précédents A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe uniformément continu.

Corollaire 3.2.1 Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe uniformément continu
et A son générateur infinitésimal, alors

i) Jw >0 tel que |T(t)]] <e*t Vt>0;

i) L’application

est différentiable et

ﬁ%Q:Aﬂw:T@A Wt > 0.

Preuve

i) On a
IT@)| = ||| < el vt > 0.

Pour w = ||A|| on obtient 'inégalité
7)) <e™ Vt>0.
ii) On a
A=y O

donc I'application considérée est dérivable au point ¢ = 0.
Soit t > 0 et h > 0, alors

T(t+h)—"T(t)

T(h) — Id
=2 S

—AT@®)|| < | — AT

Th) = 1d _ yetan
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D’ou

lim ||

h—0

— AT(t)|| = 0.

T(t+h) — T(t)
h

Par conséquent, ’application
T:00,400] — L(E)
t — T(t)
est dérivable sur 'intervalle [0, + oo et on a

dT(t
TO _ry, vezo

De plus
AT(t) =T(t)A, Vt>0.

OJ

3.3 Propriétés spectrales des semi-groupes uni-
formément continus.

Théoréme 3.3.1 Soit (T(t))i>0 un semi-groupe uniformément continu et A
son générateur infinitésimal, si A € C tel que ReX > ||A||, alors Uapplication

Ry:F — FE
+oo
r — R,\x:/ e MT(t)xdt.
0

définit un opérateur linéaire borné, A € p(A) et
Ryr = (AMd — A)~'z pour tout x € E.
Preuve
Soit A € C tel que ReX > ||A||, d’apres le corollaire précédente on a
e MT(t)z|| < e EANADY 2| Vo € E.
et

T (Rea-l Al 1
—Uteas dt|| < ————.
/o Ie I Fex =7
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Donc l'application Ry est borné. Pour x € F on a
400
R \Ax = / e MT(t) Axdt
0

+o00
= / e M dT(t) xdt
0 dt

+o0
= —x+ )\/ e MT(t)wdt
0
= —r+ AR,x.

d’ou
r = Ry(\d— A)z Ve € E.

Par conséquent
Ry(Md— A) = 1d.

De méme, on a
+oo
ARy = A/ e MT(t)wdt
0
“+oo
= / e MAT (t)adt
0
+oo
= / e MT(t) Azdt
0
= R)Az, Vr e E.
Par suite, on a
ARyx = R\Ax = —x + ARz, Ve e E.

Il en résulte que
(AMd— A)Ry = Id.

Par conséquent

Aep(A) et Ry = (Md— A = R(\A).
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Remarque
L’opérateur définit par:
Ry:F — FE
r — Ryr= /+°° e MT(t)xdt, A€ C et Rel > ||A]
0

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe uniformément continu
(T'(t))e>0 ayant pour générateur infinitésimal 'opérateur A.

Pour obtenir des représentations de type Riesz-Dunford, on a besoin d’une
classe spéciale de contours de Jordan.

Définition 3.3.1 Un conteur de Jordan lisse et fermé qui entoure o(A),
s’appelle un conteur de Jordan A-spectral s’il est homotope avec un cercle C,
de centre zéro et de rayon r > ||Al|.

Théoréme 3.3.2 (Riez-Dunford)
Soit A générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu
(T'(t))e>0, si I'a est un conteur de Jordan A-spectral, alors on a

T(t) = = / eMR(N,A)d\ vt > 0.
Ca

C2mi

Preuve

D’apres le théoreme de Cauchy, on a

% 5 eMR(N AN = % . M R(N,A)dA vt > 0.
et d’apres la proposition (2.3.1) on a
+oo An
R(AVA) =) it Powr A€ {A € C A > 4]}

n=0

et puisque r > || A||, particulierement sur le cercle C,. On a:

1 1

00 n
At At
— RNA)AN = — ——d\
271 /CT TRAA) 2mi Je, ‘ nz% Antl

+0o At
1 e
— S Ad.
; 27i /Cr Antl
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On applique la formule de Cauchy avec la fonction f(\) = e
on obtient

1 6)\15 n
— d\ = — Vn € N.
2mi Jo AP n! ne
Par conséquent
1 X g An
— [ eMR(\A)N = =M =T(1) vt > 0.
2 Jr, — n!
OJ
(voir[5]).

Théoréme 3.3.3 Soit A générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément
continu (T'(t))s>o. Alors

et = o(T(t)) vt > 0.

Preuve

Montrons que
el < o(T(1)) Vit > 0.
Soit u € o(A). Pour A € p(A), Papplication
e,u,t _ e)\t
N= —

est analytique dans un voisinage de o(A). D’apres le théoreme
du Riez-Dunford on voit que

e Id — e = (uld — A)g,(A).
Si et € p(T(t)), alors il existe
S =[e"Id—T)] " € L(E).

Par conséquent
Id = (pld—A)g,(A)S.

d’ott il résulte que p € p(A), ce qui est absurde. Donc e#* € o(T(t)) et par
suite e C o(T(2)).
Montrons que

"W 5 o(T()).
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Soit p € o(T(t)) et supposons que p ¢ e, Alors pour A € p(A)
I'application ¥(\) = (u — e)~! est définie sur un voisinage du o(A) donc:

YN (p—e') =1.
et il en résulte que u € p(T'(t)) et cela est absurde. Par suite p € ') d’on
"W 5 o (T(1)).

Finalement on voit que
e = 5 (T(t)).



Conclusion

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise,
en autre, l'isomorphisme fondamental algebrique et topologique entre le groupe
topologique additif des nombres réels et le groupe topologique multiplica-
tif des nombres réels strictement positifs, on peut constater que la fonction
t — €' a € R est une solution réelle continue de 1’équation fonctionnelle de
Cauchy f(t+s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1. Cette équation a été
étudiée par beaucoup de mathématiciens commencant avec Cauchy méme.
D’autre part, il est trés bien connu que la fonction exponentielle ¢ — e!® est
la solution unique sur R de I'équation différentielle 2’ = ax avec la condi-
tion initiale 2(0) = 1. L’importance des fonctions exponentielles a connu une
grande croissance apres I'année 1888, quand le grand mathématicien
GIUSEPPE PEANO a eu 'inspiration d’écrire la solution du probleme de Cau-

chy vectoriel
¥ = Ax
z(0) =1
ou A est une matrice quadratique, sous la forme

t—etd = i A

n!

n=0

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opérationnelles X' =
AX, ol A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach E qui a
pour solution fondamentale la fonction exponentielle t — e, A € L(E). Ces
extensions de la fonction exponentielle admettent un modele général dans le
cadre des algebres de Banach abstraites. Plus précisément, si L(E) est une
algebre de Banach avec I'unité I et a € L(E), alors la fonction

R >t e e L(E)
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est dérivable et elle est I'unique solution du probléeme de Cauchy

= Ax
{ z(0) = 1.
Compte tenu de 'unicité des solutions du probleme de Cauchy, il en résulte
que la fonction f(t) = e'® satisfait sur R a ’équation fonctionnelle de Cauchy.
Le probleme réciproque de savoir si les solutions de 1’équation fonctionnelle
de Cauchy sont des solutions pour les équations différentielles linéaires de pre-
mier ordre 2’ = ax ,s’est avéré étre plus difficile, mais il a été résolu par Yosida
[14]. Donc la double caractérisation de la fonction exponentielle par I’équation
fonctionnelle de Cauchy et par 1’équation différentielle linéaire de premier
ordre a été établie pour le cas général des algebres de Banach abstraites.
Ces caractérisations importantes ont suggéré 'idée d’étudier les équations
différentielles linéaires du premier ordre par des extensions adéquates de la
fonction exponentielle. De cette maniere est apparu la nécessité de considérer
les équations différentielles vectorielles de premier ordre ' = Az ou A n’est
pas un opérateur de l'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés
L(E) mais un opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach E.La
définition d’une fonction exponentielle comme une solution de cette équation
a été réalisée par l'introduction des semi-groupes de classe Cyy. Mais, dans ce
cas-la, I’équation fonctionnelle de Cauchy se réfere aux fonctions

[0,00) 5t v T(t) € L(E)

avec T'(0) = I ,satisfaisant la relation T'(t + s) = T'(t)T'(s) et qui sont forte-
ment continues, c’est-‘a-dire ayant la propriété

ImT(t)r =x

t—0
pour tout x € L(F) Les résultats fondamentaux pour les semi-groupes de
classe Cy dans les espaces de Banach ont été obtenus par Hille [7], Yosida
[14], Miyadera [10], qui ont crée la théorie des Cy-semi-groupes et de leurs
générateurs. Le célebre théoreme de Hille-Yosida-Miyadera rétablit le lien
entre I’équation fonctionnelle de Cauchy T'(t 4+ s) = T'(t)T(s) et 1'équation
différentielle ' = Ax ou A est un opérateur non-borné fermé et densément
défini dans un espace de Banach L£L(E) Dans ce cas-la, T'(t) représente dans
un certaine sens la fonction exponentielle. Beaucoup de résultats intéressants
concernant I’engendrement, la représentation, les propriétés spectrales et de

convergence peuvent étre trouvés dans les excellentes monographies
de Pazy [11].
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