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Résumeé :

Soit H? I'espace de Hardy des fonctions holomorphes sur le disque unité D pour les-
quelles la suite de coefficients de Taylor est carré-sommable. L’opérateur de Toeplitz de
symbole ¢ € L*(T), est donné par :

To(f) = P(ef)

tel que P est la projection orthogonale de L?*(T) sur H2.
Le but de ce travail est de faire une étude large sur les propriétés algébrique d’opérateurs
de Toeplitz (unitaire, isométrie, normal, auto-adjoint, positif . . .).

Mots clés :
Espaces de Hardy, opérateur de shift, opérateur de multiplication, opérateur de Toeplitz.



Abstract :

Let H? the Hardy space be holomorphic functions on the unit disk D for which the
sequence of Taylor coefficients is square-summable. The Toeplitz operator with symbol
¢ € L*(T), is given by :

To(f) = P(ef)

such that P is the orthogonal projection of L*(T) on H2.
In this work, we studied some classical results on the algebraic properties of Toepltz
operators (unitary, isometry, normal, self-adjoint, positive . . .).

Key words :
Hardy spaces, shift operator, multiplication operator, Toeplitz operator.
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Notations.

NrEE=aNz

(T)
(T)

HOO

dm

<.>

Hol(D)

L(H)

span{x;,i € I C N}
f(n)

f*

P

=~
S

I’ensemble des nombres naturels.

I’ensemble des nombres entiers.

I’ensemble des nombres complexes.

le cercle unité du plan complexe C.

le disque unité ouvert du plan complexe C.

le disque unité fermé du plan complexe C.

I’espace de Hilbert.

I’espace de Lebesgue usuel.

I’espace des fonctions bornées sur T.

I’espace de Hardy.

I’espace des fonctions analytiques bornées.

la mesure de Lebesgue normalisé sur le cercle unité.
produit scalaire de L?(T).

espace des fonctions holomorphe sur D.

I’ensemble des opérateurs linéaires borné sur I'espace H.
le sous-espace vectoriel fermé engendré par x;.
n-eme coefficient de Fourier de f.

la limite radiale de f sur T.

projection orthogonale de L? sur H?2.

noyau reproduisant de H?2.

opérateur de rang 1 sur un espace de Hilbert (produit tensoriel).
opérateur de shift sur H2.

opérateur de multiplication de symbole .
opérateur de Toeplitz sur H? de symbole .

11



Introduction.

Cette mémoire s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs qui

consiste en I’étude des quelques propriétés algébriques d’opérateurs sur di-
vers espaces de fonctions analytiques. Cette étude sur les opérateurs de
Toeplitz, leur caractérisation et leurs propriétés sur les espaces de Hardy.
Les auteurs y donnent certaines propriétés algébriques de ces opérateurs
notamment une condition pour que le produit de deux opérateurs de Toe-
plitz donne un autre opérateur de Toeplitz et une condition pour qu’ils
commutent.
On note par T le cercle unité du plan complexe. dm := dm(0) = % la
mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité, et par L? := L*(T, dm)
I’espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables sur le cercle unité T,
il est bien connu que L? muni de produit scalaire défini par

(f.9) = [ fgdm.

L’espace de Hardy H? est ’ensemble des fonctions f € L? tel le coefficient
de Fourier négatives sont nulles.

H?>={fel? f(n)=0,n<0},
ol,
fony = [ p(eye

Soit P la projections orthogonal de L? sur H?. L’opérateur de Toeplitz de

n € 7.

symboles ¢ sur L?, est défini par :
T,: H* — H* (1)
[ T,(f) = Pef). (2)

Notre travail consiste a détailler et, si nécessaire, a redémontrer les résultats
concernant les propriétés algébrique d’opérateurs de Toeplitz de symboles ¢
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sur L? (opérateurs , basés principalement sur une caractérisation spéciale
pour connaitre ces opérateurs.

Le mémoire est organisé de la maniere suivante : nous commengons par
rappeler les définitions et propriétés concernant les espaces de Hilbert, les
espaces de Lebesgue L?, Hardy H? dans le chapitre 1.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons quelques définitions consa-
cré les opérateurs linéaires bornés. Nous présentons les opérateurs bornés
sur les espace de Hilbert, les opérateurs de rang 1, ensuite on introduit les
opérateurs de multiplication et les opérateurs de Toeplitz.

Enfin, dans le troisieme chapitre nous exposerons les résultats princi-
paux sur les propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz sur les es-
paces de Hardy.




Chapitre 1

Espaces de Hardy.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur les espaces fon-
damentaux en analyse fonctionnelle qui contient quelques notions essen-
tielles qui concernent espaces de Hilbert, les espaces L?, et les espaces
de Hardy, qu’ils sont nécessaire de connaitre pour aborder la suite de
ce mémoire. Notre présentation est essentiellement inspirée des références
[, 13, 1Bl 6], 71, 9l [12] [16], 17].

1.1 Espaces de Hilbert.

1.1.1 Définitions et Propriétés.

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel sur le corps K (R ou C).
Une application (.,.) : H X H — K est une produit scalaire, telle que pour
tout x,y,z € H et « € K, on ait :

1. (z,x) 20 et, si (x,2) =0 x=0.

2. (
3. (
4. {z,y +2) = (z,y) + (z, 2).
5.

Définition 1.1.2. On appelle espace préhilbertien (hermitien) un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire. On pose ||x|| = /(z, x) nous verrons
que cette quantité est une norme sur un espace préhilbertien H.



1.1. ESPACES DE HILBERT.

Théoréme 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit H un espace
préhilbertien, pour tout x,y € H, on a :

[z o)l <zl

Théoréme 1.1.2. (Identité du parallélogramme). Soit H un espace
préhilbertien, pour tout x,y € H, on a :

(lz +yD* + (lz = y)* = 2((l=)* + (llylD?)-

Définition 1.1.3. Lorsqu’un espace préhilbertien H muni de la norme in-

duite par le produit scalaire est complet, on dit que H est un espace de
Hilbert.

Exemple 1.1. L’espace I* = {zx = (z;)0,7; € C, %1 |z;]* < 400} muni
]:
du produit scalaire
o0
<$7y> = Zl%yy
]:

est un espace de Hilbert.

1.1.2 Orthogonalités.
Soit ‘H un espace de Hilbert.

Définition 1.1.4. Soient x,y deux vecteurs de H, on dit que x est ortho-
gonal a y on note x Ly si : (x,y) = 0.

Définition 1.1.5. Deux sous espaces Fi, F» de H dont dits orthogonauz
si :Vx e F,Yy € Fy : (x,y) = 0.

Proposition 1.1.1. Soit F' un sous espace de H, l’ensemble des vecteurs
de H orthogonaux a F forme un sous espace vectoriel de H, noté F*-

Fr={xecH/(x,y) =0,Yy € F}.

Théoréme 1.1.3. (Théoréme de Pythagore).
Soit {x1,x9,...,x,} un systéme de vecteurs orthogonnaux si x;Lx;, i # j
alors

|21 + 22+ oo+ 2|2 = |21 ||* + 2]+ o+ [z
Remarque 1.1.1. (Si H est un espace de Hilbert réel).

|z —yl? = (x—y,z—y)
21> + lylI* = [|=|l]|y]| cos6; 0 <6<

2



1.1. ESPACES DE HILBERT.

1.1.3 Bases orthonormales.

Définition 1.1.6. Soit H un espaces de Hilbert, {e;}icz une famille de
vecteurs est dite :

1. Orthogonale si (e;,ej) = 0,1 # j.

2. Orthonormale si de plus |e;| = 1,Vi € Z.

Définition 1.1.7. Un espace de Hilbert H est séparable s’il posséde une
sutte de points qui est dense dans H.

Définition 1.1.8. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base
orthonormale de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}, qui vé-

rifie :
1. Orthogonale et orthonormale.

2. Le sous-espace vectoriel engendré par {e,}, (par combinaisons li-
néaires finies) est dense dans H.

1.1.4 Noyau reproduisant d’un espace de Hilbert.

Définition 1.1.9. Soit H un espace de Hilbert de fonctions définies sur
D. Pour z € C et r > 0, D(z,7) désigne le disque ouvert centré en z de
rayon r, et a valeurs dans C, on note (x,y) et ||.||, respectivement le produit
scalaire et la norme de H. On dit qu’une application K de D x D est un
noyau reproduisant pour H si :

1. Pour tout z,w € D, K,(w) = K(z,w) est une fonction de w qui
appartient a H.

2. Pour tout z € D et tout f € H

f(z) = ({f Kz).

En particulier pour tout z,w € D,
K.(w) = (K, Ky,) et | K.| = (K., K.) = /K(z,2).

Théoreme 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur D, alors
H admet un noyau reproduisant si et seulement si [’évaluation ponctuelle
f > f(2) est continue sur H pour tout z € D.




1.2. ESPACES DE LEBESGUE.

1.2 Espaces de Lebesgue.

Les résultats dans cette section et ses preuves sont tirés de [9] et d’autres

références. Soit dm la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité

T, cest-a-dire dm = ¥ on 0 € [0,27r{. Pour toute fonction mesurable

f: T — C on pose o 2
17 = (L1 dm(o)2.

On appelle L? ou bien L*(T, dm) 'ensemble de toutes les fonctions f de T
vers C pour lesquelles || f|| < oo, dans ce cas || f|| s’appelle la norme L*(T)
de f. On définit sur L*(T) le produit scalaire

(f.9) = [ (Q)g(C) dm(Q).

Muni de ce produit scalaire et de la norme qui est définie précédemment,
L*(T) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.2.1. Soit n € Z, on considere la fonction
e,: T — C
¢ — ey(Q) ="
len :n € Z} est une base orthonormée de L*(T).

Définition 1.2.1. Soient f € L*(T) et n € Z . On note

fln) = {f:¢")
= [ AT dm(Q).

f(n) est appelé le n-ieme coefficient de Fourier de f. La série de Fourier
de [ est donnée par :

> fn)e™.

neZ

Proposition 1.2.2. On peut identifier L*(T) a [*(Z). La correspondance
est donnée par

feL*T) «— {f(n):neZ) el*7).




1.2. ESPACES DE LEBESGUE.

Définition 1.2.2. L’espace L>*(T) des fonctions essentiellement bornées
sur T muni de la norme

[flloc = ess —sup [f(C),
CeT

est une algebre de Banach.

Proposition 1.2.3. Soit p une fonction mesurable sur T. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) of € L*(T) pour tout f € L*(T).
(ii) ¢ € L>(T).

Démonstration. (i) = (i) On suppose que ¢ € L>(T). Soit f € L*(T), on
a

/027r|90(eit)f(6it)|2dt _ /()2W|¢(eit)|2‘f(€it)\2dt
< [T Nl f )R dr

2 .
= lll% [ 1£(e") dt

= el
< oQ.

(i) = (ii) Supposons que ¢f € L*(T) pour tout f € L*(T) et o ¢ L>(T).
Alors pour tout ¢ € R, m(A(c)) > 0 avec A(c) ={C € T : |p(¢)] > c}.
Soit ¢; = 1, on choisit co > ¢1+1 tel que By := A(cq) \ A(cz) soit de mesure
non nulle. On choisit ¢3 > ¢o + 1 tel que By := A(cs) \ A(cs) soit de mesure
non nulle. Par itération, on construit une suite (B,),en+ d’ensembles de
mesures positives, deux a deux disjoints vérifiant : pour tout n € N* et
¢ € B, |@(¢)] = n. On pose

1 si (€ B,,

fn(g) - m(Bn) )
0 si (eT\B,.

Il est facile de vérifier que la suite (f,),>1 est une suite orthonormée de




1.3. ESPACES DE HARDY H2

L*(T) et f := ioz Ju € L*(T). Soit alors N € N*, on a
Fles @ = [1e@F|3 i( O dm(¢)

> 5, eor "B o
> 3 [ B ) (carloto) 2 m
= S (B,) (5]
~ N(N+1)
= R

contredit le fait que pf € L*(T). O

1.3 Espaces de Hardy H>.

Dans ce paragraphe, on définit 1'espace de Hardy H? de deux maniéres
différentes et on montrera que ces deux définitions sont équivalentes a un
isomorphisme pres. Soient D = {z € C,|z| < 1} le disque unité du plan
complexe C, dA(z) = dxvdy /7 = rdrdf /=, avec z = x+iy = re'?, la mesure
planaire de Lebesgue normalisé sur le disque unité ID.

On désigne par Hol(ID) 'ensemble de toutes les fonctions holomorphes dans
D.

Définition 1.3.1. On définit deux types d’espace de Hardy, le premier est
un sous-espace de Hol(D) et le second un sous-espace de L*(T). Alors on
a, sur D

D) = {1 € HolD). |f|? = swp ["|f <oo}
H*D) = {f € Hol(D),sup|f(z )l < OO}.
Sur T, on définit

H*(T) = {f € LXT),f(n) =0,n<0}.
H>(T) = {f e L>(T), f(n) =0,n < 0}.
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1.3. ESPACES DE HARDY H2

ici f(n) est le n-éme coefficient de Fourier de f.

Proposition 1.3.1. D’aprés le théoreme de Fatou, la limite radiale de
toute fonction f € H*(D), qui est une fonction définie sur T par

F(Q) = lim f(rQ), CeET

existe presque partout sur T. On peut montrer que f* € H*(T), f(n) =
pour n < 0, tel que

JLJog | f*]1d¢| > —oc.

Proposition 1.3.2. On peut identifier H*(T) d ’espace H*(D). Car ’ap-
plication

x: H*(D) — H*(T)
f— I
est un isomorphisme isométrique, ou f* est la limite radiale de f.

Remarque 1.3.1. Compte tenu de [’existence d’un isomorphisme isomeé-
trique entre H*(D) et H*(T), on note H?, laquelle désignera indifférem-
ment H*(D) ou H?*(T) suivant le contexte.

Proposition 1.3.3. Puisque H*(T) est un sous-espace fermé de l’espace
de Hilbert L?(T) il est aussi un espace de Hilbert muni du produit scalaire
induit par celui de L*(T) défini par :

= o [ ST

Proposition 1.3.4. On a L*(T) = H* ® zH?.

Théoréme 1.3.1. Soit f analytique sur D. Alors f € H? si et seulement

s1
1 27 0)|2
— “*dl < o0.
S o /0 | (re™] 00
De plus, pour f € H?,
2 _ 2
I = SUP 2/ do.




1.3. ESPACES DE HARDY H2

Démonstration. Soit f une fonction analytique sur D de série entiere
o0
f(z) = > ax2".
n=0
Alors, pour 0 < r < 1,

|f(7’€i9)‘2 _ io: i an@rnerei(n—m)Q.
n=0m=0
Depuis
1
2
intégrant I'expression ci-dessus pour |f(re')|? et en divisant par 27 donne

L y2r N e 2 2
— "Ndh = nlore".
27T/O [ (re®)] ngo\a 7

2 .
/0 ez(n—m)ede _ 5n,ma

oo
Si f e H? alors Y |a,|*r® < ||f]|? pour tout r dans [0,1). Ainsi
n=0

1 2T .
sup o— [ [f(re”Pdf < || f|* < oo,

0<r<1 2T

Inversement, supposons que le supremum ci-dessus est fini. Comme montré
ci-dessus,
L2 02 - 2 2n
QW/O F(re?)Pdf = 3 Janf'r™"
Si f ¢ H?, le membre de droite peut étre rendu arbitrairement grand
en prenant r proche de 1. Cela contredirait ’hypothese selon laquelle le
supremum du membre de gauche de I’équation est fini.
Notez que ce qui précéde montre également que, pour f € H?,
1 2 .
2 _ i6)2
= sup — re'”’|=df.
1P = sup oo [ 1 e

]

Corollaire 1.1. Pour toute fonction f analytique sur le disque, la fonction

_ Lo iy |2
M(r) = o [ f(re)Pdf
est croissante. Donc l_i)mlM(r) = sup M(r), et donc la fonction f est
== 0<r<1
dans H* si et seulement si llr{llM(r) < 00, auquel cas lim M(r) = |f|*




1.3. ESPACES DE HARDY H2

Démonstration. Cela découle immédiatement de la formule
2 / ‘f 7“629 QdQ_Z‘anF 2n
établie au cours de la démonstration du theoreme précédent. [

Remarque 1.3.2. L’espace de Hardy posséde un noyau reproduisant noté
K, donné par la formule :

et
f(2)={f K.), feH?

Proposition 1.3.5. Soit A € D. L’application
Oy f— f(N)
est une forme linéaire bornée sur H?.

Proposition 1.3.6 (Formule de l’intégrale de Cauchy). Soit A € D,
pour f € H?

N = [ dm©),

et pour n > 0
arf d"K
dz”( ) =, dzn )
d"K I\
ol A n la dérivée n-ieme de K.

RSl ey v

Démonstration. D’apres la proposition [1.3.5],

F) = (/)
= ([, K))
= [ FORAQdm(C)
-/ f(¢)




1.4. IDENTIFICATION H? ET L%

Comme K) est analytique sur DD, elle est développable en série entiere sur
D avec

K/\(Z) = = (Z c ]D))
= > (A\2)", (z€D)
e A S

d"K f(O)
dznA> = n! /T Mmﬂdm(@,

qui n’est autre que la formule de Cauchy pour la dérivée n-ieme de f. [

. Donc

Il est facile de vérifier que

{f

1.4 Identification H? et [2.

L’espace de Hilbert le plus familier est appelé [? et consiste en la collec-
tion de suites sommables au carré de nombres complexes. C’est,

o0

= o) >

o

la,|* < OO} :
=0

L’addition de vecteurs et la multiplication de vecteurs par des nombres
complexes s’effectuent par composante. La norme du vecteur {a,}>°, est

ool = (i \an|2)2,

n=0

et le produit scalaire des vecteurs {a,}>°, et {b,}>2, est

({an )20, {bn}og) = i 0.

Définition 1.4.1. L’espace de Hardy H?, est constitué de toutes les fonc-
tions analytiques ayant des représentations en série de puissances avec des
coefficients complexes sommables au carré. C’est,

HQ:{f:f(z) = io:anz" oty |a, | <oo}.
n=0 =0

n

10



1.4. IDENTIFICATION H? ET L%

Le produit scalaire sur H? est défini par

(f.9)= i by,

pour
f(z) = Z anz" et g(z) = Z bn2".

o0
La norme du vecteur f(z) = > a,z" est
n=0
o0 ) 3
171 = (X laal?) "
n=0
o
Lapplication {a,}>, — . a,2" est clairement un isomorphisme de [
n=0
sur H?.

Théoréme 1.4.1. Toute fonction de H? est analytique sur le disque uni-
taire ouvert.

0
Démonstration. Soit f(z) = > a,2" et |z| < 1, il faut montrer que
n=0
0 0
> anzy converge. Puisque |zp| < 1, la série géométrique ) |zg|" converge.
n=0 n=0
Il existe un K tel que |a,| < K pour tout n (puisque{a,} est dans I? ).
0 0.} o0
Donc > |anz)| < K D |20|" , donc Y a2z converge absolument. O
n=0 n=0 n=0

Remarque 1.4.1. Contre-exemple sur une fonction est analytique sur D

mais n'est pas dans H%. En effet :la fonction f(z) = 1

1 o0 _
= Y 2", les coefficients de f me sont pas som-
-z n=0

est analytique
—z

sur D, et puisque 1
mables au carré.
Théoréme 1.4.2. Pour zo € D et f € H?, f(20) = (f, K,,) et [|[K,| =
(1= lzo)"2.

o0
Démonstration. On a K, sous la forme ) Z"2" donne

n=0
(L K.) = ijo anl = f(z0),

11



1.4. IDENTIFICATION H? ET L%

et
2 N |2
1 [1% = > [z0l™
n=0
Puisque § Enlb ! il s’ensuit que ||/, || ! O
uisqu Zo|" = ————, il s’ensuit qu = :
T T Il T ey

Théoréme 1.4.3. Si {f,,} — f dans H?, alors {f,} — f uniformément
sur des sous-ensembles compacts de D.

Démonstration. Pour un zy € D fixé, on a

[fu(20) = [ (20)| = [(fn = f, Koo)| < Il fu = SIS

Si K est un sous-ensemble compact de D, alors il existe un M tel que
| K., || < M pour tout zp € K (M peut étre pris comme le supremum de

V1=l

pour zy € K). Ainsi

|fu(20) — f(20)] < M||fn — fll, pour tous 2y € K,

ce qui implique clairement le théoreme. ]
Corollaire 1.2. Toute fonction dans H*® est dans H?.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la caractérisation de H?2
donnée dans le théoreme [1.3.1] O

Définition 1.4.2. L’espace I*(Z) est défini comme 'espace de toutes les
séquences sommables au carré a deux cotés; c’est,

{l2(Z) - ("'7a—27a—17 Gp, a1, a2, ) : Z |CLn’2 < OO} .

Proposition 1.4.1. Les polynomes sont denses dans H?>.

Démonstration. Si f = 3 a,2" appartient & H?, alors
n>0

E

0<n<N

2

Etant la queue d’une série convergente, cette expression tend vers zéro
lorsque N — oo. Ainsi les sommes partielles de la série de Taylor de f
approchent f dans la norme H?2. ]

12



1.4. IDENTIFICATION H? ET L%

Corollaire 1.3. Si f € H? et, pourr € (0,1), f.(2) = f(rz), alors f,. € H?
et || fr — fl| — 0 lorsque r — 1~

Démonstration. Si f € H? alors

= Z anz", Hf”2 - Z ‘an|27

n>0 n>0

Ainsi

1f-17 = | ;Oanr”Z”H = Y an > < Y an® = || f]%.
n>

n>0 n>0

De plus,
1fr = fIP = X Jan*(1 —72").

n>0
Par le Théoreme de Convergence Dominée, ce dernier terme tend vers zéro
quand r — 1. ]

Remarque 1.4.2. On peut résumé l'identification entre H? 1*> et L*(T)
comme indiqué dans le diagramme suivant :

H? +— 2
N N
L*(T) +— [*(Z)

13



Chapitre 2

Opérateurs de multiplication et
Toeplitz.

Dans ce chapitre on va rappeler quelques définitions et résultats clas-
siques concernant les opérateurs linéaires bornés sur les espaces de Hilbert,
nous rappelons aussi des définitions et propriétés éléments sur les opéra-
teurs de multiplication et Toeplitz(voir par exemple, [1], 3], [5, &, 9], 1], 13)
14, 115, [16]).

2.1 Opérateurs sur les espaces de Hilbert.

2.1.1 Opérateurs bornés.
Soient E et F' deux espaces de Hilbert sur le méme corps K.

Définition 2.1.1 (Opérateur). On appelle opérateur de E dans F, toute
application A défini de E' dans F' par :

A:F — F
r — Ax.

Définition 2.1.2 (Opérateur linéaire). On dit que l'opérateur A : E —
F' est linéaire si :

Ve,ye EEVAeK: A(x+y) = Ax+ Ay
A(Az) = Mz,

C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et l’'on a A(Og) = Op.

14



2.1. OPERATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Définition 2.1.3 (Opérateur continu, borné). Soit A un opérateur
linéaire définit sur un sous ensemble G C E dans F' est dite continu au
point xo de G st on a la propriété suivante :
Pour toute suite x,, de G converge vres xy, la suite Ax,, converge vers A(xy)
c’est-a-dire :

Jim. Az, = A <nh_>n£>10 xn> = A(xg).
A est dite borné s’il existe une constante k > 0 telle que :

| A(x) ||p< k||x||E, pour tout x € E.

Le théoreme suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.

Théoreme 2.1.1. Soit A un opérateur linéaire de E dans F'. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) A est continu.
(2) A est continu en 0.

(3) il existe une constante c telle que ||Ax|| < c||x|| pour tout x € E.

Notation :

On note par L(FE, F') 'ensomble des opérateurs linéaires continus entre
E et F. Quand F = F, L(E, F) est noté L(F). Quand F = K, on note
E’ Tespace dual (topologique) de E qui est 'espace vectoriel des formes
linéaires continues de E' dans K. Par E”, on note le bidual de E.

Définition 2.1.4. Soit A : E — F un opérateur linéaire. On définit
l'image de ["opérateur A par

Im(A) ={Azx,x € E}.
et le noyau de ['opérateur A par
Ker(A)={x € E: Az = 0}.

Remarque 2.1.1. 57 E est de dimension finie, alors, tout opérateur li-
néaire de E dans F' est continue.
On définit maintenant la norme d’un opérateur linéaire continu.

15



2.1. OPERATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Définition 2.1.5 (Norme d’un opérateur linéaire continu). Soit A :

A
E — F un opérateur linéaire continu. Le nombre sup | Az)
reE x#0 HxH

, est appelé
la norme de A et est noté || Al.

Remarque 2.1.2. 1. Si pour une constante ¢, on a ||Ax| < c||z| pour
tout x € E, alors A est borné et ||Al| < c¢. De plus, on a :

| Az|| < ||A||||z]|, pour tout z € E.
2. On vérifie que ||Al| = sup ||Ax|| ainsi que
1

]l <
|A|| = inf {c : ||Az|| < c||z||, pour tout x € E} .

Proposition 2.1.1 (Propriétés de la norme d’opérateur). Soient
E,F et G trois espace de Hilbert.

1. Si A€ L(E,F), alors ||A]| =0 si et seulement si A = 0.

2. SiA,Be L(E,F), alors A+ B e L(E,F) et ||A+ B| < || Al + [|B]-
3. SiaeKetAe LIE,F), alors aA € L(E,F) et ||aA|l = |af||A]l-

4. SiAe L(E,F) et Be L(F,G), alors BoA € L(E,G) et||BoAl| <

IBI[[[A]l-
Notation :

La composée A o B de deux opérateurs A et B sera souvent noté AB.
Théoreme 2.1.2. Soient E un espace de Hilbert et F' un espace de Banach.
Alors, l’espace vectoriel normé L(E | F) est un espace de Banach.

2.1.2 Adjoint d’un Opérateur.

Définition 2.1.6. Soit A € L(E, F). Il existe une unique opérateur A* €
L(F, E) telle que pour tout x € E et pour tout y € F, on ait :

(A(2),y) = (z, A%(y))
est appelé adjoint de A. De plus on a :

1A = 1Al

Ce qui prouve que A* est aussi continue.

16



2.1. OPERATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

Proposition 2.1.2. Soit A — A* un operateur antilinéaire, isométrique
de L(E,F) dans L(F, E). De plus pour tout A € L(E,F) on a :

o (A") = A.
o [[ATAl = (Al

2.1.3 Opérateur unitaire, isométrique, normal, positif et au-
toadjoint.
Définition 2.1.7. Soient E et F deux espaces de Hilbert.
(a) U € L(E,F) est appelé unitaire st U'U = Iy et UU* = Ip.
(b) U € L(E,F) est appelé isométrique (co-isométrique) si U*U =
Ip(UU* = IF).
(¢) N € L(F) est appelé normal si NN* = N*N.
(d) U € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U* = U.

(e) P € L(FE) est appelé positif (notation : P > 0) si P est auto-adjoint
et si pour tout x € E, (P(x),z) > 0.

(f) Deux opérateurs A : E — E et B : F' — Fsont unitairement équiva-
lents s’il existe un opérateur unitaire U : E — F' tel que A = U*BU.

(9) U € L(E) est appelé opérateur cyclique s’il existe s € E E (appelée
vecteur cyclique pour U ) tel que E = span{U"z,n > 0}.

2.1.4 Projection Orthogonale.

Théoreme 2.1.3. Soit H un espace de Hilbert, est soit Hi un sous espace
vectoriel de H fermé, ['application

P:H—>H1
r — Px

est un opérateur linéaire continu et P o P = P.

Théoreme 2.1.4. Le point y est appelé porjection orthogonale de x sur
Hyest il noté Px.

P:-H — 7‘[1
v — Pr= inf |y —a,
ye Hy

17



2.1. OPERATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

on vient de voire que v — Px € Hi .

Proposition 2.1.3. L’application qui a un point de H fait correspondre
sa projection orthogonale sur un sous espace fermé Hy notée (P, (x)),
possedes les propriétés suivantes :

1. Py,(ax + By) = aPy,(z) + BPu, (y).

Py, + Py, = ida,.

(l1)? = 1Py, (@) 1)* + ([I(id — Pry)(2)1])*.
Py, (x,) — Py, (x) si ||z, — x| — 0.

r€ Hy < Py (x) ==

v € Hi & Py, (z) =0.

7. H1 C Ho < Py, (Py,)(x) = Py, ().

S S o

Théoréeme 2.1.5. ( Décomposition de Riez).
Soit H un espace de Hilbert et soit Hi un sous espace vectoriel fermé de

H. Alors
H="H OH;.

Exemple 2.1. 1. Soient H un espace de Hilbert, et x1 € H avec x1 # 0
Hi = {x1} = {ax;,a € C},
on a ['application

P:-H — H1
r — Px= Mz

on va chercher A1, ona :
r—Mz €EH = (z—Ma,211) =0 = {(z,21) — \[|21|* =0
alors

_ <J/‘, $1>
[ [?

2. Soient H espace de Hilbert, et x1,x9 € H avec x1 # 0,29 # 0

Al

Hi = {z1, 22} = {ax1 + Br2, 0, B € C},

18



2.1. OPERATEURS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

et x1 L xo on a l'application

P:H — 7‘[1
r +— Px = M\x1+ Az,

on va chercher \y et Ay on a :

(a) (x — M\z1+ Aoxo,11) =0 = (x,11) — Hx1H2 =0
alors A\ = ﬁ (on a Xo(xy1,29) =0 car zy L xo ).

(b) (x — Mxy + Aowo, x9) =0 = (x,29) — )\ Ha:2]|2 =0
alors Ay = % (on a M\{x1,x0) =0 car x; L xy ).

Définition 2.1.8 (Projection de Riesz). Dans ce qui suit, on note P la
projection de Riesz, la projection orthogonale de L*(T) sur H?. En termes
de série de Fourier, P est donné par la formule

P @IZJ?(H)C”) - %Of(n)g”

La projection de Riesz renvoie la "partie analytique” d’une série de
Fourier en L*(T). Par exemple,

P(1+2cosf) = P(e™ + 1) =1+ =1+ ¢.

On remarque aussi que, en projection orthogonale, 'opérateur P est auto-
adjoint et donc satisfait (Pf, g) = (f, Pg) pour tout f, g dans L?*(T). Donc
la projection orthogonale P de L?(T) sur H? définie par :

Pf={(fK)), felL*T), \eD.

Proposition 2.1.4. La projection de Riesz est donnée par la formule

[PfIA) = (f,K)) = /T 1f_(<2)\dm(§), fel*\eD.

Démonstration. Puisque K, = (1 — Az)~! appartient a H? et vérifie la
propriété de reproduction (3.2), il s’ensuit que

[PfIA) = (Pf, Kx) = (f, PK)) = (f, K})),

pour tout f € L*(T). La réécriture de l'expression (f, K)) sous forme
d’intégrale donne la seconde formule. ]
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2.1.5 Opérateur de rang 1.

Nous allons rappeler la définition et les propriétés élémentaires du pro-
duit tensoriel.

Définition 2.1.9. Soient H un espace de Hilbert séparable, f,g € H/{0}
alors on définit ['opérateur borné de rang 1, f ® g par :

f@gH — H
h — f®g(h)=(hg)f

L’image de f ® g est le sous-espace de dimension 1,Cf.
On peut voir réciproquement que tout opérateur A de rang 1 a la forme f®g
pour certains vecteurs f,g € H. En effet, comme ImA est de dimension
1, pour f € ImA non nul, ImA = Cf. Pour tout h € H, il existe ¢, € C
tel que Ah = cpf et la forme linéaire h € H +— ¢, est continue, par
continuité de f ® g. Le Théoreme de Riesz assure [’existence de g € H tel
que ¢, = (h,g), et alors pour h € H,

Ah = (h,g)f = f®g(h).

Proposition 2.1.5. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1,9,
éventuellement non nuls, o, 5 € C et A € L(H),

CA(feg)=(Af®g) et (fRgA=(f®Ag).
2. (feg)(ivqn)={f,e)(f@aqn).
3. (af+BH)@g=a(f®g)+B(fi®g) et f@(ag+Bg)=a(f®g)+

B(f®q1).
4. Ker(f ®g) = (Cg)*" et Im(f ® g) = Cf.
(feg) =)

(f®9g)=(fi®g) avec f, f1,9,91 tous non nuls, si et seulement si il
existe v, \ € C tel que f =~fi,9 = Ag1 et Ay = 1.

~

S O

Démonstration. 1. Pour tout h € H,

A(f®g)(h) = (h,9)Af = (Af @ g)(h)
et
(f ®g)(Ah) = (Ah,g) f = (h, A*g) f = [ @ (A"g)(h).
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2.2. OPERATEURS DE SHIFT (DECALAGE).

2. Pour tout h € H,

(foglfivwga)h) = foglhg)h
(h, g1)(f1, 9) f
= (f,9)(f @ g)h.

3. Par linéarité du produit scalaire.

4. Nous avons déja vu la seconde affirmation. Pour la premiere :
Ker(f@g) ={h€H | fg(h) =0} ={heH] (h g)=0}=(Cg)
5. Soient h, k € H,
(f@g)(h),k) =

6. Si f®g = fi ® g1 alors ils ont mémes images. Or Imf ® g = Cf
et Imf; ® g1 = Cf; donc il existe v € C non nul tel que f = vf;.
En considérant les adjoints de ces opérateurs, ’assertion précédente
affirme que ¢ ® f = g1 ® f1. Le raisonnement similaire au précédent
affirme qu’il existe A € C tel que g = Agy. Ainsi, vf1 @ Ag1 = f1 ® 1
ce qui implique v\ = 1. La réciproque se vérifie trivialement.

]

2.2 Opérateurs de shift (décalage).

Les opérateurs de shift tiennent une place importante dans le monde
des opérateurs sur la théorie des fonctions (voir [15]).

Définition 2.2.1. On note S : H*> — H? défini par S(f) = 2f, z €
T lopérateur de décalage a droite(shift), cet opérateur est borné et une
isométrie de H?.
L’adjoint de S est l'opérateur de décalage & gauche (adjoint de Shift) noté
S* défini par :

f(z) = f(0)

z

S (f) =
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2.2. OPERATEURS DE SHIFT (DECALAGE).

En effet, pour f,g € H?, on a

(Sf.9) =(2f,9) = {f.Z9).
Soit ke C, on a :

(2f k) = k{zf,1)

k
E<Zf7 k0>
k
0

()(0)

Donc

(51.9) = (£.7(s(2) — g(O))) = (£, 790

Définition 2.2.2. Sur 2, on définit Uopérateur de shift unilatéral S par :
S(CLQ, ay,asz, as, ) = (Oa Qp, ay, az, as, )7
pour (ag, a1, as, az, ...) € 2.

Théoréme 2.2.1. (1) Le shift unilatéral est une isométrie (c’est-a-dire

1SF1 = /]| pour tout f € i2).

(73) L’adjoint S* du shift unilatéral a la forme suivante :

S*(ap, ay, as, as, ...) = (a1, as, as, ...),
pour (ag, a1, as, as,...) € I*. (L’opérateur S* est le shift unilatéral vers l’ar-
riére.)
Démonstration. Pour prouver (i), il faut montrer que ||(ag, a1, as9,...)|| =
1(0, ag, ai, as, ...)||-

o0 o0
Mais c’est trivial puisque Y |ap|* = (0] + X |ar_1|*.
k=0 k=1
Pour prouver (ii), soit A lopérateur défini par A(ag,as,as, as,...) =

(a1, a9, as,ay,...). Soient x = (ag, ai, as, ...) et y = (bg, by, be, ...) deux vec-
teurs quelconques. Remarquerez que

S(x,y) = ((0, a0, a1, a2, ...), (bo, b1, ba, bs, ...)) = > ap_1bg,

k=1
et
o
(I’, Ay) = ((ao, ai, as, as, ), (bl, bz, b3, b4, )) = Z akka.
k=0
Comme ces sommes sont égales, il s’ensuit que A = S*. ]
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2.3. OPERATEURS DE MULTIPLICATION.

Définition 2.2.3. Le shift bilatéral est l'opérateur W sur 12(Z) défini par
W(, a_9,a_1,ap,ay,ds, ) = (, a_sg,a_9,a_1,0p,0a1, a, )

Théoréme 2.2.2. (i) Le shift bilatéral est un opérateur unitaire.
(73) L’adjoint du shift bilatéral, appelé shift bilatéral arriére, est donné par

W*(, a_o,a-1,0ap,01, ag, ) = (, a_i,ap,a,as,as, )

Démonstration. 11 est clair que [|[Wz|| = ||z|| pour tout x € [*(Z), et donc
W est une isométrie. Définissez 'opérateur linéaire borné A par

A(...,a_9,a_1, ap,ay, a9, ...) = (...,a_1, ag, ai,as,as, ...).

Evidemment, AW = WA = I, et donc W est une isométrie inversible
c’est-a-dire que W est un opérateur unitaire.

Nous devons montrer que (Wx,y) = (x, Ay) pour tout z et y € I2(Z). Soit
r = (..,a_9,a_1,00,01,02,...) et y = (...;b_9,b_1,bg, by, bo, ...). Remarque-
rez que

(W'Iay): Z anflaa

n=-—00
et
0 —_
(, Ay) = > anbny1.
n=—00
Ces sommes sont égales entre elles. Donc A = W*. ]

2.3 Opérateurs de multiplication.

Définition 2.3.1. Soit ¢ € L*(T). On appelle opérateur de multiplication,
de symbole o sur L*(T) l'opérateur défini par

M, : D(M,) C L*(T) — L*(T)
f— Myf=eopf

ou D(M,) = {f € L*(T) : of € L*(T)}. I est clair que D(M.,,) est dense
dans L?(T) puisqu’il contient I'espace des fonctions continues & support
compact sur T qui lui est dense dans L*(T). De plus, si ¢ € L™ alors M,
est borné et || M, || < ||¢||o en fait le théoreme suivant, exposé par Arlen
Brown et P. R. Halmos dans [4], montre que les seuls symboles ¢ pour
lesquels M, est borné sont les fonctions bornées sur T.
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2.3. OPERATEURS DE MULTIPLICATION.

Théoréme 2.3.1. [}/ Soient p € L*(T) et M, opérateur de multiplication.
Alors les assertions suivantes sont satisfaites :

(1) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) ¢ € L>(T).
(5) D(M,) = LX(T).
(c) M, est borné sur L*(T), et ||My| = ||¢||s-
(1i) Si ¢ € L>=(T) alors
(a) M* = M.
(b) M, est normal.
(c) M, est isométrie si et seulement si |p| =1 presque partout.
Démonstration. (i) (a) equivalent (b), voir la proposition [1.2.3]
(c) Soit f € L*(T) avec ||f|| = 1. Puisque |¢(e?)] < [|p]le a.e., il
s’ensuit que

1 2m : . 1 2m :
2 10 160\ 12 2 160\ 12
IMofI? = o [T (@) f(@)Pd8 < llplZg- [ 1f ()1 d6.

Ceci implique que [[M,|| < |[¢]|oo-

On établit maintenant I'inégalité inverse. Soit A\g = [|¢]|cc- Si Ag = 0
il n’y a rien a prouver, supposons donc A\g # 0. Pour tous les nombres
naturels n, le se

, . 1
E, - {629 ee)] > A - }
n
a une mesure positive. Si x, est la fonction caractéristique de cet
ensemble et m est la mesure de Lebesgue normalisée sur S!, on a
lorsque n est suffisamment grand pour que \g — 1/n > 0,

1 i
o [y le(e)Pdb.

1 1\2
> 27T/E </\0—n> o

= ()\0 — 1>2 m(E,).

1M X I

n
Aussi, [|xn||* = m(E,). 1l s’ensuit que si f, = x»/||xx||, alors

1
IMafall 2 2o —
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2.3. OPERATEURS DE MULTIPLICATION.

pour n suffisamment grand, et donc

1
A ESYE
pour n suffisamment grand. Ainsi | M,| > Ao = [|¢||c-
(i) (a) Soient f,g € L*(T), et p € L™
(Mofog) = o [o(e®) f(e?)g(c)do
ol o TP
= o L FE (e g(e)do
- <f7 M¢g>

(b) On a :
MwM;f - MQOM@]C =ppf =ppf = M;Mcpf

(¢) M, isométrie alors M7 M, = I, donc MzM, = I alors 9y = |¢| =
1p.p. L’autre co6té est évident.
]

Le théoreme suivant donne la premiere caractérisation de 'opérateur
de multiplication.

Théoréme 2.3.2. (Brown, Halmos [J]). Un opérateur borné sur L*(T) est
un opérateur de multiplication si et seulement s’il commute avec M,. A
commute avec M, si et seulement si AM, = M,A.

Ainsi M, est une représentation du shift unilatéral sous la forme d’un
opérateur sur H?, nous référons souvent & M, comme S lorsqu’aucune
confusion n’est possible. Remarquez que M.ep = ey q pour k =0,1,2, ...,

oll e(z) = 2~

Définition 2.3.2. Les opérateurs Mo et M, sont définis sur L*(T) par
(Mo f) () = e f(e”) et (M-uf)(e”) = e f ().

Théoréme 2.3.3. L’opérateur M, sur L*(T) est unitairement équivalent
au shift bilatéral W sur 1*(Z), et lopérateur M, est unitairement équi-
valent a W™.
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2.4. OPERATEURS DE TOEPLITZ.

Démonstration. Si V est opérateur unitaire appliquant [(Z) sur L*(T)
donné par

o0

ind

V(.,a_9,a_1,a9,a1,as,...) = > ae™,
n=—00

on vérifie facilement que VW = M_»V . La prise d’adjoints montre que
V*M,-ie = W*V* et le théoréme s’ensuit (puisque V* est aussi unitaire).
]

2.4 Opérateurs de Toeplitz.

2.4.1 Définition et caractérisation.

Les opérateurs de Toeplitz sont les compressions des opérateurs de mul-
tiplication au l'espace de Hardy H?, définie comme suit.

Définition 2.4.1. Soit p € L>®(T), "opérateur de Toeplitz de symbole
© sur H? est défini par :

T,: H> — H?
o= To(f) = Pef),

ou P est la projection orthogonale de L*(T) sur H?.

Remarque 2.4.1. Dans le cas ou p € H*™, l'opérateur de Toeplitz est juste
lopérateur de multiplication M, c’est-a-dire T, = M,. Puisque Vo € H™
et f € H? alors of € H>.

Proposition 2.4.1. Soit ¢ € L>(T), alors

1Tl = Nl lloo-

Démonstration. Pour tout f € H?, nous utilisons le fait que est une pro-
jection orthogonale (et donc une contraction) pour voir que

1T f Il = 1P f) < llefll

En outre,

lofI1? = [ e fPdm <llell [1fPdm < [loll% ] £
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2.4. OPERATEURS DE TOEPLITZ.

Ainsi

1Tl = SUp, 1T AN < Nl lloo-

Pour la borne inférieure, notons que pour tout A € D, alors le noyau re-
producteur K pour H? satisfait

1

Définissons le noyau reproducteur normalisé Ky = K /|| K| et notons, par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

A =

(T K0, K| < TR S T HEMTEN = 1T -
En utilisant cette inégalité, on obtient
Tl > KK Kol = |<P(90f§2,fﬁ>! = [{pK), PK,)|
= (eRn Kl = | el Odm()
= [P(p)(A)].

Enfin, on pose A =17, ou ( € T et r € (0,1), et on utilise le théoreme de
Fatou pour voir que |¢(¢)| < ||T,|| pour presque tout ¢ € T. Cela donne la
borne inférieure souhaitée ||¢|lo < ||| O

Théoréme 2.4.1. L’opérateur T, sur H? est unitairement équivalent au
shift unilatéral.

Démonstration. Si V est 'opérateur unitaire appliquant [? sur H? donné
par

(0]
Viag, a1, as,...) = > a,z",
n=0
il est trivial de vérifier que V.S =T,V . ]

Théoréme 2.4.2. L’application ¢ — T, est une application injective, bor-
née, linéaire, préservant ladjoint (i.e., T;;) de L>°(T) sur l’espace des opé-
rateurs de Toeplitz considérés comme un sous-espace de [’algebre des opé-
rateurs linéaires bornés sur H?.
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2.4. OPERATEURS DE TOEPLITZ.

Démonstration. 11 est clair que cette application est linéaire, et
[Tl = [[PMo]] < |My]| = @]l

donc I'application est borné. Si T, et Ty, sont égaux, alors la comparaison
de leurs matrices montre que ¢ et 1 ont les mémes coefficients de Fourier.
L’application est donc injective.
Pour montrer que l'application préserve l’adjoint, calculez simplement
comme suit : pour f et g € H?,

(T5,9) = (f,Tpg) = (f, PMyg) = (f,vg)

_ i -~ T () p(e®)g(c)db

= 5 / () f(e)g(e?)db

(@f,9)=(P gof, g)
= (T¢f7 9)-

Donc T;; = T. ]

2.4.2 Matrices de Toeplitz.

Chaque opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable a
une représentation matricielle par rapport a chaque base orthonormée de
I’espace.

Définition 2.4.2. Si A est un opérateur linéaire borné sur un espace de
Hilbert H et {e,}nez est une base orthonormée de H, alors la matrice de A
par rapport a la base donnée est la matrice dont l’entrée en position (m,n)
pour m,n € I est (Aey, en).

On voit aisément que, tout comme dans le cas familier des opérateurs sur

les espaces de dimension finie, leffet de l'opérateur A sur > cpe, peut étre
nel
obtenu en multipliant le vecteur colonne (c,)nez @ gauche par le matrice de

A (voir par ezemple ([12], p. 23).

Nous verrons que les opérateurs de Toeplitz ont des matrices qui s’ob-
tiennent facilement a partir des matrices d’opérateurs de multiplication,
nous commencons donc par [’é¢tude des matrices d’opérateurs de multipli-
cation sur L?(T) du cercle par rapport a la base standard {e™}>___ pour
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2.4. OPERATEURS DE TOEPLITZ.

L*(T). Rappelons que M, désigne 'opérateur sur L*(T) consistant en la
multiplication par L®(T) la fonction ¢ (Définition [2.5.1)).

Théoreme 2.4.3. Soit ¢ une fonction dans L*° de série de Fourier

o .
Z ©n emﬁ .

n=—oo

Alors la matrice de M, par rapport a la base orthonormée {e™}2 __ de

L? est

—00

Yo $-1 P-2
Y1 Yo P-1 P2
P2 Y1 Yo P-1 P2
Y2 P11 Yo ¥P-1
Y2 Y1 $o

Démonstration. On calcule, pour chaque couple d’entiers (m,n),
Lo2m oy in g Lo2m oy _itm—n)o
(Myen, ) = 27T/0 p(e”)eeimbdl) = 27r/0 p(e)e i tm=n)0qp.

Par conséquent, pour chaque entier k, 'entrée de la matrice pour M, en
position (m, n) est ¢y chaque fois que m—n = k. Cela donne le résultat. [

Théoréme 2.4.4. Un opérateur linéaire borné sur L*(T) est une multipli-
cation par une fonction L>(T) si et seulement si sa matrice par rapport a
la base standard de L*(T) est une matrice de Toeplitz.

Démonstration. 11 a été montré dans le théoreme que toute multiplica-
tion sur L?(T) a une matrice de Toeplitz. Pour établir I'inverse, supposons
que A a une matrice Toeplitz.

Pour montrer que A = M, pour un certain ¢ € L>(T), il suffit, de mon-

trer que AW = W A. Cela revient a montrer que, pour tout entier m et n,
(AWey,, en) = (W Ae,, e,,). Observe ceci

(AWGn, em) = (Aen—i—la em) = (Aenn em—l)a
par ’hypothese que la matrice de A a des diagonales constantes. Alors

(Aep, em—1) = (Aep, Wrey,) = (W Ae,, en).
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2.4. OPERATEURS DE TOEPLITZ.

Donc (AWe,, e,,) = (W Ae,, en). O

Théoreme 2.4.5. La matrice de l'opérateur de Toeplitz avec le symbole ¢
par rapport d la base orthonormée {e™?}2, de H? est

Yo $-1 P2 ¥-3
Y1 Yo P-1 P2
T, =192 o1 wo w1 |,
w3 Y2 Y1 Po

ot @y est le k-ieme coefficient de Fourier de .

Démonstration. Cela peut facilement étre calculé de la méme maniere que
le résultat correspondant pour les opérateurs de multiplication (théoréme
. Alternativement, puisque P est la projection sur H? et T, est définie
sur H?, la matrice de T, est le coin inférieur droit de la matrice de M.,.
(C’est-a-dire le coin inférieur droit de

Yo P-1 P2
- P11 Yo -1 P2
M, = Y2 Y1 Yo P-1 P2 5
Y2 P11 Yo P-1
Y2 Y1 $o

donc
Yo P-1 Y2 P-3

Y1 Yo P-1 P-2
T,=1w2 @1 ©o @-1
Y3 Y2 Y1 Yo
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Chapitre 3

Propriétés algébriques d’opérateurs
de Toeplitz sur les espaces de Hardy.

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats algébriques d’opérateurs
de Toeplitz (voir [2, 4, 8, 10, [11]).

3.1 Propriétés élémentaires.

Quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz sont regroupées dans la
proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soit ¢,¢ € L>*(T). Alors,
1. Pour tous a, B € C, on a : Thpypy = a1, + BTy,
2. T, =0 si et seulement si p = 0.

3. L’opérateur identité I de H? est lopérateur de Toeplitz de symbole
o =1, et l'opérateur nul est 'opérateur de Toeplitz de symbole 0.

Pour tous f,g € H?, on a : (Myf,g) = (T,f,g).

T, est positif si et seulement si M, est positif.

NS G

T, est auto-adjoint si et seulement si son symbole est a valeur réelle
presque partout sur T.

Démonstration. 1. Pour f € H? on a
Toprppf = Pllap+BY)f) = Plapf + B f)

— P(agf) + P(Bvf) = aP(pf) + BP(W)
— aTL(f) + BT(f) = (T, + BT)(f).
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3.1. PROPRIETES ELEMENTAIRES.

2. 5i T}, est nul, alors pour tous m et n dans N, on a :
(T2, 2" =0 & (P(p2"),2™) =0
& (2", ")
& (p,7"") =

0
0,
mais la famille des polynomes en z,% est dense dans H? donc ¢ est

orthogonale a z"2™, c’est a dire ¢ est nulle. Il est clair que si ¢ est
nulle 'opérateur 7., est nul.

3. Soit f e H2 I(f) = P(1f) =T}, et 0= P(0f) =
4. Soit f,g € H?, on a :

(Myf,g) = (Myf, Pg)
<P gof g>
(PMyf, g)
( gofa >

5. Voir théoréme 2.4.2]
6. Soit f € H?, on a pour tout n € Z

(Tof f) = (Mgf, f) > 0& (MIM,f,M!f) >0
& (MM f,MIf) >0, pourtoutf € H?.

En particulier pour f = 1 on obtient
(M,MI1,M?1) > 0 < (My2",2") > 0,Vn € Z.

Et comme I'ensemble des polyndmes P est dense dans L?*(T), il en
résulte que

(M,f, ) > 0,Vf € L*T).

7. On a T, = T et cest égal a T, si et seulement si ¢ = P presque
partout. Ainsi, ¢ doit avoir des valeurs réelles.
]

Théoréme 3.1.1. Les opérateurs de Toeplitz sur H? sont les opérateurs
dont les matrices relatives a la base {e™}>  de H* sont des matrices de
Toeplitz .
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3.2. PRODUIT ET PROPRIETES ALGEBRIQUES D’OPERATEUR DE TOEPLITZ.

Théoreme 3.1.2. Lopérateur T est un opérateur de Toeplitz si et seule-
ment st S*T'S =T, ou S est le shift unilatéral.

Démonstration. Notez que, pour les entiers non négatifs n et m,
(S*T'Sen, en) = (T'Sepn, Sen) = (Tent1, €mit)-

Ainsi si T est un opérateur de Toeplitz, (S*T'Se,,en) = (Ten, en)
(puisque T admet une matrice de Toeplitz d’apres le théoréme , donc
SIS ="1T.

Inversement, si S*T'S = T', alors une induction triviale donne

(T6n+ka 6m—|—k) - (T€n7 em)

pour tout nombre naturel k, donc T a une matrice de Toeplitz et est donc
un opérateur de Toeplitz d’apres le théoreme |3.1.1| H

3.2 Produit et propriétés algébriques d’opérateur de
Toeplitz.

Parmi les problemes qui nous intéressent pour les opérateurs de Toe-
plitz est leur produit. Dans cette section, nous étudions le produit de deux
opérateurs de Toeplitz. Bien que la somme de deux opérateurs de Toeplitz
soit toujours un opérateur de Toeplitz, le résultat n’est pas vrai pour le
produit, car ’ensemble des opérateurs de Toeplitz n’est pas stable par la
multiplication et c’est rare ou le produit de deux opérateurs de Toeplitz
est aussi un opérateur de Toeplitz. Le probleme sur le produit d’opérateurs
de Toeplitz a été étudié par A. Brown et P. R. Halmos dans [4].

Définition 3.2.1. On dit qu’un opérateur de Toeplitz T, est analytique
(respectivement anti-analytique) si @ est analytique bornée(respectivement
anti-analytique bornée) dans D.

Théoréme 3.2.1. Soit T, est un opérateur de Toeplitz sur H? . T, est ana-
lytique (respectivement anti-analytique) si et seulement s’il commute avec S
(respectivement S* ).

Démonstration. Soit T, est analytique c’est-a-dire ¢ est une fonction ana-
lytique bornée dans I, et S = M., pour toute fonction f € H? on a :

T MA(f) = ToP(2f) = P(ezf) = pzf = zof = M.T, f.
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Donc, T,M, = M.,T, sur H?. alors T,S = ST,.
Réciproquement, supposons que 7, est un opérateur de Toeplitz qui com-
mute avec Mz. Alors pour tout entier n > 1, on a :

P(=n) = (p,C") = {p¢" 1) = (T,(", 1).
C’est-a-dire
P(—n) = <T¢Cn7 1) = (Twal, 1) = <T£T<pla 1) = <T901>Tz*n1>-
Mais
T:"1 =Tr1 = P(C") = 0 car pour tout n € N on a ((,(") = 0.

Ainsi, les coefficients de Fourier d’indice négatif de la fonction ¢ sont nuls
c’est-a-dire ¢ est une fonction analytique.

Si ¢ est anti-analytique, @ est analytique. Et comme T3 = T5, ce qui
précede donne T7M, = M,T7. Par passage a I'adjoint, on obtient M T, =
T,M;, donc S*T, = T,5". O]

Lemme 3.1. Soient o, € L>2(T), S le shift unilatéral et P la projection
de L*(T) sur H%. On a :

S*T,T,S — T,T, = P(e”") @ P(e o).
Démonstration. On remarque que Idg2 = SS* + ey ® e, il s’en suit que :

S*TyT,S = S*Tyldp=T,S = S*Ty(SS* + ey ® ey)T,S
= S"TpSS™T,S + S*Ty(ep ® eo)T,S
= TyT, + S"Ty(eo ® e9)T,S

TyT, + (S*Tpep) @ (S™Te)

De plus, on a :

S*Tyen = (TpS) eo = (TLup) €0 = (Te-nypeq) = P(e "))
car S = T, et

S*Tseq = (T,S) eq = (Tyiny) o = (Ty-uzeq) = Ple” ).

D’ou le résultat. (]
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Le théoreme suivant de A. Brown et P. R. Halmos dans [4], donne une
condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux opérateurs
de Toeplitz sur H? soit un opérateur de Toeplitz.

Théoreme 3.2.2. Soient v,y € L>(T). Le produit T,T, est un opérateur
de Toeplitz si et seulement si T, est anti-analytique ou si T, est analytique.
Dans les deux cas on a : TyT, = Ty,.

Démonstration. Si T, est analytique, T, = M, et T, T, = (PMy)M, =
P(Myy) = Ty
Si Ty est anti-analytique alors Ty = T est analytique et

(T,T,)" = TiT) = T, = Ty

Et il vient TwT(p == (TwT@)* = (T@)* = TWP'
Pour la réciproque, supposons que 71T, est un opérateur de Toeplitz. On
a:

S*T,T,S — T,T, = P(e ") @ P(e ") = 0.
On en déduit que soit P(e=%1) = 0, soit P(e~"p) = 0.
Si P(e~")) = 0 alors tous les coefficients de Fourier d’indices strictement
positifs de 1 sont nuls et T, est anti-analytique.
De méme, si P(e %) = 0. alors tous les coefficients de Fourier d’indices
strictement positifs de @ sont nuls et T est anti-analytique ie. T, est
analytique. ]

Théoréme 3.2.3. Le produit de deux opérateurs de Toeplitz sur H?, est
nul si et seulement si 'un des facteurs est nul.

Démonstration. Supposons que T, T, = 0. Puisque 0 est un opérateur de
Toeplitz, le Théoréme implique que T, est analytique ou T, est anti-
analytique et que T)T,, = Ty, = 0. Ainsi, ¥p = 0.

e S5i T, est analytique et T;, # 0, le théoreme de F. et M. Riesz entraine
que le sous ensemble {( € T : ¢(¢) = 0} de T est de mesure nulle. Ainsi,
Y = 0 presque partout et donc T}, = 0.

e D’une maniere similaire, si Ty, est anti-analytique et T}, # 0, le théoreme
de F. et M. Riesz entraine que le sous ensemble {¢ € T : ¢(¢) =0} de T
est de mesure nulle. Ainsi, ¢ = 0 presque partout et donc T, = 0. ]

Le théoréme suivant résume les résultats sur la commutativité de deux
opérateurs de Toeplitz dans H>.
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Théoreme 3.2.4. Soient v, € L>(T). Alors T,)Ty, = TyT, si et seule-
ment si ['une des trois conditions suivantes est vraie :

1. T, et Ty sont tous les deux analytiques.
2. T, et Ty, sont tous les deuxr anti-analytiques.
3. il existe deux constantes a et b, non tous nuls tels que ap+ by est une

fonction constante.

Démonstration. Si T, et Ty sont tous les deux analytiques alors d’apres

B2.2,

T, Ty = Toyp = Tyy
et

TyT, = Ty,.

Un méme calcul montre que si les deux étaient anti-analytiques, T,T, =
T, Ty. Donc (1) et (2) impliquent la commutativité.
Pour montrer que (3) implique la commutativité, on suppose que ap-+by) =
A e C,aceva,be Ca+#0oub+#0.

—b A
Sia#0alors ¢p = —1+ — et
a a

T, = PM,
= PMa

—b A
= 7T¢ + —P
a a

b A
— Ty + Sldge.
a a

Donc

—b A
T¢T¢ = Tw(FTQD—l—a]dHQ)

—b A
- —T,T,+ =T
. ww+aw

—b A
— (27, 4 2Tdee)T
(a vt m2) Ty

= T, Ty.
Le cas b # 0 se montre de la méme facon. Réciproquement, on a :

S*T,TyS — T,Ty = P(e ?p) @ P(e ).
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et
S*T,T,S — TyT, = P(e ") @ P(e ")

Si TyT, = T,T, alors
P(ep) @ P(e”""y) = P(e”""y) ® P(e ).

On va distinguer deux cas principaux : soit I'un des quatre vecteurs
P(e %), P(e7)), P(e %) et P(e ")) est nul soit aucun d’entre eux
n’est nul.

D’abord le cas ou I'un des quatre vecteurs est égal a 0. On a quatre sous-
cas :

e Ple ) = 0, alors I'un des deux vecteurs P(e %) et P(e ") est
nul. Si P(e ?p) = P(e7"y)) = 0, tous les coefficients de Fourier
d’indices strictement positifs de ¢ et de ¢ sont nuls, donc T, et T},
sont anti-analytiques et on a (2). Si P(e %) = P(e ") = 0, le seul
coefficient de Fourier de ¢ non nul est celui d’indice 0 c¢’est a dire ¢
est une constante et on a (3) avec a =1 et b= 0.

o P(e ™)) = 0, alors I'un des deux vecteurs P(e %) et P(e ")) est
nul. Si P(e ) = P(e ")) = 0, les coefficients de Fourier d’indice
strictement négatifs de ¢ et ¢ sont nuls c’est a dire T}, et T, sont
analytiques. Si P(e~")) = P(e"")) = 0, 1 est une constante et on a
(3) en prenant a =0 et b = 1.

o Ple ) = 0, alors P(e ) = 0 ou P(e ™)) =0 . Si Ple ) =
P(e~")) = 0, T, et Ty sont anti-analytiques et on a (2). Si P(e” %)) =
P(e~")) = 0 alors 9 est une constante et on a (3) aveca = 0 et b = 1.

e Ple ) = 0, alors P(e p) = 0 ou P(e ™)) =0 . Si P(e p) =
P(e %) = 0, ¢ est une constante et on a (3) avec a =1 et b= 0. Si
P(e ") = P(e7)) =0, T, et T, sont analytiques et on a (1).

Maintenant, on suppose que P(e ), P(e~)), P(e~")) et P(e~"p) sont
tous non nuls. Alors il existe b € C\ {0} tel que P(e %) = bP(e ) et
P(e %) = bP(e~ ). 1l s’en suit que P(e ™ (p — b)) = 0 et P(e (3 —
b)) = 0, autrement dit, la fonction ¢ — b1) est une constante ce qui donne
(3). O

Corollaire 3.1. Si deux opérateurs de Toeplitz commutent entre eux et
qu’aucun des deux n’est combinaison linéaire de [’identité et de ['autre alors
leur produit est un opérateur de Toeplitz.
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Démonstration. Il vient immédiatement du théoreme précédent que soit le
premier opérateur est analytique soit le second est anti-analytique et dans

les deux cas, leur produit est un opérateur de Toeplitz d’apres théoréme
3.2.2 []

Corollaire 3.2. Soit p € L>(T). L’opérateur de Toeplitz T, est normal si
et seulement s’il existe c,d € C et une fonction a valeurs réelles 1 € L™
tels que

p=cp+dp.p.

Démonstration. Si ¢ = cip + d, puisque Ty, = T} alors il est évident que
1,1, =TT, et donc que T, est normal.

Réciproquement, supposons que 7;, est normal c’est a dire que 7T}, commute
avec T, = Ti;. On a un des trois cas (1), (2), (3) du théoreme |3.2.4|
Si c’est le cas (1) ou le cas (2) alors ¢ est une constante et le résultat est
immédiat.

Si c’est le cas (3), il existe a,b € C tels que ap + bp = k une constante.
En prenant le conjugué, on a aussi ap + by = k et en ajoutant les deux
équations, on a

2Re((a+0)p) =k + k.

Posons ¢ = Im((a + b)p) (la partie imaginaire de ((a + b)p)), c’est une
fonction a valeurs réelles. On a
_ - ' _ kE+k
(a+b)p = Re((a+b)p) +ilm((a+b)p) = ——+ .
i k+k

—etd=——.
- atb 2(a+b)
Si a = —b, on aura ap — ap = I'm(ap) = k. k. La partie imaginaire de ¢
est alors une constante et on a le résultat en prenant ¢ = 1, ¢ = Re(yp) et
d=1Im(p). O

Si a+ b # 0 alors on a le résultat en prenant ¢ =

Théoréme 3.2.5. 5i T, est un opérateur de Toeplitz inversible sur H?,
alors son inverse T(p_1 est un opérateur de Toeplitz si et seulement si o est
anti-analytique ou st @ est analytique.

Démonstration. Supposons que T, est inversible.
e Si ¢ est analytique, T, commute avec M¢. On a : M1, = T, M. c’est-
a-dire TSO_lMCT(p = M, c’est-a-dire encore Tw_lMc = Mngp_l. Alors, T<p_1 est
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un opérateur de Toeplitz analytique.

e Si i est anti-analytique, on fait le méme raisonnement en utilisant le fait
que T, commute avec M. Et dans ce cas, T, ! est un opérateur de Toeplitz
anti-analytique.

Réciproquement, supposons que T, ! est un opérateur de Toeplitz et notons
T, e Ty. On a :

T, T, =TT, = 1.

Puisque 7,7}y = I, le Théoreme entraine que 7 est analytique ou
bien T3 est analytique. De méme, puisque Ty T, = I, ou bien T}, est analy-
tique ou bien T3 est analytique.

e Si T, est analytique, il n’y a rien a démontrer.

e Si Tz n'est pas analytique, nécessairement T; est analytique et non
constante, ce qui implique que Ty n’est pas analytique donc T, est analy-
tique. []

Corollaire 3.3. T, est un opérateur de Toeplitz isométrie si el seulement
st @ est analytique et de module 1.

Démonstration. SiT, est un isométrie, alors TT,, = I implique que 15T, =
I, et puisque [ est un opérateur de Toeplitz de symbole 1 alors 1757, = Tj.
Ainsi le théoréme implique que ¢ est analytique. De plus 15T, =
T, = Ty = Th, alors [p]* = 1.

Inversement, si ¢ est une fonction antianalytique de module égal a 1, il est
clair que T3T, = 15T, = Ty, = Tige = T1 = 1. Donc T, est isométrie, et
la preuve est achevée.

P

[]

Corollaire 3.4. Un opérateur de Toeplitz T, est unitaire si et seulement
st @ est une fonction constante de module 1.

Démonstration. Si T, est unitaire, alors T2T, = 1,17 = I, cest-a-dire
1T, = T, Tz = Ty. Ainsi, d’apres le Théoreme [3.2.2] ¢ doit étre simulta-
nément analytique et anti-analytique, d’ou ¢ est constante. De plus, nous
avons py = |<p|2 = 1. Inversement, si ¢ est une fonction constante de mo-
dule 1, alors 15T, = 1,75 = Th, d'ou 1T, = 1,71, = I. Par conséquent,
T, est unitaire, ce qui acheve la preuve. ]
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Le corollaire suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
les opérateurs normaux sur H?2.

Corollaire 3.5. Les seuls opérateurs de Toeplitz normauz sont les combi-
naisons linéaires finies d’opérateurs de Toeplitz auto-adjoints.

Théoréme 3.2.6. Si T, est un opérateur de Toeplitz analytique, alors la
matrice de T, par rapport d la base orthonormé {e™}>% de H? est :

oo 0 0 0 0
1 o 0 0 0
T,=1p2 ¢1 w0 0 0 :
w3 @2 o1 wo 0

ot p(e’) = 3 pre™.
k=0

Démonstration. Les coefficients de Fourier de ¢ avec des indices négatifs
sont 0 puisque ¢ est dans H?, donc cela immédiatement. ]
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