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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions le théoréeme de Radon-Nikodym et décom-
positions de Hahn et de Jordan.
Comme application on étudie la théorie de la probabilité .

Les mots clés: mesure , c—algébrique , mesure absolument continue , Dé-
compositions de Hahn et Jordan , Théoréme de Radon-Nikodym , pro-
babilité.
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Abstract

In this memoir we consider The theorem of Radon-Nikodym and Hahn and
Jordan decompositions .
we will see some applications in theory of probability .

Keywords: measurement , c—algebric ,absolutely continued measurement
, Signed measurment, Hahn and Jordan decompositions , the theorem
of Radon-Nikodym , probability .
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Introduction

Le théoreme de Radon-Nikodym fait partie de la théorie de la mesure.
Dans ce mémoire, nous étudions cette théoreme et quelques applications de ce théoreme

Dans le premier chapitre on rappelle la notion de mesure :

— les fonctions mesurables

— espace mesurable

— o—algébrique et o—additive

— les fonctions a variation bornée
le deuxieme chapitre Consacré a la notion de mesure absolument continue , mesure signée.
on va étudier Décompositions de Hahn et Jordan et Théoreme de Radon-Nikodym

Et enfin dans le troisieme chapitre on va voir quel que Applications de Théoreme de
Radon-Nikodym .



Notation

e Intersection : AN B est l'intersection des ensembles A et B, i.e. I’ensemble des
points appartenant a la fois a A et a B.

e Réunion : AU B est la réunion des ensembles A et B, i.e. I’ensemble des points
appartenant a au moins I'un de ces deux ensembles.

e Complémentaire : si A C F sont complémentaire (dans E) est ’ensemble des
points de F n’appartenant pas a A, on le note A¢ | ou parfois £\ A.

e Différence symétrique : A A B est I'ensemble des points appartenant a 'un des
deux ensembles A ou B, mais pas aux deux , on a donc AA B =(A\(ANB))U
B\ (AN B)).

e Ensemble vide : &. C’est I'ensemble ne contenant aucun point
Les ensembles suivants seront utilisés sans cesse :

e N = ensemble des entiers naturels : 0,1, 2, ...

e N* = ensemble des entiers naturels non nuls : 1,2, ...

e R = ensemble des réels =] — 0o, +-00|

e R? = espace euclidien réel de dimension d (donc R = R)

e R =[—00,+]



Chapitre 1

Rappels

e Ensembles disjoints : Les ensembles A et B sont des disjoints si AN B = &.

e Anneau : Une famille d’ensembles non vide A est appelée anneau, si elle possede
la propriété que A € Aet B € A impliquent AAB e Aet ANB € A.
Comme pour deux ensembles arbitraires A et B on a toujours

AUB=(AAB)A(ANB)
et
A\B=AA (AN B)

e Ensemble positif par rapporte a v : une mesure définie sur une o—algebre A
de sous-ensembles de I'espace X. Un ensemble F C A est dit positif par rapport a
vsiv(ENF) >0 pour tout F e A .

e Ensemble négatif par rapporte a v : une mesure définie sur une o—algebre A
de sous-ensembles de 'espace X. Un ensemble E C A est dit négatif par rapport a
vsiv(ENF) <0 pour tout F' € A .

e Fonction caractéristique d’un ensemble : Soient (X, .4) un espace mesurable
et soit A € A. On appelle fonction caractéristique de I’ ensemble A, et on note 14
la fonction définie par : 14(z) =1siz € Aet 14(x) =0six € A°



1.1 Ensembles mesurables

Définition 1.1. (o— algebre) Soit X un ensemble. On appelle o— algebre sur X tout
ensemble A de parties de X tel que :

1. Xed
2.si Ae Aalors A€ A

3. si (An)nen est une famille d” éléments de A, alors U,>¢A4, € A (stabilité par union
dénombrable) Le couple (X, .A) est alors appelle espace mesurable.

Définition 1.2. (espace mesurable) On appelle espace mesurable un couple (X, .4), ou
A C P(X) est une o-algebre. Les éléments de A sont appelés parties mesurables, ou
parfois A—mesurables s ’ il n 'y a pas d’ambiguité. On dit que (X,.A) est un espace
mesurable.

Enoncgons quelques conséquences de la définition :

l.oeA
2. Si A € A pour tout n € N, on a aussi N,enA, € A

3. Puisqu ’ on peut toujours prendre A, = & pour n assez grand, la propriété (3)

entraine que A est stable par réunions finies (et de meme par intersection finies).

Exemple 1.1.  — P(X) est une o— algebre.
— A C X |A ou A° est au plus de n. est une o— algebre.

Probleme 1.1. si (A;)i € I est une famille de o— algébre de X alors Nier A; est une o—
algebre.

Définition 1.3. Soit y une mesure sur (X,.A). On dit que
— w est finie si p(X) < oo.
— u est o-finie si il existe une suite croissante (A,)n,en de mesurables telle que X =
Uns0dn et u(A,) < oo pour tout n > 0.

Soit (X, .A) un espace mesurable

Définition 1.4. Soit (X, A) un espace mesurable. On appelle mesure positif sur X une
application p définie sur A, a valeurs dans [0, +00] et vérifiant la propriété de o-additivité
, pour toute famille dénombrable (Ag)ren d 7 ensembles mesurables disjoints deux a deux :

(t[UkenAr] = Y n[Ax]

Le triplet (X, A, u) est alors appelé un espace mesuré.

Par abus de notation, on dira souvent que (X, x) est un espace mesuré, la o— algebre A
étant alors implicite, ou méme que X est un espace mesuré, la c— algebre A et la mesure
i étant alors implicites.

Définition 1.5. (0— additivité. ) La mesure p est dite dénombrablement additive ou
o—additive, si quels que soient les ensembles A, A, Ay, --- A, -+ appartenant a son do-
maine de définition A, et vérifiant les conditions

A=U2 A, ANA =2

pour ¢ # j on a l'égalité



u(A) = f: u(A,)

Proposition 1.1. 1. Croissance : Une mesure p est une application croissante : Si
A, B € Aavec A C B, alors u(A) < u(B)
En effet A= B U (A\ B) comme 'union est disjointe, par additivité, on a

n(A) = u(B) + (A \ B)
et wW(A\ B) >0.
2. Additivité : Si A,Be Aet p(ANB) =g,

u(A) + pu(B) = p(AU B)

3. Différence propre : A, B € A , AC Bet u(Ad) < 400, alors u(A\ B) =
p(A)—pu(B) En effet, cela vient de la décomposition A = BU(A\ B) union disjointe.
4. Croissance séquentielle : Si A, € A et A, C A, 1 pour n > 1 alors

En effet, on note que Up_, Ay, = A, Soit C,, = A, \A,_1 , n>1 (avec Ag = ). On
montre facilement que : Up_,Cy = U}_; A) une inclusion vient de ce que Cy C Ag
pour tout k, 'autre de ce que si € U}_; Ay alors en notant k le plus petit entier
, tel que x € A alorson a , x € Cy car ¢ € Ay, et donc x € U;_;Cy, De plus les
Cr k > 1 sont deux a deux disjoints : si x € C} alors v € Ap_1 , et donc = &€ ()
pour | < k Comme les C}, sont disjoints, on a :

n——~oo

lim p(A,) = lm (Ui Ay) = lim p(Up_,Cy) = lim > u(Cy)
k=1

(additivité) :

+00

> 1(Cr) = p(U25C)

k=1

o— additivité :
= (U2 Ap)
5. Décroissance séquentielle : si A, € Aet A, D A,y1 n>1etsiu(A) < +oo,
alors

(NnenAn) = nh_r>noo b u(Ay)
Comme p(A;) < 400, on peut passer aux complémentaires dans A; : en notant
B; = A; \ A; la suite B;,i > 1 est croissante et d’” apres le cas précédent
lim ,U(Bn) = M(Unlen)

n—oo
Comme p(A;) < 400 on a p(B,) = u(Ar) — (A et Ups1 B, = Ay \ Np>14, de
mesure M(Un21Bn) = M(A1> - :u(ﬂnZIAn> on a donc
lim (p(Ar) — pu(An)) = (A1) = p(Mn>14n)

n——oo

et il suffit de retrancher pu(A;) < 400 (et changer le signe) pour conclure. Contre-
exemple pour la décroissance sans hypothese de finitude sur la mesure : sur (R, B(R), )
soit A, =|n,+oc[ on a N> A, = @ de mesure nulle tandis que lim,, .., A(4,) =

—+00.



6.

1 est sous-additive : Si A, € A pour n > 1

(sous-additivité).
En effet, il suffit de prouver pu(AU B) = u(A) + pu(B) la preuve se complété ensuite
par :

PUZA) < 3 A

puis par croissance :

HUniA) = Tim p(UIA) € lim 3" p(A,) = 3 p(A,)

m——+00 m—>—+00
n= n>1

On utilise la décomposition AUB = (A\ B)U (AN B)U (B \ A) en ensembles
disjoints, par additivité :
(AU B) = u(A\ B) + p(AN B) + u(B\ A)
= n(A) + (B \ A)
< u(A) + pu(B)

Définition 1.6. Une fonction d’ensembles p(A) s’appelle mesure, si :

1.
2.
3.

le domaine de définition A,, de la fonction ;i(A) est un semi- anneau d’ensembles .
les valeurs de la fonction p(A) sont réelles et non négatifs .

la fonction p(A) est additive, c.-a-d. pour toute décomposition d'un ensemble A €
A, en réunion finie :

A=AU---UA,

d’ensembles (deux a deux disjoints) A, € A, on a I'égalité :

u(A) = S p(A,)

n=1

1.2 Fonctions mesurables

Définition 1.7. Soient (X, .A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On dit que f : X — Y
est mesurable si :

VBeB f(B)e A

Proposition 1.2. Soient f,g : X — R deux fonctions mesurables. Alors f + ¢, fg,
min(f,g) et maz(f,g) sont mesurables.

Proposition 1.3. Si f : X — R est mesurable, alors f, , f_ et | f |= fy + f_ sont
mesurables.

Proposition 1.4. Si f: X — R est mesurable, et si f(z) # 0, Vo € X | alors g définie

1
par g(z) = @) est mesurable.



1.3 Les fonctions étagées

Définition 1.8. Soit (X,.4) un espace mesurable. On dit qu ’ une application mesurable
f X — R est étagée si f ne prend qu * un nombre fini de valeurs.

En notant oy, ag, -+, a, les valeurs de f et A; = f~(oy;) pour i =1---n on a donc :
n
f=> aly,
i=1

Proposition 1.5. Soit f : (X,.A) — [0, +00] une fonction mesurable. Alors il existe une
suite croissante de fonctions (mesurables) étagées qui converge ponctuellement vers f.

1.4 Définition de 1’ intégrale d > une fonction étagée
positif
On suppose a présent que (X, A, i) est un espace mesuré.

Définition 1.9. Soit f : (X, A, ) — [0,400[ une fonction (mesurable) étagée. On
appelle intégrale de f (pour la mesure positif p) la quantité

e i;am(z‘h)

ou Y i 4 ayly, est 1’ écriture canonique de f.

notant e, I'ensemble des fonctions (mesurables) étagées sur X a valeurs dans [0, +o0].
L ’application

I . €_|_ — [0, ‘I‘OO[

f— [ rdu

possede les propriétés suivantes :
1. Additivité :

/(f+g)du=/fdu+/gdu Vf,g€ey

2. Homogénéité :

/Afd,,L:A/fdu Vfce., VAER,

3. Monotonie : Si f et g€ ey etsi f < galors

[ fau < [ gdy



1.5 Le théoréeme de La convergence monotone

Définition 1.10. Soit f : X — [0, +oo[ une fonction mesurable. On appelle intégrale
de f sur X pour la mesure pu, la quantité :

/fdu:sup{/hd,u|h€5+,h§f}€[O,+oo[

Si £ C X est une partie mesurable, on note aussi :

/;fdu==/;f1Edu

Cette intégrale possede la propriété de la monotonie :

/fduﬁ /gdu
si f<g.

Théoréme 1.1. (la convergence monotone — Beppo-Levi) Soit f, : X — [0, +oo[ une
suite croissante des fonctions mesurables positives, et soit :

f= lm f,

n—aoo

la limite ponctuelle des f,. Alors, f est mesurable et

[ fa = lim_ fudp

Remarque 1.1. 1. Si f,, est une suite décroissante de fonctions mesurables positifs,
et si :
/ fndp < o0
alors on a

[ rdu = Jim_ [ fudp

n—aoo

ou

2. On rappelle que si f : X — [0, 400 est mesurable, il existe une suite croissante
n—a:oo,

fo < faxt, fa € €4 telle que fr(x) —— f(x),Vx € X Alors

[t = Jim_ [ fudp

Corollaire 1.1. Soit (f,,) une suite des fonctions mesurables positives et soit :
f:an , [ X — [0, 400][.
neN

Alors f est mesurable et

[ fdu =3 [ fudn

neN

"

C’est la propriété " d ~ additivité dénombrable .



Proposition 1.6. Soit f: X — [0, 400 une fonction mesurable
1. Va>0 p({z € X | f(z) >a}) < L[ fdpu
2. [fdu=0 < f =0 presque partout .
3. Si [ fdu < oo, alors f < oo presque partout .

4. Si fet g: X — [0, +00[ sont mesurables, alors :
f = g presque partout [ fdu = [ gdpu.

1.6 fonctions intégrables a valeurs dans R

Définition 1.11. Soit f : X — R une fonction mesurable. On dit que f est intégrable
(ou sommable) par rapport a pu si :

J 17 < oo

Dans ce cas, on pose

[ rdu= [ pedp= [ 1

ou fy =max(f,0) et f- = mazx(—f,0).
On note £1(X, A, i) 1’ espace des fonctions intégrables sur X.

1.7 Fonctions a variation bornée

on considérer la classe des fonctions qui peuvent étre représentées sous la forme des
différences de fonctions monotones.

Définition 1.12. Une fonction f, définie sur le segment [a,b], s’appelle fonction & va-
riation bornée, s’il existe une constante C telle que pour toute subdivision du segment

[a, b]
a=To <11 <..<x,=0">

on ait

i | F(wr) = F(@r1) [ Cooven (1)

Toute fonction monotone est a variation bornée, car la somme figurant au premier membre
de l'inégalité (1) pour une telle fonction ne dépend pas du choix de la subdivision et vaut

toujours | f(b) — f(a) | .

10



Définition 1.13. Soit f une fonction a variation bornée. La borne supérieure des sommes
(1) pour toutes les subdivisions finies possibles du segment [a, b] , s’appelle variation totale
de la fonction f sur le segment [a,b] . et se note V?[f] Ainsi,

VL] = upz | F@n) = Flanm) |

Remarque 1.2. Une fonction f définie sur toute la droite numérique s’appelle fonction
a variation bornée, si les nombres

VPf] a et beR.

a

forment un ensemble borné Dans ce cas la limite :

lim V[f]
b—00
a——00

s’appelle variation totale de la fonction f sur la droite —oo < x < oo et se note Vo [f].
les propriétés fondamentales de la variation totale d’une fonction.

1. Pour toute constante o on a :
Volef] =l o | V[S]

2. St f et g sont des fonctions da variation bornée, f + g est aussi une fonction a
variation bornée et :

VIIf 491 < VLA + Vgl

3. Sia<b<ec, alors :
VAL + Vil = ViELS]
4. La fonction :
u(z) = Vi[f]

est monotone non décroissante.

Soit f une fonction quelconque a variation bornée, définie sur le segment [a, b, et soit
v sa variation totale sur [a, z]. Considérons la différence :

d=0v—f

s . , . . ’ »
Cette différence est une fonction monotone non décroissante. En effet, soit x < x Alors

/ ’ ” !’

O(z) = () = [v(z) — o(z)] = [f(a") = f(z)]
D’autre part, on a toujours :
| f@)) = f(2) [< v(@") = v(@) = Vi [f]
donc son premier membre également, est non négatif.

Théoreme 1.2. Toute fonction a variation bornée est différence de deux fonctions mo-
notones non décroissantes.

11



Chapitre 2

Théoreme de Radon-Nikodym

Dans ce chapitre on va étudier le Théoreme de Radon-Nikodym .
ainsi que quelque définitions et résultats classiques concernant la mesure absolument
continue et signée .

2.1 Mesure absolument continue

Définition 2.1. Soient (X,.A, ;) un espace mesuré et f : X — [0, 00] une application
A—mesurable. Soit v 'application définie comme suit

v : A — [0,00] V(A) — /Afd,u.

L’application f est appelée une densité de v par rapport a . On note parfois v = f-pu .

Définition 2.2. Soit (X,.A) un espace mesurable et p, v deux mesures sur (X, A). La
mesure v est absolument continue par rapport a u , si tout ensemble A € A satisfaisant
p(A) = 0 satisfait aussi v(A) =0 .

Si v est absolument continu par rapport a p, on écrit ¥ < p Une mesure est absolument
continue si elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Soient (X, A, i) un espace mesurée et f € L1(X, A, u, R) une application positive. on
a vu que f - pu est une mesure sur A ( cf définition (2.1) ) si A € A est un ensemble
u(A) =0, fxa est égal & 0 p -presque partout et donc f - u(A) = 0 . Ainsi, f -y est
mesure absolument continu par rapport & g . on a voir que si j est une mesure o—finie
toute mesure absolument continue par rapport a p est de ce type.

Proposition 2.1. Soit (X,.A) un espace mesurable ;1 une mesure sur (X,.A) et v une
mesure finie sur (X, A) . on a v < p si et seulement si pour tout € > 0 , il existe o > 0
tel que chaque ensemble A € A vérifiant p(A) < o vérifie v(A) < e .

preuve 2.1. Supposons d’abord que pour chaque € > 0 , il existe o > 0 vérifiant I’ énonce
et soit A € A un ensemble vérifiant u(A) = 0 . On a ainsi u(A) < o quel que soit o
et donc v(A) < € pour tout € . Ceci entraine v(A) = 0 et l'absolue continuité de v par
rapport da p .

Montre que s’il n’existe pas de couple (g,0) vérifiant I’ énoncé, alors v n’est pas ab-
solument continu par rapport a p. Supposons donc qu’il existe € > 0 tel que ¥V o > 0 , 1l
eriste A, € A tel que u(A,) < o et v(A,) > € . Pour chaque k, soit donc Ay, € A tel que
p(Ag) < 1/2% et v(Ay) > e Ona :

p(UZA5) < D7 u(Ay) < 1/287
j=k

12



et
v(U5245) > v(Ay) > €

pour tout k. Ainsi, par la continuité des mesures, l'ensemble A = Ny U7, A; vérifie
p(A) = limy, (U A5) = 0 et v(A) = limg v(U32A;5) > € .
Au final, v n’est pas une mesure absolument continue par rapport d .

Un exemple de mesure absolument continue
Si f est mesurable positive , la mesure v = f - p définie par :

v(4) = [ f(a)dp (2.1)

est absolument continue par rapport a u .

2.2 Les fonctions additives et la décomposition de
Jordan

Soit v : A — RU{=£o0} définie sur une algebre A4 d’ensembles est une fonction définie
additive si
VABeA: ANB=2 = v(AUB)=v(A)+v(B) (2.2)

Définition 2.3. (Variations supérieures / inférieures) Soit p : A — R U {£oo} définie
par une classe de sous-ensembles A d’un ensemble X .

ut(A) :=sup{u(B) : Be A, B C A} (2.3)
est appelée variation supérieure de pu sur A

pu (A):=sup{—p(B): Be A, B C A} (2.4)
est appelée variation inférieure de p sur A.

Lemme 2.1. Si u est une fonction additive sur une algébre A, alors ut et u= sont des
fonctions additives sur A. En outre, u=(A) > 0 pour tout A € A .

Démonstration 2.1. Soit A et B disjoints si E C AUB avec E € A alors ANE et
BN E sont disjoints et d” aprés l'additivité finie de p

W(E) = w(ANE) + p(BNE) < 1" (A) + 5 (B) (2.5)

1l s’ensuit que :
P (AU B) < pt(A) + pu(B) (2.6)

De méme, si ECAetFCBetE FeA alors EUF CAUB et ENF = et donc
pH(AUB) 2 pW(EUF) > u(E) + u(F) (2.7)

Prendre du coté droit sur tout E et F' donnent
P (AUB) > i (A) + 1 (B) (2.8)

donc ut est additif. parce que @ C A et @ € A, alors ™ (A) > u(2) = 0. La preuve pour
w- est la méme.
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La décomposition suivante, qui est analogue da la décomposition d’une fonction a va-
riation bornée la différence de deux fonctions décroissantes.

Proposition 2.2. (Théoreme de décomposition de Jordan des fonctions additives) Suppo-
sons que f une fonction additive sur une algebre A. si A € A on a min{ut(A),u (A)} <
oo, alors :

u(A) = p"(A) — p(4) (2.9)
La méme chose s’applique a tous les B € A avec B C A.

Démonstration 2.2. Supposons que p*(A) < oo . Choisir sous B € A avec B C A.
Alors

1(A) = u(B) + u(A\ B) (2.10)
on a supposant (A \ B) < pt(A) done

w(A) < u(B)+u*t(A) WVBe A BCA (2.11)

Depuis pt(A) < oo, toutes les quantités dans cette expression ne sont pas +o0o. On
peut prendre au mazimum en B on obtient u(A) < —pu=(A) + ut(A)
Pour lautre partie, on a supposant p(A\ B) > —u~(A) d’obtenir

w(A) > uw(B)—p (A) ,vBe A BCA (2.12)

Encore une fois, depuis p(B) est bornée ci-dessus par un nombre positif, On peut prendre
mazimum on obtenir p(A) < pt(A) — u=(A). Pour lobtenir pour tous les B C A, on
note que pt(A) < oo implique p(B) < oo pour tous B.

2.3 Mesures signées

Définition 2.4. Soit (X, .A) un espace mesurable . Une application v définie sur A et a
valeurs sur la droite étendue R U 00 est une mesure signée sur A si :

L v(@)=0
2. si (Ag)r C A disjoints alors

n

> v(Ag)

k=1

V(UkAk)

= lim
n—o0

Une mesure signée est finie si ¥(A) € R quel que soit A € A
ou la somme & droite est significative (c’est—a—dire n’ayant pas les deux oo présents)
et la limite existe dans R U do0 .

Exemple 2.1. Montrer que si v(A) = [, fdu est défini, alors v est mesure Signée .
solution :

soit [4 fTdp < oo ou [, f~du < oo dans définition 1— et 2— est trivial . soit A; est suit
d’ensembles disjoint de A en écrit

v (A) = [ fran, v = [ fdp

Alors vt et v~ sont des mesures alors nous ne pouvons pas obtenir

U = (U ) = v (UE14) = 30 () = 0 (4) = 3 u(4)

=1 =1
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Remarque 2.1. Soit p une mesure signée sur un espace mesurable (X, A) Un sous-
ensemble B de X est un ensemble positif pour u si B € A et tout sous-ensemble A € A
de B vérifie u(A) > 0. De la méme maniére, un ensemble B est un ensemble négatif pour
p si B € A et tout sous-ensemble A € A de B vérifie u(A) <0 .
Lemme 2.2. Si v est une mesure signée sur A,Alors :

1. v est une fonction additif sur A

2. v prend au plus une des valeurs +o0o et | v(A) |< oo implique | v(B) |< oo pour
tous les B C A

3. V{A;} C A disjoint
| v(Uiendi) | < o0 = > |v(dy)] < o0 (2.13)

ieN
4. (Convergence monotone Croissant pour les ensembles)
V{4} Cc A A, 1A = v(A,) —v(A) (2.14)
5. (Convergence monotone décroissant pour les ensembles)
V{A;} ¢ A A, lAJv(4)] < o=v(4,) — v(A) (2.15)

Démonstration 2.3. Puisque v(@) = 0, l'additivité dénombrable implique une additivité
finie. Donc v est fonction additive . Cela montre (1 — 2) Pour 3) on note si la mesure de
l'union est finie la limite des sommes partielles doit étre inchangée .Comme on le sait,

cela se produit si et seulement si la série est absolument convergente. Pour prouver (4),
soit A, T A avec A, € A alors

An = ngl(Ak \ Ak—l) et A= Uk:EN(Ak \ Ak—l) (216)
Avec la condition Ay = @. Puisque {(Ax \ Ar—1) : k € N} sont disjoints, la Définition
2.5 (2) implique

n

v(A) = lim > V(AR \ Apr) = lim v(Ay) (2.17)

k=1
Pour obtenir (5) on note A, | A implique Ay \ A, T A1\ A. Depuis v(A;) est fini, on a
v(Ay) —v(A,) =v(A\A4,) et v(A) —v(A) =v(A\A) (2.18)

Définition 2.5. Soit (X, .A) un espace mesurable et 1 une mesure signée sur (X, .A) La
décomposition de la mesure signée p en deux mesures u* et pu=, p = put — pu~ est appelée
la décomposition de Jordan de la mesure signée ;1 La mesure put est appelée la partie
positif de p et = la partie négatif de p.

Lemme 2.3. Si v est une mesure signée alors vt et v~ sont des mesures ( non signée )

Définition 2.6. Soit (X, .4) un espace mesurable et y une mesure signée sur (X,.A) . La
variation de p est la plus petite des mesures v telles que | u(A) |< v(A) quel que soit

Ae A

preuve 2.2. Soit v une mesure telle que | p(A) |< v(A) VA € A, et (P,N) une
décomposition de Hahn de la mesure signée p. Montrons que |u|(A) < v(A) VA € A .

AC P IHI(A) = i (A) =] js(A) |< w(A) . 51 A C N [ul(A) = i (4) =) n(A) |< 4] s
VAe A.ona A=A, UA, et

] (A) = i (A)) + a (As) < V(AL + v(As) = v(A) (2.19)
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Lemme 2.4. (Continuité des mesures signées) Soient (X, A) un espace mesurable et p
une mesure signée sur (X, A) . St (Ag)r est une suite croissante d’ensembles de A alors

plim Ay) = p(UpAy) = lim p(Ay) (2.20)

si (Ay)r est une suite décroissante d’ensembles de A telle que p(Ay,) est fini pour un
indice ko, alors
/L(liin Ap) = p(NeAx) = lillgrn,u(Ak). (2.21)

Lemme 2.5. Soient (X,A) un espace mesurable, 1 une mesure signée sur (X,A) et
A € A un sous-ensemble de X tel que —oo < u(A) < 0 . Il existe un ensemble négatif B
inclus dans A satisfaisant p(B) < p(A) .

Théoréme 2.1. A Une union dénombrable d’ensembles positifs par rapport a une mesure
signée v est un ensemble positif.

Démonstration 2.4. pour prouver ce théoréme on utilisé le théoréme ( soit {A;} et {B;}
sont disjoint pour chaque i on a B; C A; et UY | A; = UN B; alors U2, A; = U, B; pour
chaque N ) donc :

Soit {A,} une suite d’ensembles positifs.

UZ, A, = U2 B, (2.22)

ou se trouve B, € A, B, CA, et B,NB,, =3 sim#n
soit A C U2 A, alors A= U2 (AN B,) donc

v(A) = i v(ANB,) >0 (2.23)

comme AN B, est un ensemble positif pour chaque n.

Corollaire 2.1. Une union dénombrable d’ensembles négatifs ou d’ensembles nuls est
respectivement , un négatif Ou un ensemble nul.

Théoréme 2.2. Soit v une mesure signée sur (X,A). Soient A € A et v(A) > 0.
Alors il existe E un ensemble positif par rapport a v, tel que E C A et v(E) >0 .

Démonstration 2.5. 5i A ne contient aucun ensemble négatif de v-mesure, alors A est
un ensemble positif et A = E donne le résultat. Sinon il existe n € N tel qu’il existe B € A,

1
B C A et v(B) < —— . Soit ny le plus petit tel entier et Ay a correspondant Mesurable
n

de A avec V(A1) < —— Soit ny le plus petit positif . Entier tel que il existe un sous-
m

1
ensemble mesurable Ay de A — U2 A; avec v(A) < —— . A partir de la construction,
n

ny <ng <ng--- et on a une correspondance Séquence {A;} des sous-ensembles disjoints
de A. Si le processus s’arréte, a n,, dire, et c = A — U A; , alors C est un ensemble
positif, et v(C) > 0, pour v(C) = 0 impliquerait que v(A) = > 7", v(A;) <0 donc C est
l’ensemble désiré. Si le processus ne s’arréte pas, mettre E = A—U | Ey on vent montrer
que E est un ensemble positif. on a :

v(A) =v(E) + v(Ugl, A) (2.24)

Mais v ne peut prendre a la fois les valeurs 400 , —oo , v(A) > 0 et v(U2 Ax) =
S, v(Ag) <0, de sorte que le second terme sur le coté droit de (2,1) est finite comme
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1

S v(Ag) > —o0 et Y52, — < oo en particulier limg_, oo ng = 00 , et ng > 1 pour
Ny

k>kyc-a-dsoit Be A, BCFE etk >k alorngA—UleA tel que

1
nk—l

V(B) > — (2.25)

par la définition de ny mais (2.25) pour k > ko comme k — oo on a v(B) > 0 et donc
E est un ensemble positif. Comme précédemment, v(E) = 0 implique v(A) < 0 donc
v(E) > 0 est nécessaire .

2.4 Décompositions de Hahn et de Jordan

Proposition 2.3. Si v est une mesure signée sur A alors pour tout A € A ,
L pt(A) =00 = plA) = .
2. p(A) =00 = p(l)=—o0.

Ainsi, en particulier min{u*(A), u=(A)} < oo pour tout A € A et donc :

p(A) =p(A) - (A) A A (2.26)

Démonstration 2.6. soit A € A on Supposant ut(A) = oo Pour montrer p(A) = oo
est suffisant (par additivité finie) a Démontrer un ensemble B C A avec u(B) = oo on
va utiliser les Structure des ensembles {A,},{Bn} C A Avec les propriétés suivantes vrai
pour tous n € N

B, C A, Apy1 C A, 1 (A,) =005 et u(B,) =n (2.27)

on Alternative :

{ Api1 =4, e B, CB, si. ' (By) =00 (2.28)

Apyom "B, =@ e ByymNB, =2 YmeN, si upt(B,) <oo.

Initialement on a défini Ay := A Par hypothése p*(A;) = oo , et donc il existe By C Ay
tel que pu(By) = 1 donc les parties pertinentes de (2.27) étant donné que A, et B, sont
définis pour un n € N comme (2.27)

A,  wt(B,) =
T (229)

A, \ B, sinon

Pour déterminer B,y1 , en notant que si ut(B,) < oo , alors u™(A,) = oo implique
pt (A, \ B,) =00 . et donc ut(Any1) = oo dans les deux cas ci-dessus. Cela nous permet
de choisir B,i1 C Apy1 pour u(Bpy1) = n+1 et méme B, C B, si u™(B,) = 0o Les
conditions de (2.28) sont maintenant facilement vérifiées évidemment, le caractére des
séquences {A,} et {B,} change en fonction de laquelle des deux Des alternatives dans
(2.29) s’appliquent

S:={neN:A4,.,=A4,\B,} (2.30)

on a deuz cas pour S :

1. S est infini, dans ce cas on énumére S par une séquence croissante {ny}
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2. S est fini, dans ce cas il y a n* € N tel que {n*,n*+1...} NS =@.
Dans le cas (1), (2.27) et la ligne inférieure en (2.28), assure que {B,,} est une
famille infinie disjointe Des ensembles mesurables avec (B, ) = ny et donc

k k
UkenBy,) = lim > pu(By) = lim > ny=o0 (2.31)
=1 =1

alors B := UgenBy, on a u(B) = oo .
Cqfd .

Dans le cas (2), la ligne supérieure dans (2.28) montre que By O Bpsy1 D ... Ainsi,
st on avait p(By) < oo , Alors le théoréme de convergence monotone décroissante pour
les ensembles (et le fait que p(Bp+) > n* > —00)

f(Onzne Bp) = lim p(By) 2 lim infn = oo (2.32)
Une contradiction (par additivité finie) avec p(Bp+) < oo Par conséquent B = B«
alors pu(B) = oo et La revendication (1) pour u* réside ainsi dans les deux Alternative
Précédent. La revendication (2) pour u~ suit en considérant —p au lieuw de p . Etant
donné que (1) et (2) impliquent que min{u*(A), = (A)} < 0o (2.26) est Conséquence de
proposition 2.2 perce que pu est fonction additive .

Définition 2.7. Soit ;1 une mesure signe de A est o—algébrique A € A on dit que positif
, avec la notation A > 0 par rapport pu si

VB € BCA = pB)>0. (2.33)

De méme, un ensemble A € A est considéré comme négatif, avec la notation A < 0 par
rapport p si
VB € BCA = u(B)<0. (2.34)

on dit qu'un ensemble A € A est un ensemble p—null si A > 0 et A < 0 par rapport .
Voici quelques conséquences simples de la définition :

Lemme 2.6. Soit  une mesure signée sur une o—algébre sur A alors :

1. 8i A > 0 par rapport p alors, nécessairement p~(A) = 0. De méme A < 0 par
rapport p implique p*(A) = 0.

2. Si A > 0 par rapport u alors , quel mesurable B C A donc B > 0 De méme, si
A <0 par rapport i alors quel mesurable B C A donc B <0 .
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2.4.1 Théoreme de décomposition de Hahn

Définition 2.8. Soient (X, .A) un espace mesurable et 1 une mesure signée sur (X, .A)
.Une décomposition de Hahn de la mesure p est un couple (P, N) d’ensembles disjoints
de X tels que P est un ensemble positif par rapport p , N est un ensemble négatif par
rapport u et PUN = X.

Théoréme 2.3. (Théoréme de décomposition de Hahn) soit (X,.A) un espace mesurable
et p une mesure signée sur (X, A) . Il existe deur sous-ensembles disjoints P et N de X
tels que :

1. X=PUN et PNN=0.
2. P>0 et N <0 par rapport p.

de plus si P', N' est une autre paire de ensemble alors P AP = N A N' sont des
ensembles p-null .

Démonstration 2.7. Par la proposition 2.3, on sait que min{u™(X), = (X)} < oo on
Suppose que put(X) < oo alors, pour chaque n € N il y a B, € A tel que :

H(By) = - (X) =27 (2.35)
avec ut(B,) < oo par (2.26) , on a donc :
po(Bn) = 1" (By) — p(Bn) < " (X) = [p"(X) =27 < 27" (2.36)
Mais pu~ est une mesure, donc, par sous-adduction dénombrable :

1 (UksnBe) <> = (By) < > 27F =277, (2.37)

k>n k>n

Le théoréeme de convergence monotone pour les ensembles montre alors :
M_(mnzl Uan Bk) = nlil{loo ,U_(UanBk) < nhl{loo 2—n+1 = O (238)

D’autre part, (2.37) donne :

(X)) > p(UksnBy) = 1 (UpznBi) — 10~ (UkznBr)
> pt(B,) — 27" (2.39)
Z N(Bn) 2fn+1 2 MJr(X) 2fn+2

Et donc (depuis p*(X) < o0)
P (Mpz1 Upsp Br) = lm g (Upsy Br) = p' (X)) (2.40)

pour théoréme de convergence monotone décroisant pour les ensembles .
dénoter P := Np>1 Ug>, B on a donc :

po(P)=0 et p"(X)=pP) (2.41)

Par la décomposition de Jordan, la premiére conclusion implique P > 0. Soit maintenant
N := X \ P. Puis le deuziéme conclusion

W (X) = 1 (X) = p(X) = 1 (X) = u(P) = p(N) = —p(N) (2.42)
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Et donc p=(P) =0 donne :
pr(N) = p(N) +p~ (N) = p(N) + p~ (X) = 0. (2.43)

Cela implique N < 0 par rapport u et donc P, N vérifie (1 — 2) dans ce cas.

si P',N' est une autre paire satisfaisant (1—2) ci-dessus, alors P ' >0et N <0 donnent
(P >0) et ut(N') =0 Puisque aussi P/AP = N AN’ par le fait que P,N et P', N’
sont des partitions de X, donc

pr(PAPY=uwPAP)=pu(NAN)=—pu(NAN) (2.44)

Le coté gauche n’est pas négatif tandis que le coté droit n’est pas positif D’ou les quatre
quantités Doit étre nul et P /AP = N AN’ est u— nulle .
on remarque que d’autres preuves de la décomposition de Hahn
Quitte a considérer —ju on peut supposer que it ne prend pas la valeur —oo.
soit :

o=1inf{p (A): A est un ensemble négatif pour u}

L’ensemble intervenant dans le membre de droite n’est pas vide, puisqu’il contient j(()
sotent (Ay)r une suite d’ensembles négatifs pour p tels que limy u(Ay) = 0 et N = U, Ay.
L’ensemble N est un ensemble négatif pour p Ainsi o < u(N) < u(Ay) pour tout k et
donc o0 = u(N) puisque p(N) ne peut prendre la valeur —oo , pu(N) est fini .

soit P = N°¢ , montrons que P est un ensemble positif. Supposons qu’il existe un sous-
ensemble A € A de P tel que u(A) < 0.un sous-ensemble négatif B et A Dés lors,
N U B est un ensemble négatif tel que u(N U B) = u(N) + u(B) < u(N) = o , ce qui
contredit la définition de o . L’ensemble P est donc un ensemble positif,ce qui termine la
démonstration.
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2.4.2 Théoreme de décomposition de Jordan

Définition 2.9. ( Mesures singulieres) Soit v, u mesures sur (X,.A) . Alors v et p sont
mutuellement singulier on note v L y si pour certains A € A on écrit :

v(X\A) =0 et uA =0 (2.45)

pour utilise décomposition de Hahn , on sait que ™ L pu~ pour toute mesure signée
i maintenant on indique 1’ existantes et unicité dans :

Théoréme 2.4. Soit p une mesure signée sur une o—algebre de I’ ensemble A , Alors
pu(A) = pt(A) — u=(A) pour chaque A € A, En outre, si a3 sont des mesures sur A
telles que :

al B et plA)=a(A)—-p5A) AcA (2.46)
avec v = pt et B=p .

Démonstration 2.8. Soit = pu™ — p~ ait été prouvé dans la Proposition (2.3) soit «, 3
sont des mesures tells que |~ équation (2.46) , par « L S il y a P € A tel que, pour
N:=X\ Pona:

B(P)=0 et a(N)=0 (2.47)

alors p = a — f implique P > 0 et N < 0( et P, N est une décomposition Hahn de X,
c’est-a-dire une paire conséquence aux conditions du théoreme de décomposition de Hahn

W (P)=0=p"(N) (2.48)

Par conséquent a(A) = a(ANN) et B(A) = B(AN P) et de méme pour pu* pour tout
A€ A, et donc

a(A) = (ANP)=pu"(A) et B(A)=—p(ANN) =pu"(4) (2.49)

cqfd.

2.4.3 Théoréeme de décomposition de Hahn — Jordan

Proposition 2.4. Soit x4 une mesure sur un espace mesurable (X,.A4). Alors il existe
B € A ( non unique en général) tel que :

VAe A wANB)>20 e puwANB)<O0
put et p~ définies sur A par
p(A)=wANB) et p (A)=—pu(ANB)

Sont deux mesures positives vérifiant p = pu™ — = .
De plus = bornée et le couple (u*, ™) est indépendant de B.
Le triplet (B, u™, u™) est appelé décomposition de Hahn-Jordan de p.
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2.5 Intégrale par rapport a une mesure signée

Si g est une mesure signée sur (X, A) , de décomposition de Jordan p = py — p_

I'intégrale par rapport a p s’exprime comme la différence des intégrales par rapport a g
et p_ pour les fonctions f € LY X, A, uy) N LYX, A p)

[ ran= [ sap ~ [ ap = [ frdp~ [ fdps— [ frap s [rrane (250

Comme | i |= gy + p—, on a pour toute fonction mesurable

Jrrtatul= 15 due = [17]dn (2:51)

Lorsque f est mesurable mais f & L1(X, A,| i |), on peut avoir [ fdu = oo lorsque les
deux termes négatifs dans la définition (2.3) de [ fdu sont finis et un des termes positifs
est +o0o Autrement dit,[ fdu = +oo quand f_ € LY X, A, uy) , fr € LYX, A, u_) et
fi & LYX, A uy)ou fo € LYX, A, u_) De méme pour avoir [ fdu = —oo L’intégrale
par rapport a une mesure signée vérifié des propriétés analogues a celle de l'intégrale par
rapport & une (vraie) mesure.

Théoréme 2.5. 1. Siu est une mesure signée et f € LY(X, A, ) alors
[ fdwi< [151d]nl (2:52)
2. (Convergence dominée) Soit 1 une mesure signée et (f,)n>1 une suite de fonctions
de LY(X, A, ) et ge LYNX, A, | n]|) avec | f, |< g | p| —p.p. pour tout n > 1 Si
f est mesurable telle que f, — f | | —p.p alors f € LYX, A, | u]) et

[1ta=f1dlul=0, [ fudu— [ fdu, n—+oo (2.53)
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2.6 Théoréme de Radon-Nikodym

Théoréme 2.6. Soit 1 une mesure positive (finie) o-additive, définie sur une o-algébre
de sous-ensembles de X | et soit v une mesure absolument continue par rapport a p et
définie sur la méme o-algebre. Alors il existe une fonction f, définie sur X et sommable
par rapport a p, telle que

v(A4) = [ f@)dn (2.54)

pour tout ensemble mesurable A. Cette fonction appelée dérivée de la mesure v par rapport
a la mesure u, est définie de facon unique a la p-équivalence pres.

Démonstration 2.9. Toute mesure peut étre représentée sous la forme d’une différence
de deuxr mesures non négatifs , de plus toute mesure absolument continue peut étre repré-
sentée sous la forme d’une différence de deux mesures non négatifs absolument continues.
Pour cette raison il suffit de démontrer le théoreme pour des mesures non négative c-a-d
pour des mesures.

Soit donc v une mesure absolument continue par rapport a la mesure donnée j. Dé-
montrons le lemme suivant :

Lemme 2.7. Soit v une mesure absolument continue par rapport a p et non identiquement
nulle.

Alors il existe un entier naturel n et un ensemble mesurable B tels que u(B) > 0 et B est

1
positif relativement da la mesure v — — .
n

Démonstration 2.10. ( démonstration du lemme) soit X = A, U Al la décomposition

de Hahn pour la mesure v — —pu,n=1,2---, et soit
n
Ay =MLi4, , Af = UL AT (2.55)
Alors ]
Y(A5) < (A7) (2.56)

pour tous les n c.-a-d v(Ay) = 0 par conséquent v(A$) > 0 et donc p(Ag) > 0 (en
vertu de la continuité absolue de v par rapport a p). Pour cette raison, il existe n tel que
p(Afr) >0 . Ce nombre n et l'ensemble B = A vérifient les conditions du lemme.

preuve 2.3. Passons maintenant a la démonstration du théoréme. Soit K [’ensemble des
fonctions f sur X possédant les propriétés suivantes :
elles sont non négatifs, intégrables par rapport a i et

[ f@ydn < v(a) (2.57)

pour tout ensemble mesurable A Soit
M = sup{/X fx)dp: f e K} (2.58)

Considérons une suite { f,} de fonctions de K telles que :

lim_ /X fulz)dp = M (2.59)
POSONS :
gn(2) = maz(fi(x), fo(z), f2(2), -, fulz)). (2.60)
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Montrons que g, € K c-a-d que pour tout ensemble mesurable E on a :

| gn(@)dn < v(B) (2.61)
E
En effet, E peut étre mis sous la forme :

E = U_,E, (2.62)

ot By sont des ensembles disjoints et g,(x) = fr(x) sur Ex par conséquent

/Egn( Z/ frdp < Zi: v(Ey) = v(E) (2.63)

posons :
f(x) = sup{fu(z)} (2.64)
Il est clair qu’alors  f(x) = lim, o go(x) et donc d’aprés le théoréme de B. Levi on
a:
/ f(@)du = lim / gndp = (2.65)
X
Montrons maintenant que :
V—/ f(x)dp = 0 (2.66)
E

D’aprés la construction, la fonction d’ensemble

ME) = v(E) — [ f(x)dn (2.67)

est non négatif et jouit de toutes les propriétés d’une mesure Elle est en outre, absolument
continue par rapport a p si A # 0 d’aprés le lemme il existe € > 0 et B tels que u(B) > 0
et

en(ENB) < AENB) (2.68)

pour tout ensemble mesurable E, Alors en posant h(x) = f(x) + exp(x) , ot xp est la
fonction caractéristique de l’ensemble B, on obtiendrait pour tout ensemble mesurable E

[E h(z)dp = /E flz)dp+epn(ENB) < /E\B flx)du+v(ENB) <v(E) (2.69)

Cela signifier que la fonction h appartient a 'ensemble K défini plus haut, Mais d’autre
part :

/X h(z)dp = /X F(@)dp + ep(B) > M, (2.70)
ce qui contredit la définition de M. Ainsi l’existence de la fonction f telle que :

= [ F@)dp (2.71)

est démontrée. on démontre l'unicité de cette fonction Si pour tous les p (o : o—algébre
d’ensembles )

= [ h@dn=v(4) = [ pla)au (2.72)

alors quel que soit n pour :
1
={z: fo(z) = fi(z) > ﬁ} (2.73)
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on a :

pA) <n [ (Fi@) = fale))dpp =0 (2.74)
De méme pour : |
By = {z: fil2) = fole) > —} (2.75)
m 1(Byn) = 0. (2.76)
| (2: fi@) £ fo(z)} = Uy Ay) U (Up By ), (2.77)
on en déduit que :
p{z: filz) # fo(z)} =0 (2.78)

Cela signifie que fi(x) = fa(x) presque partout.

Corollaire 2.2. Le théoreme de Radon-Nikodym peut étre étendu au cas ou v est
Mesure signé .

Corollaire 2.3. Le théoreme Radon-Nikodym peut étre étendu pour permettre a p est
Mesure signé , ou par :
/ fdp
E

/Af*du—/Ef’du

, 4 condition que La différence n’est pas indéterminée. Deux quelconques de ces fonctions
f et g sont égales ie (| p |).

nous voulons dire :
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Chapitre 3

Applications des théoreme de
Radon-Nikodym

3.1 Intégrale de Lebesgue- Stieltjes

Soit pp une mesure sur le segment [a,b], engendrée par une fonction monotone F.
Pour cette mesure on définit comme d’habitude la classe des fonctions sommables et la
notion d’intégrale de Lebesque :

/ab f(z)dpr

Une telle intégrale, prise par rapport a la mesure ug engendrée par la fonction F', s’appelle
intégrale de Lebesque-Stieltjes et se note :

/ab f(z)dpr

Considérons quelques cas particuliers.

1. 1. Si F est une fonction des sauts (c.-d-d. si up est une mesure discréte), l'intégrale

b
[ r@dur
a
se réduit, évidemment a la somme

Zf(fi)hi

ou x; sont les points de discontinuité de la fonction F et h; sont les sauts de F' en
ces points.

2. Si I est une fonction absolument continue, l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes

N

est égale a

c-d-d. a Uintégrale de f(z)F'(z), prise par rapport & la mesure habituelle de Le-
besque. En effet, si f(x) = const sur un ensemble mesurable A C [a,b] et f(x) =0
en dehors de A, l’égalité

/a ' F@)dpr = / " ) F (2)da (3.1)
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est une conséquence de [’égalité :

= /Af(x)dx

En vertu de l'additivité dénombrable des intégrales, I’égalité (3.1) s’étend également
auzx fonctions simples sommables pour la mesure g Soit maintenant { f,,} une suite
de fonctions simples convergeant uniformément vers f. On peut supposer que la suite
{fn} est non décroissante. Alors { fn(x)} est une suite non décroissante presque par-
tout convergent vers f(x)F (x) et, en vertu du théoréme de B. Levi, dans ’égalité :

b b
/a fu(@)dpp(a) =/a fu(2)F (z)dz

on peut passer a la limite pour n — 0.
D’apres ce qui précede il est clair que si F' est somme d’une fonction des sauts et
d’une fonction absolument continue l’intégrale de Lebesgue- Stieltjes pour la mesure
pp se réduit a une série (ou somme finie) et une intégrale par rapport a la mesure
habituelle de Lebesque. Si F' contient en outre une composante singuliére, une telle
réduction est impossible.
La notion d’intégrale de Lebesque-Stieltjes peut étre étendue de fagon naturelle, en
passant des fonctions monotones a des fonctions arbitraires a variation bornée. Soit
® une telle fonction. Mettons-la sous la forme d’une différence de deux fonctions
monotones

d=v—g

ot v est la variation totale de la fonction ® sur le segment [a, x]. Définissons main-
tenant l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes par rapport a ® en posant

/fn )dD(x /fn Vdu(z /fn Vdg(a

On vérifie sans peine que si ® est représentée d’une autre facon par une différence
"de deux fonctions monotones, soit

d=w—-~hH

alors

/fn Ydu(z /fn Vdg(x /fn Vduw(z /fn Vdh(z

Autrement dit, pour calculer l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes par rapport a une fonc-
tion donnée ®, on peut se servir de n’importe quelle représentation de cette fonction
par une différence de deux fonctions monotones.

3.2 Quelques applications de I’intégrale de Lebesgue-

Stieltjes en théorie des probabilités.

L’intégrale de Lebesque-Stieltjes est employée non seulement en analyse, mais aussi

dans beaucoup de questions des mathématiques appliquées. En particulier cette motion
est largement utilisée en théorie des probabilités. Rappelons qu’on appelle fonction de
répartition d’une variable aléatoire £ la fonction F', définie pour chaque x par l’égalité

F(x) = P(§ < x)

27



c.-a-d. F(x) est la probabilité pour que la variable aléatoire & prenne une valeur inférieure
a x. Il est évident que chaque fonction de répartition est monotone non décroissante,
continue a gauche et vérifie les conditions

F(—o0)=0, F(x)=1

Réciproquement, toute fonction possédant ces propriétés peut étre considérée comme fonc-
tion de répartition d’une variable aléatoire.
Les caractéristiques essentielles d’une variable aléatoire sont son espérance mathématique

mg= [ O; rdF(z) (3.2)

et sa variance o
D = [ (& — ME)2dF (z) (3.3)

Parmi les variables aléatoires on distingue habituellement celles que [’on appelle respec-
tivement discretes et continues. Une variable aléatoire est dite discrete, si elle ne peut
prendre qu’un nombre fini on une infinité dénombrable de valeurs

L1,X2y ey Ty ve-

(par exemple, le nombre d’appels a un central téléphonique pendant un certain intervalle
de temps est une variable aléatoire discréte). si Py, Py, ..., P, ... sont les probabilités avec
lesquelles la variable € prend les valeurs xq, xa, ..., Tp, ... la fonction de répartition de & est,
évidemment une fonction des sauts. Pour une telle fonction les intégrales (3.2) et (3.3) se
réduisent respectivement aux sommes

M§:Z$if)i

et
D¢ =) (z; — a)*Pi(a = M¢)
7

Une variable aléatoire & est dite continue, si sa fonction de répartition F est absolument
continue La dérivée F' de cette fonction s’appelle densité de répartition des probabilités
de la variable aléatoire & Conformément a ce qui a été dit au numéro précédent, pour une
variable aléatoire continue les intégrales de Lebesque-Stieltjes exprimant son espérance
mathématique et sa variance se réduisent aux intégrales suivantes, prises par rapport a la
mesure habituelle de Lebesgue :

M¢ = /_O:O xP(x)dx

D¢ = /_O;(x —a)*P(r)dz

ot P = F' est la densité de répartition des probabilités de & et a = ME.

Dans les cours élémentaires de théorie des probabilités on se borne habituellement aux
variables aléatoires discrétes et continues qui sont pratiquement les seules que [’on ren-
contre dans les questions des mathématiques appliquées. Toutefois la fonction de répar-
tition d’une variable aléatoire peut contenir encore une composante singuliére, de sorte
que les variables aléatoires discrétes et continues ne sont pas en général, les seules com-
posantes d’une variable aléatoire arbitraire.

Soient & une variable aléatoire F' sa fonction de répartition et n = ¢(£) une autre variable
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aléatoire, fonction borélienne de la premiére. L’espérance mathématique Mn de la variable
n peut s’écrire, par définition, sous la forme

/oO x®(x)

—00

ot ® est la fonction de répartition de 1. Mais [’essentiel est que si la fonction ¢ est som-
mable pour la mesure engendrée sur la droite par la fonction F', ['espérance mathématique
de la variable n peut s’exprimer aussi par la fonction de répartition F' de la variable & :

My = Mo(§) = [~ o(@)dpr

En effet la fonction y = ¢(x) définit une application de la droite (—oo < x < 00) avec
la mesure pp (engendrée par F') dans la droite (—oo < y < o0) avec la mesure lig,
transformée de pp par Uapplication y = ¢(x) et si (X,u) et (Y,v) sont deuz espaces
mesurés, ¢ est une application de (X, p) dans (Y,v) conservant la mesure (c.-a-d. telle
que v(A) = u(¢~1(A)) et f est une fonction sommable sur (Y,v), alors :

| fwav = [ fo)u

(changement de variable dans lintégrale de Lebesgue). En posant ici f(y) = vy, p = ur
et v = g ,on obtient I’égalité désirée. Ainsi, pour calculer l’espérance mathématique (et
bien str la variance) d’une fonction de la variable &, il suffit de connaitre seulement la
fonction de répartition de cette variable.

3.2.1 Espérance , moments d’une v.a.r

Espérance d’une v.a.r

Définition 3.1. (Espérance) Soit (£2, F, P) un espace probabilisé et X une variable aléa-
toire & valeurs dans (R, B(R)) On dit que X est intégrable si [ | X (w) | dP(w) < oo On

note alors
/ X(w)dP(w)

appelée espérance de X.

Remarque 3.1. 1. La définition s’ étend a X a valeurs dans R? en calculant 1’ espé-
rance coordonnées par coordonnées.

2. On note LY(Q, F,P) I” ensemble des variables aléatoires intégrables définies da p.p.
Lorsque (2, F, P) sera fixé, on notera souvent L* = L1(Q, F, P)

3. Dans le contexte probabiliste P()) = 1 et on utilise I’ expression da la place de
presque partout Presque surement veut donc dire avec probabilité 1.

4. Si X est une v.a.r. presque positif, on peut alors toujours calculer son espérance qui
peut valoir +00 le cas échéant.

Proposition 3.1. (Changement de variable) Soit X une variable aléatoire a valeur dans £
(muni d’'une o— algebre €) et f : E — R mesurable tel que f > 0 p.pou E(| f(X) |) < o0
Alors on a

B(J(X) = [ 700dPx(x)

Remarque 3.2. La proposition montre que la donnée de la loi Px permet de calculer
toutes les espérance des fonctions dépendant de X sans avoir besoin de connaitre ) et P.
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Démonstration 3.1. I suffit de montrer le résultat pour f > 0, le cas général s’obtenant
par décomposition f = fT — f~ .
Si f =14 pour A€ e, Alors

E(f(X)) = P(X € A) = Px(A) = [ 1La()dPx(0) = [ F00dPx(x)

Par linéarité c’est vrai pour f étagée. Pour f > 0 mesurable quelconque, il existe une
suite croissante f,, de fonctions étagées telle que f = lim f,. Par convergence monotone,
on obtient le résultat.

3.2.2 Moments, inégalités de moments

Définition 3.2. (Moments d’ordre p) soit P € N* et X : Q — R une variable aléatoire
réelle. Si E(] X |7') < oo on dit que X € LP(Q, F, P) (abrégé en X € L") et on appelle
moment d’ordre p la quantité E(XT).

Remarque 3.3. Dans le cas des mesures finies (c’est évidemment le cas ici), nous savons
que les espaces LY sont emboités ie L C ... C L.

Définition 3.3. Soit X € £? On appelle variance de X notee V(X) la quantité

V(X) = E(X - B(X))*) = E(X?) - B(X)*.

On appelle écart-type, o0 = 1/ V(X).

L’ écart type est une mesure de dispersion autour de [’espérance. On établit ici une
inégalité souvent extremement utile :

Théoréme 3.1. (Inégalité de Jensen) Soit X € L' et ¢ : R — R conveze telle que
E(| ¢(X) |) < oo Alors ¢(E(X)) < E(¢(X))

Proposition 3.2. 1. Soit X > 0 p.s. une variable aléatoire. Alors pour tout a > 0 on

a
E
P(X >a)< EX) (Inegalite de Markov).
«

2. Soit X € L2 et m = E(X) Alors pour tout a > 0, on a

V(X)®

Pl X —m|>a)< (Inégalité deBienaymé — Chebyshev).

3.2.3 Quelques lois classiques

Les distributions ou lois classiques des variables aléatoires sont organisées en lois dis-
cretes et lois continues.

— Une loi discrete est associée a une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans un

ensemble dénombrable £. On note souvent alors P, = P(X = x) pour tout x € E

et ona:
PX:ZPXUX

xeFE

C’est le cadre des probabilités dites discretes. L espérance de g(X) se calcule alors

par la sommation :
E(9(X)) = >_ Pux)
XeE
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— Le cas des lois continues (on devrait plutot dire absolument continues) correspond
aux lois sur R? absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue \g. 11
existe alors par le théoréme de Radon-Nikodym une dérivée f € L1(R?, B(R?), \;)
telle que Py = f\; appelée densité de la loi. On a alors pour tout g : R? — R positif
tel que E(] g(X) |) < oo :

Blg(X)) = [ 9(X(@)dPw) = [ g00f0dN

Rd

3.3 Mesures a variation finie

on sait qu’il existe une bijection entre l’ensemble des mesures finies sur (R,B) et ’en-
semble des fonctions sur R croissantes bornées et continues da droite satisfaisant limy F'(—Fk)
0. on va étendre cette correspondance en une bijection entre les mesures signées finies sur
(R,B) et un sous-ensemble des fonctions sur R. Cela nous ménera d une caractérisation
des mesures signées finies sur (R,B) absolument continues (par rapport d la mesure de
Lebesgue).

Définition 3.4. Soit F' : A — R une fonction dont le domaine de définition A contient
intervalle [a,b] et C,p la collection des suites finies (ax)p—, telles que ap < a; < as <
-+ < ap < b La variation de F sur [a, b, notée Vg[a, b] est définie comme suit

Vila;b] = SUP{XR: | Fars1) — Fax) |: (ar)x € Clap}

La fonction F' est dite a variation finie ou a variation bornée sur [a,b] si Vr[a, b] est fini.
On définit de la méme maniére la variation de F' sur | — 0o, b, notée Vp] — 00, ] et la
variation de F' sur R, VpR. Bien siir, F' est a variation finie sur | — oo, b] si Vr] — 00, b] est
fini. La fonction F' est a variation finie si VxR est fini. Dans ce dernier cas, la variation
de F' est la fonction
Vi:R—=>R - Vp(z) =Vr| — o0, ]

Nous dirons qu’une fonction F' s’annule en —oo si :

lim F (x) = 0.
Si p est une mesure signée finie sur I'espace mesurable (R, B), soit F, : R — R définie
par :
Fu(x) = p(] — 00, z]). (3.4)

si (ag)i_, est une suite croissante, alors :

2| Fular) = Fular—1) 1= 3 | pllar, arsal) 1<] 1| (R)

k

Dés lors VpR <| p | (R) ce qui implique que F), est a variation finie. on applique la
fonction définie par F(z) = p(] — oo, z]). La fonction F est bornée croissante et continue

a droite. Qui plus est :
lim F(x)=0.

r—>r—00
aux mesures ut et p~ permet d’affirmer que F), est continu a droite et s’annule en —oo
Nous allons montrer que toute fonction a variation finie continue a droite et s’annulant
en —oo peut étre construite a partir d’'une mesure signée finie. Si F}, est définie par la
relation (3.4)

lim F,(z) = F,(x—¢)= lim u(Jz—e,z]) = p{z}).

e—07F e—07F
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Par la continuité des mesures. La fonction F), est donc continue si et seulement si p({z}) =
0 pour tout = . Dans ce cas, si a < b

plla, o) = p(la, 0]) = p(la, 0) = p(la, b)) = Fu(b) — Fu(a)

Lemme 3.1. Si F est une fonction a variation finie, alors
— Vi est borné et non décroissant .
- Vg s’annule en —oo.
— st F' est continu a droite, alors Vg est continu a droite.

Proposition 3.3. Si F' est une fonction a variation finie sur R, alors il existe deux
fonctions croissantes et bornées telles que F' = F} — F5.

Démonstration 3.2. Les fonctions Fy = (Ve + F)/2 et Fy = (Ve — F)/2 conviennent
(six <y, Vp(y) — F(y) > Vr(x) — F(x) si et seulement si Vp(y) — Vr(z) > F(y) — F(x)
Ou, on a Vr(y) — Vr(z) = Vplz,y] = F(y) — F(z)).

Soit F' une fonction a variation finie et Fy, Fy les deux fonctions si F est continu a
droite, alors F et Iy le sont aussi. De plus, si F' s’annule en —oo  Fy et Fy s’annulent
également en —oo

Proposition 3.4. L’equation (3.4) définit une bijection p — F), entre 'ensemble des
mesures signées finies sur (R, B) et 'ensemble des fonctions continues a droite & variation
finie s’annulant en —oo.

Démonstration 3.3. Soit F), est une fonction continue a droite s’annulant en —oo . i, v
st sont deuw mesures signées finies telles que F,, = F, alors F,+ — F,~ = F,+ — F,~ Dés
lors, Fy+ + F,- = F,- + F,+ implique p* + v~ = p~ +v* c’est-a-dire p = v.
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Conclusion

Dans la théorie intégration mais un théoréme tres important qu’aura répercutions en
particulier des coutés de la théorie de la probabilité ¢ ’est le théoréme de Radon-Nikodym
qui est théoréme de décomposition je vais apparaitre deux mesures v et j essai relier une
a l'autre par une décomposition la premier 'une partie que appel absolument continu .

Donc dans ce travail, nous avons étudié Le Théoreme de Radon-Nikodym et plus par-
ticulierement la décomposition de Hahn et la décomposition de Jordan et quelque applica-
tions.
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