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Abstract:

This thesis presents an ab-initio study of some interested physical proprieties of two
hydrides, which are CaHs and MgHs. We have chosen these compounds because they have
been the subject of previous studies where the calculations showed contradictions in the
results. To achieve this aim two complementary methods, constructed within the DFT, were
chosen: (i) pseudo potential method used the generalized gradient approximation (GGA)
based in Abinit for fundamental state calculations: structural and mechanical proprieties
investigations, and (ii) perturbation proprieties method for a detailed description of the
electronic structure and superconductivity proprieties. A special interest is given with respect
to the interplay between pressure and critical temperatures of both of CaHe and MgHe. The
results are discussed in terms of correlations between pressure and mechanical stability on
one side and critical temperature on the other side. A conclusion is given in the end.

Key words: Superconductivity, pairing, electron-phonon coupling
Résumé :

Cette these présente une étude ab-initio de certaines propriétés physiques intéressantes
de deux hydrures, qui sont CaHs et MgHs. Nous avons choisi ces composés car ils ont fait
I'objet d'études précédentes ou les calculs ont montré des contradictions dans les résultats.
Pour atteindre cet objectif, deux méthodes complémentaires, basées sur la DFT, ont été
choisies : (i) la méthode de pseudo potentiel utilisant I'approximation du gradient généralisé
(GGA) implémentée dans Abinit pour les calculs de I'état fondamental : détermination des
propriétés structurelles et mécaniques, et (ii) la méthode de perturbation pour une description
détaillée de la structure électronique et des propriétés supraconductrices. Un intérét particulier
est accordé a la relation entre la pression appliquée et les températures critiques de deux
composés. Les résultats sont discutés en termes de corrélations entre la pression et la stabilité
mécanique d'une part et la température critique d'autre part. Une conclusion est donnée a la
fin.

Mots clés : Supraconductivité, appariement, couplage électron-phonon, paire de Couper.
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Introduction

Les supraconducteurs sont des matériaux qui ne présentent aucune résistance en dessous
de leur température de transition (ou critique). lls ont été découverts accidentellement en 1911
par Heike Kamerlingh Onnes. Lors du refroidissement du mercure en dessous de 4,2 Kelvin,
Onnes remarqua que la résistance électrique du mercure a soudainement disparu [1]. Il a fallu de
nombreuses années avant qu'une théorie microscopique de la supraconductivité ne voie le jour
sous la forme de la théorie BCS [2], qui a éte réalisee par John Bardeen, Leon Cooper, et John
Robert Schriefer en 1957.Cette théorie a permis de décrire les supraconducteurs a "basse
température”. Vingt-trois ans apres, une découverte soudaine a révolutionné le domaine : les
supraconducteurs (cuprates) a haute température ont ouvert une nouvelle perspective. Les
cuprates sont des composeés a base de cuivre. Pour la premiere fois, il a été possible d'obtenir des
propriétés supraconductrices a des températures supérieures a celles de I'azote liquide (77 °K), et
apres des recherches intensives, il est devenu possible d'obtenir la supraconductivité a 165 °K
[3]. On est encore loin de la température ambiante.

L'éminent physicien théorique, le professeur Neil Ashcroft, a suggéré que I'élément le
plus léger du tableau périodique, I'hydrogéne, pourrait devenir un supraconducteur a température
ambiante [4]. Cependant, aux pressions standards, I'nydrogene est un gaz, et il fallait donc une
pression trés élevée pour le transformer en solide. Le but d’atteindre de telles pressions a
favorisé la recherche d'hydrures métalliques dans lesquels les atomes les plus lourds exercent une
pression sur les atomes d'hydrogéne [5]. La simulation numérique était une technologie clé dans
la recherche du matériau parfait.

L’étude informatique de tels matériaux exige 1’usage de la théorie de la fonctionnelle de
la densité (DFT) qui permet de résoudre I'équation de Schrddinger pour ces matériaux, ce qui
donne un apercu des propriétés de I'état fondamental. Comme les propriétés supraconductrices
sont dynamiques, la DFT est combinée avec la théorie des perturbations pour acceder aux
informations sur les modes phononiques. L'interaction de ces modes avec la structure
électronique de I'état fondamental peut nous donner les termes principaux pour décrire
I'interaction électron-phonon dans la théorie BCS. En connaissant I'interaction électron-phonon
moyenne dans le matériau, la formulation d’Eliashberg [6,7] de la théorie BCS nous permet de
prédire la température de transition supraconductrice. Ces calculs nous permettent d'accéder

facilement a des propriétés qui seraient difficiles a obtenir dans la pratique.

Dans ce manuscrit, une investigation des calculs de la structure électronique a éte

effectuée pour déduire les propriétés supraconductrices a partir des premiers principes. Nous
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avons entamé ce document par une bréve introduction suivie par quatre chapitres résumés

comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons introduit les phénomenes et les parameétres liés a la
supraconductivité avec une exposition des théories explicatrices, a partir de la théorie des freres
London jusqu’a en arriver a la théorie BCS. Ainsi les théories de McMillan et d’Eliashberg qui

permettent le calcul de la température de transition sont présentées.

Par la suite dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté le probléeme électronique a
plusieurs corps avec son équation de Schrodinger développée dans le cadre de la théorie de la
fonctionnelle de la densité pour les calculs de I'état fondamental. L'application du théoréeme de
Bloch est discutée, ainsi qu'un certain nombre d'approximations utilisées, y compris le choix de

la fonctionnelle d'échange-corrélation et des pseudo-potentiels.

Dans la derniere partie du troisiéme chapitre, nous avons étudié les phonons et le
couplage électron phonon. Cette étude a été élargie pour examiner la théorie de la perturbation
de la fonctionnelle de la densité DFPT ; ou le formalisme de calcul de la constante de couplage

électron phonon et de la température de transition Tc a été donné.

Dans les chapitres trois et quatre, nous avons exposé nos résultats pour chaque composé :
les propriétés de 1’état fondamental, ainsi que les propriétés de 1’état perturbé a savoir la
dispersion des phonons et le couplage électron phonon suivi des calculs des températures de
transition des composeés étudieés.

Une conclusion générale est présentée a la fin, ainsi que des idées pour des travaux et des

recherches ultérieures.
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Chapitre I : La supraconductivité

| — 1. Introduction

La supraconductivité est caractérisée par une résistivité électrique nulle, dans divers
métaux, alliages et composés, lorsqu'ils sont refroidis en dessous de la température critique T.
La découverte d’un tel phénomene cryogénique (c'est-a-dire a des températures extrémement
basses) remonte au début du 20°®™ siécle. En 1911, Le physicien expérimental néerlandais
Heike Kamerlingh Onnes [1] fut le premier a remarquer que la résistivité du tube de mercure
chute brutalement a zéro lorsqu’il a été refroidi a la température de liquéfaction de gaz de
I’hélium (4,2 K). Onnes est également crédite d'avoir réalisé qu'un matériau dans un état
supraconducteur peut étre ramené a son état standard (non supraconducteur) en 1’exposant a
un champ magnétique puissant d'une certaine valeur critique ou en lui faisant passer un
courant important. Pour ses résultats importants, Onnes a recu le prix Nobel de physique en

1913. La figure I-1 montre la résistance €lectrique du mercure aux basses températures.
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Figure 1.1 : La figure montre les données de mesure prises par Onnes Kamerlingh lors de
son expérience montrant la supraconductivité de Mercure aux basses températures [2].

Meissner et Ochsenfeld ont découvert en 1933 [3] que les matériaux supraconducteurs
présentaient un niveau inhabituellement élevé de diamagnétisme (la capacité de repousser
complétement les champs magnétiques). Connue désormais sous le nom d'effet Meissner,
cette propriété des supraconducteurs est souvent démontrée expérimentalement et observée en

placant un aimant sur un matériau supraconducteur sans entrer en contact avec lui.



Chapitre I : La supraconductivité

En 1934, Casmir et Gorter [4] ont présenté leur modéle de deux fluides, qui explique
le phénomeéne de supraconductivité, en supposant que le fluide électronique dans le matériau
supraconducteur peut étre décrit comme un ensemble de (fluide naturel et de fluide

supraconducteur), ou le fluide supraconducteur est responsable de la supraconductivité.

La premiére théorie macroscopique de la supraconductivité a été découverte en 1935
par Heinz et Fritz London [5], appelée théorie de London. Les équations de London
expliquent I'effet Meissner et prédisent a quelle profondeur un champ magnétique externe
statique pénétre dans un supraconducteur. Les chercheurs physiciens ont travaillé pendant de
nombreuses années pour trouver une théorie qui explique la supraconductivité. En 1957,
Schrieffer, Cooper et Bardeen ont publié une théorie de la supraconductivité [6], connue sous
le nom de la théorie BCS. Elle prédit que, dans certaines conditions, l'attraction entre deux
électrons due a la succession d'interactions de phonons pourrait Iégérement dépasser la
répulsion qu'il exerce directement I'un sur l'autre en raison de l'interaction coulombienne.
Ainsi, les deux électrons sont faiblement liés pour former ce qu'on appelle une paire de

Cooper. Cette paire est responsable de la supraconductivité.

Josephson a prédit en 1962 [7], que si deux métaux supraconducteurs étaient placés
I'un & coté de l'autre séparés par une couche mince et isolante (comme leurs couches d'oxyde
de surface), un courant circulerait en l'absence de toute tension appliquée. Les paires
d’¢lectrons peuvent alors traverser la jonction separant les deux supraconducteurs. C'est ce
qu'on appelle l'effet Josephson. Il a également prédit que l'application d'une petite tension

¢lectrique a cette jonction produirait un petit courant alternatif (I’effet Josephson alternatif).

La température critique la plus élevée trouvée jusqu'en 1973 était de 23,3K [8], dans le

composé de niobium et de germanium Nb;Ge, et cela est resté jusqu'en 1986 lorsque Bednors
et Muller ont présenté leurs découvertes sur la supraconductivité dans I'oxyde de lanthane, le
baryum et le cuivre a une température de 30K [9].
L'idée a rapidement été développée que la température critique pourrait étre augmentée
davantage en substituant différents matériaux. La découverte de la supraconductivité prées de
92K dans I'échantillon en phase mixte contenant de I"Yttrium, du baryum, du cuivre et de
I'oxygéne a été faite par le groupe de Chu [10].

Les transitions supraconductrices peuvent désormais étre obtenues en utilisant un
liquide peu colteux tel que I'azote liquide a point d'ébullition (77K), et ce cryogéne représente

une fraction du colt des applications commerciales de I'hélium liquide qui apparaissent

7



Chapitre I : La supraconductivité

désormais plus realistes. La découverte de ces nouveaux matériaux a conduit a la génération
d'une toute nouvelle classe de supraconducteurs, appelés de maniere non intuitive
supraconducteurs a haute température. De nombreuses formes du systéme d’oxyde ont été
développées avec la température de transition de 164K [11] obtenue (sous pression) pour les

composés a base de mercure.

Selon la théorie BCS, pour avoir une température critique élevée, les composés
métalliques doivent avoir une densité d’états électroniques au niveau de Fermi large, des
fréquences des phonons élevées et un couplage électron-phonon assez fort. L'hydrogéne est
I'élément le plus léger, et donne donc naturellement lieu & des fréequences de phonons élevées.
Ashcroft a d'abord proposé que I'nydrogéne solide, une fois métallisé sous pression, a un
potentiel d'étre un supraconducteur [12]. Plus tard, lI'idée a été étendue aux composés riches en
hydrogene [13]. Un certain nombre de composés riches en hydrogéne ont été prédits comme
étant de bons supraconducteurs avec une Tc qui atteint des valeurs remarquablement élevées
[14].

En 2019, des chercheurs de I’institut Carnegie et I’université de George Washington
ont observé un comportement supraconducteur a 250°K dans 1’hydrure de Lanthanum [15].
En 2020, un hydrure formé de trois types d’atomes a savoir I’hydrogeéne, le carbone et le
soufre est synthétisé. 1l devient supraconducteur a 288°K soit, enfin la température ambiante
[16]. Sur la figure 1-2 on montre I'historique de I'évolution de la température critique des

matériaux depuis sa découverte.
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Figure 1.2 : L'historique de I'évolution de la température critique des matériaux
depuis leur découverte [15].
I — 1. Phénomenes liés a la supraconductivité
I — 1. 1. La résistivité électrique
La résistivité électrique des supraconducteurs chute a zéro a la température de transition
comme le montre la figure 1. 3. Les supraconducteurs ont une résistivité presque nulle et une
conductivité infinie a une température inferieur a T¢.
La résistance d'un supraconducteur peut étre mesurée par le passage d’un courant dans

un échantillon en forme d'anneau et observer I’intensité du courant en fonction du temps.

Supraconducteur

77

Résistivité électrique p(2.cm)

Meétal normal

o

o

Tc Température (K)

Figure 1.3 : La relation entre la résistivité electrique et la température critique
pour T < T, [17].
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Si I'échantillon est a I'état normal, le courant diminuera rapidement en raison de la
résistance de 1'échantillon, mais s'il s'agit d'une résistance nulle comme dans le cas d’un
supraconducteur lorsque sa température atteint sa valeur critique, le courant circulera sans

diminution.

| — 1. 2. L’effet Meissner
Walther Meissner et Robert Ochsenfeld ont observé en 1933 que lorsqu'un champ
magnétique externe est appliqué a un supraconducteur, les lignes de champ sont expulsées de
I'intérieur du supraconducteur lorsque ce dernier est refroidi en dessous de la température de
transition. Ce phénomeéne est appelé effet Meissner [3]. Cet effet peut étre compris en partant
du fait que le processus de transition (en présence d'un champ magnétique externe) de I'état
normal a I'état supraconducteur s'accompagne de la formation de courants de surface pour
expulser le champ magnétique de I'intérieur du supraconducteur [18].
L’induction du champ magnétique a l'intérieur de la matiére normale est donnée par,
Bint = toH + poM
= poH + poHX:y
= uoH( + Xpn) I-1)

Ou, u, est la perméabilité de vide, M est la magnétisation, X,, est la conductibilité
magnétique, H est ’intensité du champ magnétique externe. Puisque B;,; = 0 ou encore
X,, = —1 caractérise I'état supraconducteur, le milieu est un matériau diamagnétique idéal.
L'effet Meissner est un processus inverse, c'est-a-dire que lorsque la température dépasse T, le

champ magnétique pénétre soudainement dans I'échantillon et le matériau revient a son état

=

.T>Tc T<Tc

normal, comme le montre la figure 1.4.

Figure 1.4 : Les lignes de champ magnétique dans le cas des deux états, normal et

supraconducteur [19].
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| — 1. 3. L’effet Josephson

Josephson a remarqué certains effets associés a I'effet tunnel des électrons
supraconducteurs a travers un isolant tres mince (1 a 5 nm) pris en sandwich entre deux
supraconducteurs. Cette couche isolante forme un lien faible entre les supraconducteurs,
connue sous le nom de la jonction Josephson voire figure 1-5.

Jonction

: Josephson Paire de Cooper
I : . . o _.:_r - .',-.z | % 5 Fa e = :
- -2 S
1 - - A . -
ICourant ! . AT . + | Courant :
l - : —l"lf.'.'f', .. = H_
3 = iy 3 i
* o e SRS - o s
- > AR - L

|

|

- P [ :
supraconducteur «—— Voltage —=supraconducteur I
-_—

|
|
|
|
|
L

Figure 1.5 : La figure montre la jonction Josephson [20].

I — 1. 4. Absorption par micro-ondes

Lorsqu'on envoie des ondes électromagnétiques sur un supraconducteur, on constate que
I'absorption est absente dans la gamme des basses énergies et ne commence qu'a partir d'une
certaine valeur. Ce seuil est généralement de I'ordre de quelques dizaines de GHz(fréquences)

pour les supraconducteurs élémentaires (c'est-a-dire la gamme peV).

I — 1. 5. Pic de la chaleur spécifique

La chaleur spécifique C, dans un supraconducteur atteint son maximum autour de Tc. A
titre d'exemple, nous montrons dans la figure (1.6) (a), la chaleur spécifique de NbSe; [21]. A
I'état normal, la chaleur spécifique d'un gaz d'électrons décroit linéairement avec la
température, comme le montre également la figure, suffisamment loin en dessous de Tc.
Cependant, le pic en C est caractéristique des condensats quantiques bosoniques, par exemple
les condensats de Bose-Einstein [22]. Cette expérience indique donc que les électrons

s'apparient pour former un état bosonique.
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I — 1. 6. Effet isotopique

A cet effet, la température critique d’un réseau cristallin de méme ¢élément
supraconducteur, par exemple le mercure, dépend de I’isotope spécifique. Un exemple de
cette dépendance est illustré pour le mercure [23], a la figure 1. 6 (b). On constate que
M*T,. = constante, M étant la masse de I'isotope, de sorte que les isotopes les plus légers
produisent une Tc plus élevée, et o est en outre d'environ 0,5 dans la plupart des

supraconducteurs élémentaires.

{a) &0 i[%2] (h)
I ngH=0mT jﬂ |
. d |
_ 30 f : \
NE:_. 40 j‘r 11 o (8 -
g l & . |
= 10 F I o
g H,L’ | S
s Ja 1 B )
10 F: NbSes 1 Mercure
f
U*{' N ——— {al7 - — : |
0 20 40 &0 22% 2300 1306 230
T2 (K2) Log(MV)

Figure 1.6 : (a) Le pic de la chaleur spécifique d'un supraconducteur (par exemple NbSe>
[21]) autour de Tc, indiquant le caractére bosonique de I'état supraconducteur. (b) L'effet

isotopique dans le mercure, donnant ¢« = 0.504 dans M“T, = constante [23].

Il est ainsi devenu évident que la supraconductivité dans de nombreux matériaux
provient des interactions dans le réseau cristallin, et la description quantitative a été initiée,

entre autres, par H. Frohlich [24].

I - 1. 7. Quantification du flux

Il a été prouvé que le flux magnétique a travers un supraconducteur est quantifié et que

son quantum dépend des porteurs de charges, a savoir ® = n Des expériences réalisées
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sur des cylindres supraconducteurs ont révélé que Q = — 2e, ce qui indique que les électrons

s'apparient dans I'état supraconducteur [25].

| — 2. Propriétés des supraconducteurs
Les propriétés de la supraconductivité sont identifiées par trois facteurs importants : la
température critique (T¢), le champ magnétique critique (H.) et la densité de courant critique

(Ic). Chacun des trois facteurs dépend essentiellement des deux autres.

| —2. 1. Latempérature critique (T¢)

Le phénomeéne de la supraconductivité est caractérisé par la disparition de la résistance
électrique de I'échantillon lorsqu'il est refroidi & une certaine tempeérature. Au-dessus de cette
température, la résistance est faible, mais limitée, tandis que la résistance en dessous de ce
point est essentiellement nulle. La température a partir de laquelle se produit la transition est
appelée température critique et est notée T, [19]. A ce degré, on suppose que les échantillons
subissent une transition de I'état normal a I'état supraconducteur. La température critique varie
d'un matériau a l'autre, et il est a noter que la T pour les matériaux supraconducteurs diminue
avec l'augmentation de courant appliqué, car tous les matériaux supraconducteurs perdent

cette caractéristique en leur appliquant un courant critique spécifique [26].

I — 2. 2. Le champ magnétique critique (H)

Le passage d’un courant supraconducteur ne produit pas de chaleur, il est donc tres
intéressant de I'utiliser pour obtenir des champs magnétiques puissants. Cependant, les
matériaux supraconducteurs ne peuvent pas créer de champs plus forts que le champ
magnétique critique. Par conséquent, il a été découvert que I'état supraconducteur sera détruit
par un champ magnétique lorsque la densité du flux devient supérieure au champ magnétique
critique [27].

H; = H, [1 - (Tic)z] (1-2)

H, est la valeur critique du champ a zéro Kelvin et T est une température inférieure a T.. On
peut définir H, comme étant le champ magnétique qui détruit la supraconductivité a la

température zéro absolu. La valeur de H, passe a zéro a T = T, et dépend du type de matériau
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et de la température. L’équation | .2 montre que le champ magnétique critique H- augmente a

mesure que la température T, diminue [26].

| — 2. 3. Le courant critique (I)

Le courant maximal qui peut traverser un échantillon sans détruire I'état supraconducteur
de celui-ci est appelé courant critique I [28]. Les propriétés supraconductrices des matériaux
supraconducteurs disparaissent lorsqu'un courant suffisamment dense les traverse. Lorsque le
courant traverse un supraconducteur, il crée un champ magnétique qui peut détruire son état

supraconducteur selon la régle de Silsbee [29].

I =2nrH, (I—-3)

I est le courant critique, H, est le champ critique et r est la section de fil.
L'équilibre entre I'état supraconducteur et 1’états normal décrit par T, H. et I est illustré par
lafigure I. 7.

__DEnEEéEIEcTurTnt._I________]
c

“ Région supraconductrice l

A _ Temperature, T
g >

Hc

S
-

Figure 1.7 : La relation entre les trois valeurs critiques [17].

| — 3. Types des supraconducteurs
Il existe deux types de supraconducteurs.

» Type | : Les supraconducteurs primaires tels que le mercure, I'aluminium et le zinc sont
classés dans le premier type. Le supraconducteur a un seul champ magnétique critique
pour une température donnée [30], comme le montre la figure 1-8 (a). La
supraconductivité disparait brutalement lorsque le champ magnétique externe est

supérieur a la valeur critique Hc, ainsi le champ magnétique externe peut penétrer dans le
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conducteur [31]. Les matériaux de type I, a I'état supraconducteur, sont diamagnétiques

idéals, ce qui signifie que tout champ magnétique externe sera exclu de I’intérieur (effet

Meissner) [32]

[° o e e e e - - - - - - - 7
1
| 4 b '
i L'exclusion compléte du Pour Hel < H < He2 une ‘
l ﬂux se pl'o(luit pt"llen'flnoll l)ﬂl‘n@uf‘ (1“ ﬂ“x '
I 4 s'effectue dans la phase mixte ]
: Type | / Type Il t
¢ e .
i // ! / i :
4

Y A - o
| 00 (o

i
I H H H(l HC" '
I H . : i

Figure I. 8 : La courbe de magnétisation, (a) pour le type | et (b) pour le type Il [33].

» Type Il : Ce type a deux champs magnétiques critiqgues comme le montre la figure 1-8

(b). Lorsque le champ magnétique appliqué est plus faible que la premiére valeur (HCl),

le supraconducteur présente les mémes propriétés que le type 1. Si le champ magnétique
est supérieur a la deuxiéme valeur (Hy,), alors il se comporte comme un métal ordinaire.

Cependant, si le champ magnétique a une valeur comprise entre les deux valeurs critiques
alors I’échantillon a une résistance nulle ainsi qu'une pénétration partielle se manifeste. Le
type Il est constitué d'alliages et de composés, a I'exception du Niobium et du Vanadium
[30].

Lorsque le champ magnétique est compris entre les deux valeurs critiques, on dit que
le supraconducteur de type Il est en état de vortex ou tourbillons.

Au fur et a mesure que le champ magnétique augmente, le nombre de tourbillons dans
le supraconducteur augmente jusqu'a ce qu'il ne soit plus possible de les créer, et le

supraconducteur revient a son état normal [34].
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| — 4. Parameétres caractéristiques de la supraconductivité
Les matériaux supraconducteurs sont caractérisés par des paramétres qui les different
des autres matériaux ainsi que chaque paramétre différe d’un supraconducteur a un autre.

Certains de ces paramétres seront discutés en détail dans les sections suivantes.

| —4. 1. Les paires de Cooper
Lorsqu'un matériau supraconducteur est refroidi en dessous de sa température critique,
le gaz d'électrons libres passe d'un état naturel a un liquide quantique de paires d'électrons
similaires dans I'espace d'échange. Chaque paire se forme lorsque deux électrons opposés en
impulsion et en spin se combinent, (figure I. 9) ce qui donne une quantité de mouvement
nettement nulle. Ces porteurs de charge sont appelés paires de Cooper. La taille

caractéristique d’une paire est la longueur de cohérence &.

. ion

(D @ Paire de Cooper

Figure 1.9 : Représentation schématique d’une paire de Cooper. La taille

caractéristique d’une paire est la longueur de cohérence & [35].

I —4. 2. Lalongueur de cohérence

La longueur de cohérence est la distance a laquelle la paire de Cooper reste unie, donc
I'état de supraconductivité dépend fortement de ce parametre. En 1950, Pippard a proposé
I'idée de cohérence [36]. Il a découvert que la densité d'un matériau supraconducteur change
avec sa longueur de cohérence. Presque tous les métaux supraconducteurs ont une longueur
de cohérence d'environ (10~*cm ). La longueur de cohérence est la mesure de la distance
entre deux électrons supraconducteurs formant la paire de Cooper telle que définie dans

I'équation suivante [37] :

fwf

fozzﬂ_A (I-4)
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Ou, vr en m/s est la vitesse de I’électron au niveau de Fermi, A en eV est le gap d’énergie ou
I’énergie de la fonction d’onde de la paire et qui est 1I’énergie minimale qu’il faut fournir au

supraconducteur pour casser la paire de Cooper.

| — 4. 3. La longueur de pénétration

Selon I'effet Meissner, un supraconducteur expulse le champ magnétique (faible) de
l'intérieur. Des expériences ont révélé d’une maniére nette et précise que le champ
magnétique externe pénétre dans le supraconducteur a travers une couche de surface
extrémement mince. Lorsque le champ magnétique externe est appliqué paralléelement aux
bords, le champ appliqué ne chute pas soudainement a zéro sur la surface supraconductrice

comme le montre la figure 1.10, mais il diminue en exponentielle selon la relation [38],

Hxy = Hoy exp (— ;) (I-5)

Ou H( est la valeur du champ magnétique a la surface et A est une longueur appelée

longueur de pénétration, x est la distance ou la valeur du champ passe de Hy a Hg)/e.

)

h —— .

ke
Normal Supraconducteur

- .

Figure I. 10 : La figure montre la relation entre la longueur de cohérence ¢ et la

longueur de pénétration.
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La valeur de A dépend du type de matériau et de la température. Elle est dans la plupart des
supraconducteurs d’environ 500A. Une approximation de sa valeur est donnée par la relation
[39],

-1/2

r=nofi- ()] (-6

Avec, A, est la longueur de pénétration a la température nulle. Le tableau 1.1, montre les

valeurs théoriques et expérimentales de A de quelques supraconducteurs purs.

Elément Al Sn Pb Cd Nd
A, ( théorique) (A) 100 340 370 1100 390
A (expérimentale) (A) 500 510 390 1300 440

Tableau 1.1 : Valeurs théoriques et expérimentales de la longueur de pénétration [40, 41].

| —4. 4. Le parametre de Ginzburg-Landau

Ce parameétre est défini comme le rapport entre les deux paramétres précédents.

K= 24/% (I=7)

Si K < 1/+/2, le supraconducteur est du type I, mais si K > 1/+/2 alors le supraconducteur est
du type 11 [28, 42].

| — 5. Les différentes théories de la supraconductivité
Depuis sa découverte, et partant du modéle de deux fluides jusqu’en arrivant a la théorie
BCS, les physiciens ne cessent de donner des modeles théoriques dans le but de comprendre

et par la suite d’expliquer les phénomeénes liés a la supraconductivité.

I - 5. 1. Lathéorie des fréres London

Dans une premiere tentative d'expliquer ces propriétés non conventionnelles des
supraconducteurs, les fréres Fritz et Heinz London ont proposé une théorie
phénoménologique de la supraconductivité en 1935 [43]. Les fréres London ont eu la
formidable intuition que I'état supraconducteur fait part de la mécanique quantique, et de plus

I'état fondamental, tel que I'espérance de la valeur de son moment canonique s'annule,(P) = 0
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[44]. Le moment canonique est donné par ’équation P = m® + g4, ou m est la masse, q est
la charge et A est le vecteur champ magnétique. Dans le modéle des supraconducteurs
proposés, la vitesse des particules est donnée par 1’équation (D) = —%A. Le courant ainsi
dans le supraconducteur est égal a () multiplié par les charges (nyq), ou ng est la densité des

porteurs de charges, telle que

2 m

2
nsq

n
U= a=-—

Js = ngq{Ds) = — Is (I-8)

Il s'agit d'un résultat remarquable car il est en contradiction avec la loi d'Ohm pour les
conducteurs normaux, qui prétend que J = gE. Un autre résultat important des fréres London
est que les lois de Maxwell restent valables dans les supraconducteurs. En conséquence, la
relation entre le super courant, le champ électrique et le champ magnétique générés par le

supraconducteur peut &tre obtenue comme suit,

0 m 0

E = —EA =nsq2 6t]S (1-9)
m
B:VXA:_nsqzVX]s

Cet ensemble d'équations est appelé les équations de London. Elles permettent de
décrire I'effet Meissner. Supposons un supraconducteur semi-infini (pour z > 0), avec une
interface avec le vide (pour z < 0), ou un champ magnétique est appliqué parallélement a

I'interface par exemple B, = B,y. Nous commencons par la quatrieme équation de Maxwell
VXB =pu,(J +€, {;—f) ou, dans le cas statique, nous considérons ‘;—f = 0. Il en résulte que dans

le supraconducteur (z > 0).

Vx (VX B)=V(V-B) — V2B = pyV X Js (I1—10)
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Ou V-B =0 selon la deuxiéeme équation de Maxwell. En appliquant les équations de
London, nous obtenons I'équation différentielle pour le champ magnétique dans le

supraconducteur,

0°B neq? _x
KT p_peh (1-11)

0x?2 m

Sa solution, peut étre déterminée en utilisant la condition aux limites B(0) = B,.
Ou A, = fﬁ a les dimensions d’une longueur et s'appelle la longueur de pénétration de
ons

London. Ce résultat montre qu'un champ magnétique appliqué diminue de fagon exponentielle
dans le supraconducteur, avec la longueur de pénétration. Cet écrantage de champ magnétique

se produit sous l'influence du courant supraconducteur et est a I'origine de I'effet Meissner.

| - 5. 2. Lathéorie de Ginzburg-Landau

En 1950, Ginzburg et Landau ont proposé une alternative a la théorie de London,
basee sur la mécanique quantique, baptisée la théorie de Ginzburg-Landau (GL) [34].

Dans cette théorie, le comportement des électrons supraconducteurs est décrit par un
parameétre d’ordre complexe qui change continuellement et dont le carré de son module est

égal a la densité des supra-électrons. Compte tenu de sa nature quantique, car elle est
formulée a l'aide de la fonction d'onde dans I'état supraconducteur ¥ (r), la théorie GL stipule

qu'autour de son minimum, la fonctionnelle d'énergie libre de I'état supraconducteur peut étre

développée comme suit,

B?(r)
2p

B
2

Fs=F.+ j [f?flw(r)l2 + 5 ) + %l/)*(r)liﬁv + QAM)I*P(r) + dar (I1-12)

Ici, F, est I'énergie libre a I'état normal a champ nul, et comme il s'agit d'une
constante, elle ne joue aucun réle dans ce qui suit. La masse M = 2m,, et lacharge Q = —2e
sont caractéristiques de l'appariement de Cooper entre deux électrons, qui est le mécanisme
microscopique a l'origine de la supraconductivité. Remarquez que dans I'équation 1-12, seules
les puissances paires de la fonction d'onde supraconductrice y(r) sont prises car une
expansion est effectuée au voisinage immediat du minimum. De plus, la série est coupée a la

quatriéme puissance, ce qui est également une approximation raisonnable dans ce cas. Le
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troisieme terme de l'intégrale est I'énergie cinétique de la paire de Cooper, et le quatriéme
terme est simplement I'énergie libre due au champ magnétique.
La minimisation de la fonctionnelle de I’énergie libre en fonction de paramétre d’ordre, donne

la premiere équation de Ginzburg-Landau.

oOF, h2

_ Q
w0 _W[V_

2
—A@)| 90+ @)+ BROIPPE) = 0 (1-13)

L’équation | — 13 est équivalente a I'équation de Gross-Pitaevski pour les condensats de Bose-
Einstein [22]. Il y a deux fonctions inconnues a obtenir, a savoir ¥ (r) et A(r), de sorte qu'une
condition supplémentaire est nécessaire. Elle peut étre obtenue par la forme variationnelle de
la quatrieme équation de Maxwell (le cas statique), combinée a I'équation 1-12, ce qui permet
d’écrire,

Js =~ oF,__ e

ST0A(r)  2M
Toujours selon la premiere loi de Maxwell (le cas statique), VX B =V X (VX A) = u(Jext +

2
[ V() =@ (V@) ] - 7 [ EIPAT) a-14)

J5), OU J..: €St un courant externe injecté. Ceci donne,

0F;
0A(r)

%Vx (VxA()) =-

= % [ V) — @) (V)] - ﬁz [WIPAT) +Jexe  (1—15)

Ceci constitue la deuxieme équation GL, combinée avec la premiere équation GL,
pour obtenir de maniére auto-cohérente y(r) et A(r).

La théorie Ginzburg-Landau, introduit la longueur de cohérence &, qui est la longueur
caractéristique nécessaire pour faire passer la densité de « supra électrons » |y (r)|? de sa
valeur maximale (état supraconducteur) a zéro (état normal). Dans le cadre de la théorie GL, &
peut étre extraite sous sa forme la plus élémentaire en traitant a nouveau le demi-espace
supraconducteur pour z > 0, tout comme nous avons dérivé la profondeur de pénétration de
London, mais dans ce cas sans champ magnétique appliqué. Dans ce cas, la premiére équation
de GL I - 13, se réduit a,

hZ
—ﬁVZIIJ(r) +ap(r) + BlY)*P(r) = 0 (I-16)
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La solution de cette équation différentielle doit avoir la forme y(z) = \/nsf(2), OU n, = -2 est

la densité de particules supraconductrices si z —» o« , | - 16 devient,

h? 0%f(2)
2M  0z2

+f(@) - f(@2)=0 (1-17)

La solution de cette équation est donnée par f(z) = tanh (?)

La théorie de Ginzburg-Landau peut aussi étre utilisée pour étudier plus en détail
l'interaction d’un supraconducteur avec le champ magnétique qu’on lui applique. Cette
analyse a été réalisée pour la premiére fois par A. Abrikosov [45-46-47]. En premiére
approximation, on peut envisager de réaliser un trou de section A dans un supraconducteur, au

moyen d'un champ magnétique appliqué. L'énergie ainsi acquise est alors donnée par le
. ey 12 . BZ < - BZ ,, . . .
produit du volume A4, et la densité d’énergie é (c’est a dire. A4, é). L'énergie nécessaire

pour détruire I'état supraconducteur, en revanche, dépend de sa longueur de cohérence ¢ soit

2

B? , s . , . , -
o Par conséquent, I'énergie nette nécessaire pour créer l'interface entre une zone dans le
matériau a I'état normal et le reste du supraconducteur est en premiére approximation I'énergie

de surface E5 = (¢ — AL)Ag :

Si & » A, cette énergie de surface est positive, il n'est donc pas avantageux de créer
I'interface. Lorsque le champ magnétique critique est appliqué, la supraconductivité sera
détruite, et I'échantillon passe a I'état normal, suivant une transition de phase de premier ordre.
Ce type d'interaction d'un supraconducteur avec le champ magnétique est appelé type 1. En
revanche, si « 4, , de telles interfaces deviennent bénéfiques a former. Dans ce cas, il existe

un état intermédiaire ou les états, normal et supraconducteur, coexistent dans I'échantillon.

L'état normal forme un ensemble de trous dans le supraconducteur, qui sont appelés vortex
ou tourbillons. lls existent également dans les condensats de Bose-Einstein, ou ils peuvent étre

formés, par exemple, en faisant tourner le condensat [22].
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(a) B, (h)
Y

4

Figure 1.11 : Types de supraconductivité sous champ magnétique appliqué.
Tourbillons d'Abrikosov formant un réseau triangulaire [48].

(a) L'évolution du champ magnétique B et du module au carré de la fonction d'onde du
condensat [1|? autour d'un tourbillon. (b) Magnétisation M en fonction du champ
magnétique appliqué H, montrant le comportement supraconducteur du type | par

rapport au type 11

Abrikosov a montré que ces tourbillons, en densité suffisamment élevée, forment un
réseau hexagonal fermé (hcp), un tel réseau, est représenté sur la figure 1. 11 (a). Au ceeur du
vortex, ¥ (r) est minimale. La fonction d'onde y(r) du condensat est égale, comme nous

I'avons deduit précédemment, a tanh(?). L'échelle de longueur caractéristique du noyau du
tourbillon est la longueur de cohérence supraconductrice é. L’intensité du champ magnétique,

change en s'éloignant du noyau du vortex selon la formule e_%. Par conséquent, la taille du
vortex peut étre identifiée par la longueur de pénétration de London ;. La différence entre les
supraconducteurs de type | et de type Il devient apparente dans la courbe de magnétisation des
supraconducteurs en fonction du champ magnétique appliqué, ceci est illustrée par la figure
1.11 (b). Pour des petites valeurs de H, les deux types se comportent de la méme maniére, a

savoir M « H, c'est-a-dire une diamagneétisation parfaite, selon I'effet Meissner.

| - 5. 3. La théorie de Bardeen-Cooper-Schrieffer

En 1957, Bardeen Cooper et Schrieffer ont présenté une théorie microscopique de la
supraconductivité, connue sous le nom de la théorie BCS [49]. La théorie BCS est basée sur
une série d'hypotheses. La premiere hypothese est que les électrons qui participent a
I'appariement de Cooper, sont uniquement dont les énergies Vvérifient la double inégalité

—hwp < & < hwp (I'échelle d'énergie caractéristique des phonons acoustiques), ou hwp est

23



Chapitre I : La supraconductivité

I’énergie de Debye. La deuxieme hypothese est que 1’état lié appelé paire de Cooper, est
constitué de deux électrons de quantités de mouvement égales et de spins opposés (k,o =1) et
( —k,0 =), ce qui fait que la fonction d’onde de la paire, a une impulsion et un spin nul.
Selon la théorie, I'un des deux électrons passe a proximité des ions charges dans le réseau
supraconducteur, ce qui conduit a la déformation du réseau. Ceci, a son tour, conduit a
I'émission de phonons, qui forment un nuage de charges positives autour de I'électron. Avant
que I'électron ne traverse le réseau et avant qu'il ne revienne a son état normal, un deuxiéme
électron est attiré vers le nuage. Les deux électrons, réunis grace a ce processus, doivent se
repousser. Les forces exercées par les phonons surmontent la répulsion des deux électrons.
Lorsque I'un des électrons qui appartient a la paire de Cooper est proche de l'ion positif, les
vibrations passent d'un ion a un autre jusqu'a ce que l'autre électron de la paire absorbe la
vibration. L'effet net est qu'un électron émet des phonons, qui sont absorbés tres rapidement
par l'autre, comme le montre la figure 1.12.

Dans un conducteur normal, les électrons de conduction perdent progressivement leur
énergie a la suite des collisions avec le réseau. Dans un supraconducteur, les électrons se
condensent ainsi en paires de Cooper adoptant un état superfluide qui peut transporter le

courant électrique sans dissipation.

»  Electron
- - Trou

Arsnnd= Phonon

k+g
k'-q
w\

FTAVAVAVAVAW -

q
kl’

Figure 1.12 : Emission d’un phonon par un électron et son absorption par I’autre

électron de la paire de Cooper.
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Comme point de départ, et avec les hypothéses précédentes, I'Hamiltonien BCS peut

étre écrit comme suit,
Hpcs = Z EkCi o Cro =V z CirCl Clr Gl (I-18)
g

Ou V est le potentiel d'attraction effectif entre les paires d'électrons. Les opérateurs &1 et
¢_k,, annihilent des electrons avec les nombres quantiques correspondants. La théorie BCS a

ensuite, appliqué I'approximation du champ moyen a I'Hamiltonien.

A= D [ ChCh e Gl + et (€ = ChCh il G a=19)
k,k'eD

Ou (....) représente le parametre d’ordre, qui est la valeur d'espérance de 1’opérateur

d’annihilation. Elle est définie comme,
A==7 Y (el (1 - 20)
K
L’Hamiltonien du champ moyen devient,

Hyds ZkafKCk oCho + Zken (B CkTCTki + AC;TCTkl) + 2 (I-21)

Nous devons réécrire cet Hamiltonien dans une forme diagonalisable en utilisant des spinners
de Nambu de la forme ¢, = (&1 .,¢T, ). En termes de Spinners de Nambu, I’Hamiltonien du

champ moyen BCS, Eq. | - 21, peut étre écrit comme suit,

'A' (1-22)

Bcs = YkeDo fKCk oCro t+ ZkeD(C HC,) + Zrep & +
Ou:

Hy = (Z’i _?_k) (1-23)
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L’Hamiltonien de I'équation | - 23, dit de Bogoliubov joue un réle crucial dans la
théorie de Bogoliubov-de Gennes, dans laquelle les supraconducteurs non homogenes peuvent
étre étudiés via la dépendance spatiale dans A(r) [50]. Le premier terme de I'équation | - 22
exprime simplement I'énergie des électrons en dehors de la fenétre de Debye (k & D).
Puisqu'il est identique dans I'état normal et dans I'état supraconducteur, et qu'il n'est donc pas

important dans ce cas, nous le remplacerons simplement par E.

Afin de diagonaliser H,, il faut d'abord chercher ses valeurs propres. Ces valeurs sont

+E, avec E, =+/&2 + |A|2. Les signes indiquent que ce spectre dit de Bogoliubov a des
solutions a la fois pour les électrons et les trous. Comme les valeurs propres sont toujours

symétriques, il existe une symétrie particule-trou.

En se basant sur les vecteurs propres correspondants, la matrice de transformation

unitaire diagonalisant H, est,

5= (S5, ) a-29

Avec wy, = /(Ex + &)/ (2Ex) et vy = J(Ex — &)/ (2E,) , tel que

E 0
+ _ (Ek
Bk'Hk'Bk—<O _Ek> (1—25)

En introduisant les opérateurs d'annihilation de Bogoliubov @&y, = ujCyq —
UVkéjk,_g , I'namiltonien du champ moyen de I'équation | - 22 s’écrit sous forme
diagonalisée,

iy A% ~t A
Hgg; = Eo + Xkep(Ex — Ex) + =+ Xken,o Ek a;,o'ak,o‘ (I1—-26)

Les trois premiers termes decrivent le systteme a T = 0, tandis que le quatrieme terme
n'intervient qu'a des températures non nulles. Il décrit la rupture des paires de Cooper, ces
derniéres transportent de I'énergie Ej, = /€2 + [A|? . Ainsi, la plus petite énergie nécessaire
pour créer une excitation est E, =|A|l. Cela justifie [linterprétation de gap
supraconducteur |A|, comme I'énergie de liaison de la paire de Cooper qu'il faut dépasser pour

briser la paire
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| - 5. 3. a. L’équation de la bande interdite
En minimisant les trois premiers termes de I'Hamiltonien de 1’équation | - 26 par

rapport & |A|, on obtient I'équation du gap supraconducteur a T =0,

(1-27)

VZ 1 4
2 L& + 02

A la limite du raisonnable on peut supposer que la densité d'états électroniques est constante
dans la fenétre de Debye, puisque hwp est trés petite ( ~10 — 100 meV) par rapport a
I'échelle de grandeurs des énergies électroniques (énergie de Fermi Ez~ 1 — 10 eV). Ainsi,

I'équation I - 27 peut étre mise sous forme infinitésimale comme suit,

B hwp
~ sinh(1/(NzV))

A(0) (1—28)

]h‘”D 1 1
——di=—= =
0 JEFFA? NgV

Ceci est le résultat BCS pour le gap supraconducteur a T = 0. Dans de nombreux
supraconducteurs élementaires, le couplage électron-phonon est faible, c'est-a-dire que 1 =
NV « 1. Dans ce cas A(0) ~ 2hwpe /4,

Pour trouver la valeur de A a des températures non nulles, nous devons revenir a
I'namiltonien complet, en introduisant les excitations de Bogoliubov. A l'aide de la

transformation de Bogoliubov et des relations d'anti commutation fermionique,

{&k,m dk’,a’} = Ok 00’ (I-29)

L’équation | - 20, de la bande interdite, devient

A=T z [(evse = wev) (@ 1@0) + (@1 1 8ie)] (1-30)
keD
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Avec, ny 1 = (&k,T&,tT) etn_y, = (&_k,l&fkl) représentent les nombres de paires de
Cooper brisées avec les nombres quantiques correspondants. Ceux-ci sont déterminés par la

distribution de Fermi-Dirac,

1

T (1-31)

Ngr =Nk =

Avec B =1/(KgT). En introduisant ceci dans I'équation | - 30 on obtient I'équation du gap

supraconducteur dépendant de T,

(1—32)

z <ﬁ«/f£+A2 _,
keDVEk-I—AZ 2

On peut obtenir A(T), par intégration numérique. Un tel résultat est illustré sur la

figure 1.13 (b). La figure montre que A(T)~A(0) jusqu'a T = 0,5T, et diminue plus rapidement

pour des T plus élevées, jusqu'a ce qu’il devienne nul, a = T, . La figure 1.13 (a) montre la
conservation du nombre d'états entre I'état supraconducteur (cété gauche) et I'état normal
(coté droit), c’est a dire NgdE = Ngd&, ou Ny est le DOS de I'état normal au niveau de Fermi
et N, est le DOS de I’état supraconducteur.

La relation entre les deux densités d’état est,

Ns(E) = Np (I-33)
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Figure 1.13 :

supraconducteur, N, montrant I'ouverture du gap pour —A< E < +A , et la divergence

Résultats de la théorie BCS. (a) La densite d'états dans ['état

a +A . (b) L'évolution du gap supraconducteur en fonction de la température A(T ),

obtenue a partir de la solution numérique de I'équation du gap.
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| - 5. 3. b. La température critique

A la limite A- 0, quand T - T, I'équation | — 32 devient sous sa forme infinitésimale,

hwp tanh (2K§T )
NFVf af————5¢ =1 (1-34)
0 §
Avec A(0)/(hwp) « 1 ,la solution approximative [51] est,
KT, ~ 1.13hwpe /4 (1 —35)

En combinant les équations | - 28 et | - 35, nous obtenons dans la limite de couplage faible.
2A(0)
KgT,

~ 3.53 (1—36)

I - 5. 3. c. Le champ magnétique critique

Le champ magnétique critique peut-étre directement calculé & partir de la bande
interdite. Puisque I'effet Meissner détruit la supraconductivité, I'énergie du champ appliqué
doit correspondre a la différence d'énergie entre I'état supraconducteur BCS et I'état normal.
Comme premiére approximation, lorsque A/(hwp) < 1, cette différence d'énergie peut étre
estimée a partir du DOS supraconducteur, illustré a la figure 1.13 (a). Dans I'état
supraconducteur, NzA électrons se condensent, chacun passant a un état d'énergie —A/2 en
dessous de I'énergie de I'état normal. Par conséquent, la différence d'énergie entre I'état BCS

et I'état normal est d'environ.
1
Epcs — En = _ENFAZ (I1-37)

La densité d'énergie du champ magnétique agissant sur un matériau est H?/8m. Ainsi, la

supraconductivité est detruite par le champ lorsque,

HZ/(8m) =%N(O)A2 = H.(T) = J4nN;A(T) (1-38)
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L’équation | - 38, montre clairement que le champ critique dépend completement du gap dans
la théorie BCS. L'extension de la théorie BCS pour inclure un couplage électron-phonon
réaliste (C’est a dire sans la fenétre de Debye simplifiée et de I'interaction de Coulomb), est

appelée théorie de Migdal-Eliashberg.

| - 5. 4. La théorie de Migdal-Eliashberg

Le but de la théorie de Migdal-Eliashberg est de décrire I'état supraconducteur d'une
maniere plus réaliste que la théorie BCS [52,53]. Dans la théorie BCS, Il'interaction électron
phonon e-ph est instantanée et limitée aux phonons acoustiques. La théorie d'Eliashberg offre
une description de l'interaction e-ph, avec des effets retardés dans les états électroniques sous
I'influence de l'interaction avec les phonons. De plus, les interactions coulombiennes entre les
électrons sont prises en compte. L'Hamiltonien de systéme, selon cette théorie, décrivant le

couplage électron-phonon au premier ordre est le suivant,

~ o T 1 -1 ) A R
H = Z Eik cjkcik + Z hawg, (agvaqv + Z) +N, z z g’,j,k+q‘ijc;§(+qcik(aiq,, +ds) (1—-39)
[ qv Kqijv

ki
Ou i, sont les indices des bandes électroniques, v sont les indices des bandes des phonons,
N, est le nombre des mailles primitives et gi .4 ;; sont les éléments de la matrice de couplage
e-ph.
Migdal a fourni les fondements de la théorie, sous la forme du théoreme de Migdal, alors
qu’Eliashberg a dérivé les équations centrales de la théorie.

I - 5. 4. a. La formulation des spinners de Nambu
La théorie de Migdal-Eliashberg est une théorie statistique des champs, nous
utiliserons donc les concepts d'opérateurs de champ, de propagateurs et de diagrammes de
Feynman [54]. L'hamiltonien de couplage électron-phonon de I'équation | - 39, peut-étre
reformulé en termes de spinners de Nambu a deux composants. Les opérateurs de champ

d’électrons décrits par la formulation de Nambu sont,
e = <fc*k;>‘ Pl = (Ehé-w) (1-40)

Tandis que les opérateurs de champ des phonons, ag, et d;l,, restent inchangés, et leur
combinaison peut étre écrite comme @q, = (dgy + aj,v). Avec cette notation, I’Hamiltonien de

couplage e-ph introduit dans I'équation | - 39 devient,
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iy ~ T ~ ~ 1 "~ I ~
H= § &k ¢;T3¢’k + § hqu (a;vaqv + E) + E g%,k+q¢;+q73¢k(ﬂqv
qv

k kqv

1 ~ ~
¥5 O leskalVelkuko) (8] 25, ) (01, £51P,) (1-41)

kikaksks

Le dernier terme decrit l'interaction coulombienne, V. étant le potentiel de Coulomb.
L'invariance par translation impose que k1 + k2 — k3 — k4 =nG, ou n € Z et G est un
vecteur de réseau réciproque. Nous avons utilisé ici, les matrices de Pauli (y compris la

matrice identité), généralement notées 7; dans I'espace de Nambu,

O A ) B R B

Dans le formalisme de Nambu, les fonctions de Green des électrons et des phonons, sont

respectivement [52]

Gk, 7) = —(E B OPLOY 5 Dp(@D) = ~(#{Pgn P (O} (1-43)
La fonction de Green de I'électron est une matrice 2 x 2 . Les éléments diagonaux sont les
fonctions conventionnelles de Green, tandis que les éléments non diagonaux décrivent

I'appariement. Les deux fonctions de Green peuvent étre développées en séries de Fourier,

) 1~ .
(¢t o Z e~ onTG(k, iw,)
e (I1—44)
- 1 S
Dlkt)=7 ). "Dy (q,id)
n=-—oo
Ou iw, = i(2n+ 1)/ sont les fréquences fermioniques de Matsubara et i@, = i2nm/B sont

les fréquences bosoniques de Matsubara, avec n entier.

| - 5. 4. b. Le théoréme de Migdal
Le point de départ de la théorie d'Eliashberg est la sommation de Dyson de
I'interaction électron-phonon, représentée par un diagramme de Feynman sur la figure 1.14

(@). Cela inclut également les corrections de sommets, comme celle illustrée a la figure 1.14

(b).
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Cependant, le théoréme de Migdal considére que la correction du sommet est plus
petite que les termes principaux de la sommation de Dyson par un facteur

wpn/Ep ~Jme/M K 1, 0U m, et M sont respectivement les masses electronique et nucléaire

[55]. Les figures 1.14 (c) et (d) donnent une image intuitive du théoréme de Migdal.

Elles représentent la diffusion entre les états électroniques, ou la ligne continue
indique la surface de Fermi, et les fleches les vecteurs de diffusion. La figure 1.14 (c)
correspond a I'échange de phonons de second ordre présenté dans la figure 1.14 (a). La
difference d'énergie entre deux états, €,,et €,5 , est faible car tous les états, de 1 a 3, sont trés
proches de la surface de Fermi. Ces différences d'énergie apparaissent dans le dénominateur
de I'énergie propre due a la correction du sommet I , et donc cette contribution est
importante, c¢’est pourquoi tous les ordres sont inclus dans la somme de Dyson de l'interaction
e-ph. La figure 1.14 (d) illustre la diffusion du diagramme de Feynman de la figure 1.14 (a).
Ici, €,4 est généralement grand, puisque I'état 4 n'est pas proche du niveau de Fermi

contrairement aux autres états, ce qui conduit & une trés faible contribution a & .

§ AN W
Yk, iw,) = = + + +...
12 3 21

() ) e Wl
T G 4
W 3 3

Figure 1.14 : Diagrammes de Feynman liés a la théorie de Migdal-Eliashberg.

(a) L'énergie propre de I'électron sous l'influence de I'interaction électron-phonon. Le
diagramme de gauche est une représentation schématique de ce systeme ou la ligne
horizontale épaisse est le propagateur interactif des électrons, la ligne ondulée le
propagateur interactif des phonons et I' le sommet. A droite, la série de Dyson de ce
diagramme est montrée avec des ordres d'échange de phonons de plus en plus élevés.
(b) Correction de sommet de premier ordre qui, selon le théoréeme de Migdal, est
négligeable dans la plupart des systemes.

(c) Surface de Fermi avec échange de phonons de second ordre représenté en (a).

(d) Surface de Fermi correspondant a la correction de sommet décrite en (b)[52].
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Le théoréeme de Migdal n’est pas appliqué nécessairement dans deux cas, a savoir,
1. Quand I'un des phonons a un petit |q/|
2. Lorsque la surface de Fermi a une topologie 1D

Nous pouvons constater ceci visuellement : dans le premier cas, disons que |g,3|~0,
alors le parallélogramme décrivant la diffusion dans la figure 1.14 (d) devient allongé et
mince, de sorte que I'état 4 se trouve pres de I'état 1. Ainsi, toutes les différences d'énergie
sont petites, et £ est grand, de sorte que le théoréme de Migdal ne s'applique pas dans ce cas.
Dans le deuxiéme cas, la surface de Fermi est constituée de plans paralleles(K, = +Kp).
Lorsque le parallélogramme a deux cotés paralléles a ces plans, les états 2 et 3 auront le
méme K, , donc la méme énergie, et de méme pour les états 1 et 4. Pour les topologies 2D,
par contre, le théoreme de Migdal est tres bien vérifie.

Ainsi, grace au théoreme de Migdal, le sommet de la figure 1.14 (a) peut étre défini
comme le sommet nu (sans interaction) avec une trés bonne approximation, en d'autres
termes, le diagramme de la figure 1.14 (b) n'est pas pris en compte dans la sommation de
Dyson. L'énergie électronique propre qui découle de la figure 1.14 (a) dans le cadre de

I'approximation de Migdal est la suivante [52],

Yk, iwy) =T Z 3G (k + q,i0,)3[19%(@Q1?Dy (g, iwy, — iwy) + Ve (k, k + q)] (1 —45)

qn'v

Ou D,(q,iw, — iw,) est la fonction de Green des phonons en interaction.

D,(qiw, —iw,) = (I—46)

| —5. 4. c. Les équations d’Eliashberg
Comme a été indiqué dans la section précédente, la fonction de Green d’interaction

des électrons, peut étre déterminée au moyen de I'équation de Dyson,
Gk iw,) = Gyl (k,iw,) — Sk, iw,) (1—47)

Ou G,y (k, iw,) est la fonction de Green de I'électron sans interaction,

Go(k, iwy) = [iwnTy — exts] (I1—-48)
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Par I’application du théoréeme de Migdal, les contributions des sommets dans 1'énergie
électronique propre £ peuvent étre négligées. Dans ce cas, nous pouvons utiliser I'‘équation | -

45, qui peut étre reformulée dans une forme générale,
Yk, iwp) = iwn[1 = Z(k, iwn)]Eo + x(k, iwn)ts + Pk, iwy)Ey + Pk, iwn)E,,  (1—49)

Ou Z, x, ¢ et ¢ sont des fonctions indépendantes et arbitraires. En combinant les équations. | -
46, 1 - 47 et | — 48 on obtient :

Gk, iwy) = iw,Zty — (g + x)T3 — Pt — P, (I-50)

En inversant, on obtient :

~ 1 ) . . . a
Gk iw,) = oy liwn,ZTy + (& + x)T3 + P11 + P15

etG
1 iwaZ + (g + )) d—ip 3
~ detG-1 < d—ip iw,Z — (& +)()> =30

Avec, detG = (iwp,Z)? — (g + x)? — ¢p? — P2
Les pbles de la matrice de la fonction de Green - qui sont les énergies d'excitation des quasi-

particules —sont de maniére que detG~* = 0, ce qui donne :

B = .o+ 0 + 02 + 32 (1-52)

En définissant le gap par, A(k,iw,) = (¢ — i¢)/Z, on obtient :

&+ x)?
E:<=J("Z—2X)+IAI2 (1—-53)

Cela correspond au spectre de Bogoliubov, introduit aux sections précédentes avec des
contributions supplémentaires y et Z. Les fonctions de Green diagonales, avec = ¢ =0 ,
correspondent a I'état normal. La fonction y décale les énergies électroniques, tandis que Z
est une fonction de renormalisation, plus précisément elle introduit une renormalisation de la

masse de I'¢électron, d'ou le nom de fonction de renormalisation de la masse. Cela peut étre
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compris comme si les phonons ralentissent I'électron. En premiere approximation, la vitesse
de Fermi est renormalisée par la constante de couplage e-ph moyenne A de sorte que vy =
vg/(1 + A)[56]. Cela peut étre décrit comme une variation de la masse de I'électron, m; =
m./(1+ A).

Afin de caractériser complétement le spectre des quasiparticules, un moyen pour calculer , A
et Z doit étre fourni. Nous utilisons les équations d'Eliashberg anisotropes [57,58]. Par "
anisotrope " nous entendons dire que la dépendance spatiale (dans I'espace réciproque k) des
fonctions A et Z est entiérement prise en compte. Les équations anisotropes d'Eliashberg qui

en résultent sont les deux équations couplées suivantes :

6(ex’) , . Wy
Z(k,iw,) =1+ a) N ——A(kk',iw, — iw,) X (I-54)
Tk F \/wrzl, + A%(k',iwy,)

Ak, iw,)Z(k, iwy) = 7T Z Sk ke, ta0, — i00) — NpVi (e, kY] X el E0m7) (1—55)

Iy \/w,ﬁ, +A2(k',iw,)

Ici, la constante de couplage e-ph anisotrope est,

2w

Akk' iw, — iw,r) —f dwa?F (kk', ) (1-56)

(wp-w /) +w?
Ou I'on distingue clairement la fonction de Green des phonons (Eq. |1. 46]), a?F (kk', w) est la

fonction d'Eliashberg anisotrope définie comme suit :

2
a?F(kk',w) = Np Xy|gpr| 6(@0 — wgp) (1-57)

Ol q =k’ —k, g, et wq, sont les éléments de la matrice de diffusion e-ph et les fréquences
des phonons, respectivement. Cette fonction peut étre considérée comme le DOS des phonons
renormalisé par le couplage e-ph. La fonction y n’apparait pas dans les équations d'Eliashberg
dans le cadre de I'approximation selon laquelle le DOS électronique est constant au voisinage
du niveau de Fermi, ce qui donne y =0. Dans le cas plus général, deux équations
complémentaires de y doivent étre prises en compte [53]. Les équations d'Eliashberg doivent
étre résolues de maniere auto récurrente. En outre, la solution donne A(k,iw,) et
Z (k,iw,).
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Dans les sections suivantes nous allons déterminer, le potentiel de répulsion colombienne et la

température critique, dans le cadre de la théorie d’Eliashberg.

| - 5. 4. d. Le potentiel de la répulsion colombienne

La répulsion de Coulomb V. (k, k') dans I'équation I - 55 est difficile a evaluer. Dans sa
forme complete, V.(k, k') = (k',—k'|W |k, —k), ou West l'interaction coulombienne écrantée.
L'interaction e-ph agit sur une longue échelle de temps, donc a basses fréquences w,,. Ceci
peut étre identifié par une large gamme de fréquences des phonons du systéme, wpp max- EN
revanche, l'interaction électron-électron se produit sur une échelle d'énergie beaucoup plus
grande, celle de I'énergie de Fermi Ej. . Elle est généralement deux fois plus grande que fiw,p,.
Ainsi, V.(k, k') ne peut étre traité avec la méme fréquence de coupure de Matsubara que

I'interaction e-ph.

Une solution est proposée par Morel et Anderson [59]. On effectue d'abord une double

moyenne de surface de Fermi de la répulsion de Coulomb u = ((Vc(k,k"))y ), définie

comme (g, = Nipzk 6 (eg)(-+).Pour tenir compte de la différence entre les deux échelles

de temps, u est renormalisé comme suit :

= = (1-58)
)

1+,ulog< i

hwph

w*est appelé le pseudopotentiel de Morel-Anderson. On a constaté de maniére empirique, que
les valeurs de u* sont plutét uniformes pour différents matériaux. Pour les métaux
élémentaires, les valeurs se situent dans la plage 0.1-0.13, les valeurs les plus faibles étant
généralement observées pour les métaux simples et les plus élevées pour les métaux de
transition [56]. Pour les composés supraconducteurs plus complexes, la valeur de u* se situe

dans la gamme 0.1- 0.25.
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| - 5. 4. e. La température critique dans le cadre de ’approximation isotropique

On utilise souvent des solutions isotropiques aux équations d'Eliashberg, qui ignorent
completement la dépendance en k et k'. Dans ce cas, la fonction isotrope d'Eliashberg

est obtenue a partir de,
a’F(w) = (a®F(kk', ) iy (1-59)

D’apres I - 56, la fonction de couplage e-ph isotrope est le premier moment inverse de la

fonction d’Eliashberg isotrope,

Mw) =2 fwda)’a)'_1 a’F(w') (1-60)
0

La constante de couplage électron-phonon est A;,; = A(Wmax): OU wmqa, représente la
fréquence maximale des phonons.

Comme solution isotropique aux équations d'Eliashberg, McMillan a dérivé une formule
pour la T, valable jusqu'a A;,;~1,5[60]. Cette formule a été affinée plus tard par Allen et

Dynes [61], pour obtenir la formule McMillan-Allen-Dynes suivante :

T — hwlog ex (_ 104(1 + Atot) ) (I _ 61)
€T 12K, P\ 20 — (1 + 0.622,0)
Ou,
2 (o]
Wipg = EXP (At tJ dow™ In(w) azF(w)> (I-62)
ot 0

| — 5. 5. Théorie des premiers principes

Des calculs de premiers principes partant des lois fondamentales de la mécanique
quantique sont utilisés dans le cas de la supraconductivité basée sur le couplage électron-
phonon. Plusieurs matériaux ont été étudiés dans ce cadre, avec deux techniques principales.
La premiere approche est la théorie d'Eliashberg anisotrope, combinée aux calculs de
premiers principes du couplage électron-phonon. La deuxiéme approche est appelée théorie
de la fonctionnelle de la densité pour les supraconducteurs (SCDFT), telle que développée par

Gross et ses collégues [62-63].
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A partir des premiers principes, une approche différente pour traiter la supraconductivité
basée sur le couplage e-ph a été élaborée par Gross et ses collegues, et a été appelée DFT pour
les supraconducteurs (SCDFT). Le point de départ est une extension des théorémes de
Hohenberg-Kohn utilisés dans la DFT, pour inclure trois densités au lieu d'une seule a savoir,
(i) la densité électronique habituelle n, (ii) la matrice de densité nucléaire et (iii) la densité
électronique supraconductrice x(r,r") = p1(r)P,(r")). Tout comme dans la DFT, en SCDFT
le systeme d'interaction est en rapport avec les équations effectives de Kohn-Sham, qui
prennent la forme des équations de Bogoliubov-de Gennes. Le principal avantage de la
SCDFT est que l'interaction e-ph et la répulsion de Coulomb sont traitées de la méme
maniére, ce qui élimine le besoin d'un parameétre ajustable u* comme dans la théorie
d'Eliashberg. Cependant, les progrés récents dans le développement de la théorie anisotrope
d'Eliashberg commencent également a permettre des calculs ab initio de V. (k, k") basé sur

I'approximation de la phase aléatoire [64].
I — 6. Conclusion

Malgré qu’il se soit passé un siécle apres sa découverte et que de nombreux supraconducteurs
ont été¢ découverts, la supraconductivité est encore loin d’étre pleinement comprise, et loin
d’étre appliquée a son plein potentiel. La recherche de supraconducteurs a température
ambiante reste d’actualité. L exploitation du caractére quantique et la recherche de nouveaux
dispositifs électroniques misent a mettre en ceuvre les propriétés exceptionnelles de
supraconducteurs a I’échelle microscopique, afin que des applications spectaculaires voient le

jour. Ces applications sont a titre d’exemples seulement :

- réalisation de bobines supraconductrices pour générer de forts champs magnétiques,
utilisées dans les IRM ou les accélérateurs de particules.

- la lévitation par expulsion du champ magnétique (effet Meissner) pour des trains a
lévitation magnétique.

- le SQUID, composé d’une ou deux jonctions Josephson, permet de détecter des
champs magnétiques extrémement faibles.

- le Stockage d’Energie Magnétique Supraconductrice (SMES) dans des bobines

supraconductrices.
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des filtres électroniques extrément fins en fréquence pour séparer les bandes passantes
dans les antennes-relais des téléphones portables, réalisés avec des jonctions
Josephson.

des bits quantiques (qubit), brique €lémentaire d’un ordinateur quantique, réalisés avec
des jonctions Josephson, et qui constituent aujourd’hui la technologie utilisée dans les

systemes de calcul quantique (projet D-Wave par exemple).
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Chapitre II : Fondements théoriques de la DFT

Il — 1. Introduction

La théorie de la fonctionnelle de la densité ou DFT est l'une des approches de la
mécanique quantique les plus populaires et les plus réussies de la matiére. Elle est aujourd'hui
régulierement sollicitée pour calculer, par exemple, I'énergie de liaison des molécules en chimie
et la structure des bandes des solides en physique. Des premieres applications pertinentes pour
des domaines traditionnellement considérés comme plus éloignés de la mécanique quantique, tel
que la biologie et la minéralogie commencent a apparaitre. D’autres découvertes assez
importantes largement utilisées dans les nouvelles technologies comme la supraconductivité, les
atomes au centre des impulsions laser fortes, les effets relativistes dans les éléments lourds et
dans les noyaux atomiques, les liquides classiques et les propriétés magnétiques des alliages ont
tous été étudiés avec la DFT. La dominance de la DFT sur ces domaines est due aux concepts
scientifiques fondamentaux utilisés d’une part et d’autre part a la flexibilité de la DFT pour les
mettre en ceuvre en termes de programmes exploitables numériquement dans le calcul des
propriétés physiques de la matiére. La méthode de la théorie de la fonctionnelle de la densité
n’est pas seulement utilisée pour calculer I’énergie de 1’état fondamental d’un systeme composé
de plusieurs atomes mais aussi pour déterminer certaines propriétés de ce systeme chose que
nous avons exploité dans cette these pour prouver que certains hydrures sont supraconducteurs
pour une pression et une température proche aux conditions atmosphériques. La section 2

présente ces concepts avec plus de détails.

Il - 2 Fondements théoriques de la DFT
Comme toute théorie, la fonctionnelle de la densité électronique est fondée sur des bases
et outils mathématiques. Elle se base aussi, sur des théoremes de la mécanique quantique.
Il - 2. 1. Outils mathématiques
Il - 2. 1. a. Une fonctionnelle
Une fonctionnelle est une application qui prend une fonction en son entrée et donne un

nombre a sa sortie [1]. Par exemple
b
s = [ 2+ freldx (-1

Si on entre a S(f) la fonction sinx , elle donne le nombre b — a La fonctionnelle utilisée en
DFT notée E[n(r)], introduit la densité électronique d’un systéme pour renvoyer la valeur de

son énergie.
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Il - 2. 1. b. Calcul variationnel et équation de Lagrange
Puisque I’état fondamental d’un systéme est défini par le minimum de son énergie. 1l
est possible de déterminer ce minimum par un calcul variationnel qui minimise E[n(r)], en

cherchant la densité électronique qui rend 1’énergie totale de systéme minimale.

Formulation de probléme [2] : Soit la fonctionnelle

b

S[f] = f LIFC), £ (0), tldt a1-2)

Trouver la fonction f (t), avec les conditions f (a) = y, et f (b) = y; pour que I’intégrale

est un extremum. £ est une fonction appelée le Lagrangien.

Démonstration : Si f (x) est une fonction dont on veut trouver 1’extremum et si on connait sa

valeur au point x, alors son accroissement quand on se déplace au point x + € est donne par
df = f(x +€) — f(x) = A(x)e + terme en €% + (11— 3)

La fonction A(x) représente la proportionnalité entre df et € en x qui n’est d’autre que f'(x). Le
point d’abscisse x est extremum si 1’accroissement de la fonction f(x) a I’ordre 1 en € est nulle.

En suivant le méme raisonnement on peut écrire :
dS=S(f +eg) —S(f) = A(f,g)e + terme en € + -+ (11— 4)

Ou A(f,g) est le coefficient de proportionnalité qui dépend de f et g. Pour que f soit un
extremum, il faut que A(f,g) = 0.
La condition sur la fonction f(f (a) = y, et f (b) = y,) impose un choix explicite sur la

fonction g (g (a) = 0etg (b) = 0). Nous obtenons

b
SIf + eg] = j LIF(O) + eg(O), f(0) + eg' (), ]

bor bor
=S[f]+eJ ﬁg(t)dt+ej a—f,g’(t)dt+--- (IT-5)

Nous pouvons mettre la deuxiéme intégrale sous la forme

fa b jﬁg'(t)dt - [jf,g'(t)]: - f b%[ -

g ] g(®)dt
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La premiéere partie est nulle, puisque la fonction g vaut zéro aux bords. En remettant ce qui reste

dans I’équation Il - 5 et en dérivant, nous avons

ds = efab {g—?—dit g}fl]}g(t)dt+

Si la fonction f est un extrémum, I’intégrale précédente doit étre nulle quel que soit la fonction

g, alors il faut que f satisfasse la condition

of dtlafl™

oL d oL
]— (I1 — 6)

L’équation Il - 6 est une équation différentielle homogene appelée équation d’Euler-Lagrange.

Il - 2. 1. c. La fonction d’onde

Pour décrire en physique 1’état quantique d'une particule, on utilise un outil
mathématique qui est une fonction de la quantité de mouvement de la particule, de sa position,
de son spin et du temps. Cette fonction est dite fonction d’onde désignée par la lettre grecque
appelée psi Y. Bien que la valeur de ¥ n’ait pas de signification physique, par contre la valeur de
son carré représente la probabilité de trouver la particule décrite par ¥ a un endroit donné a un

moment donné.

Il -2. 2. L’équation de Schrodinger

Pour comprendre et prédire les propriétés de la matiére, il faut absolument découvrir les
lois physiques qui gouvernent le comportement des €lectrons a I’échelle atomique, puis
d'appliquer ces lois pour déterminer comment les électrons sont disposés lorsqu'ils sont liés aux
noyaux pour former des atomes et des molécules. Cet arrangement d'électrons est appelé la
structure électronique de I'atome ou de la molécule. Ces lois, regroupées dans une théorie
nommée la théorie de la mécanique quantique sont complexes car il ne s’agit pas seulement de
décrire I’arrangement des électrons mais aussi leurs interactions. En 1925, 1’autrichien Erwin
Schrédinger a établi une équation qui suit I’évolution d’une particule dans le temps et dont sa
solution est le vecteur d’onde |Y(r,t)). Cette équation qui est le fondement de la mécanique

quantique s’écrit dans un cadre non relativiste
_ .0
H|yY(r,t)) = laz/)(r, t) (-7
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H est un opérateur mathématique, appelé Hamiltonien qui représente 1’observable correspondant
a I’énergie totale du systéme. Si on considére que le systéme quantique est dans un état statique,
’Hamiltonien H est indépendant du temps et on peut séparer 1’équation 1l - 7 en deux équations

indépendantes [1].

L’équation de Schrodinger temporelle l—l/)(t) = EY(t) (I1—-18)

L’équation de Schrodinger spatiale Hop(r) = Ep (1) (I1-9)

L’Hamiltonien d’un systéme a N-corps composé de noyaux et des électrons en interaction

s’écrit
He- S g z Zize” T
— 2M, Zml t3 IR, R]| 2 — |ri — 7]
Ze?
-y 4 (11 — 10)
i |R; — 17
,L

Ou, les index , J représentent les noyaux et les i , j représentent les électrons.

Il - 2. 3. L’approximation de Born-Oppenheimer

Les noyaux se déplaceront beaucoup plus lentement que les électrons car ils sont
beaucoup plus lourds, ainsi les mouvements des électrons et des noyaux sont séparables et par
conséquence 1’énergie cinétique de ces derniers peut étre négligée. Le terme d’interaction
noyaux-noyaux est constant et le terme d’interaction noyaux-électrons ne dépend que des

positions des électrons [3]. L’équation Il - 10 aprés cette approximation devient,

H = Z ZIZ]e Zle z (II 11)
l 2 |R[_R]| |R1_Tl 2 |’r‘l
Ou encore,
hZ

_sz' i +2Vext(ri) +2Ve—e(ri,rj) (II—-12)

i : 7 i

i#j
Le troisieme terme dans 1’équation Il - 12 représente le potentiel d’interaction électrons-

¢lectrons, regroupant I’effet de la répulsion colombienne entre les électrons, les effets de Van der
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Waals (effets d’échange) et les effets de répulsion dus au principe de Pauli (effets de corrélation)
[4].

Malgré la simplification qu’a apporté 1’approximation de Born-Openheimer, le troisieme terme
dans 1’équation Il - 12 reste assez complexe a calculer analytiguement. Dans le cadre de cette
these nous allons présenter deux méthodes simplificatrices, la premiere dite de Hartree-Fock
focalisée sur la fonction d’onde de systéme, alors que la deuxiéme se base sur la valeur et la

forme de sa densité électronique.

Il - 2. 4. L’approximation de Hartree-Fock

La difficult¢ majore dans D’application de principe variationnel pour trouver 1’état
fondamental d’un systéme est la nature multidimensionnelle de vecteur d’onde. La méthode de
Hartree-Fock consiste a remplacer 1’interaction de chaque €lectron avec les autres électrons par
I’interaction d’un champ moyen crée par les noyaux et le reste des électrons, comme si cet
électron se déplagait indépendamment dans un champ moyen [5]. Cette représentation rend

possible la division de I’Hamiltonien en termes séparables et 1’équation Il - 12 devient

H = Z h(i) + Z VG )+ Vi, (11— 13)
i i,j
i#j

. h? Z1e? . . ,
Ou Y;h(i) = —Ziz—min _Z""ﬁ—enl est la somme des Hamiltoniens de chaque électron

indépendamment. De méme, la fonction d’onde d’un systéme complexe a plusieurs particules,
peut étre écrite sous forme d’un produit de fonctions d’ondes a un seul électron et I’énergie de

systeme est égale a la somme des énergies de tous les électrons.
Y@ o) = 0 ()0 (12) oo oo B () (I —14)

Il est a noter que I’approximation de Hartree-fock ne tiens compte, ni des effets de la corrélation,
ni des effets d’échange c’est-a-dire que 1’énergie réelle de systéme comprends en plus de

I’énergie de Hartree donnée par 1’équation Il - 13, un terme correctif inclus la corrélation.

Enareree = J j POPT) iy (Il - 15)

lr — 1’|
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p(r) est la densité électronique qui peut se mettre dans la représentation du champ moyen sous

la forme,

N
p() = ) 10:()P (11— 16)
i=1

Finalement, on peut réécrire 1’équation|I1. 12| sous la forme,

m

h? o’
H = _Zz 72 +2Vm(n) + ff%drdr' s (11— 17)
i ¢ ;

Ou V, est le potentiel d’échange et corrélation.

Il — 3. La théorie de la fonctionnelle de la densité

Alors que les méthodes utilisées dans le cadre de 1’approximation de Hartree-Fock
expriment I’énergie du systéme comme une fonctionnelle de la fonction d’onde v , celles qui
utilisent la théorie de la fonctionnelle de la densité ou DFT de 1’anglais Density Functionnal
Theory, I’expriment comme une fonctionnelle de la densité électronique  p(r) du systeme ou
p(1) représente par définition la probabilité de trouver un électron dans un volume unitaire d3r
défini par r [6,7], elle est donc une fonction positive qui dépend uniquement des trois
coordonnées x, y et z de ’espace. Elle s’annule a I’infini et son intégrale sur tout I’espace vaut
N(nombre total des électrons).

La théorie de la fonctionnelle de la densité répond a la nécessiteé de trouver un
formalisme exact de la quantité p(r), ceci rend possible la résolution de 1’équation de
Schrodinger d’une maniére auto-cohérente, en utilisant 1’équation [11. 15].

Parmi les approches théoriques qui ont mis au point des formalismes permettant ainsi
de calculer la densité électronique, nous présentons dans la suite celles de Hohenberg-Kohn en
1964 et celles de Kohn-Sham en 1965.

Il - 3. 1. L’approche de Hohenberg-Kohn

La théorie de la fonctionnelle de la densité DFT est fondée sur les travaux de
Hohenberg et Kohn 1964 [8] qui ont démontré que 1’énergie totale de 1’état fondamental d’un
systéme a N particules en interaction dans un potentiel externe Vext est une fonctionnelle de sa

densité électronique.

Ey = E[po(r)] (Il - 18)
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Ou po(r) est la densité électronique de 1’état fondamental, qu’on peut calculer a partir de

I’équation de Schrodinger

po(r) =N flpf;s(r, T, 3., TN Wes (T, Ty, 13 o, Ty ) ATy drs. . dry (I1—19)
L'énergie totale du systeme électronique peut étre exprimée comme,

E[p()] = Fuxlp(] + f Vare () p(r)elr 1 - 20)

Ou, Fuglp()] =Tlp(r)] + V._.[p(r)] est la fonctionnelle de Hohenberg et Kohn, T[p(r)] est
la fonctionnelle de 1’énergie cinétique de systéme de particules non-interactives et V,_,[p(r)] est
la fonctionnelle de I’interaction colombienne électron-électron.

Selon le principe variationnel I’énergie totale de systéme dans un potentiel externe connu, atteint

sa valeur minimale (I’énergie de 1’état fondamental) lorsque la densité p(r) correspond a la

densité p,(r).
E[po(r)] = minE[p(r)] (II—-21)
SE[p(M]| ~
500 . = (11 — 22)

Il - 3. 2. L’approche de Kohn-Sham

Les deux théoremes de Hohenberg-Kohn affirment que le potentiel externe Vext est
indépendant de la densité et que la fonctionnelle Fyx[p(r)] est tachée d’erreurs sur 1I’énergie
cinétique T[p(r)] et sur le potentiel V,_.[p(r)]. Pour corriger ces erreurs, en 1965 Walter Kohn
et Lu Sham [9] ont mis au point une approche basée sur les deux idées suivantes :

- Le systeme électronique réel est redéfini comme un systeme fictif de fermions sans
interaction et de méme densité électronique de 1’état fondamental (correction sur le
potentiel V,_.[p(r)]).

- Des orbitales mono-particules sont introduites afin de traiter 1’erreur dans le terme de
1’énergie cinétique (correction sur 1’énergie cinétique T[p(7)]).

Avec ces conditions et en prenant compte que le nombre total des particules est conservé, La

fonctionnelle Fyx[p(r)] s’écrit :

51



Chapitre II : Fondements théoriques de la DFT

Fulp()] = Ts[p(M)] + Eulp(r)] + Exclp(r)] (Il = 23)
o,

R? <
Tlp@)] = =5 [ W I p(r)dr (11 - 24)
i=1

est I’énergie cinétique des particules indépendantes sans interaction, et

E, ()] = ﬁp(r)p(r) g (1 - 25)

est ’énergie électrostatique, dite de Hartree. Ainsi 1’énergie de I’état fondamental de systéme

peut étre obtenue en minimisant la fonctionnelle de son énergie, et 1’équation Il - 22 devient

5{Fux @) + [ Vexe) prdar = ([ p)r =M} =0 (11 - 26)
Il en résulte
_ OFyg [p(1)] _ §Ts[p(r)]
= oo t Vext (1) = () + Vis () 1 —27)

Ou u est le potentiel chimique, Vgs(r) est le potentiel de Kohn-Sham.

Vis(1) = Vet () + Vg (r) + Vi (1) (I1—28)
Ou encore,

SEx[p()]
Vy(r) = —: pg)r

et de corrélation.

SExclp(r)]

est le potentiel de Hartree, et Vy.(r) = o)

est le potentiel d’échange

L’équation de Schrédinger ou dite aussi équation de Kohn-Sham pour une particule dans le cadre

de cette approche s’écrit :

2

h
— 5=V + Vs ()| (1) = €04 (11— 29)

Cette equation peut étre résoute numériquement de fagon auto-cohérente en débutant par une
valeur de la densité initiale p;,itiq1e- Cette valeur correspond a un potentiel V() qui va donner

une solution a 1’équation de Kohn-Sham qui est une nouvelle valeur de la densité. Cette méme
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valeur va améliorer le potentiel Vis(r). Un algorithme répéte ce processus jusqu’a ce que la

convergence soit atteinte.

h 4

Caleul du potentiel effectif :

pir,r') -
|r_ +EA.{[pI_r.]I

]

!

Résolution des 'éguations Kohn-Sham
Owui : on pose
P =pag

V, ['r'|=l';“[r'|+J

— vy, f.’:]}?. (r)=2@.(r)

1

Calcul de la nouy elle densite

-

p(r) =T, ()]

!

PP sy | Non : Findu cycle

Figure I1.1 : Organigramme de la résolution de 1’équation Kohn-Sham[4]

Il — 4. Les fonctionnelles d’échange et de corrélation

Afin de résoudre les équations de Kohn-Sham qui dépendent implicitement de potentiel
d’échange et de corrélation Vy.-(r), il faut trouver une expression exacte de ce dernier. Cette
expression est inconnue, mais en pratique, pour la mettre en évidence, des approximations sont
nécessaires.

Il - 4. 1. Approximation de la densité locale LDA

Connue par 1’acronyme LDA, elle est la plus simple et la plus utilisée et qui est écrite Sous la

forme
Ex24lpM)] = [p(Mexd™ [p(r)]dr (I1-30)

Ou e™[p(r)] = &lp()] + e.[p(r)] est ’énergie d’échange-corrélation d’un gaz homogéne

d’électrons de densité p(r). La partie de corrélation e.[p(r)] est déterminée a partir des résultats
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numeriques de Ceperley et Alder [10,11,12] et analytiquement pour la partie d’échange
1,
elp]: exlp(] = =2(2) [ p(ry*3ar

Si on introduit 1’effet de spin, on aura deux densités selon la valeur de spin (Up T ou Downl) et

I’équation Il - 30 devient,

ELSPApy (1), py (r)] = f ()R (o1 (1), pu () dr a1 - 31)

Il - 4. 2. Approximation de gradient généralisé GGA

L’approximation de la densité locale ou LDA n’est valide que pour des densités qui
varient lentement. En effet pour une longue portée ou la densité commence a étre hétérogene il
faut apporter des corrections a 1’énergie d’échange-corrélation en lui introduisant le gradient de

la densité. II existe plusieurs GGA dont I’expression générale est

B (), p,0)] = [ I (0r0), 1), Vi), Tpu(rddr (1= 32)

Les différentes GGA utilisées sont généralement mieux adaptées que la LDA pour calculer la
longueur et I'énergie de liaison des molécules, la constante du réseau cristallin en particulier dans
les systémes ou la densité de charge varie rapidement. Cependant, la GGA surestime parfois,
dans le cas des cristaux ioniques, la valeur de la constante de réseau comparée a des données
expérimentales [13]. Par contre, dans le cas des systemes ou les électrons ont tendance a étre
localisés et fortement corrélés, tels que les oxydes des métaux de transition et les composés des

éléments terres rares les deux méthodes (LDA ou GGA) ont des mauvaises performances.

Il - 4. 3. Les fonctionnelles hybrides

Les fonctionnelles hybrides comprennent une série de fonctionnelles qui mélangent les
deux théories de Hartree-Fock et DFT. Elles visent a ameliorer I'expression de I'énergie
d'échange-corrélation en incorporant la partie exacte de 1’énergie d’échange obtenue de la
méthode de Hartree-Fock. Parmi les fonctionnelles hybrides les plus utilisées, on trouve B3LYP
[14 ,15 ,16].

EESP = ESE4 + a(EF — EES) (11 - 33)
Ou a est un parametre de fitting (ajustement avec les données expérimentales).
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Il — 5. Bases d’ondes planes et pseudo-potentiels

Les approximations citées dans les sections antérieures permettent de rendre pratique la
théorie de la DFT. Néanmoins, pour que le calcul computationnel de 1’énergie totale d’un
systéme électronique ne soit pas couteux de point de vue matériel et temps d’exécution, il est

nécessaire d’utiliser en plus des astuces pratiques bases sur des concepts théoriques.

Il -5. 1. Théoreme de Bloch

Une structure périodique est construite a la base d’une cellule ou maille élémentaire qui
se répete dans toutes les directions de I’espace, formant un réseau périodique d’atomes ou
molécules. Cette périodicité fait intervenir le théoréme de Bloch [17].
Théoreme : La fonction d'onde d'une particule dans un potentiel périodique peut étre écrite sous

forme d’un produit d'une onde plane et d'une fonction périodique de méme périodicité de réseau.
Buc(r) = ™ uy (1) (I1-34)
Ou r et k sont respectivement le vecteur de position et le vecteur d’onde. Avec,
w(r) = u(r + R) (II-35)

La fonction u;, (r) peut étre développée en une série de Fourier, en utilisant une base d’ondes

planes orthonormales.

U () = ) cu(Grel®" (11 - 36)

G

Ou G est le vecteur d’onde dans le réseau réciproque.

Ainsi les états propres @;, de I'Hamiltonien a un électron qui sont aussi les solutions de

I’équation de Schrodinger s’écrivent soue la forme,

0 (1) = ) cu (el (11 - 37)
G
L’équation Il - 37 montre que pour décrire avec une précision élevée la fonction d’onde a un

¢lectron, on a besoin d’une infinité de vecteurs d’ondes dans le réseau réciproque. Cependant les

ondes planes de hautes fréquences contribuent moins dans la construction de @;,(r). Pour les
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éliminer on se limite a une valeur maximale de G qui correspond a une énergie de coupure
E..c—ofy Verifiant la condition,

hZ
- IK + GI? < Ecut—ofs (I1 - 38)

En effet, plus E.,;—rr st grande, plus la base des ondes planes est étendue plus le calcul est

lent.

Il - 5. 2. Méthode des pseudo-potentiels

En 1930, le physicien italien Enrico Fermi, a introduit pour la premiere fois le concept de
pseudo-potentiel basé sur I’idée qu’il y a deux types d’électrons : les électrons de cceur et les
électrons de valence, et que seuls les électrons de valence déterminent plus les propriétés
physico-chimiques des matériaux. En plus, les fonctions d’ondes des électrons de cceur oscillent
fortement et leurs énergies cinétiques sont grandes ce qui fait augmenter le nombre de termes
dans la série de Fourier de I’équation Il - 37 et par conséquence le cout de calcul devient plus
élevé. Pour contourner ce probleme, on utilise pour les électrons de valence des pseudo-fonctions
d’ondes qui coincident avec les fonctions d’ondes atomiques non pseudo, appelées aussi
fonctions d’ondes « tout électrons »au-dela d’un rayon d’une sphére délimitant la région de cceur
(figure 11.2). Ces pseudo-fonctions d’ondes possédent les mémes énergies propres que les
fonctions d’ondes « tout électrons » [18]. La méthode de génération d’un pseudo-potentiel n’est
pas unique ce qui explique le développement de plusieurs classes de pseudo-potentiels. Parmi
ces pseudo-potentiels, nous citons :

» Les pseudo-potentiels a norme conservée,

» Les pseudo-potentiels ultradoux

Figure 11. 2 : Les courbes illustrent le pseudo-potentiel et la pseudo-fonction d’onde

en trait plein, le potentiels réels et la fonction d’onde tout électron en pointillé.
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Il - 5. 2. a. Pseudo-potentiels a norme conserveée

Toutes les méthodes de construction de pseudo-potentiel ont pour but de rendre les
fonctions d’ondes plus lisses et le potentiel plus faible. Hamann, Schliter et Chiang [19]
utiliserent des pseudo-fonctions qui respectent les critéres suivants :

- Les valeurs propres des pseudo-systemes et les valeurs propres des systemes réels sont
égales pour une configuration donnée.

- Au-dela d’un rayon de coupure choisi, les fonctions d’ondes de systéme « tout électrons »
et les pseudo-fonctions sont égales.

- Les pseudo-fonctions ne présentent aucun nceud.

- Les intégrales des densités de charge réelles et pseudo sont identiques au rayon de
coupure 7, (la charge totale).

Tc

¢ 2
f |R7§c')lut electrons (T‘) |2d7" — f |Rzieudo (T')' dr (H _ 39)
0

0

R, est la partie radiale de la fonction d’onde (la symétrie sphérique), n et [ sont les nombres

quantiques.
Il - 5. 2. b. Pseudo-potentiels ultra doux

Le pseudo-potentiel ultra doux contient deux parties, la premiéere est locale ne dépendant
que de r et une deuxiéme partie non locale qui dépend en plus de nombre quantique [ et qui est

construite de termes séparables.
Vigfl,l(r) = Vigfz,nonlocal(r) + Z V1f(fn local,l(r)pl (H - 40)
l

Le deuxiéme terme dans 1’équation Il — 40 représentant la contribution non locale rend le calcul

trés long et pour le rendre plus rapide, Kleinman et Bylander [20] I’ont remplacé par une forme

équivalente,
VKB ( ) Z |Vnonlocal,l(7')‘1’{)5'0)(‘1’{)5'0‘/11011local,l(r)‘ (H 41)
non local I\T) = L1 PS,0 PS,0 -
< 1 ‘Vnonlocal,l(r)’d)l >
@;>° est la fonction d’onde de référence.
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Il - 5. 2. c. Méthode des ondes planes augmentées

La méthode des ondes planes augmentées ou APW en anglais (Augmented Plane Wave),
était introduite pour la premiere fois en 1935 par Slater [21]. Cette méthode utilisant aussi
I’approximation des pseudo-potentiels, consistait a réduire le nombre des fonctions de base pour
décrire la fonction d’onde. Pour rendre cela possible la méthode APW divise le solide en deux
régions :

e La région a proximité des noyaux (la région de cceur) ou le potentiel et les fonctions
d’ondes oscillent fortement mais de symétrie sphérique et peuvent étre donc
considérés comme ceux d’un atome isolé.

e La région entre les atomes, loin des noyaux, ou le potentiel et les fonctions d’onde
peuvent étre considérés comme étant lisses.

De ce fait une base de fonctions atomiques localisées est utilisée pour la premiere région et un
ensemble d’ondes planes dans la deuxieme région.

Les fonctions d’ondes utilisées pour les deux régions peuvent tre écrites comme suit,

\/i_ei(hé)'? r >R,
0 o(€) = 4 iy (I — 42)
1D, Aot %) r <R,
,m,x

Ou R, représente le rayon de la sphére délimitant les deux régions, V est le volume de la maille
élémentaire, € est la valeur propre de I’Hamiltonien correspondant, ¢ sont les solutions de la

partie radiale de 1’équation de Schrédinger pour ’atome d’indice a, ¥, sont des harmoniques

ak+G
Lm

sphériques et A est un parametre venant des conditions de continuité des fonctions d’onde
aux bords des sphéres. La méthode des ondes planes augmentées utilisée en DFT permet une

bonne transférabilité, une réduction de cout de calcul importante et une bonne précision.

Il — 6. La dynamique des réseaux et DFT

De nombreuses propriétés des solides ne peuvent étre comprises que si le modéle d'un
réseau ou les ions ont des positions d’équilibre fixes est adopté et que ces ions oscillent
légerement autour de leurs positions d'équilibre si la température de cristal est tres faible
comparge a celle de point de fusion. Ce modéele permet ainsi de comprendre la relation qu’existe
entre la température et les phénoménes comme les transitions de phases, la conduction thermique

et acoustique, la dilatation thermique, la capacité thermique et la conductivité électrique. Einstein
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fut le premier en 1907, a appliquer ce modele méme avant que la structure atomique des solides
ait été prouvée en considérant I’hypothése que les ions vibrent autour de leurs positions
d’équilibre comme des oscillateurs harmoniques [22]. Le mod¢le de Debye [23] vient succéder
celui d’Einstein, ensuite dans la méme année Born et V. Karman ont présenté le premier modéle
de vibrations de réseau basé sur les forces harmoniques entre les atomes d’un réseau périodique.
Le developpement de la théorie de la fonctionnelle de la densité dans les années 60 et 70 a initié
a une nouvelle ere ou on introduisait les concepts et les modeles de la dynamique des réseaux

dans les calculs ab-initio.

Il - 6. 1. L’approximation harmonique

Un petit déplacement d’un seul atome de réseau lui impose une force de rappel qui le fait
osciller autour de sa position d’équilibre. De son coté, il agit par la méme force sur ces voisins
ainsi tous les atomes de réseaux commencent a vibrer. Dans le cadre de 1’approximation
harmonique, les déplacements des atomes sont supposés faibles comparés aux distances
interatomiques. Les forces interatomiques sont utilisées pour construire la matrice dynamique
qui est une expression des équations du mouvement de tous les atomes. La diagonalisation de la
matrice dynamique donne un ensemble de modes normaux ou chaqu’un est associe a une
fréquence caractéristique. Dans le modéle de potentiel harmonique dans lequel les atomes

vibrent, la relation entre le potentiel énergétique de cristal et le déplacement est quadratique.

0%uy(ni) ou
Edtz T dug(ni)

(I — 43)

Ou u, (ni) designe le déplacement de ieme ion dans la n — ieme cellule. La lettre grec
a prend les valeurs x, y et z des cordonnées cartésiennes. La masse de 1’ion est désignée par M;.
Pour des petits déplacements, ce potentiel peut étre exprimé en fonction des vecteurs

déplacement en séries de Taylor arrétées au deuxiéme ordre, comme suit,

ou 1 a*U . .
Uw) =Uy + ; Wua (ni) + E; mz]; Gt ()5 () uy (ni)ug (mj) (Il — 44)

Le premier terme représente 1’énergie totale de systéme en équilibre et donc n’a aucune

contribution dans la dynamique de réseau de ce fait il peut étre omis. Le deuxieme terme est
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équivalent aux forces qui agissent sur chaque ion dans sa position d’équilibre et donc tends vers

zéro. L’équation Il - 44 devient

Uu) = zz z . (m) au (m])ua(ni)uﬁ(mj) (I — 45)

nia m

On substitut le dernier résultat dans 1’équation de mouvement Il - 43,

0% uq(ni) _

Mi—— dt? Z aua(m)au (mj) ug (m))

46)

le mouvement des ions dans le solide est modelé par le mouvement des oscillateurs

harmoniques couplés, la solution de 1’équation |l — 46 a la forme d’une onde plane,
A, (i, .
ua(nl) = Mel(an_wt) (II —_ 47)
i

A,(i,q) , qui a la périodicité de réseau représente 1’amplitude a la position i
correspondant au vecteur d’onde q. En remplagant 11 - 47 dans Il - 46 on obtient 1I’équation aux

valeurs propres w? qui doivent étre positives.

0*uU AL D) iqrp-ra
0*Aa(l,q) = (’)ua(nl)aug(mj) W om0 (Il = 48)

Due a la symétrie dans le réseau, les constantes des forces dépendent seulement de

vecteur de translation R,,, — R,,. Ceci permet d’écrire,

MD

gl4Rm (I — 49)

aifj = Wz aua(nl)auﬁ (m])

02U _ OF(m))
ug (ni)dug (my) - ou, (ni)

@ai,ﬁj(Rn - Rm) =

désigne la matrice des constantes des forces interatomiques. L’expression Il - 49 est appelée la
matrice dynamique de réseau et ¢a permet de calculer les différentes fréquences des phonons.
Pour un systéme a N atomes par maille elémentaire, la diagonalisation de MD,; z; donne 3N
solutions (fréquences) dont 3 les plus basses de mode acoustique et les (3N — 3) suivantes de

mode optique. Il est évident que pour calculer la matrice dynamique d’un systeme, il faut
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d’abord calculer les dérivées secondes de son énergie et a partir de cette évidence les approches
théoriques essayent de résoudre le probléme par différentes méthodes. Parmi les méthodes
utilisées dans le cadre de I’approximation harmonique, on trouve la méthode basée sur la théorie
de perturbation de la fonctionnelle de la densité ou encore appelée la théorie de la réponse

linéaire.
Il - 6. 2. La théorie de la réponse linéaire et DFT

Beaucoup de propriétés des matériaux sont calculées a partir de I’état excité de la maticre,
ainsi est le cas par exemple de la température critique des supraconducteurs, une telle propriété
est déduite de phénomene de couplage électrons-phonons. Dans la section précédente on a
montré que la matrice dynamique et la matrice des constantes des forces interatomiques
dépendent des dérivées de la densité de 1’état a travers le potentiel extérieur. Si on applique au
systeme une petite perturbation, on aura une réponse de la densité a cette perturbation, chose
qu’on peut déterminer en résolvant 1’équation de Khon-Sham dépendante de temps.

Le Hamiltonien de systeme di a la perturbation est,
H(t) = Hy+0V(t)

Ou I’Hamiltonien de 1’état fondamental est:  Hy =T + V,_, + V. (0)

L’équation de Khon-Sham dépendante de temps prend la forme,

i =H®OIp®) (I1 = 50)

aly(®))
ot

La méthode TDFT qui combine a la fois la théorie de la réponse linéaire [24, 25] avec la
théorie de la fonctionnelle de la densité DFT est basée sur la résolution de 1’équation Il - 50 tout
en se limitant a I’ordre un dans la variation a4V (t) de potentiel. Les changements linéaires de la
densité sont liés au potentiel via la fonction de réponse,

- Pour le cas d’un systéme réel.
0p() = 2(t' = £)Vey, (t")
- Pour le cas d’un systéme fictif (ses particules ne s’interagissent pas)
0pn1 () = Rni(t = )0V, (t'), avec : 0Vyop () = 0Vy + 0Vye + Ve

Ou y(t' —t), gn;(t' — t) sont les fonctions de réponses propres a chaque systeme.

Les théorémes de Kohn et Sham utilisés en DFT permettent d’écrire,
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0p(t) = 0py;(t)
2 = )0Vt (£) = Fas (' — £) 0V, (£

)’(\(tl - t)af/\'ext(tl) = )ENI(tI - t)(aVH + Ve + aI’/\ext)

OVye OVy
& =-0=ult -A+F—<+5—7)
" Ve (t) Ve (t)
P OVyxc _ OVxc  0p(t) _ SOl
SOlt . avgxt(t,) - aﬁ(t) aﬁext(t,) - fxCX(t t)
aVv av, ap(t
H H p(t) Vit — 1)

Ve (£ 0P(0) Ve ()

fxc €st le Kernel(noyau plus électrons de cceur) d’échange et corrélation de 1’état fondamental.

D’ou:
2@ =) = g = O+ tn (" = OV + foc} (Il - 51)

Oou:

w— (€, — &)

Fu(t' — 1) = 2 Py (N Pe (r) s (r) e (1)

L’équation Il — 51 permet de calculer la fonction de réponse du systéme en interaction a
partir de la fonction de réponse d’un systéme non interagissant. La précision de cette fonction de

réponse dépend étroitement de bon choix de Kernel d’échange et corrélation.

I1 - 7. Les phonons et le couplage électron phonon

Les phonons et le couplage électron-phonon jouent un réle central dans I'appariement au
sein des supraconducteurs classiques (conventionnels). La supraconductivité, comme la quasi-
totalité des propriétés electroniques des matériaux peut étre calculée par des méthodes ab initio.
A cette fin, nous commencerons cette section par une bréve revue des aspects liés aux phonons
dans les matériaux, ensuite nous présenterons la description de l'interaction électron-phonon.
Nous pourrons ensuite étendre la méthode DFT pour inclure les perturbations du réseau. Cela
nous rameéne a utiliser des équations de Kohn-Sham adaptées qui constituent la base de la théorie
de perturbation de la fonctionnelle de la densité (DFPT). Pour une description précise des
propriétés supraconductrices, nous expliquerons comment les résultats ab initio peuvent étre
utilisés dans une description théorique de la supraconductivité dans le cadre de la théorie BCS

élargie examinée au chapitre précédent, a savoir la théorie de Migdal-Eliashberg. Nous
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examinerons les hypothéses utilisées pour parvenir a cette théorie, ainsi que ses points forts et
ses défaillances.

I1-7.1. Les phonons

Les phonons sont les quantums de 1’énergie de vibration du réseau cristallin, qui ont des
niveaux d'énergie quantifiés et qui ont chacun un vecteur d'onde particulier g. Tout comme les
électrons dans un solide, I'énergie des phonons dépend de ce vecteur d'onde, ce qui conduit a la
relation de dispersion w(q). Ces énergies sont les valeurs propres des phonons, et les vecteurs
propres correspondants sont les déplacements du réseau. Il existe deux principaux types de
phonons, a savoir les phonons acoustiques (A) et les phonons optiques (O). Dans le cas de
premier type, les déplacements des atomes sont mutuellement en phase, alors que dans le cas de
second type, ils sont déphasés. Cette distinction apparait déja dans la description en mécanique
quantique des chaines linéaires d'atomes, avec au moins deux atomes par maille élémentaire [26,
27]. Un matériau avec N atomes dans la maille primitive posséde 3 modes de phonons
acoustiques et (3N — 3) modes optiques, avec un total de 3N modes. Ces modes seront
numérotes par v avec = 1,..,3N . Par conséquent, un matériau avec une maille primitive qui ne
posséde qu’un seul atome, n’a que des modes acoustiques ce qui justifie l'utilisation du modéle
de Debye pour de nombreux supraconducteurs élémentaires comme nous I'avons vu au chapitre
précédent. Puisqu’il s’agit des phénomeénes vibratoires, on peut toujours distinguer deux
catégories des modes de vibrations, a savoir les modes longitudinaux (L) et les modes
transversaux (T). Dans le cas longitudinal, les modes propres des phonons, e,,,(q) ou x indique
un noyau spécifique, sont paralleles a la direction de propagation de I'onde, caractérisée par le
vecteur d'onde g, alors que dans le cas transversal, ils sont perpendiculaires. De ce fait, les
phonons peuvent étre divisés en 4 catégories LA, TA, LO et TO. Parmi les 3 modes acoustiques
dans un matériau, 1 est LA et 2 sont TA, et parmi les (3N-3) modes optiques, (N-1) sont LO et
(2N-2) sont TO. Pour une premiere approximation, les phonons sont harmoniques. Dans cette
limite, ils couplent les atomes comme le font les ressorts, notamment selon la loi de Hooke, ou la

force de réaction est F = —kr, k étant la constante du ressort. Il en résulte une énergie
. 1 . .
potentielle dont la forme est U = Ekrz, comme montre la figure 11-3. Les ressorts dans un solide

sont équivalents aux densités de charge électronique. Au-dela de I'approximation harmonique, il
peut y avoir des phonons anharmoniques, également représentés sur la figure 11-3, qui ne sont

pas symétriques pour — —r . Les valeurs propres des phonons sont généralement des nombres
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réels positifs, mais pas toujours. Les modes des phonons imaginaires indiquent que la structure
n'est pas stable. L'évolution temporelle qui en résulte est exp(iwt) = exp( —Im(w)t), ce qui
est une oscillation élastique amortie. La figure 11-3 indique également que le mode des phonons
le plus bas est I'état fondamental, les autres modes étant remplis selon la distribution de Bose-

Einsteina T > 0, puisque les phonons sont des bosons.

Energie

Séparation internucléaire

Figure I1. 3 : Representation schématique de I'énergie potentielle en fonction de la distance
internucléaire, pour un cas harmonique et un cas anharmonique. Les harmoniques étant

symétriques par rapport au minimum, alors que les anharmoniques ne le sont pas.

Il -7.2. Les phonons dans les matériaux 2D

Les phonons dans les matériaux 2D sont sensiblement différents de leurs homologues 3D.
Dans la direction perpendiculaire au plan cristallin, il n'y a pas de voisins et donc des forces de
réaction faibles. Cela donne lieu a différents types de modes par rapport a la 3D. Les modes hors
du plan sont indiqués par Z (se référant a la direction z) [28]. Ainsi, les matériaux 2D ont 1 mode
ZA, 1 mode TA et 1 mode LA, et (N-1) modes ZO, (N-1) modes TO et, enfin, (N-1) modes LO.
Les modes LA et TA dans les matériaux 3D et 2D sont linéaires avec le vecteur d'onde au
voisinage de I' ( = vyq avec v la vitesse du son dans le matériau). En raison de I'invariance de
rotation dans les matériaux 2D, le terme d'ordre g2 disparait dans I'expansion de w? du mode
ZA, de sorte que l'ordre dominant est g*[29]. Il s'ensuit que la dispersion des phonons du mode
ZA est égale a w = aq? au voisinage de I'. Ce mode est également appelé mode de flexion, car il

correspond a I'ondulation de la couche 2D dans la direction hors du plan (pour g # T).
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A titre d'exemple, nous aborderons les modes phononiques du graphéne. Le résultat d'un calcul
de premiers principes de la dispersion des phonons du graphéne (effectué dans ABINIT a l'aide
de la théorie de perturbation fonctionnelle de la densité — abordée précédemment et qui sera

détaillée plus loin dans ce chapitre) est présenté a la figure 11-4 (a).
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Figure 11.4 : Phonons dans le graphéne calculés a l'aide de la théorie de perturbation de la
fonctionnelle de la densité (implémentée dans ABINIT). (a) La dispersion des phonons, ou

le caractére des modes est indiqué. (b) Les 6 modes propres du graphene au pointI'[30].

La dépendance quadratique du mode ZA au point T est clairement visible. Il est instructif
d'étudier les modes propres a I' .Comme le graphéne a un groupe de points Dy, les modes se
composent de quatre représentations, E,, , Byg, Eqy €t Ay,[30]. Ici, g signifie gerade (pair en
allemand) et u signifie ungerade (impair en allemand). Les représentations paires sont
symétriques sous r — —r, tandis que les représentations impaires sont antisymétriques sous cette
transformation. Les déplacements propres du graphéne a I' sont représentes sur figure 11-4 (b).
Les modes phononiques TO et LO font partie de la représentation E,, (doublement dégénérés a
I), le mode ZO de B,, , les modes TA et LA de Ey,, et le mode ZA de A4,,[30]. Remarquez, par
exemple, que dans les modes ZA, TA et LA, les atomes se déplacent en phase, tandis que les

atomes des sous-réseaux A et B se déplacent en déphasage dans les modes ZO, TO et LO.
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Theoriquement parlant, seul le mode E, est actif Raman - il est également appelé mode G dans
ce contexte - cependant, la branche TO autour de point K peut devenir active Raman sous
I'influence du désordre, d'ou le nom de mode D. Le site E;, a en outre une forte interaction avec
les électrons, qui conduit & des cuspides(bosses) de tension dans la dispersion des phonons,
appelées anomalies de Kohn [30]. Celles-ci sont absentes dans la dispersion des phonons de la
figure 1l - 4 (a) car elle a été calculée dans I'approximation de Born-Oppenheimer, ou les
électrons voient le réseau comme statique. Le couplage électron-phonon fort présent dans le cas
du mode E,, jouera un rble tres important, car il est la principale contribution a la

supraconductivité phononique dans les matériaux supraconducteurs.

Il - 7. 3. Interaction électron phonon

L'interaction électron-phonon (e-ph) joue un réle crucial dans divers phénomenes qui se
produisent dans les solides [31, 32]. Dans les métaux, la résistivité électrique dépend de
I'interaction e-ph, ainsi que la mobilité des porteurs dans les semi-conducteurs. Dans certains
semi-conducteurs, les transitions optiques sont aussi dus a l'interaction e-ph. Plus généralement
encore, le couplage e-ph peut modifier la structure de bande électronique (dans des phénomenes
tels que la distorsion de Peierls et les ondes de densité de charge) ainsi que la dispersion des
phonons (conduisant, par exemple, aux anomalies de Kohn présentées a la section précédente).
En combinant les degrés de liberté du réseau et du spin, l'interaction e-ph joue méme un réle
dans les magnons électriquement actifs (appelés électromagnons) qui sont prometteurs pour la
spintronique [32]. Enfin, elle est a la base de I'appariement conventionnel dans les

supraconducteurs (comme nous I'avons déja vu au chapitre 1).

L'Hamiltonien décrivant le systéme couplé électron-phonon au premier ordre €st,

~ it on . 1 -2 o .
H = z gikcg-kcik + Z hqu(agvaqv + E) +N,* z gz,k+q,ijcjkcik(aiqv +adqy) (1-52)
qv

ki kqiv

Ou i et j sont les indices des bandes électroniques, v sont les indices des bandes des phonons et
N, est le nombre de mailles élémentaires dans le systéme. Les deux premiers termes sont
I’Hamiltonien individuel des électrons (avec les opérateurs de création/annihilation ¢;, /¢;;.) et

I’hamiltonien des phonons (avec les opérateurs d:g,, /@qy). Le troisieme terme assure le couplage

entre ces particules, oU gy ,.4:; SOnt les éléments de la matrice de couplage e-ph. La correction
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de second ordre de I'équation Il - 52 fait intervenir des éléments de matrice de la forme

~DUVU!
Ik k+q.K+q' ij

et dépend des produits d'opérateurs (a,, + aiq,,)(aq,,,, + aiq,,,,), ce qui indique la
nature a deux phonons du second ordre [32]. En se limitant a I'interaction e-ph au premier ordre,
la tche la plus importante ici, est de savoir comment calculer les éléments de la matrice de
couplage e-ph. Pour la diffusion des électrons se déplacant dans un potentiel effectif V, par des

phonons acoustiques, avec un vecteur d'onde g on trouve [32],

. h z
g%,k+q,ij =t zk: <m) qexy Vo (I = 53)

Ici, ey, est le mode propre du k-ieme noyau. Cet élément de la matrice démontre que parmi les
phonons acoustiques, seuls les longitudinaux (avec ey, Il ¢ ) peuvent se coupler aux électrons.
Remarquez que cette formule ne dépend pas des indices de la bande électronique, de sorte qu'elle
n'est réellement valable que pour les métaux monovalents (avec un seul électron de valence par
atome). Pour étendre cela a des systemes avec plusieurs électrons en interaction, une description

plus élaborée qui inclut un filtrage électronique est nécessaire.

11 -7. 4. Calculs de premiers principes

Dans la majorité des études théoriques élaborées a nos jours, des phénomenes provoqués
par l'interaction e-ph utilisent des Hamiltonien semi-empiriques. Cependant, il est possible de
calculer l'interaction e-ph complétement a partir des premiers principes, bien qu'avec une
complexité de calcul considérable. La théorie de référence permettant ces calculs est la théorie de
la fonctionnelle de perturbation de la densité (DFPT) [33, 34].

Il -7.4. a. Calcul des phonons

La premiere étape pour calculer la dispersion des phonons est de calculer comment
I'énergie totale dépend des déplacements atomiques. Nous désignerons les vecteurs de position
des noyaux par T, avec des composantes Ty,. Ainsi, la position d'un noyau dans la p — ieme

maille primitive est 7y, = R, + 74. S’arrétant au second ordre dans les déplacements Aty , le
développement de I'énergie totale des électrons et des noyaux autour de la valeur d'équilibre Eggg

est,

1 02%E, .({t
b)) =B vy, o)
kk'aa' pp’ kpaV‘k'p'a

ATypaATyry ! (11 — 54)
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Cette énergie peut étre calculée par la DFT dans le cadre de l'approximation de Born-
Oppenheimer, ou les constantes des forces interatomiques Cypq ki jOUENt le role de la
constante de ressort,

_ azEtot({Tkp})

Ckpa,k’p’a’ = (I = 55)

a‘[kpaa‘[klplal

La transformée de Fourier de ces constantes des forces interatomiques est la matrice

dynamique,
1
Diaspar = (M) 2 z Crpax'par €xp(iq - Ry) (Il - 56)
P
C'est une matrice hermitienne, donc avec des valeurs propres réelles,
D Diirar @it (9) = ©Beina@) (11— 57)

kKa

Ou ey, est le mode propre du noyau k sous l'influence de la branche de phonons . C’est a partir
de cette équation aux valeurs propres, que la dispersion des phonons wg, et les modes propres

peuvent étre déterminés.

Il -7.4.b. Calcul de ’interaction électron phonon

Alors que les dérivées de I'énergie totale suffisent pour calculer les dispersions et les
modes propres des phonons, par contre, pour le couplage e-ph, les potentiels de Kohn-Sham
(KS) - perturbés sous l'influence des déplacements atomiques - sont nécessaires. Nous désignons
les variations du potentiel KS sous l'influence du mode de phonon v et du vecteur d'onde q par
A, Vis. Ensulite, les éléments de la matrice du troisieme terme de I'équation (II — 52) sont donnés

par,

Ghseraij = Wikqlba ks W) (1l — 58)

Ou l'intégrale est effectuée sur les Np mailles élémentaires considérées.

Il - 7. 4. c. Méthodes des phonons gelés
Pour évaluer la variation du potentiel KS dans I'équation (I — 58), la premiére approche

consiste a le développer autour de la position d'équilibre 72,
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dVks
aTkpa

AqvVKS =
kp

AgvTipa (11 — 59)

0
Tkp

Et de faire une approximation de la dérivée avec des différences finies b :

= [Vis(7, Thpa + b) = Vies (7, Tpa )| /b (11 — 60)

Pour y faire, il suffit de déplacer I'atome k de la maille p le long de la direction . Cela signifie
qu'en principe, tous les atomes des mailles primitives Np doivent étre déplacées dans toutes les
directions pour obtenir une description compléte des phonons. Cette approche de maille
conventionnelle (ou supercell en anglais), utilisée pour calculer le couplage e-ph est également
appelée méthode des phonons gelés, car les modes propres vibrationnels choisis sont gelés pour
résoudre I'équation (Il — 60). Il est clair que cette méthode présente un grand inconvénient, a
savoir qu'il faut considérer un ensemble de Np mailles élémentaires, ne tirant pas pleinement
profit de la symétrie périodique du réseau. Cela exige de sérieuses restrictions de calcul
informatique et donc de lourdes taches informatiques. Par conséquent, une approche plus
performante consiste a inclure la périodicité du réseau, qui constitue la base de la DFPT. Cette
approche est discutée dans la section suivante.

Il — 8. Théorie de la fonctionnelle de la perturbation de la densité DFPT
Il —8. 1. Formalisme
Pour tirer pleinement profit de la périodicité du réseau, nous définissons comme la

variation périodique du potentiel KS sur le réseau la quantité,
Ay S = e71TA, VKS (II—-61)

Elle peut étre reliée a la variation différentielle du réseau, d, qv*°, par l'intermédiaire de

, h
Agy VS = kz mekmqaka,qvf(s (11 — 62)
a

La variation différentielle périodique peut étre calculée explicitement comme suit,

avKS

D VKS = Z o 1a-(r=Rp)
q aTka
p T—Rp

(11 — 63)
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Ici, T, =7 — R, indique que I’ensemble de systeme peut étre décrit par une seule maille
primitive. De 1’équation (Il — 61), il s’ensuit immédiatement que tout élément de la matrice
décrite par 1’équation (I1 — 58) peut-&tre exprimé en termes de facteurs périodiques de réseau
|'U;;) de la fonction de Bloch,

91’?,k+q,ij = (UjK+q|AqvaS|qu>uC (I —64)

"uc’ indiquant que I’intégrale est limitée a une seule primitive (unit cell- en anglais).
La théorie de la fonctionnelle de perturbation de la densité (DFPT) peut maintenant étre

construite de maniere analogue a la DFT. Le potentiel DFPT équivalent au potentiel KS est,

aka,qUKS = aka,qUXC + aka,qUH + aka,qvext (II—65)

Les équations DFPT équivalentes aux équations KS peuvent étre obtenues a partir de la théorie
des perturbations de premier ordre. En termes de I'Hamiltonien Hyg j4q = e~ ** D7 Hyge *FDT et
des variations de la fonction d'onde U 4, la variation du premier- ordre des équations KS prend

la forme des équations de Sternheimer [32],

(ﬁKS,k+q - Evk)auvk,q = _aka,qUKSuvk (H — 66)

Ou v remplacant I'indice de bande électronique, i indique que seuls les états de valence occupés

jouent un role. L’équation Il - 66 est limitée a g # 0. Pour ¢ = 0, on obtient plutét,
(ﬁKS,k+q - Evk)auvk,q=0 = _[aka,q=0UKS + (uvklaka,q=0UKS|uvK)]uvK (H - 67)

Il — 8. 2. Approche et défis informatiques

Pour mettre en ceuvre le formalisme ¢laboré dans la section précédente en termes de
calculs pratiques, quelques considérations supplémentaires sont nécessaires.
Il —8. 2. a. Projecteurs et itérations.

En pratique, I'évaluation des équations (Il — 66) et (11 — 67) pose des problemes en cas de
quasi-dégénerescence &,,x+q) = Epk OU le cOté gauche des équations de Sternheimer devient mal
défini. Pour résoudre ce probléme, on définit le projecteur sur les états occupés avec le vecteur

d'onde (k + q) par ﬁ,?ﬁfl = Zv|uv(k+q))(uv(k+q)|. Les changements dans les fonctions d'ondes

peuvent étre notés comme suit,
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0Upig = (1 — P55 )0Upkg (11 — 68)

De sorte que cette variation réécrite de la fonction d'onde ne fait intervenir que des composantes
inoccupees [35]. En projetant 1’équation (Il — 66) sur (1 — ,?if,) et en ajoutant aP?<¢ q00iq (@
étant un parametre plus grand que la largeur de bande de valence) - qui est nul par construction-

au coté gauche, on obtient,

(HKS,k+q — &t aﬁl?—f-fz)aﬂvk,q = _(1 l(c)-lc-fq)aka qUKSuvk (H - 69)

Maintenant, le c6té gauche est bien défini en cas de dégénérescence. La réponse correspondante

de la densité électronique [32] est,
Ong(r) = 2N ) Uy 0T g (11 — 70)

Ou le facteur 2 provient de la symétrie temporelle inverse. Tout comme pour la résolution des
équations KS dans la DFT, dans la DFPT, les équations de Sternheimer sont résolues de maniere
itérative. Tout d'abord, une estimation initiale de la perturbation 0y, 4vks- q €tant un vecteur
d'onde spécifique consideré - est choisie. Ensuite, I’équation (Il — 69) est résolue, donnant la
densité dng (). Cette densité donne le potentiel KS actualisé. La procédure est répétée jusqu'a ce
que le résultat soit auto-cohérent, en d'autres termes, jusqu'a ce que les changements de dn,(r)

soient convergés dans la tolérance choisie.

Il —8. 2. b. Regle de la somme acoustique.

La perturbation 0Oy, qvks sert egalement pour calculer les constantes des forces
interatomiques. Cependant, puisque des grilles finies de vecteurs d’onde k sont utilisées, des
erreurs numeériques peuvent introduire une violation de l'invariance de I'énergie cristalline sous
des translations uniformes. Un probléme majeur se manifeste dans ce cas w, (g — 0) ne tendent
pas vers zéro pour les modes acoustiques. Pour s'assurer que les symétries de translation sont

respectées, les constantes des forces sont corrigées en imposant la contrainte,

Z Crai'a’(@=0)=0 (Il — 71)
kl
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qui est appelée la régle de la somme acoustique (ASR pour -Acoustic Sum Rule- en anglais), qui

doit étre évaluée pour toutes les composantes « et a'.

Il —8. 2. c. Implémentation dans ABINIT.

Afin de calculer les phonons, la premiere étape consiste a effectuer un calcul de I'état
fondamental qui donne les fonctions d'onde nécessaires pour pouvoir résoudre 1’équation (Il —
69). Dans I'étape suivante, les perturbations sont effectuées une par une, pour chaque atome,
chaque vecteur g et pour toutes les directions cartésiennes (x,y,z). La grille de points
échantillonnant le vecteur g doit étre une sous-grille de la grille de vecteur d’onde k. Par
exemple, lorsque la grille de k est 24 x 24 x 1 pour un matériau 2D, une grille pour g de 12 %
12 X 1 peut étre choisie. Les eléments de la matrice e — ph sont calculés par 1’équation (Il —
64). Finalement, les derniéres étapes de calcul de couplage des phonons et e-ph dans ABINIT
consistent a construire les matrices dynamiques, et par conséquent on peut obtenir des
estimations des propriétés isotropiques supraconductrices, telles que la fonction d'Eliashberg,

a?F , et la température critique Tc.

11 -8. 2. d. Le cot de calcul.

Il est évident que les calculs DFPT sont trés difficiles a effectuer sur le plan informatique.
Afin d'obtenir des résultats précis et bien convergés, il faut utiliser une grille dense de vecteurs
d'ondes des phonons g, et pour chacun des points de cette grille, il faut considérer tous les
déplacements atomiques, dans les trois directions de 1’espace. Ainsi, le nombre de perturbations
a traiter est de 3N , N étant le nombre d'atomes dans la maille primitive. Par conséquent, les
calculs DFPT supportent le codt de calcul de 3N - N, itérations ou calculs auto-cohérent SCF
(Ngq étant le nombre de vecteurs d'onde des phonons). De plus, chacun de ces calculs nécessite
également des grilles de k-points trés denses pour les vecteurs d'onde des électrons k, afin de
décrire correctement les surfaces de Fermi des matériaux considérés. Le co(t de calcul augmente
davantage avec le nombre d'atomes. Non seulement 3N - N,, croit linéairement, mais le colt de
chaque calcul SCF augmente également, car il faut prendre en compte davantage d'états
électroniques. Etant donné que ’ordre de grandeur des routines DFT est généralement de N3,
lordre de grandeur des routines DFPT est N*. Cela conduit a des restrictions dans les tailles de
systéme qui peuvent étre étudies. Pour certains matériaux qui sont constitués de noyaux lourds,

le couplage spin-orbite (SOC) est considérable et doit étre pris en compte. L'introduction de
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SOC, double le nombre d'équations KS, puisque la dégénérescence du spin est élevée. Cela
augmente encore le colt de calcul. Heureusement, la DFPT peut étre traitée de maniére efficace
par un calcul informatique parallele, car les équations de Sternheimer peuvent étre résolues

indépendamment pour chaque k-point (et chaque bande, si nécessaire).

Il - 9. Conclusion.

Nous avons commencé ce deuxiéme chapitre par les postulats théoriques et les principes
fondamentaux sur lesquels est basée la DFT qui est une approche théorique exacte, mais pour la
rendre pratique, nous avons montré que quelques approximations sont inévitables. Ces
approximations sont regroupées dans des packages appelés méthodes DFT, qui ont 1’avantage
d’étre précis, rapides et moins gourmands du point de vue informatique.

Dans la suite de chapitre, nous avons évoque le modele de la dynamique de réseau. Nous avons
montré comment calculer les éléments de la matrice dynamique dans le cadre de 1’approximation
harmonique. Nous avons aussi étudié les quantas de 1’énergie de vibration c’est-a-dire les
phonons et leurs interactions avec les électrons. Ces interactions sont a 1’origine des propriétés
thermodynamiques des matériaux cristallins.

A la fin de ce chapitre, nous avons exposé le formalisme utilisé dans le cadre de la DFT dans le

cas d’une perturbation de réseau.
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Chapitre IV : Le composé MgHs

11 — 1. Introduction

Se basant sur les équations théoriques exposées a la fin de chapitre | qui montrent, que
selon la théorie BCS, la Tc est proportionnelle aux fréquences caractéristiques des phonons Eq |
- 35, on peut donc déduire que I'nydrogene métallique peut avoir une valeur élevée de Tc : pour
un métal aussi léger, la fréquence caractéristique des phonons est élevee et la Tc peut également
étre assez élevée. Ce résultat ne s’applique pas seulement a I'hydrogéne pur mais aussi aux
hydrures, c'est-a-dire aux matériaux contenant de I'nydrogéne comme l'un de leurs composants
[1]. La présence d'hydrogene entraine I'apparition de modes phonons optiques a hautes
fréquences, alors que les ions lourds fournissent des modes acoustiques supplémentaires qui
contribuent également a I’appariement. De plus, la métallisation de ces composés ne nécessite
pas de pressions extrémement élevées. En fait, les hydrures sont des matériaux encore plus
prometteurs que I'hydrogéne métallique pur. En effet, la présence de plus d'un ion dans la cellule
unitaire, dans ce cas un ion d'hydrogéne supplémentaire, conduit a I'apparition de fréquences

élevées. Cette derniere caractéristique est prometteuse pour un état supraconducteur probable.

11 - 2. Généralités sur les hydrures

Les hydrures sont des composés binaires de la forme MH, ou x = 0,5 — 3, dans lesquels
I’hydrogeéne est uni a un élément plus électronégatif. En effet, a cause de cette différence
d’¢électronégativité, 1’hydrogéne a tendance a attirer les électrons de métal et a prendre une
charge apparente négative pour former ainsi une liaison MH plus au moins forte. Selon la force

de cette liaison, les hydrures métalliques sont classés en trois catégories [2, 3],

» Les hydrures covalents pour les éléments des groupes 11 a 14 pour lesquels la différence
d’¢lectronégativité est faible.

» Les hydrures métalliques pour les éléments des groupes 3 a 10 ainsi que pour les
lanthanides et les actinides.

» Les hydrures ioniques ou la différence d’électronégativité est trés importante. Les

hydrures des éléments alcalins ou alcalino-terreux forment cette famille.

Les hydrures dont nous avons étudié quelques propriétés sont de la famille des hydrures

alcalinoterreux.
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Le tableau I11.1, illustre la classification des familles des hydrures.
Tableau I11.1 : Classification périodique des éléments donnant leur électronégativité (échelle

de Pauling) et les différents hydrures formés [4].

Tableau periodique des hydrures binaires supraconducteurs

H He
:I‘ll.l:
i (K)E Comfirmés par |'experience
LiK | Bel; P BH| C|[ NJl O FIfN
82 || 4 )l
‘g * . '.Iilll:‘ ;‘ ;

N |[MgH, T, (K)| Prédits théoriquement Al [<SiH 32 PHy 3 SH & €1 || Ar

3 140 |4 <20 3 90 3 200}
KHyq || CaHe || ScHy [| TiHq |{ VHs || CeHy | Mn || Fe || Co [ Ni || Cu || Zn |[GaH;||GeH, || AsHy || SeH || BrH, || Kr
140 ([ 235 ([ 233 || 54 || 72 || 8I 123 (| 220 || 90 || 120 || 12
R[S 3 Y 22 | NoH | Mo |{ ety | Rl | Rk {| Rat || Ag [ Ca- || Il {{Sob | S| e, | 1 || X

259 [+ 2403 88 || 47 W13 25 s 4t {90 ]| 95 [l 00| 30 (|
Cs || Ba, HiH, || TaHg || WH || Re {| OsH || 1rH [| Pt |{ Aubl || Hg || T1 (| PbH || Bitl || PoH,|[ At || Ro

38 76 || 136 || 60 2172 107 {| 10 {| 50
FiH, |[RaH,, REJ[ Db || Sg || Bh || Hs || M |[ Ds || Rg |[ Cn || No || FI || Mc || Ly || T || Og
63 || 116

.+ aLab8| Cebl |{ PeH |[Natl || P | Sm [ Eu | Gd || T || Dy |[HoH|[EdH||Tmb|| Yo |[Lub,
Lofhonees La80 ¢ 117 || 31 || 6 1 30 || 2 7

(oo paty || s |[NoH [ P [Amb[cm][ B [[ i |[ s {[ P |[ wa | No | e

Actinides @i
250 s 1703 62 || 3 |[ 10 03 || 09

Avec I’hydrogéne moléculaire, les alcalino-terreux (a I'exception de Be) conduisent aux hydrures
(MH,) selon la réaction suivante :

M + Hz(g) - MHZ(S)
Néanmoins, un hydrure ne peut se former que si certaines regles sont respectées [5,6] :

» Pour des raisons électrostatiques, la distance minimale entre deux atomes d’hydrogéne
insérés doit étre de 2,1 A.

» Le site qui accueille I’hydrogéne (en général de symétrie tétraédrique, mais aussi
octaédrique voire triangulaire dans le cas des terres rares) doit avoir un rayon sphérique
minimal de 0,4 A.

» Deux tétraédres présentant une face commune ne peuvent accueillir un ion hydrure

simultanément
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» Lorsque plus d’un site satisfait a la condition de taille, I’occupation se fera dans celui
donnant I’empilement d’hydrogéne le plus compact, tout en respectant la regle de
distance minimale.

» Les sites les plus gros seront occupés en priorité sauf s’ils transgressent une des régles
précédentes (remarque : des sites trop volumineux ne permettront pas la formation
d’hydrures stables).

L’insertion de I’hydrogéne dans le cristal conduit a une dilatation de la maille et donc a
une augmentation du volume de celle-ci. Chose qui va modifier les propriétés physiques de
I’hydrure.

Dans le cadre de cette thése, nous avons effectué des calculs des propriétés structurales,
mécaniques et vibrationnelles des composés CaHes et MgHs, qui sont des hydrures alcalino-
terreux. Les deux composés sont similaires et cristallisent pour la gamme de pression choisie,

dans la structure cl14.

11 - 3. Le composé CaHs
Le composé CaHs comme le montre la figure 111-1, a une structure cubique centrée BCC
et appartient au groupe spatial N°229 (Im-3m, C114 selon le symbole de Pearson), ou la maille
élémentaire contient un atome Ca dans la position (0,0,0) ainsi que six atomes H qui occupent les
positions suivantes :
(1/2 ,3/4 ,1/4) ; (1/2 ,1/4 ,3/4) ; (1/4 ,1/2 ,3/4) ; (1/4 ,3/4 ,1/2) ;(3/4 ,1/2 ,1/4) ; (3/4 ,1/4 ,1/2).
Avant d’entamer les calculs des différentes propriétés, nous avons effectué des tests de
convergence dans le but de déterminer 1’énergie de coupure et le pas d’échantillonnage de la
grille de k-points. Aprés une longue série de tests, nous avons opté pour une valeur de 80 Ha
pour Ecutoff avec une précision de 1.42x107 et une grille de k-points 6x6x6, en utilisant la
méthode standard de Monkhorst et Pack.
La figue I11-1 montre que les atomes d’hydrogeéne forment une cage avec des atomes interstitiels

de Ca a l’intérieur.
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Figure 111.1 : Structure cristalline de CaHs [7].

11 — 4. Détails de calcul

Dans ce travail, nous proposons de déterminer les propriétés structurelles, mécaniques et
vibratoires de composé CaHs pour une gamme de pression variant de 100 GPa & 450 GPa. Ainsi,
nous utilisons les fréquences des phonons obtenues pour évaluer la température de transition du
composé. Les calculs ont été effectués a l'aide du code ABINIT [8] basé sur la théorie de la
fonctionnelle de la densité. Pour le potentiel d'échange et de corrélation, I'approximation du
gradient généralisé (GGA), la version de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) est utilisée [9]. Pour
mieux représenter les interactions entre les électrons de valence et les électrons de cceur d'un coté
et le noyau de l'autre c6té, nous avons utilisé pour les atomes H et Ca les pseudo-potentiels a
normes conservées de Troullier-Martins [10]. Nos calculs ont été effectués en utilisant une grille
de 6x6x6 points k selon la méthode de Monkhorst et Pack [11], et une base d'ondes planes
paramétrée par une énergie de coupure de 80 Ha (Ecut-ort=2177 eV).
Afin de déterminer le couplage électron-phonon (EPC) et les propriétés vibrationnelles du
composé sujet d’étude, nous avons utilisé la théorie de la fonctionnelle de perturbation de la
densité (DFPT) [12] introduit dans ABINIT. L’état 1s est considéré comme électron de valence

pour I’atome d’hydrogéne et les états 3p® 4s2 pour ’atome Ca.
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11 - 4. 1. Les propriétés structurales

L'étape fondamentale de notre calcul est la détermination du paramétre de structure
d'équilibre. Pour ce faire, la courbe d’énergie en fonction du volume adoptant I'équation d'état de

Murnaghan 111-1 est fittée (ajustée), et I’équation d’état de la pression II1-2 [13].

E(V)=E,+ [ﬁ] X [33 (1 - %) + (%)Bé - 1] (11 - 1)
=3 ()~ )

Ou E,, By et V, sont respectivement, I'énergie totale a 1’état fondamental, le module de
compression et le volume d'équilibre. Le parameétre By est la dérivée du module de compression
par rapport a la pression d'équilibre. La figure I11.2 montre la variation de I'énergie totale en
fonction du volume.

L’ajustement (fitting) de la courbe précédente, nous permet d’obtenir les valeurs: 3.521 A,
137.34 GPa et 3.7 de la constante de réseau a,, du module de compression B, et de sa dérivée B
respectivement. Le parametre de réseau optimisé est en accord étroit avec la valeur théorique de
3,501 A calculée par Wang et al. [7].
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Figure I1l. 2 : L’énergie totale en fonction de volume.
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11 - 4. 2. Les propriétés élastiques

Dans le but d’étudier la stabilit¢ mécanique de notre composé et en tirant profit de la
symétrie cubique de sa structure, nous avons calculé les constantes élastiques en fonction de la
pression Ci1, C12 et Csa. La constante Ci est la mesure de la résistante a la deformation due a
une contrainte appliquée suivant la direction (100) sur les plans (100), (010) et (001). Cas est la
mesure a la déformation dans le cas d’une contrainte de cisaillement appliquée sur les mémes
plans. C12 est la constante dont le module de compression Bo on en dépend. La variation des
constantes élastiques en fonction de la pression pour une gamme de pression variant de 100 a

450 GPa est illustrée par la figure I11.3.
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Figure I11. 3 : Les constantes élastiques en fonction de la pression P, pour 100 GPa < P <

450 GPa.

Les critéres de la stabilité mécanique d’un matériau ont été formulés par M. Born et K.
Huang a la référence [14]. lls ont montré qu'en soumettant I'énergie interne d'un cristal a une
contrainte et en exigeant que la courbe de I'énergie soit convexe, il est possible d'obtenir les
criteres de stabilité en fonctions des constantes élastiques.

Pour une structure cubique soumise & une pression isotrope P (i.e. pression

hydrostatique), les criteres généralisés de la stabilité mécanique sont,

82



Chapitre IV : Le composé MgHs

1
I{M1:§(C11+2C12+P)>0
My =Cyy—P >0 (11 = 2)
| Ci1 —C
kM3:%_P>O

Nos calculs mettent en évidence que I’'un des criteres de stabilité n’est pas vérifié.
Comme il apparait dans le tableau 111.2, la quantité M, = C,, — P présente des valeurs négatives
se référant a l'instabilité de cisaillement. Sur le tableau 111.2 on a présenté le résultat du calcul des

trois critéres cités a 1’équation 11 - 2.

Tableau I11. 2 donnant les valeurs de M;, M, et M5 pour les différentes valeurs de pression

Pression M,(GPa) M,(GPa) M3(GPa)
100 302,58 -49,71 11,25
150 400,17 -9,23 138,75
200 492,96 -13,25 162,74
250 738,81 -30,58 341,59
300 667,37 -73,34 203,58
350 747,36 -120,34 218,12
400 829,31 -174,79 231,97
450 905,44 -234,3 238,11

Il - 4. 3. Les propriétés vibrationnelles

Les propriétés thermiques, optiques et certains parametres dynamiques comme
par exemple la constante A de couplage électron-phonon des matériaux, sont déduits de la
courbe de dispersion des phonons. La courbe de dispersion des phonons est un diagramme
tracant les fréquences w(q,v) des différents modes des phonons en fonction des points de
haute symétrie dans la premiere zone de Brillouin, qui sont dans notre cas I, H,N et P, ou
q ¢tant un vecteur d’onde et v est le mode de phonon. Nous présentons dans les figures
1.4, 1115, 111.6 et 111.7, les courbes de dispersion des phonons de CaHg pour différentes

valeurs de pression dans les directions de haute symétrie.
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Figure 111. 4 : Les courbes de dispersion des phonons, pour P=50GPa
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Figure 111.5 : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 100GPa
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Figure I11. 7 : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 450GPa

A des pressions de 50 GPa et 100 GPa, les résultats obtenus montrent I'existence de
fréguences imaginaires. Ce résultat remet en question la stabilité thermodynamique du CaHe a
ces contraintes. L'inexistence de fréquences négatives a des pressions allant de 150 a 450 GPa

indique que le composé est dynamiquement stable. Le dernier résultat est en accord avec I'étude
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théorique de la reférence [7]. Ainsi, nous remarquons I'émergence d'un gap entre les modes
optique et acoustique lorsque le composé devient thermodynamiquement stable. Les valeurs de
gap augmentent progressivement avec l'augmentation de la contrainte.

L'augmentation de la pression améne la structure vers un état de stabilité dynamique.
Pour trouver un seuil de frequence qui correspond a la stabilité dynamique, la variation de la
fréguence des phonons en fonction de la pression est tracée et reportée a la figure Il1. 8.
La courbe montre que les fréquences imaginaires disparaissent complétement aux pressions

supérieures a 150 GPa.
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Figure 111.8 : Le seuil de fréquence qui correspond a la stabilité dynamique

11 - 4. 4. La constante de couplage électron phonon
Comme a été étudié dans le chapitre I et selon la théorie de Migdal-Eliashberg [15,16], la
supraconductivité est décrite par plusieurs quantités caractéristiques. La plus importante est la

constante de couplage électron-phonon (EPC) A, donnée par l'expression suivante :

Aw) =2 jmdw’w’_l a?F(w") (111 - 3)
0

OU w est la fréquence des phonons et a?F (w") est la fonction spectrale d'Eliashberg définie par,
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2 1 2 ph
@F@) = Y |l P (@8 = 83 — &) (111 - 4)
0 kk'

Ici, p, est la densité d'états au niveau de Fermi, g,, sont les éléments de la matrice
électron-phonon, p,f'_lk,(w) est la fonction spectrale des phonons, p est le potentiel chimique et ¢
est I'énergie d'un état électronique correspondant au vecteur d'onde k. Les calculs de la constante
de couplage électron-phonon sont illustrés par la courbe de la figure 111.6. Les valeurs obtenues
de A2 montrent que le couplage électron-phonon est fort, ceci indique que le matériau est

caractérisé par une température de transition élevée.

La variation de A dépend principalement de la rigidité du réseau, comme le montre la

figure (111.9), car la constante de couplage diminue d'environ 66% lors de l'augmentation de la
pression de 150 a 350 GPa.

2,2

2,0

Electron-phonon coupling A

T
200 300 400
P (GPa)

Figure 111.6 : La variation de la constante de couplage en fonction de la pression

111 - 4. 5. Latempérature critique

Aprés une longue série de calculs de couplage électron-phonon pour le composé CaHs et
malgré le fait que sa stabilité mécanique n'a pas pu étre prouvée avec certitude, nous avons
calculé la température critique T¢ au moins pour la gamme de pressions qui ont été utilisés dans
I'étude de la référence [7]. La température de transition de I'état normal a I'état supraconducteur
est estimée en résolvant numériquement les équations d'Eliashberg et en utilisant la formule vue
au chapitre | de McMillan-Allen-Dynes [20,21] suivante :

 hwieg 1.04(1 + Agp) )

T, = (— I —5
€T 12K, P\ A — (1 + 0.622,5,) ( )
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Avec une valeur de potentiel de Coulomb p* =0,13 le tableau 111.3 montre les résultats obtenus.

Tableau I11.3 : Les pressions appliquées et les températures de transition correspondantes

pour u* = 0,13 Ha

Tc(°K)
Pression (GPa) Nos calculs Autres [7]
150 162.4 220
200 180.14 201
250 178.47 187
300 163.78 --
350 153.4 --
400 150.57 --

Les valeurs de Tc montrent un comportement ascendant a des pressions de 150 et 200 GPa, puis

elles commencent a diminuer pour des pressions plus élevées.

111 = 5. Conclusion

Notre objectif principal dans ce travail était de reconsidérer la stabilité mécanique et
dynamique du CaHs en phase cl14. A l'aide d'un calcul théorique basé sur les premiers principes,
la référence [7] prétend et prouve la stabilité du composé dans cette phase a partir de 150 GPa
par l'absence de fréquences imaginaires dans I'ensemble de la ZB. De plus, la référence [17] a
confirmé expérimentalement que le composé n'est jamais stable pour des pressions inférieures a
180 GPa. Pour cette raison, nous avons effectué les calculs de premiers principes basés sur la
DFT en utilisant le potentiel d'échange-corrélation GGA-PBE. Les calculs des constantes
élastiques a différentes pressions ont indiqué I'instabilité mécanique de CaHs dans la phase cl14
selon les critéres de stabilité mécanique. L'étude des propriétés vibratoires a montré des
fréguences de phonons positives pour les pressions supérieures a 150 GPa, ce qui indique la
stabilité dynamique du composé. Nous avons aussi calculé la constante de couplage électron-
phonon de composé CaHe et les resultats montrent que sa valeur varie entre 1,6 et 2,1 dans la
gamme de pression entre 200 GPa et 300 GPa qui est une valeur assez importante puisque la

température de transition en dépend.
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IV — 1. Introduction

Le magnésium Mg comme le calcium Ca sont des alcalinoterreux qui sont les éléments
de la deuxiéme colonne du tableau périodique, donc ils ont des caractéristiques similaires. Cette
coappartenance nous a motivé pour refaire les calculs des mémes propriétés physiques de CaHs,
pour le composé MgHs, en utilisant les mémes moyens et méthodes. La figure (IV-1) montre que
les deux composés adoptent la méme structure cristalline et méme groupe d’espace ( —3m ,
CI14 selon le symbole de PearsonN°229) [1].

IV — 2. Détails de calcul

Nous avons utilisé le code ABINIT [2], basé sur la théorie de la fonctionnelle de la densité
afin de déterminer les propriétés structurales, mécaniques et vibratoires du composé MgHe pour
la méme gamme de pression utilisée pour le composé CaHe (de 100 GPa a 450 GPa). Les
fréquences des phonons ainsi obtenues du calcul des propriétés vibratoires, sont utilisées pour
évaluer les températures de transition de notre composé. Pour le potentiel d'échange et de
corrélation, l'approximation du gradient généralisé (GGA), la version de Perdew-Burke-
Ernzerhof (PBE) est utilisée [3]. Pour mieux représenter les interactions entre les électrons de
valence et les électrons de cceur d'un coté et le noyau de l'autre cdté, nous avons utilisé pour les
atomes H et Mg les pseudo-potentiels a normes conservees de Troullier-Martins [4].
Afin de déterminer le couplage électron-phonon (EPC) et les propriétés vibrationnelles de MgHe,
nous avons utilisé la théorie de la fonctionnelle de perturbation de la densité (DFPT) [5] introduit
dans ABINIT. L’état 1s est considéré comme électron de valence pour I’atome d’hydrogeéne et

les états 3s? pour ’atome Mg.
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Le composé MgHs comme le montre la figure (IV-1), a une structure cubique centrée BCC ou la
maille élémentaire contient un atome Mg dans la position (0,0,0) ainsi que six atomes H qui

occupent les positions suivantes :
(l 3 l).(l 1 i).(l 1 E).(l 3 1).(3 1 1).(3 1 l)
2’4’4)°\2"74"4)°\4’2"4)"\a’4’2)"\a’2"4)"\a"4"2)"

Nous avons effectu¢ des tests de convergence dans le but de déterminer 1’énergie de
coupure et le pas d’échantillonnage de la grille de k-points. Apres une longue série de tests, nous
avons opté pour une valeur de 80 Ha pour E...o av€C une précision de 1.42 x 10-1* et une grille de

k-points 6 x 6 x 6, en utilisant la méthode standard de Monkhorst et Pack.

Figure IV.1 : Structure cristalline de MgHs[1].

IV — 3. Les propriétés structurales
Nous avons tracé la courbe de I'énergie totale en fonction du volume. Cette courbe est

fittée (ajustée) en adoptant I'équation d'état de Murnaghan [6] figure IV-2.

Bo

repr 1y | X
By(By — 1)

E(V)=E0+[

ws(1-39)+ ()" -] v-1
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ou E,, B, et V, sont respectivement, 1'énergie totale a 1’état fondamental, le module de
compression, et le volume d'équilibre. Le parametre B} est la dérivée du module de compression
par rapport a la pression d'équilibre.

—s— energy
== Birch (User) Fit of Sheetl B"E"
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Figure IV.2 : La courbe de I’énergie totale en fonction de volume et son ajustement en
adoptant 1I’équation de Murnagham.
La valeur obtenue de la constante du réseau a, (paramétre de maille) est 3,49 A. Cette
valeur est en accord étroit avec la valeur théorique de 3,501A [1].
IV — 4. Les propriétés élastiques

Les variations des constantes élastiques en fonction de la pression sont représentées sur la
figure 1V-3.
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Figure 1V.3 : Les constantes élastiques en fonction de la pression P, pour
150 GPa < P <400 GPa.

Tableau V.1 : Les valeurs de B,,M,, M, et M5 pour les différentes valeurs de pression

Pzgslf:)’“ By (GPa) M;(GPa) M,(GPa) M3(GPa)
150 1153.95 1203,95 689.05 841.95
200 1411.64 1478,30 865.26 1023.37
250 1662.67 1746 943.48 1086.28
300 1918.65 2018,65 1116.22 1264.42
350 2188.33 2305 1304.65 1456.87
400 2483.85 2617,18 1518.86 1675.37

Comme il apparait dans le tableau 1V.1, les quantités M1, M2 et M3 sont toutes positives

traduisant une bonne stabilité mécanique.
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IV — 5. Les propriétés vibrationnelles

Nos calculs de la dispersion des phonons le long du chemin reliant les points de haute
symétrie dans la zone de Brouillon, utilisent le package de la DFPT (Density-Functional
Perturbation Theory) introduit dans ABINIT. Ces calculs permettent d'obtenir des fréquences de
phonons pour différentes valeurs de parametres de maille qui correspondent a certaines valeurs
de pression s'étendant de 150 a 400 Gpa. Dans ce cas, nous ne nous sommes pas intéressés aux
contributions atomiques. Les figures 1V-4 (a,b,c,d,ef,g,h,i) illustrent les différentes structures

des bandes des phonons pour la gamme de pressions utilisée.
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Figure IV.4 (a) : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 150GPa
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Figure IV.4 (c) : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 250GPa
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Figure IV.4 (d) : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 260GPa
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Figure IV.4 (e) : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 270GPa
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Figure IV.4 (f): Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 280GPa
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Figure IV.4 (g) : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 290GPa
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Figure 1V.4 (h): Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 3006Pa
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Figure IV.4 (i) : Les courbes de dispersion des phonons, pour P = 400GPa,
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Les courbes montrent que le MgHe devient dynamiquement stable a partir de plus de 295 GPa.

IV — 6. La température de transition de MgHs

Nous avons effectué le calcul des températures de transition pour la méme gamme des
pressions qui s’étale de 150 GPa jusqu’a 400 GPa. La valeur de potentiel chimique que nous
avons appliqué dans les équations d’Eliashberg [7] est u*=0.136. Les résultats sont reportés dans
le tableau IV.2

Tableau IV.2 : Les températures de transition pour P = 150,200,250,300,350 et 400 GPa.

Tc (°K)

Pression (GPa) Nos calculs Autres [1]
150 87.65 -
200 232.64 --
250 125.79 --
300 144.77 263
350 168 265
400 174 273

IV — 6. Conclusion

Au début, notre travail consistait a calculer les températures de transition du composé
CaHs dans la phase ¢774pour une gamme de pression choisie puis nous avons étendu le calcul au
composé MgHe dans la méme phase et pour la méme gamme de pression. Avant de nous lancer
dans le calcul, il fallait s’assurer de la stabilité mécanique et dynamique de nos composés. Pour
cela, nous avons calculé les propriétés mécaniques et vibrationnelles des deux composés. Les
calculs des constantes élastiques a différentes pressions ont montré que le composé MgHs, est
mécaniquement stable selon les critéres de stabilité mécanique [8]. L’étude des propriétés
vibrationnelles a montré que des fréquences négatives disparaissaient complétement a la pression
295 GPa, indiquant la stabilité dynamique du composé a partir de cette pression. Nous avons
aussi calculé les températures de transition pour la gamme de pression indiquée précédemment et
nos calculs montrent que le composé a une T¢ assez importante lorsqu’il devient dynamiquement

stable.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thése, nous avons calculé les températures de transition des composés CaHe et
MgHs pour une gamme de pressions définie. A cette fin, des calculs de premiers principes appropriés
ont été développé, en partant des lois fondamentales de la mécanique quantique. Les calculs ab-initio
utilisés consistent en deux étapes distinctes, a savoir (i) les calculs des propriétés de I'état normal et
(ii) les calculs de I'état supraconducteur basés sur la théorie des champs quantiques. La premiére
étape consiste en une description complete des propriétés électroniques et vibrationnelles du cristal,
basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). Comme nous I'avons vu au chapitre I, la
DFT est basee sur I'existence d'une fonctionnelle énergétique universelle de la densité électronique,
dont le minimum fournit la densité de I'état fondamental (théoréemes de Hohenberg-Kohn). Pour des
limitations pratiques, le systéme réel d'électrons en interaction est remplacé par un systéeme effectif
d'électrons sans interaction se déplacant dans un potentiel effectif, ce qui conduit aux équations de
Kohn-Sham.

La maniére d'inclure les vibrations dans les calculs ab-initio comme a été montrée aux
chapitres | et 11, est de les introduire en tant que perturbations dans un cadre théorique appelé théorie
de la fonctionnelle de perturbation de la densité (DFPT). Il a été démontré qu'a partir de la DFPT,
I'interaction électron-phonon peut également étre obtenue, sous forme d'éléments de matrice du
potentiel de Kohn-Sham perturbé. Les propriétés de I'état normal (structurelles, mécaniques,
vibrationnelles et de couplage électron-phonon) peuvent aussi étre déterminées par la DFPT. Pour la
description de I'état supraconducteur et le calcul de la température de transition, une théorie adéquate
du champ quantique est utilisée. Cette théorie est appelée théorie d'Eliashberg, et peut étre combinée

avec l'interaction électron-phonon calculée par ab-initio.

Les calculs que nous avons entrepris, dans ce cadre, pour déterminer les propriétés
structurales en premier lieu, puis les propriétés mécaniques et vibrationnelles qui affirment ou non la

stabilité mécanique et dynamique des composés proposes, ont révélé les résultats suivants :

e Les parameétres de maille des deux composés sont en excellent accord avec les résultats
théoriques antérieurs.

e Les constantes d’élasticité obtenues répondent aux criteres de stabilité mécanique du
composé MgHes mais pas le CaHg au moins pour des pressions qui sont inférieurs a 200 GPa.

e Les fréquences des phonons calculées et les courbes de dispersion montrent, une instabilité
thermodynamique de CaHs pour des pressions inférieures ou égales a 150 GPa, et que sa

stabilité augmente au fur et a mesure que la pression augmente.
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e Les courbes de dispersion montrent 1’existence d’un gap entre les branches acoustiques et les
branches optiques lorsque le composé devient stable, et que les valeurs de ce gap augmentent
progressivement avec la pression

e Les résultats obtenus pour le composé MgHs mettent en évidence la stabilité mécanique aussi
bien que dynamique, ce qui est en accord avec d’autres études théoriques.

e L’¢tude montre, que le parametre de couplage électron phonon a des valeurs assez
importantes et commence a diminuer fortement lors de 1’augmentation de la pression.

e Nos calculs de la T¢ pour le composé CaHs révelent un caractere ascendant a des pressions

au-dessous de 200 GPa et commencent a diminuer a des pressions supérieures.

Les études faites sur des hydrures binaires riches en hydrogene métal sont nombreuses.
Beaucoup de ces études montrent la transition d’un état normal a un état supraconducteur de ces
matériaux a des pressions peu élevées. Certaines études ont montré en plus que la température de
transition est dans la gamme des hautes températures. Une barriere a été franchie, il en reste une

autre, celle d’avoir la supraconductivité a pression ambiante.

Nous pensons que si on refait les calculs avec les mémes principes et mémes méthodes avec
des hydrures ternaires, nous pourrions atteindre cet objectif. Un tel travail pourra étre le sujet de

recherche a ’avenir.
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