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Résumé

Dans ce travail, on a étudie l'explosion en temps �ni de quelques équations d'évolutions

avec un terme source. On a établit l'existence de ce problème, en suite on a montre

le résultat principale de ce mémoire.

iii



Table des matières

Introduction générale v

1 Rappels 4
1.1 Espace Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Opérateurs linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Di�érentiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5 Fonction localement lipschitzienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.6 Rappels sur la théorie des semi groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.7 Application de la théorie des semi groupe dans les EDP. . . . . . . . . . . . 11
1.8 Systéme abstrait . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 l'existence de la solution de l'équation des ondes avec un terme source 13
2.1 Forme abstraite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Domaine de A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3 Propriété de l'opérateur A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.4 propriété de la fonction f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5 Théorème d'existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Explosion en temps �ni de l'équations des ondes et chaleur avec un terme
source 26
3.1 Explosion en temps �ni de l'équation des ondes avec un terme source . . . . 27

3.1.1 Conservation de l'énerge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.1.2 Théorème d'explosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Explosion en temps �ni de l'équation de chaleur avec un terme source . . . . 32
3.2.1 Décroissance de l'énerge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2.2 Théorème d'explosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Conclusion générale 37

Bibliographie 38

iv



Introduction générale

L'équation d'évolution (les ondes et chaleurs) est l'une des plus importante équations

aux dérevées parteilles.

Elle sert des modèles à la théorie générale des équations hyperboliques et paraboliques,

et ses applications en physique théorique sont multiples.

De très nombreux lui ont été consacrés depuis plus de deux siècles encore aujourd'hui

elle est l'object de recherches très active dans ses versions linéaire et non linéaire.

Dans ce mémoire, on s'intéresse aux systèmes suivants :

 ytt = ∆y + |y|γ−1 y, t > 0, x ∈ Ω.
y = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω.
y(x, 0) = y0(x), y′(x, 0) = y1(x)

(1)

et  yt = ∆y + |y|γ−1 y x ∈ Ω
y = 0 x ∈ ∂Ω
y(x, 0) = y0(x)

(2)

le systèmes (1) pour expliquer l'équations des ondes.

le systèmes (2) pour expliquer l'équations de chaleur.

Où Ω est un ouvert borné de Rn (n ∈ N∗) de frontière ∂Ω assez réguliére. γ > 1,

∆ =
∑n

i=1
∂2

∂x2i
désigne le Laplacien par rapport aux variables d'espace, t est la va

riable de temps et y0, y1 sont des fonctions données.

v



TABLE DES MATIÈRES 3

Dans J.M.Ball, a obtenu un résultat d'explosion en temps �ni de la solution de ces

systèmes. L'objectif de ce mémoire est de présenter ce résultat.

Dans le premier chapitre on a donne quelques rappels et des outils nécessaires qu'on aura

besoin aux chapitres qui suivent (Espace Lp, espaces de Sobolev, théorie des semi

groupes, systéme abstrait, opérateurs linéaires... ).

Dans le deuxième chapitre, on a étudie l'existence de la solution de l'équation des ondes, en

utilissant le théorème des semi groupes pour établir ce dernier.

Dans le troisième chapitre, on a présente le resultat principal de ce mémoire, Ce dernier

à été obtenu par J.M.Ball. en utilisant le théorème de continuation pour les équations

di�érentielles ordinaire, et la méthode multiplicateur pour démontrer la conservation ou

décroissance de l'énérgie.

M.Kodifa Explosion en temps �ni



Chapitre 1

Rappels
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1.1. ESPACE LP 5

l'objet de ce chapitre est de présenter sous une forme rapidement accéssible quelques
rappels utiles dans ce mémoire.

1.1 Espace Lp

Dé�nition 1.1. :

1. Si 1 ≤ p <∞. On appelle Lp(Ω) l'espace des fonctions mesurables f telle que∫
Ω

|f |p dx <∞

2. Si p =∞. On appelle L∞(Ω) l'espace des fonctions mesurables f telle que

∃ C > 0 : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω.

Remarque 1.1. :

l'espace Lp(Ω) muni de la norme

‖f‖Lp =

∫
Ω

|f |p dx

1/p

,

est un espace de Banach[3]

Corollaire 1.1. [3]

Si 1 ≤ p ≤ ∞ alors

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω). ou
1

p
+

1

q
= 1

Avec une injection continnue.

Théorème 1.1. (inégalité de Hôlder)[1]

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞ et 1
p

+ 1
q

= 1 alors fg ∈ L1(Ω) et∫
Ω

|fg| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

M.Kodifa Explosion en temps �ni



1.2. ESPACES DE SOBOLEV 6

1.2 Espaces de Sobolev

Dé�nition 1.2. :

Soit m ∈ N et 1 ≤ p ≤ ∞ l'espace de Sobolev Wm,p(Ω) est dé�ni par

Wm,p(Ω) =
{
f : f ∈ Lp(Ω), Dαf ∈ Lp(Ω), α ∈ NN : |α| ≤ m

}
.

Où

Dα =
∂α1+...+αn

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

, α = {α1, . . . , αn} , |α| = α1 + . . .+ αn.

Notation 1.1. :

Pour p = 2 on pose

Hm(Ω) := Wm,2(Ω) et Hm
0 (Ω) := Wm,2

0 (Ω)

Théorème 1.2. (Injection de Sobolev Rellich-Kondrachov [1]

1. Si 1 ≤ p < n, alors

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ ,

où 1
p∗

= 1
p
− 1

n

2. Si p = n, alors

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[ ,

3. Si p > n, alors

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

avec injections compactes.

Ici C(Ω) = {v : Ω ∪ ∂Ω→ R continue}

Corollaire 1.2. [1]

Soit 1 ≤ p <∞. On a

1. Si 1 ≤ p < n, alors
W 1,p(Ω) ⊂ Lp

∗
(Ω),

Où 1
p∗

= 1
p
− 1

n

M.Kodifa Explosion en temps �ni



1.2. ESPACES DE SOBOLEV 7

2. Si p = n, alors
W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω),∀q ∈ [p,+∞[ ,

3. Si p > n, alors

W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω)),

avec injections continues.

Théorème 1.3. (Formule de Green pour le Laplacien)[1][10]

Pour tout u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω) on a la formule de Green donnée par

∫
Ω

∆uv dx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
v dσ −

∫
Ω

∇u∇v dx.

Où ∂u
∂η

=
∑n

i=1
∂u
∂xi
ηi est la dérivée normale et η est le vecteur unitaire normale à

∂Ω dirigé vers l'extérieur de Ω.

Proposition 1.1. (Inégalalité de Poincaré )[1]

Il existe une constante C > 0, qui dépend de Ω, telle que pour toute fonction f de l'espace
de Sobolev H1

0 , on a

‖f‖L2(Ω) ≤ C ‖∇f‖L2(Ω) .

Remarque 1.2. :[1]

L'expression ‖∇f‖L2(Ω) est une norme sur H1
0 (Ω) qui est équivalente à la norme ‖f‖H1(Ω)

sur H1
0 (Ω).

L'expression 〈f, g〉H1
0 (Ω) = 〈∇f,∇g〉L2(Ω) est un poduit scalaire sur H1

0 (Ω) qui induit
la norme ‖∇f‖L2(Ω).

M.Kodifa Explosion en temps �ni
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1.3 Opérateurs linéaires

Soient E et F deux espaces normés.

Dé�nition 1.3. :
L'application

u : E −→ F

x −→ y = u(x)

s'appelle opérateur linéaire (ou plus simplement un opérateur) si elle véri�e :

∀x1, x2 ∈ E, ∀α, β ∈ R u(αx1 + βx2) = αu(x1) + βu(x2).

Du désigne le domaine de dé�nition de l'opérateur u.

Par la suite, on va s'occuper aux opérateurs dit bornés.

Dé�nition 1.4. :

Un opérateur u est borné, si il existe un réel M > 0 tel que :

‖u(x)‖F ≤M‖x‖E, ∀x ∈ E.

Dé�nition 1.5. :

Un opérateur u est continu en x0 ∈ E, si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖x− x0‖E < δ ⇒ ‖u(x)− u(x0)‖F < ε.

Théorème 1.4. :

L'opérateur u est continu si et seulement si il est borné.

Pour plus de détails voir [7].

Dé�nition 1.6. [7]

Soient E et F deux espaces de Banach, u un opérateur linéaire borné, on appelle opérateur
adjoint de u et on le note par u∗ l'application :

u∗ : F ∗ −→ E∗

qui véri�e :
∀x ∈ E, ∀y∗ ∈ F ∗ : 〈u(x), y∗〉 = 〈x, u∗(y∗)〉.

Théorème 1.5. [7]

Si u est un opérateur borné, donc u∗ l'est aussi et on a :

‖u‖L(E,F ) = ‖u∗‖L(F ∗,E∗)

M.Kodifa Explosion en temps �ni



1.4. DIFFÉRENTIABILITÉ 9

1.4 Di�érentiabilité

Dé�nition 1.7. [6] :

Soit U ⊂ E un ouvert non vide, et soit f : U −→ F On dit que la fonction f est
di�érentiable en a ∈ U si et seulement s'il existe une application linéaire et continue ∈ L(E;F )
telle que

lim
x→a

‖f(x)− f(a)− L(x− a)‖F
‖x− a‖E

= 0

On peut aussi écrire, en posant x− a = h

lim
h→0E

‖f(a+ h)− L(h)‖F
‖h‖E

= 0

et h 6= 0E

1.5 Fonction localement lipschitzienne

Dé�nition 1.8. :

On �xe une norme ‖‖ sur Rn. Une fonction f dé�nie sur un ouvert U de R × R est dite
lipschitzienne par rapport à sa deuxiéme variable si il existe C > 0 tel que pour tout (t, x)
et tout (t, y) de U , on a :

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ C ‖x− y‖ .

Une fonction f dé�nie sur U est dite localement lipschitzienne par rapport à sa deuxiéme
variable si pour tout (t0, x0) de U , il existe a, b et C positifs tels que

Q = [t0 − a, t0 + a]×B(x0, b) ⊂ U

et pour tout (t, x) et tout (t, y) de Q, on a :

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ C ‖x− y‖ .

Il est clair que si la fonction f est de classe C1, elle est localement lipschitzienne, de même
si f est continue et x→ f(t, x) est linéaire, f est localement lipschitzienne.

M.Kodifa Explosion en temps �ni
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1.6 Rappels sur la théorie des semi groupes

On désigne par L(X) l'espace des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach
X.
soit (S(t))t≥0 une famille d'opérateurs de L(X).

Dé�nition 1.9. :[5]

(S(t))t≥0 est appelée un C0-semi groupe sur X si elle véri�e

1. S(0) = I (I : représente l'identité sur X)

2. S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t, s ≥ 0.

3. limt→0+ S(t)x = x pour tout x ∈ X

Dé�nition 1.10. :

Le générateur in�nitésimal A du C0-semi groupe (S(t))t≥0 sur X est opérateur fermé de
domaine dense D(A) dé�ni par

D(A) =

{
x ∈ X/ lim

t→0+

S(t)x− x
t

existe

}
.

De plus

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

pour tout x ∈ D(A).

Corollaire 1.3. [3]

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine dense D(A) dans un espace Hilbert X. A
est le générateur in�nitésimale d'un C0-semi groube (S(t))t≥0 sur H s'il existe w > 0 tel que

Re 〈Ay, y〉X ≤ w ‖y‖2
X ,∀y ∈ D(A),

et

Re 〈A∗y, y〉X ≤ w ‖y‖2
X ,∀y ∈ D(A∗)

M.Kodifa Explosion en temps �ni
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1.7 Application de la théorie des semi groupe dans les

EDP.

Problème 1.1. Problème de Cauchy.

Soient X un espace de Hilbert et T > 0.

Considérons le problème suivant


Trouve y tel que
yt = Ay + f, t ∈ (0, T )
y(0) = y0

(1.1)

Où A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi groupe (S(t))t≥0 sur X.
Posons

y(t) = S(t)y0 +

t∫
0

S(t− s)f(s) ds. (1.2)

Dé�nition 1.11. :

(i) Une solution forte de (1.1) est une fonction y ∈ C(0, T ;D(A))∩C1(0, T ;X) qui véri�e
(1.1).

(ii) Une solution faible de (1.1) est une fonctiony ∈ C(0, T ;X) qui véri�e

(ψ, y(t)) = (ψ, y0) +

t∫
0

[(A∗ψ, y(s)) + (ψ, f(s))]

∀ψ ∈ D(A∗) Il est intéressant de savoir quand y donné par (1.2) dé�ni une solution
forte ou faible pour (1.1).[3][5]

Théorème 1.6. :

(i) Si f ∈ W 1.1(0, T ;X) et y0 ∈ D(A) alors(1.2) représente la solution forte de (1.1).

(ii) Si f ∈ L1(0, T ;X) et yn ∈ X alors(1.2) représente la solution faible de (1.1).

M.Kodifa Explosion en temps �ni
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1.8 Systéme abstrait

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine dense D(A) dans un espace Hilbert X et
T > 0.
Considérons le problème d'évolution suivant :

du
dt

+ Au = f(u),

u(t0) = u0.
(1.3)

Dé�nition 1.12. (Solution forte)

Une solution forte de (1.3) est une fonction

u ∈ C ([0, T [ ;D(A)) ∩ C1([0, T [ ;X), qui véri�e (1.3).

Dé�nition 1.13. (Solution faible)

Une solution faible de (1.3) est une fonction u ∈ C([0, T [ ;X), qui véri�e, pour tout

v ∈ D(A∗) :

〈v, u(t)〉X = 〈v, u(0)〉X +

∫ t

0

[〈A∗v, u(s)〉X + 〈v, f(u(s))〉X ] ds.

Théorème 1.7. (Existence de solution forte et faible) [1]

Si A est un générateur in�nitésimale d'un C0-semi groube (S(t))t≥0 sur X.
Si f : X → X est une fonction localement Lipschitzienne, c'est à dire pour chaque sous
ensemble borné B de X, il existe une constante CB > 0 telle que

‖f(u)− f(v)‖X ≤ CB ‖u− v‖X pour tout u, v ∈ B.

1. Si u0 ∈ X alors il existe une solution faible u ∈ C([0, T [ ;X) du système (1.3).

2. Si, en plus, f est di�érentiable alors u0 ∈ D(A) il existe une solution forte

u ∈ C ([0, T [ ;D(A)) ∩ C1([0, T [ ;X) du système (1.3).

M.Kodifa Explosion en temps �ni
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2.1. FORME ABSTRAITE 14

Considérons le système ytt = ∆y + |y|γ−1 y x ∈ Ω
y = 0 x ∈ ∂Ω
y(x, 0) = y0(x), y′(x, 0) = y1(x)

(2.1)

Dans cette partie, on va appliquer le théorème(1.7) pour étudier l'existence et la régularité
de la solution du système (2.1).

2.1 Forme abstraite

Lemme 2.1. :

le problème (2.1) s'écrit sous la forme

dU

dt
= AU + f(U),

tel que

U =

(
u
du
dt

)
, A =

(
0 I
∆ 0

)
et f(U) =

(
0

|u|γ−1 u

)
.

Preuve 2.1. :
On

dU
dt

= d
dt

(
u
du
dt

)
=

(
du
d2u
dt2

)

=

(
du
dt

∆u+ |u|γ−1 u

)

=

(
0 I
∆ 0

)(
u
du
dt

)
+

(
0

|u|γ−1 u

)
,

alors le problème (2.1) s'écrit sous la forme

dU

dt
= AU + f(U).

M.Kodifa Explosion en temps �ni



2.2. DOMAINE DE A 15

2.2 Domaine de A

Lemme 2.2. :

Soit X = H1
0 (Ω)× L2(Ω)

Le domaine de A est donne par

D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)

Preuve 2.2. :

On a

D(A) = {(f, g) ∈ X/A(f, g) ∈ X}

=

{
(f, g) ∈ X/

(
0 I
∆ 0

) (
f
g

)
∈ X

}
,

alors

D(A) =

{
(f, g) ∈ X/

(
g

∆f

)
∈ X

}
,

=

{
(f, g)/(f, g) ∈ X ∧

(
g

∆f

)
∈ X

}
= {(f, g)/f ∈ H1

0 (Ω),∆f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Ω), g ∈ H1
0 (Ω)}

= {(f, g)/f ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ∧ g ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)}

donc

D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

Remarque 2.1. :

D(A) est dense dans X.c'est à dire
D(A) = X

M.Kodifa Explosion en temps �ni
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2.3 Propriété de l'opérateur A

Lemme 2.3. :

A est un générateur in�nitésimale d'un C0-semi groupe (T (t))t≥0 sur X.

Preuve 2.3. :

Pour la démonstration on utilise le corollaire 1.3.

1. On détermine l'adjoint de A :

Soient

 f

g

 ∈ D(A),

 h

k

 ∈ D(A), on a

〈
A

 f

g

 ,

 h

k

〉
X

=

〈 f

g

 , A∗

 h

k

〉
X

Mais 〈
A

 f

g

 ,

 h

k

〉
X

=

〈 g

∆f

 ,

 h

k

〉
X

= 〈g, h〉H1
0 (Ω) + 〈∆f, k〉L2(Ω)

=

∫
Ω

∇g∇h dx+

∫
Ω

(∆f)k dx.

Si on applique la formule de Green on trouve〈
A

 f

g

 ,

 h

k

〉
X

=

∫
∂Ω

∂h

∂η
g dσ −

∫
Ω

g∆h dx+

∫
∂Ω

∂f

∂η
k dσ −

∫
Ω

∇f∇k dx.
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Puisque g, h ∈ H1
0 (Ω) alors g = h = 0 sur ∂Ω. Ceci implique〈

A

 f

g

 ,

 h

k

〉
X

= −

∫
Ω

g∆h dx+

∫
Ω

∇f∇k dx



= −
[
〈g,∆h〉L2(Ω) + 〈f, k〉H1

0 (Ω)

]

= −

〈 f

g

 ,

 k

∆h

〉
H1

0 (Ω)×L2(Ω)

= −

〈 f

g

 ,

 0 I

∆ 0

 h

k

〉
X

Alors 〈 f

g

 , A∗

 h

k

〉
X

= −

〈 f

g

 ,

 0 I

∆ 0

 h

k

〉
X

,

on déduit que

A∗

 h

k

 = −

 0 I

∆ 0

 h

k

 = −A

 h

k


D'où

A∗ = −A et D(A) = D(A∗).

Ceci implique que A est fermé.
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2. Soit

 f

g

 ∈ D(A) alors

〈
A

 f

g

 ,

 f

g

〉
X

=

〈 g

∆f

 ,

 f

g

〉
X

= 〈g, f〉H1
0 (Ω) + 〈∆f, g〉L2(Ω)

=

∫
Ω

∇f∇g dx+

∫
Ω

∆fg dx,

on applique la formule de Green, on trouve〈
A

 f

g

 ,

 f

g

〉
X

=

∫
Ω

∇f∇g dx+

∫
∂Ω

∂f

∂η
g dσ −

∫
Ω

∇f∇g dx

=

∫
∂Ω

∂f

∂η
g dσ,

mais g ∈ H1
0 (Ω) alors g = 0 sur ∂Ω, donc〈

A

 f

g

 ,

 f

g

〉
X

= 0 ≤ ω

∥∥∥∥∥∥
 f

g

∥∥∥∥∥∥
2

X

,

avec ω = 1 par exemple.
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3. soit

 f

g

 ∈ D(A∗) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) alors

〈
A∗

 f

g

 ,

 f

g

〉
X

=

〈
(−A)

 f

g

 ,

 f

g

〉
X

= 0 ≤ ω

∥∥∥∥∥∥
f

g

∥∥∥∥∥∥
2

X

,

avec ω = 1 par exemple.
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2.4 propriété de la fonction f

Lemme 2.4. :

Si on suppose que

γ > 1 si n = 1, 2; et 1 < γ ≤ n

n− 2
si n ≥ 3, (2.2)

alors f : X → X est localement Lipschitzienne.

Preuve 2.4. :

1. On montre que  y

z

 ∈ X =⇒ f

 y

z

 ∈ X.
On a f

 y

z

 =

 0

|y|γ−1 y

, alors pour montrer que f

 y

z

 ∈ X, on montre

que |y|γ−1 y ∈ L2(Ω) avec y ∈ H1
0 (Ω).

on a ∫
Ω

(
|y|γ−1 y

)2
dx =

∫
Ω

|y|2γ dx,

alors
|y|γ−1 y ∈ L2(Ω)⇐⇒ y ∈ L2γ(Ω).

D'ou, il su�t de montrer que y ∈ L2γ(Ω).

Cas 1 : n = 1

On a p = 2 > 1 = n c'est à dire p > n alors d'après le théorème (1.2), on
trouve

H1(Ω) = W 1,2(Ω) ⊂ C(Ω),

donc
y ∈ H1

0 (Ω) =⇒ y ∈ H1(Ω) =⇒ y ∈ C(Ω) =⇒ y ∈ L2γ(Ω)

car C(Ω) ⊂ L2γ(Ω).

Cas 2 : n = 2

Pour n=2 on a p = n. D'après le théorème (1.2), on trouve

H1(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[ .
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Maintenant, on véri�e que q = 2γ
?
∈ [1,+∞[ .

On a γ > 1 alors 2γ > 2 donc q = 2γ ∈ [1,+∞[ . Ce qui implique

H1(Ω) ⊂ L2γ(Ω).

Donc

y ∈ H1
0 (Ω) ⊂ H1(Ω) ⊂ L2γ(Ω) alors y ∈ L2γ(Ω).

Cas 3 : n ≥ 3

i) 1 < γ < n
n−2

.
On a n > 3 alors n > 2 = p, c'est à dire n > p, alors d'après le théorème (1.2), on
trouve

H1(Ω) ⊂ Lq(Ω),∀q ∈ [1, p∗[ ,

où 1
p∗

= 1
p
− 1

n
.

On a p = 2 alors 1
p∗

= 1
p
− 1

n
= n−2

2n
, donc p∗ = 2n

n−2
alors

H1(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈
[
1,

2n

n− 2

[
.

Montrons que q = 2γ ∈
[
1, 2n

n−2

[
.

D'une part, on a γ > 1 alors 2γ > 2 > 1 c'est à dire 2γ > 1.

D'autre part, on a γ < n
n−2

. alors 2γ < 2n
n−2

.

Ce qui implique que 1 < q = 2γ < 2n
n−2

, ainsi H1(Ω) ⊂ L2γ(Ω), alors

y ∈ H1
0 (Ω) ⊂ H1(Ω) ⊂ L2γ(Ω)

Donc

y ∈ L2γ(Ω).

ii) γ = n
n−2

.

On a 2γ = 2n
n−2

= p∗ = 2∗, d'après le corollaire (1.2), on trouve H1
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω),

c'est à dire
H1

0 (Ω) ⊂ L2γ(Ω).
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2. On montre que f est localment Lipschitzienne ?

Montrons que pour chaque sous-ensemble borné B de X, il existe CB > 0 tel
que

‖f(U)− f(V )‖X ≤ CB ‖U − V ‖X , ∀ U, V ∈ B.

On a

‖f(U)− f(V )‖2
X =

∥∥|y1|γ−1 y1 − |y2|γ−1 y2

∥∥2

L2(Ω)
,

où U =

 y1

z1

 , V =

 y2

z2

 ∈ X.
C'est à dire

‖f(U)− f(V )‖2
X =

∫
Ω

(
|y1|γ−1 y1 − |y2|γ−1 y2

)2
dx.

soit g : R −→ R la fonction dé�nie par

g(s) = |s|γ−1 s, γ > 1,

On a g est di�érentiable sur R et g′(s) = γ |s|γ−1 pour tout s ∈ R.
Alors

g(y1)− g(y2) = g′(αy1 + (1− α)y2)(y1 − y2), α ∈]0, 1[

= γ |αy1 + (1− α)y2|γ−1 (y1 − y2).

Donc

|g(y1)− g(y2)|2 = γ2 |αy1 + (1− α)y2|2(γ−1) |(y1 − y2)|2 .

Donc

‖f(U)− f(V )‖2
X = γ2

∫
Ω

|αy1 + (1− α)y2|2(γ−1) |(y1 − y2)|2 dx.

i) Pour n ≥ 3 on a d'aprés le corollaire (1.2)

H1
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω).

où

1

2∗
=

1

2
− 1

n
=
n− 2

2n
.

M.Kodifa Explosion en temps �ni



2.4. PROPRIÉTÉ DE LA FONCTION F 23

Soient (y1, y2) ∈ H1
0 (Ω), alors (y1, y2) ∈ L2∗(Ω). Donc

(y1, y2) ∈ L
n−2
2n (Ω).

On applique l'inégalité de Hôlder sur p = n
n−2

et q = n
2
on trouve

∫
Ω

|αy1 + (1− α)y2|2(γ−1) |(y1 − y2)|2 dx ≤

∫
Ω

(
|(y1 − y2)|2

) n
n−2 dx

n−2
n

∫
Ω

(
|αy1 + (1− α)y2|2(γ−1)

)n
2

dx.

 2
n

= ‖y1 − y2‖2

L
2n
n−2 (Ω)

‖αy1 + (1− α)y2‖2(γ−1)

L(γ−1)n(Ω)
,

Ce qui implique∫
Ω

|αy1 + (1− α)y2|2(γ−1) |(y1 − y2)|2 dx ≤ C ‖y1 − y2‖2
H1

0 (Ω) ‖αy1 + (1− α)y2‖2(γ−1)

L(γ−1)n(Ω)
.

(2.3)

Mais

∀a, b ∈ X, ∀α, β ∈ R,∃C > 0. ‖αa+ βb‖X ≤ C (‖a‖X + ‖b‖X) ,

alors

‖αy1 + (1− α)y2‖2(γ−1)

L(γ−1)n(Ω)
≤ C

(
‖y1‖(γ−1)n(Ω) + ‖y1‖(γ−1)n(Ω)

)2(γ−1)

.

Dans tout ce qui suit, C est une constante positive.

D'aprés l'inégalité algébrique

∀A,B ≥ 0, ∀p ≥ 0, (A,B)p ≤ max(1, 2p−1(Ap +BP ),

on trouve

‖αy1 + (1− α)y2‖2(γ−1)

L(γ−1)n(Ω)
≤ C

(
‖y1‖(γ−1)n(Ω) + ‖y1‖(γ−1)n(Ω)

)
.

D'autre part, γ < n
n−2

alors (γ − 1)n < 2n
n−2

, d'aprés le corollaire (1.1) et (1.2)
on a

H1(Ω) ⊂ L(γ−1)n(Ω),
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avec une injection continue.

Mais H1
0 (Ω) ⊂ H1(Ω) avec une injection continue alors H1

0 (Ω) ⊂ L(γ−1)n(Ω) avec

une injection continue, alors

‖y‖L(γ−1)n(Ω) ≤ C ‖y‖H1
0 (Ω) , C ≥ 0.

Donc

‖αy1 + (1− α)y2‖2(γ−1)

L(γ−1)n(Ω)
≤ C

(
‖y1‖2(γ−1)

H1
0 (Ω)

+ ‖y2‖2(γ−1)

H1
0 (Ω)

)
.

De (2.3) on trouve

‖f(U)− f(V )‖2
X ≤ C

(
‖y1‖2(γ−1)

H1
0 (Ω)

+ ‖y2‖2(γ−1)

H1
0 (Ω)

)
‖y1 − y2‖2

H1
0 (Ω)

≤
√
CB ‖y1 − y2‖2

H1
0 (Ω) ≤

√
CB ‖U − V |‖2

X ,

pour tout U, V ∈ B.
ii) De même pour n = 1.2.
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2.5 Théorème d'existence

D'aprés ce qu'on a montré, on obtient le résultat suivant :

Théorème 2.1. [1]

1. Si

 y0

y1

 ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) alors le système (2.1) admet une solution faible y

telle que

 y

yt

 ∈ C ([0, T [;H1
0 (Ω)× L2(Ω)

)

2. Si

 y0

y1

 ∈ (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))×L2(Ω) alors le système (2.1) admet une solution forte

y telle que y

yt

 ∈ C ([0, T [ ; (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
[0, T [ ;H1

0 (Ω)× L2(Ω)
)
.
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3.1 Explosion en temps �ni de l'équation des ondes avec

un terme source

3.1.1 Conservation de l'énerge

Dans cette partie, on utilise la méthode du multiplicateur pour montrer que l'énerge de
la solution du système (2.1) dé�nie par :

E(y, yt) =

∫
Ω

[
1

2
|yt|2 +

1

2
|∇y|2 − 1

γ + 1
|y|γ+1

]
dx,

est conservative.

Lemme 3.1. :

Pour tout t > 0, on a

E(y, yt) = E0,

avec

E0 =

∫
Ω

[
1

2
|y1|2 +

1

2
|∇y0|2 −

1

γ + 1
|y0|γ+1

]
dx,

Preuve 3.1. :

Il su�t de montrer que dE
dt

= 0.

On multiplie la première équation du (2.1) par yt on trouve

yttyt = ∆yyt + |y|γ−1 yyt,

et on intègre sur Ω pour obtenir∫
Ω

yttyt dx =

∫
Ω

∆yyt dx+

∫
Ω

|y|γ−1 yyt dx. (3.1)

et on applique la formule de Green, on trouve∫
Ω

∆yyt dx =

∫
∂Ω

∂y

∂η
yt dσ −

∫
Ω

∇y∇yt dx,

et comme y = 0 alors yt = 0, donc∫
Ω

∆yyt dx = −
∫

Ω

∇y∇yt dx,

Maintenant, on remplace dans (3.1), on trouve∫
Ω

yttyt dx = −
∫

Ω

∇y∇yt dx+

∫
Ω

|y|γ−1 yyt dx,
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c'est à dire ∫
Ω

yttyt dx+

∫
Ω

∇y∇yt dx−
∫

Ω

|y|γ−1 yyt dx = 0. (3.2)

Mais

E(y, yt) =

∫
Ω

[
1

2
|yt|2 +

1

2
|∇y|2 − 1

γ + 1
|y|γ+1

]
dx,

Si on dérive par rapport à t on trouve

d

dt
E(y, yt) =

∫
Ω

[
ytt yt +∇yt∇y −

d

dt

(
1

γ + 1
|y|γ+1

)]
dx,

Considérons la fonction

g : R→ R telle que g(s) = |s|γ+1 ,

On a g est di�érentiable sur R et g′(s) = (γ + 1) |s|γ−1 s, alors

d

dt
E(y, yt) =

∫
Ω

ytt yt dx+

∫
Ω

∇y∇yt dx−
∫

Ω

|y|γ−1 y yt dx,

Donc, de (3.2), on trouve d
dt
E(y, yt) = 0.
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3.1.2 Théorème d'explosion

On énonce maintenant le résultat principale de ce méméore.

Théorème 3.1. [1]

Si γ satisfait (2.2), et si E0 < 0, ou bein E0 = 0 et (y0, y1) > 0, alors il existe
t∗ > 0 telque

lim
t→t∗
‖y(t)‖Lγ+1(Ω) = lim

t→t∗

[
‖∇y(t)‖2

L2Ω + ‖yt(t)‖2
L2Ω

] 1
2 = +∞.

Preuve 3.2. :

Considérons la fonction F dé�nie comme suit

F (t) = ‖y(t)‖2
L2(Ω) .

On a

F ′(t) = d
dt

(
‖y(t)‖2

L2(Ω)

)
= d

dt

(∫
Ω
|yy| dx

)
=
∫

Ω
(yty + yyt) dx = 2

∫
Ω
yty dx.

Donc
F ′(t) = 2 〈y, yt〉L2(Ω) .

On a aussi

F ′′(t) =
d

dt

(
2 〈y, yt〉L2(Ω)

)
= 2

∫
Ω

(ytty + ytyt) dx,

alors

F ′′(t) = 2

∫
Ω

|yt|2 + ytty)dx.

On remplace ytt par sa valeur, on trouve

F ′′(t) = 2

∫
Ω

(
|yt|2 + y∆y + |y|γ+1) dx.

Si on applique la formule de Green et comme y = 0 sur ∂Ω on trouve

F ′′(t) = 2

∫
Ω

(
|yt|2 −∇y∇y + |y|γ+1) dx.
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Puisque E est conservative alors on a

F ′′(t)− 2(γ−1)
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx+ 4E0 = F ′′(t)− 2(γ−1)

γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx+ 4E(y, yt)

= 2
∫

Ω

(
|yt|2 − |∇y|2 + |y|γ+1) dx

−2(γ+1
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx+ 2

∫
Ω

[
|yt|2 + |∇y|2

]
dx

− 4
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx

= 4
∫

Ω
|yt|2 dx ≥ 0,

donc

F ′′(t) ≥ 2(γ − 1)

γ + 1

∫
Ω

|y|γ+1 dx− 4E0

De plus, on a
γ > 1 =⇒ γ + 1 > 2

=⇒ Lγ+1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection continue

=⇒ ‖y‖L2(Ω) ≤ C ‖y‖Lγ+1(Ω) ,∀y ∈ L
γ+1(Ω)

Alors (∫
Ω

|y|2 dx

) 1
2

≤ C

(∫
Ω

|y|γ+1 dx

) 1
γ+1

=⇒
(∫

Ω

|y|2 dx

) γ+1
2

≤ C

∫
Ω

|y|γ+1 dx,

donc

F ′′(t) ≥ 2(γ + 1)

γ + 1

∫
Ω

|y|γ+1 dx− 4E0 ≥ kF (
γ+1)

2 − 4E0 (3.3)

Où k > 0.
Si E0 < 0 alors, de (3.3), on trouve F ′(t) > 0 (alors F est croissant), alors peut montrer qu'on

peut toujours prendre (y0, y1) > 0.

Comme F ′′ ≥ 0, on obtient que F ′ est croissante.

Ce qui implique que F et F ′ sant positive.

D'ou
1

2
F ′2(t) ≥ 2k

γ + 3
F

γ+3
2 (t) + C.
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Ceci implique que

F ′(t) ≥

√
4k

γ + 3
F

γ+3
4 (t),

On intègre sur [0,t] on trouve∫ t

0

−F−
γ+1
4 (s).F ′(s)ds ≤ −

√
4k

γ + 3
t,

ce qui implique

− 1

−3+γ
4

+ 1

(
F−

γ+3
4

+1(t)− F−
γ+3
4

+1(0)
)
≤ −

√
4k

γ + 3
t,

mais γ > 1 alors

− 1

−3+γ
4

+ 1
=

4

γ − 1
> 0

Alors

F
1−γ
4 (t)− F

1−γ
4 (0) ≤ −

√
4k

γ + 3
× γ − 1

4
t

=⇒ F
1−γ
4 (t) ≤ F

1−γ
4 (0)− γ − 1

4

√
4k

γ + 3
t

=⇒ F
1−γ
4 (t) ≥ 1

F
1−γ
4 (0)− γ−1

4

√
4k
γ+3

t
,

ceci implique que F explose en t∗ telle que

t∗ =
4
√
γ + 3F

1−γ
4 (0)

(γ − 1)
√

4k
,

D'après la proposition (1.1) on a

‖y(t)‖L2(Ω) ≤ C ‖∇y(t)‖L2(Ω) ,

alors
‖y(t)‖2

L2(Ω) ≤ C
(
‖∇y(t)‖2

L2(Ω) + ‖yt(t)‖2
L2(Ω)

)
,

ce qui implique

lim
t→t∗

[(
‖∇y(t)‖2

L2(Ω) + ‖yt(t)‖2
L2(Ω)

)] 1
2

= +∞

D'autre part, on a
‖y(t)‖L2(Ω) ≤ C ‖y(t)‖Lγ+1(Ω) ,

alors
lim
t→t∗
‖y(t)‖Lγ+1(Ω) = +∞,
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3.2 Explosion en temps �ni de l'équation de chaleur avec

un terme source

3.2.1 Décroissance de l'énerge

Dans cette partie, on utilise la méthode du multiplicateur pour montrer que l'énerge de
la solution du système (2) dé�nie par :

E(y) =

∫
Ω

[
1

2
|∇y|2 − 1

γ + 1
|y|γ+1

]
dx,

est décroissante.

Lemme 3.2. :

Pour tout t > 0, on a

E(y) ≤ E0,

avec

E0 =

∫
Ω

[
1

2
|∇y0|2 −

1

γ + 1
|y0|γ+1

]
dx,

Preuve 3.3. :

Il su�t de montrer que dE
dt
≤ 0.

On multiplie la première équation du (2) par yt on trouve

ytyt = ∆yyt + |y|γ−1 yyt,

et on intègre sur Ω pour obtenir∫
Ω

y2
t dx =

∫
Ω

∆yyt dx+

∫
Ω

|y|γ−1 yyt dx. (3.4)

et on applique la formule de Green, on trouve∫
Ω

∆yyt dx =

∫
∂Ω

∂y

∂η
yt dσ −

∫
Ω

∇y∇yt dx,

et comme y = 0 alors yt = 0, donc∫
Ω

∆yyt dx = −
∫

Ω

∇y∇yt dx,

Maintenant, on remplace dans (3.4), on trouve∫
Ω

y2
t dx = −

∫
Ω

∇y∇yt dx+

∫
Ω

|y|γ−1 yyt dx,
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c'est à dire ∫
Ω

y2
t dx+

∫
Ω

∇y∇yt dx−
∫

Ω

|y|γ−1 yyt dx = 0. (3.5)

Mais

E(y) =

∫
Ω

[
1

2
|∇y|2 − 1

γ + 1
|y|γ+1

]
dx,

Si on dérive par rapport à t on trouve

d

dt
E(y) =

∫
Ω

[
∇yt∇y −

d

dt

(
1

γ + 1
|y|γ+1

)]
dx,

Considérons la fonction

g : R→ R telle que g(s) = |s|γ+1 ,

On a g est di�érentiable sur R et g′(s) = (γ + 1) |s|γ−1 s, alors

d

dt
E(y) =

∫
Ω

∇y∇yt dx−
∫

Ω

|y|γ−1 yyt dx,

Donc, de (3.5), on trouve
d

dt
E(y, yt) = −

∫
Ω

y2
t dx ≤ 0

.
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3.2.2 Théorème d'explosion

On énonce maintenant le résultat principal de ce méméore.

Théorème 3.2. [1]

Si γ satisfait (2.2), et si E0 < 0, ou bein E0 = 0 et (y0, y1) > 0, alors il existe t∗ > 0
telque

lim
t→t∗
‖y(t)‖Lγ+1(Ω) = lim

t→t∗

[
‖∇y(t)‖2

L2Ω

] 1
2 = +∞.

Preuve 3.4. :

Considérons la fonction F dé�nie comme suit

F (t) = ‖y(t)‖2
L2(Ω) .

On a

F ′(t) = d
dt

(
‖y(t)‖2

L2(Ω)

)
= d

dt

(∫
Ω
|yy| dx

)
=
∫

Ω
(yty + yyt) dx = 2

∫
Ω
yty dx.

Donc
F ′(t) = 2 〈y, yt〉L2(Ω) .

On remplace yt par sa valeur, on trouve

F ′(t) = 2

∫
Ω

(
|yt|2 + y∆y + |y|γ+1) dx.

Si on applique la formule de Green et comme y = 0 sur ∂Ω on trouve

F ′(t) = 2
∫

Ω

(
−∇y∇y + |y|γ+1) dx.

= 2
∫

Ω

(
− |∇y|2 + |y|γ+1) dx.

Puisque E est décroissante c'est à dire E0 ≥ E(y). alors on a

F ′(t)− 2(γ−1)
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx+ 4E0 = 2

∫
Ω

(
− |∇y|2 + |y|γ+1) dx− 2(γ−1)

γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx

+4
∫

Ω

[
1
2
|∇y0| − 1

γ+1
|y0|γ+1

]
dx
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On a E0 ≥ E(y),donc

F ′(t)− 2(γ−1)
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx+ 4E0 ≥ 2

∫
Ω

(
− |∇y|2 + |y|γ+1) dx

−2(γ−1)
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx+ 4

∫
Ω

[
1
2
|∇y|2 − 1

γ+1
|y|γ+1

]
dx

≥ 4
γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx− 2

∫
Ω
|∇y|2 dx+ 2

∫
Ω
|∇y|2 dx− 4

γ+1

∫
Ω
|y|γ+1 dx

≥ 0,

donc

F ′(t) ≥ 2(γ − 1)

γ + 1

∫
Ω

|y|γ+1 dx− 4E0

De plus, on a
γ > 1 =⇒ γ + 1 > 2

=⇒ Lγ+1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection continue

=⇒ ‖y‖L2(Ω) ≤ C ‖y‖Lγ+1(Ω) ,∀y ∈ L
γ+1(Ω)

Alors (∫
Ω

|y|2 dx

) 1
2

≤ C

(∫
Ω

|y|γ+1 dx

) 1
γ+1

=⇒
(∫

Ω

|y|2 dx

) γ+1
2

≤ C

∫
Ω

|y|γ+1 dx,

donc

F ′(t) ≥ 2(γ + 1)

γ + 1

∫
Ω

|y|γ+1 dx− 4E0 ≥ kF (
γ+1)

2 − 4E0 (3.6)

Où k > 0.
Si E0 < 0 alors, de (3.6), on trouve F ′(t) > 0 (alors F est croissant), alors on peut montrer
qu'on

peut toujours prendre (y0, y1) > 0.

Ce qui implique que F et F ′ sant positive.

D'ou
F ′(t) ≥ kF

γ+1
2 (t) + C.

On intègre sur [0,t], on trouve∫ t

0

F−
γ+1
2 (s).F ′(s)ds ≤

∫ t

0

k ds,
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∫ t

0

F ′(s).F−
γ+1
2 (s)ds ≤

∫ t

0

k ds,

ce qui implique

1

−1+γ
2

+ 1

(
F−

γ+1
2

+1(t)
)
− 1

−1+γ
2

+ 1

(
F−

γ+1
2

+1(0)
)
≤ kt,

mais γ > 1 alors

1

−1+γ
2

+ 1
=

2

1− γ
< 0

Alors

2

1− γ

(
F

1−γ
2 (t)− F

1−γ
2 (0)

)
≥ kt

=⇒ F
1−γ
2 (t) ≥

(
2

1− γ
F

1−γ
2 (0) + kt

)
1− γ

2

=⇒ F
1−γ
2 (t) ≥ 1

F
1−γ
2 (0) + k(1−γ)2

t

,

ceci implique que F explose en t∗ telle que

t∗ =
−F 1−γ

2 (0)
k(1−γ)

2

,

=⇒ t∗ = −F
1−γ
2 (0).

2

k(1− γ)
,

=⇒ t∗ =
2F

1−γ
2 (0)

k(γ − 1)
,

D'après la proposition (1.1) on a

‖y(t)‖L2(Ω) ≤ C ‖∇y(t)‖L2(Ω) ,

alors
‖y(t)‖2

L2(Ω) ≤ C
(
‖∇y(t)‖2

L2(Ω)

)
,

ce qui implique

lim
t→t∗

[
‖∇y(t)‖2

L2(Ω)

] 1
2

= +∞

D'autre part, on a
‖y(t)‖L2(Ω) ≤ C ‖y(t)‖Lγ+1(Ω) ,

alors
lim
t→t∗
‖y(t)‖Lγ+1(Ω) = +∞,
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a présenté le résultat de l'explosion en temps �ni des l'équations

des ondes et chaleurs avec un terme source. Ce dernier a été obtenu par J.M.Ball.

La méthode utilisée est basée sur théorème de continuation pour les équations di�ére-

ntielles ordinaires. et la méthode multiplicateur et on applique le théorème de semi

groupe pour obtenir l'éxistance.
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