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Résumé

Dans ce travail, on a étudie 'explosion en temps fini de quelques équations d’évolutions
avec un terme source. On a établit 'existence de ce probléme, en suite on a montre

le résultat principale de ce mémoire.

iii



Table des matiéres

(Introduction générale) v
Rapp 4

(1.1 Espace LP|. . . . . . . o e 5
(1.2 Espaces de Sobolev| . . . . . . ... 6
(1.3  Opérateurs hinéaires|. . . . . . . . . . . . . . . 8
(L4 Différentiabilitél . . . . . o Lo oo 9
(1.5 Fonction localement lipschitzienne. . . . . . . ... .. ... ... ... 9
(1.6 Rappels sur la théorie des semi groupes| . . . . . . . ... ... ... ... .. 10
(1.7 Application de la théorie des semi groupe dans les KEDP.| . . .. .. .. ... 11
[1.8 Systéme abstrait| . . . . . . . ... 12

2 D'existence de la solution de I’équation des ondes avec un terme source| 13
2.1 Forme abstraitel . . . . . . . . . . L 14
2.2 Domamede Al. . . . . . . .. 15
[2.3  Propriété de 'opérateur Al . . . . . . . . . ... o oL 16
[2.4  propriété de la fonction f| . . . ... oo 20
2.5 Théoréeme d'existencel . . . . . . . . . . L 25

[3 Explosion en temps fini de 'équations des ondes et chaleur avec un terme |
[_source] 26
[3.1 Explosion en temps fin1 de ['équation des ondes avec un terme source| . . . . 27
[3.1.1  Conservation de I'énerge| . . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 27

[3.1.2  Théoreme d’explosion|. . . . . .. .. .. ... 0oL 29

[3.2  Explosion en temps fini de I'équation de chaleur avec un terme source| . . . . 32
[3.2.1  Décroissance de ['énergel . . . . . . . .. .. ... .. L. 32

[3.2.2  "T'héoréeme d’explosion|. . . . . . . .. .. ... 0oL 34
[Conclusion générale| 37
(Bibliographie| 38

iv



Introduction générale

L’équation d’évolution (les ondes et chaleurs) est I'une des plus importante équations
aux dérevées parteilles.

Elle sert des modéles a la théorie générale des équations hyperboliques et paraboliques,
et ses applications en physique théorique sont multiples.

De trés nombreux lui ont été consacrés depuis plus de deux siécles encore aujourd’hui
elle est 'object de recherches trés active dans ses versions linéaire et non linéaire.

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux systémes suivants :

yn = Ay + ]y|7_1 y, t>0, €.
y=0, t>0, x €. (1)
y(x,0) = yo(z), y'(2,0) = yi1(z)

et

w=A0y+ |y ly zeQ
=0 v €00 2)
y(ZE,()) - yO(x)

le systémes pour expliquer I’équations des ondes.
le systémes pour expliquer I’équations de chaleur.

Ot Q est un ouvert borné de R™ (n € N*) de frontiére 02 assez réguliére. v > 1,
A=>" % désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace, ¢ est la va

riable de temps et yp, y; sont des fonctions données.
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Dans J.M.Ball, a obtenu un résultat d’explosion en temps fini de la solution de ces
systémes. L’objectif de ce mémoire est de présenter ce résultat.

Dans le premier chapitre on a donne quelques rappels et des outils nécessaires qu’on aura
besoin aux chapitres qui suivent (Espace LP, espaces de Sobolev, théorie des semi
groupes, systéme abstrait, opérateurs linéaires... ).

Dans le deuxiéme chapitre, on a étudie I'existence de la solution de I’équation des ondes, en
utilissant le théoréme des semi groupes pour établir ce dernier.

Dans le troisiéme chapitre, on a présente le resultat principal de ce mémoire, Ce dernier

a été obtenu par J.M.Ball. en utilisant le théoréme de continuation pour les équations

différentielles ordinaire, et la méthode multiplicateur pour démontrer la conservation ou

décroissance de 1'énérgie.

M.Kodifa Explosion en temps fini
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1.1. ESPACE L* 3

I'objet de ce chapitre est de présenter sous une forme rapidement accéssible quelques
rappels utiles dans ce mémoire.

1.1 Espace L?

Définition 1.1. :

1. Si 1 <p < oo. On appelle LP(Q2) Pespace des fonctions mesurables f telle que

/|f\pdx<oo
0

2. Si p = o0o0. On appelle L>(2) Pespace des fonctions mesurables f telle que
FC>0:f(z)|<C p.psurd
Remarque 1.1. :

I'espace LP(£2) muni de la norme
1/p

Il = | [P dz ]
/

est un espace de Banach|3]
Corollaire 1.1. [3/
Si 1 <p<oo alors
1 1
LYQ) C LP(Q). ou —+ - =1
p q

Avec une injection continnue.

Théoréme 1.1. (inégalité de Holder)[1/

Soient f € LP(Q) et g € LUQ) avec 1 <p < oo et % + % =1 alors fg € L'(Q) et

/ 191 45 < 1l ooy 191l e -
Q

M.Kodifa Explosion en temps fini



1.2. ESPACES DE SOBOLEV

1.2 Espaces de Sobolev
Définition 1.2. :

Soit m € N et 1 < p < oo I'espace de Sobolev W™P(Q) est défini par

WmP(Q)={f:feLl(Q),DfeL’(),a e N":|a] <m}

Ot
aa1+..-+an
a_— — JE—
D% = o e =1, and ol = o+ +an.
o pgo

Notation 1.1. :

Pour p = 2 on pose

H™(Q) = W™2(Q) et H'(Q) := W"*(Q)

Théoréme 1.2. (Injection de Sobolev Rellich-Kondrachov [I]

1. 511 <p<mn, alors

WhP(Q) C LYQ), Vg € [1,p],
ou - =

S|
=
3=

2. Sip=mn, alors

WhP(Q) C L), Yq € [1,+oo],
3. Sip>mn, alors

W (Q) c Q)
avec injections compactes.

Ici C(2) ={v: QUOIN — R continue}
Corollaire 1.2. [1/

Soit 1 <p<oo. Ona
1. Si1 <p<n, alors

WP (Q) c L7 (Q),

M.Kodifa
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1.2. ESPACES DE SOBOLEV 7

2. Sip=mn, alors
WhP(Q) c LYQ),VYq € [p, +00,

3. Sip>mn, alors
W (Q) C L¥(9)),
avec injections continues.

Théoréme 1.3. (Formule de Green pour le Laplacien)[1{10]

Pour tout u € H*(Q) et v e HY(Q) on a la formule de Green donnée par

/Auv dx:/ @v da—/Vqu dzx.
Q a0 On Q

O g—;‘] =", %ni est la dériée normale et 1 est le vecteur unitaire normale a
0Q) dirigé vers l'extérieur de ).

Proposition 1.1. (Inégalalité de Poincaré )[1]

Il existe une constante C' > 0, qui dépend de §Q, telle que pour toute fonction f de ’espace
de Sobolev Hj, on a

1l 2@ < CUIVIlL2@) -

Remarque 1.2. :[I]

Lexpression ||V f| 2o est une norme sur H} () qui est équivalente a la norme [RAIFES
sur Hj(9Q).

L’expression (f, 9>H(§(Q) = (V/, V)12 est un poduit scalaire sur H}(2) qui induit
la norme ||V fl| 12(q)-

M.Kodifa Explosion en temps fini



1.3. OPERATEURS LINEAIRES 8

1.3 Opérateurs linéaires

Soient E et F' deux espaces normeés.

Définition 1.3. :
L’application

u: FE—F
r—y = u(z)

s’appelle opérateur linéaire (ou plus simplement un opérateur) si elle vérifie :
Vay,z9 € B, Va,B €R u(axy + Bra) = au(xy) + Pu(xs).
D, désigne le domaine de définition de 'opérateur wu.

Par la suite, on va s’occuper aux opérateurs dit bornés.

Définition 1.4. :

Un opérateur u est borné, si il existe un réel M > 0 tel que :
lu(z)|r < M|z|lp,  Vz€E.
Définition 1.5. :

Un opérateur u est continu en zg € F, si :
Ve>0, 30>0, |lzx—zollp<d = Ju(x)—ulxy)|r <e

Théoréme 1.4. -

L’opérateur u est continu si et seulement si il est borné.
Pour plus de détails voir [7].
Définition 1.6. [7]

Soient F et F' deux espaces de Banach, u un opérateur linéaire borné, on appelle opérateur
adjoint de u et on le note par u* 'application :

u': F*— B

qui vérifie :
Vee B, Yy eF: (u(x),y") = (z,u'(y")).

Théoréme 1.5. [7/

St u est un opérateur borné, donc u* l’est aussi et on a :

[l ey = 10l ceee )

M.Kodifa Explosion en temps fini



1.4. DIFFERENTIABILITE 9

1.4 Différentiabilité
Définition 1.7. [6] :

Soit U C FE un ouvert non vide, et soit f : U — F On dit que la fonction f est
différentiable en a € U si et seulement s’il existe une application linéaire et continue € L(FE; F')
telle que

i 1 @) = £(0) = Lz = a),

=0
= Iz = all g

On peut aussi écrire, en posant x —a = h

et ) = L)

=0
h=0g R &

eth#OE

1.5 Fonction localement lipschitzienne

Définition 1.8. :

On fixe une norme ||| sur R™. Une fonction f définie sur un ouvert U de R x R est dite
lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable si il existe C' > 0 tel que pour tout (¢, x)
et tout (t,y) de U, on a :

1f(tz) = fE )l < Cllz =yl

Une fonction f définie sur U est dite localement lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme
variable si pour tout (o, x¢) de U, il existe a,b et C positifs tels que

Q = [to — a,ty + a] x B(zo,b) CU
et pour tout (¢,z) et tout (¢,y) de @, on a :
1ft,z) = ftyll < Cllz =yl

Il est clair que si la fonction f est de classe C*, elle est localement lipschitzienne, de méme
si f est continue et x — f(¢,z) est linéaire, f est localement lipschitzienne.

M.Kodifa Explosion en temps fini



1.6. RAPPELS SUR LA THEORIE DES SEMI GROUPES 10

1.6 Rappels sur la théorie des semi groupes

On désigne par L(X) lespace des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach
X.
soit (S(t))t>o une famille d’opérateurs de L(X).

Définition 1.9. :[5]

(S(t))i>0 est appelée un Cy-semi groupe sur X si elle vérifie

1. S(0)=1I (I : représente 'identité sur X))
2. S(t+s) = S(t)S(s) pour tout t,s > 0.
3. limy o+ S(t)x =2 pour tout x € X

Définition 1.10. :

Le générateur infinitésimal A du Cp-semi groupe (S(t));>0 sur X est opérateur fermé de
domaine dense D(A) défini par

t—0t

D(A) = {x € X/ lim w existe} .
De plus

S(t)r —x

Az = lim pour tout z € D(A).

t—0+

Corollaire 1.3. [3/

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine dense D(A) dans un espace Hilbert X. A
est le générateur infinitésimale d’un Cy-semi groube (S(t))i>o sur H s’il existe w > 0 tel que

Re(Ay,y)x < wllylx .Yy € D(A),
et

Re (A*y,y)x < wyll% .Yy € D(A")

M.Kodifa Explosion en temps fini



1.7. APPLICATION DE LA THEORIE DES SEMI GROUPE DANS LES EDP. 11

1.7 Application de la théorie des semi groupe dans les
EDP.

Probléme 1.1. Probléme de Cauchy.
Soient X un espace de Hilbert et T' > 0.

Considérons le probléme suivant

Trouve y tel que
y(0) = wo
Ou A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe (S(t)):>o sur X.

Posons
t

y(t) = S(t)yo + /S(t —8)f(s) ds. (1.2)

0

Définition 1.11. :

(i) Une solution forte de (1.1)) est une fonction y € C(0,T; D(A)) N C*(0,T; X) qui vérifie
)

(ii) Une solution faible de (1.1} est une fonctiony € C'(0,T; X) qui vérifie

t

(6, (8) = (&, 0) + / (A", y(s)) + (&, F(5)

0

Vi € D(A*) 1l est intéressant de savoir quand y donné par (1.2)) défini une solution
forte ou faible pour (1.1)).[3][5]

Théoréme 1.6. :

(i) Si f € W0, T; X) et yo € D(A) alors(1.2) représente la solution forte de (1.1]).
(ii) Si f € LN0,T;X) et y, € X alors(1.2)) représente la solution faible de (1.1]).

M.Kodifa Explosion en temps fini
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1.8 Systéme abstrait

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine dense D(A) dans un espace Hilbert X et
T >0.
Considérons le probléme d’évolution suivant :

G +Au= f(u),
(1.3)
u(to) = up.
Définition 1.12. (Solution forte)
Une solution forte de ((1.3)) est une fonction
u€ C([0,T[; D(A)NC[0,T[; X), qui vérifie (1.3).
Définition 1.13. (Solution faible)

Une solution faible de (1.3)) est une fonction v € C([0,7[; X), qui vérifie, pour tout

ve DAY :

(v, u(t)) x = (v,u(0))x +/0 [{A%0,u(s))x + (v, f(u(s))x] ds.
Théoréme 1.7. (Ezistence de solution forte et faible) [1]

Si A est un générateur infinitésimale d’un Cy-semi groube (S(t))p>o0 sur X.
St f : X — X est une fonction localement Lipschitzienne, c’est a dire pour chaque sous
ensemble borné B de X, il existe une constante Cg > 0 telle que

| f(u) — f(0)|lx < Cgllu—2v|y pour tout u,v € B.

1. Siug € X alors il existe une solution faible u € C([0,T[; X) du systéeme (|1.3)).

2. Si, en plus, [ est différentiable alors ug € D(A) il existe une solution forte

u e C([0,T[; D(A)NCH0,T[; X) du systeme (1.3).

M.Kodifa Explosion en temps fini



Chapitre 2

I’existence de la solution de 1’équation
des ondes avec un terme source
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Considérons le systéme

g = Ay + |y My z€Q

y=0 x € 02 (2.1)

y(2,0) = yo(x),y'(x,0) =y (v)
Dans cette partie, on va appliquer le théoréme(/1.7)) pour étudier Pexistence et la régularité
de la solution du systéme ({2.1)).
2.1 Forme abstraite
Lemme 2.1. :

le probleme (2.1)) s’écrit sous la forme
dU

— =AU U
7 + f(U),
tel que
U 0 I 0
o= s ) a=(8 ) @r0=( )
Preuve 2.1. :
On

U d u . du
T dt \ du - &Py
dt dt?
du
_ de
Au+ul" u

(5 0) (4 ) (),

alors le probléme ([2.1)) s’écrit sous la forme

dUu

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.2. DOMAINE DE A 15

2.2 Domaine de A

Lemme 2.2. :

Soit X = H}(Q) x L*(Q)
Le domaine de A est donne par

D(A) = (H*(Q) N Hy()) x Hy(Q)

Preuve 2.2. :

On a

D(A) ={(f,9) € X/A(f,g) € X}

~{wexs(y o) (1) ex}
alors
o) ={(raex/( 2 )ex}.

~{tanoexn( g )ex}

={(f,9)/f € Hy(Q),Af € L*(2),g9 € L*(Q),g € Hy(Q)}

={(f,9)/f € H*(Q)N H5(Q) Ag € Hy(Q) x Hy()}
donc

D(A) = H*(Q) N Hy(Q) x Hy(Q).
Remarque 2.1. :

D(A) est dense dans X.c’est a dire
D(A) =X

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.3. PROPRIETE DE L’OPERATEUR A 16

2.3 Propriété de 'opérateur A

Lemme 2.3. :

A est un générateur infinitésimale d’un Cy-semi groupe (T'(t))i>0 sur X.

Preuve 2.3. :

Pour la démonstration on utilise le corollaire

1. On détermine 'adjoint de A :

f h
Soient ( ) € D(A), ( ) € D(A), on a
g k
f h f h
LA )
g k g k

CCEDAG) G,

= (9, h>H§(Q) +(Af, k>L2(Q)

Mais

_ /Vth dz + /(Af)k: dz.

Q Q

Si on applique la formule de Green on trouve

f h
A , = @gda—/gAhdij/%kda—/Vkadx.
2 on on
o0 Q

g x 09 Q

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.3. PROPRIETE DE L’OPERATEUR A
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Puisque g, h € H}(Q) alors g = h = 0 sur 99Q. Ceci implique

LG,

= — [(g, Ah>L2(Q) + <f’ k>H§(Q)}

() ()
9 Ah HL(Q)xL2(Q)

/gAh dx+/Vka; dw
Q

Q

Alors

on déduit que

D’ou
A" =—Aet D(A) = D(A").

Ceci implique que A est fermé.

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.3. PROPRIETE DE L’OPERATEUR A
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f
2. Soit ( ) € D(A) alors

g
DAL
A , = )
g g X Af 9 X
= <guf>H6(Q)+<Afug>L2(Q)

:/Vng d:E—{—/Afg dx,
Q

Q

on applique la formule de Green, on trouve

W) - frmmvars o [orere

g g x 0

mais g € H}(Q) alors g = 0 sur 052, donc

G,

avec w = 1 par exemple.

2

)

()

X

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.3. PROPRIETE DE L’OPERATEUR A
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f
3. soit ( ) € D(A*) = H*(Q) N HY(Q) x H}(Q) alors
g

avec w = 1 par exemple.

M.Kodifa
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2.4. PROPRIETE DE LA FONCTION F 20

2.4 propriété de la fonction f

Lemme 2.4. :

St on suppose que

vy>1sin=12 etl<y< n23in23, (2.2)
n —_—
alors f: X — X est localement Lipschitzienne.
Preuve 2.4. :
1. On montre que
Y Y
eX=1Ff e X.
z z
y 0 y
On a f = , alors pour montrer que f € X, on montre
z y"ty z

que |y|" "y € L2(Q) avec y € HL(Q).

on a
[ aee fu o
Q

Q

alors
"'y e L3(Q) <= y € LP(Q).

D’ou, il suffit de montrer que y € L?7(Q).

Cas1:n=1
Onap =2 > 1 = n cest a dire p > n alors d’aprés le théoréme (1.2), on
trouve
HY(Q) = W'2(Q) c C(Q),
donc

yEHy(Q) = yec H(Q) =y OQ) =y e L)
car C(Q) C L2(Q).

Cas2:n=2
Pour n=2 on a p = n. D’aprés le théoréme (1.2)), on trouve

H'(Q) C LIY(R), VYq € [1, +o0].

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.4. PROPRIETE DE LA FONCTION F 21

?
Maintenant, on vérifie que ¢ = 2y € [1,400].

On a v > 1 alors 2y > 2 donc ¢ = 27y € [1, +o0o[. Ce qui implique
HY(Q) Cc L7(Q).

Donc
y € Hy(Q) C H'(Q) C L (Q) alors y € L*().

Cas3:n>3

i) 1<vy<25.
On an > 3 alors n > 2 = p, c’est & dire n > p, alors d’aprés le théoréme (1.2)), on

trouve

HY(Q) € LYQ),Yq € [1,p"],
ol = =11
OnaszalorsFZE—EZW,dOHCP = ;75 alors

HY(Q) € LYQ),Vq € {1, n2f2 {

Montrons que g = 2v € [1, % [
D’une part, on a v > 1 alors 2y > 2 > 1 c’est a dire 2y > 1.
D’autre part, on a v < 5. alors 27 < %

Ce qui implique que 1 < ¢ =2y < -2 ainsi H'(Q) C L*(Q), alors

y € Hy() c H'(Q) c LY (Q)

Donc
y € L*(Q).
i) =
On a 2y = ;2% = p* = 2%, d’apres le corollaire (1.2), on trouve Hg(Q) C L* (),
c’est a dire
HAQ) © I7(Q).
M.Kodifa
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2.4. PROPRIETE DE LA FONCTION F 22

2. On montre que f est localment Lipschitzienne ?

Montrons que pour chaque sous-ensemble borné B de X, il existe Cg > 0 tel

que
1F(U) = fW)|lx Cs|U-V]y, YUV € B.
On a
_ _ 2
1F@) = SV = ™ v = el ™ v
Y1 Y2
ou U = aV: eX
21 29
C’est a dire

150 = 50 = [ (P = P 02)°

Q

soit g : R — R la fonction définie par
g(s) =1s/"" s,y > 1,

On a g est différentiable sur R et ¢'(s) = ~|s|”"" pour tout s € R.

Alors
9(y1) — 9(y2) = g'(ayr + (1 — a)y2) (1 — v2), a0 €]0, 1]
=7 lay + (1 — a)ya|" ™" (y1 — w).
Donc
l9(y1) — g(y2)* = 72 Jays + (1 — @)y’ | (51 — 32) -
Donc

IF @) = fFW)5 =~ / lagn + (1= @)y (51 — )| da
Q

i) Pour n > 3 on a d’aprés le corollaire (|1.2))
Hy(Q) C L ().

ou

M.Kodifa Explosion en temps fini



2.4. PROPRIETE DE LA FONCTION F 23

Soient (y1,y2) € HE(Q), alors (y1,y2) € L* (). Donc

(y1,12) € L' (5).

On applique I'inégalité de Holder sur p = -5 et ¢ = § on trouve

/ g + (1= @)y (g1 — ) da < / (I — 9))™ de

Q Q

n
2

/ <|ay1 +(1- oz)y2|2(7_1)> dz.
Q
2 2
= 1 = w2l 2, o o + (1= el 050

Ce qui implique

/ Jagn + (1= @)yl (g1 = ) do < C llgs — ey lagn + (1 = @)l 200
(2.3)
Mais
Va,b € X,Va,B € R,3C > 0. ||aa + bl < C (Jlallx + |6l x)

alors

2(~v—1 2(’771)
lay: + (1 — a)yQHL((’Z/_l))n(Q) <C <||y1||('y—1)n(Q) + ||?/1||(7_1)n(9)> :

Dans tout ce qui suit, C' est une constante positive.
D’aprés 'inégalité algébrique
VA, B >0,Yp >0, (A, B)” < max(1,2°" (AP + BY),
on trouve
loys + (1 = @)y l30 ey < € (11l -y + ||y1||<7_1>n<m) -

D’autre part, v < -5 alors (y — 1)n < ﬁ, d’aprés le corollaire ( et .
on a

HY(Q) c LU=Y™(Q),
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i)

avec une injection continue.
Mais H}(Q) € H'(Q) avec une injection continue alors H{(Q) ¢ LO~Y"(Q) avec
une injection continue, alors
||y||L('Y*1)n(Q) <C ||y||H3(Q) ,C > 0.
Donc
2(v—1 2(v—1 2(7—1
o + (1 = @) 30,0 < € (Il + leelila))
De (2.3)) on trouve
2 2(v-1 2(v-1 2
1F@W) = SO < € (Il + Il ) v = il
S 2 A 2
< VCsly1 — ?/2||H5(Q) < VCp|U -V,

pour tout U,V € B.

De méme pour n = 1.2.
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2.5 Théoréme d’existence

D’aprés ce qu’on a montré, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.1. /1]

Yo
1. Si € H}(Q) x L*(Q) alors le systeme admet une solution faible y
%
telle que
Y
€ C([0,T[; Hy() x L*(2))
Yt
Yo
2. Si € (H*(Q)NHY(Q)) x L*(2) alors le systeme admet une solution forte
Y1
y telle que
Y
& C ([0, T1; (HA(Q) 0 HA(9) x HLQ) nC* (0,T]; HH(Q) x IX(9))
Yt
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3.1 Explosion en temps fini de I’équation des ondes avec
un terme source

3.1.1 Conservation de 1’énerge

Dans cette partie, on utilise la méthode du multiplicateur pour montrer que 1’énerge de
la solution du systéme (2.1]) définie par :

(PN IR R
E = — —|Vy|" — —— 1y | d
o) = [ |3+ 51908 = i
est conservative.
Lemme 3.1. :
Pour tout t > 0, on a

E(ya yt) = EOa

avec

1

1 lyo "t du,

I, o 1 2
Ey = — - |V —
o= [ |5+ 5190l
Preuve 3.1. :

=0

Il suffit de montrer que 7 =

On multiplie la premiére équation du ({2.1)) par y, on trouve

iy = Ayyi + [y e,

et on intégre sur €2 pour obtenir

/yttyt dx:/Ayyt dx+/ " yy: da. (3.1)
Q Q Q

et on applique la formule de Green, on trouve

0
/ Ayy, dz = / Ly, do — / VyVy, dz,
Q o0 ON Q

et comme y = 0 alors y; = 0, donc

/ Ayy; dz = —/ VyVy, dz,
Q Q

Maintenant, on remplace dans (3.1)), on trouve

/yttyt dr = —/VyVyt dfv+/ " yy, da,
Q Q Q
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c’est a dire
/yttyt dz + / VyVy, dz —/ ly" " yy da = 0. (3.2)
Q Q Q
Mais

1, 5 1., 1 o
E =/ |z ~ Wy = —— |y d

Si on dérive par rapport a t on trouve

d B d 1 41
th(ZJ»yt) —/Q |:ytt yr + Vy:Vy dt (7_’_ 1 ’Z/‘ )] dz,

Considérons la fonction
g:R = R telle que g(s) = |s|"*",
On a g est différentiable sur R et ¢/(s) = (y+1)|s|" " s, alors

d

—FE(y,y) = / Y Y do + / VyVy, dx —/ ‘y’%ly Y d,
dt Q Q Q

Donc, de (3.2), on trouve %E(yvyt> = 0.
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3.1.2 Théoréme d’explosion

On énonce maintenant le résultat principale de ce méméore.

Théoréme 3.1. /(i)

Si 7y satisfait (2.2), et si Ey < 0, ou bein Ey = 0 et (yo,y1) > 0, alors il existe
t* > 0 telque

1
2 2 13
(Oll20 + I9(Ol20]* = +oo.

lim
it

y(t)HLvH(Q) = hm [

Preuve 3.2. :

Considérons la fonction F' définie comme suit

F(t) = ||y(t)||22(9)

On a
Fit) =& (lOle) = (o lvylde)
= Jo ey +yy)de =2 [ yy do.
Donc
F/(t) = 2 <y7 yt>L2(Q) .
On a aussi
d
" o
= 2/ (Yery + yeye) da,
Q

alors

F"(t) = 2/Q ve|” + yuy)da.
On remplace 1;; par sa valeur, on trouve
F(t) 22/ (lgel” + yAy + [y["") da.
Si on applique la formule de Green et comme y = 0 sur 02 on trouve

F'(t) = 2/ (lys” = VyVy + |y|"™) da
Q
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Puisque E est conservative alors on a

F(t) - 2(»7+1 0 ‘y’wl dr +4E, = F"(t) — ’y—i—l fQ ‘Z/WH dr +4E(y, y:)

=2 [, ([ye” = [Vy)* + [y|"*) dz

2 2
—2L oy e 2 [l + V] de

1
_ﬁ Ja ly["™ de

= 4fQ |yt|2dx >0,

donc
Fl/ (t)

/| "YJFI de — 4EQ

7+1
De plus, on a
y>1l=~v+1>2

= L"1(Q) C L*(Q) avec injection continue

= |yl o) < CllYllpaisgay, Yy € L7H(Q)

Alors
1 % Y41
2 ~+1 2
(/ !yIde> SC(/ Iylwdx) = (/ \y!2dw) SC/|yIW+1dx,
Q Q Q Q
donc
2(y+1)
F"(t) > % / "t dz — 4F, > Y4, (3.3)
Y
Ouk > 0.

Si Ey < 0 alors, de (3.3)), on trouve F’(t) > 0 (alors F est croissant), alors peut montrer qu’on
peut toujours prendre (yo,y;) > 0.

Comme F” > 0, on obtient que F” est croissante.

Ce qui implique que F' et F’ sant positive.

D’ou |
§F’2(t) >——F72 (t)+C.
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Ceci implique que

F'(t)> ]| —— ,
02| 5 F 0
On intégre sur [0,t] on trouve
¢ 1 4k
/ P (). (s)ds < —y | —2_y
0 v+ 3
ce qui implique
y+3 y+3 4k
— F‘4+1t—F_T+1O> —\ | ——t,
—m 7 (PR (0) 3
mais vy > 1 alors
_ >0
—B'TT” +1 -1
Alors
1— 1— 4k Y — 1
Fat)—F7(0)<—y— x1—¢
(1) = P 0) < =y = <
1—v 1—v "Y - 1 4k
— F 1 (t)<F 7 (0)— ——| ——=t
0 < P70 - T 5
1y 1
— 71 (t) > — . ,
F(0) — 252 /5t
ceci implique que I explose en t* telle que
. A/ FBFT(0)
th = ,
(v —1) vk

D’apreés la proposition ([1.1]) on a
1yl r20) < CIVY(O)l 20y »

alors

()20 < € IV a0 + 3D 32gey )

ce qui implique
1
2

lim [ (1990 20) + Oy ) | * = 00

t—t*

D’autre part, on a
1yl 2y < CllyOll 1) »

alors
lim
tst*

Y@l 110y = 00,
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3.2 Explosion en temps fini de I’équation de chaleur avec
un terme source

3.2.1 Décroissance de I’énerge

Dans cette partie, on utilise la méthode du multiplicateur pour montrer que I’énerge de
la solution du systéme définie par :

1 9 1 1
Ew)= [ |=|Vy> = —— |y du,
(y) /9{2| Y| wrlIyl T

est décroissante.

Lemme 3.2. :

Pour tout t > 0, on a

E(y) < Ey,
avec
1 2 1 1
Eo= | |=|Vyol* = —— |yo|"™"| da,
0 /Q {2| yo| 1 |yo|

Preuve 3.3. :
Il suffit de montrer que Cil—f < 0.

On multiplie la premiére équation du par y; on trouve

vy = Ayy + Iyl”’_l YYt,

et on intégre sur ) pour obtenir

/yf dx:/Ayyt dx—l—/ " gy de. (3.4)
Q Q Q

et on applique la formule de Green, on trouve

0
/Ayyt dz :/ —yyt do — / VyVy, dx,
Q a0 On Q

et comme y = 0 alors y; = 0, donc

/ Ay, de = — / VyVy da.
Q Q

Maintenant, on remplace dans (3.4), on trouve

/yf do = —/VyVyt dw+/ " gy de,
Q Q Q
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¢’est a dire
/yf dz + / VyVy, dz — / " yyi dz = 0. (3.5)
Q Q Q
Mais

1, 1 .
Ely)= [ |=|Vy]? = ——y|"™"]| da,
= [ 519 = 1] as

Si on dérive par rapport a t on trouve

d d 1
“E(y) = — [ —— |y

Counsidérons la fonction
g:R = R telle que g(s) = |s|"*",

On a g est différentiable sur R et ¢/(s) = (y+1)|s|" " s, alors

d _
aE(y) Z/VyVyt d:v—/ " gy, d,
Q Q

Dong, de (3.5, on trouve
d

EE(%%) — —/ny de <0
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3.2.2 Théoréme d’explosion

On énonce maintenant le résultat principal de ce mémeéore.

Théoréme 3.2. [i)

Si v satisfait (2.2)), et si Ey < 0, ou bein Ey = 0 et (yo,y1) > 0, alors il existe t* > 0
telque

1
. . 2 2
Hm [[y(t)[| 1) = tlgg VY ()] 720] * = +oc.

t—t*

Preuve 3.4. :

Counsidérons la fonction F' définie comme suit

F(t) = [ly(®) 720 -

Ft) =& (WOlw) =& (olyylda)

= fg (yey +yy,)do =2 fQ yry da.

Donc
F'(t) =2y, yt>L2(Q) :

On remplace y; par sa valeur, on trouve
FI(t) = 2/ (lonl* + Ay + y|"*") da.
Q

Si on applique la formule de Green et comme y = 0 sur 02 on trouve

F'(t) =2 [, (=VyVy+ |y da.

=2 [, (= [Vyl* + o) da.
Puisque E est décroissante c’est a dire Ey > E(y). alors on a

Fi(t) = 202D [y de 1 4By =2 [, (= |yl + ™) do — 2020 [yt de
Y Y

+4 [% Vyol — =1 !yo|”+1] da
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On a Ey > E(y),donc

F'(t) — 2(711 Joly™ Az +4Ey >2 [, (= |Vy[* + |y ) dz

2(y— 1 2 1
=~ [y w4 S, [HIVP - Y de

> v+1 Ja " da — 2 [, \Vy|* dz + 2 [, Vy|* dz — 7+1 0 ly|"* dz
>0,
donc
F'(t "ldr — AE
02 2= [yt as - as,
De plus, on a
Y>1=~v+1>2
= L"(Q) C L*(Q) avec injection continue
= [yl r20) < C Yl 1) VY € Q)
Alors
T e
(/ ly[* dx) <C (/ ly["™ dl’) (/ lyl* dx) < 0/ ly["" da,
0
donc
2 y+1
F'(t) > —/ " dx — 4B, > kFCF — 4E, (3.6)
v+1
Ou k> 0.

Si Ey < 0 alors, de (3.6), on trouve F'(t) > 0 (alors F est croissant), alors on peut montrer
qu’on

peut toujours prendre (yo,y;) > 0.
Ce qui implique que F' et F’ sant positive.

D’ou »
F'(t) > kF™ (t) + C.

On intégre sur [0,t], on trouve

t t
/ F~'% (s).F'(s)ds < / k ds,
0 0
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ce qui implique

mais vy > 1 alors

”T”Jrl = 137 <0
Alors
2 (FI?(t)—FIT”(o)) > ki
1 —x
— FT(t) > (%F‘”(owkt) %

ceci implique que F' explose en t* telle que

P ()
T k(—y)
2
1—v 2
—t"=—-F"72 (0) ,
k(1 —7)
2P0
k(y—=1)"

D’aprés la proposition ([1.1]) on a
||y(t)||L2(Q) <C ||Vy(t)||L2(Q) )

alors
2 2
ly(®) 320y < € (I8 20))

ce qui implique

1=

t—t*

lim [I1Vy(8) 1720y * = +o0

D’autre part, on a
||y(t)||L2(Q) < C ||y(t)||LW+1(Q) ’

alors
lim
her

y(t)||m+1(g) = +00,
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a présenté le résultat de I'explosion en temps fini des I’équations

des ondes et chaleurs avec un terme source. Ce dernier a été obtenu par J.M.Ball.
La méthode utilisée est basée sur théoréme de continuation pour les équations différe-

ntielles ordinaires. et la méthode multiplicateur et on applique le théoréme de semi

groupe pour obtenir 1’éxistance.
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