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Préface

Le présent polycopié, intitulé Cours et exercices d”Algebre I, est destiné aux étudiants
inscrits dans le domaine Sciences et Techniques — 1ére année LMD et Ingénieur. Il a
pour objectif de présenter, de maniere structurée et accessible, 'ensemble du programme
officiel de la matiére Algébre I dispensée au premier semestre.

Ce support a été élaboré dans un esprit pédagogique, alliant rigueur scientifique et
progression méthodique. Chaque chapitre expose les notions fondamentales du cours,
illustrées par des exemples représentatifs et suivies d"une sélection d’exercices corrigés,
congus pour renforcer la compréhension et ’autonomie de 1’étudiant.

Le contenu de 'ouvrage s’articule autour de trois chapitres principaux :

Chapitre 1: Ensembles, relations et applications

a) Théorie des ensembles.
b) Relations d’ordre et d’équivalence.
c) Applications injectives, surjectives et bijectives; application réciproque, image di-
recte et image réciproque.
Chapitre 2 : Nombres complexes

a) Définition et propriétés de base des nombres complexes.
b) Représentations algébrique, trigonométrique, géométrique et exponentielle.
c) Racines d'un nombre complexe : racines carrées, résolution de I’équation az> +
bz +c =0 (aveca, b, c € C) et racines n-iemes d'un nombre complexe.
Chapitre 3 : Espaces vectoriels et applications linéaires

a) Espaces vectoriels, bases et dimension : définitions et propriétés fondamentales.
b) Applications linéaires : noyau, image et rang.

L’objectif de ce document est de fournir a I'étudiant de premiere année un outil de
travail cohérent et complet, favorisant une assimilation progressive des concepts de base
de l'algebre, pierre angulaire de toute formation scientifique et technique.

Conscient que tout ouvrage, en particulier dans sa premiere édition, peut comporter
des imprécisions ou des fautes résiduelles, ’auteur invite les lecteurs a bien vouloir signa-
ler toute erreur ou suggestion susceptible d’enrichir et de perfectionner ce support.

Les remarques peuvent étre adressées a :

[zoukenioual64@gmail.com]



Chapitre 1

ENSEMBLES, RELA-

TIONS ET APPLICATIONS
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1.14 Introduction

La notion d’ensemble constitue le langage de base des mathématiques. Elle permet
de décrire et d’organiser les objets étudiés. Les relations et les applications prolongent
naturellement cette idée : les premiéres expriment des liens entre éléments, tandis que les
secondes définissent une correspondance précise entre deux ensembles.

Ce chapitre présente ces notions fondamentales. On y introduira les opérations sur les
ensembles, les principaux types de relations et les propriétés essentielles des applications,
illustrées par des exemples simples.

1.24 Généralités sur les ensembles

1.2.1 » Ensemble

Un ensemble est une collection d’objets qui ont la méme propriété. Chaque objet
est un élément de 1’ensemble.

Remarque 1.2.2. Un élément x est distinct de I'ensemble {x} c’est a dire x # {x}.

i—LExemple 1.2.3} l

Soit E I’ensemble des entiers qui divisent 20, on aura :

E = {1,2,4,5,10,20}

1 [Exemple 1.2.3 }—j
)
i—[Exemple 1.2.4 ] 1

— L’ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}.
— L’ensemble des entiers relatifs Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}.
— L’ensemble des rationnels Q = {g | peZ,qeN\{0}}.

— L’ensemble des réels R, par exemple 1,1/2, 77, In(2),...
— L’ensemble des nombres complexes C.

T [Exemple 1.2.4]—T

Un ensemble peut se définir de deux manieres :
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— En extension : en donnant la liste de tous ses éléments. Par exemple, 'ensemble des
nombres naturels pairs inférieurs ou égaux a 10 est

E ={0,2,4,6,8,10}.
— En compréhension : en caractérisant ses éléments par une propriété. Par exemple,

E={xeIN|0<x<10etx est pair}.

Exemple 125
— ) )

On considére les trois sous-ensembles finis de R suivants :

A={xeR|x*-3x+2=0} (défini en compréhension)
B=1{1,2} (défini en extension)
C=1{1,2,+/2} (défini en extension)

T [Exemple 1.2.5]—T

On peut représenter graphiquement un ensemble a l’aide d'un diagramme de venn. Considérons
par exemple I'ensemble E = {0, 2,4, 6,8, 10}.

\

Diagramme de Venn de 'ensemble E = {0, 2,4, 6,8, 10}.

»»» Appartenance,Inclusion et Egalité

Soit E un ensemble non vide.

— Si x est un élément de E on dit aussi que x appartient a E et on écrit x € E. Si x n’est
pas un élément de E, on dit que x n’appartient pas a E et on écrit x € E.

— L’inclusion. E < F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit :
Vx € E (x € F). On dit alors que E est un sous-ensemble de F ou une partie de F.

— L'égalité. E = F si et seulement si E ¢ F et F — E. Dans le cas contraire, on dit qu’ils
sont distincts et on note E # F.

Remarque 1.2.6. 1. L'ensemble vide noté &; (ou {}) est un ensemble sans éléments et
de plus il est inclus dans tout ensemble E.

2. Si A et B sont deux ensembles finis et si A B alors card(A) < card(B).

3. Soient A, B, C trois sous-ensembles d'un ensemble E.Si A < Bet B < Calors A c C.
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»»» complémentaire, union et intersection

— Complémentaire. Si A C E,

CEA={xecE|x¢ A}

Il est aussi noté E\A et parfois A° ou A ou (4.

CkA=E\A

&

— Union. Pour A, B Cc E,

AuB={xeE|xeAouxeB}

AuUB

-

— Intersection. Pour A, B c E,

AnB={xeE|xeAetxeB}

AnB
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»»» Différence et Différence symétrique

— Différence. Si A,B — E, La différence de deux sous-ensembles A et B de E, c’est
I’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a B,

A\B={xeE|((xeA)et(x¢B))} = An (E\B).

A—B B-A

-
i—{ExempIe 1.2.7]
g 1

Soit A = {1,2,3,4} et B= {3,4,5,6}. Alors :
A\B ={1,2}, B\A = {5,6}.

T [Exemple 1.2.7]—T

— Différence symétrique. Si A, B  E,
La différence symétrique de deux sous-ensembles A et B d'un ensemble E, c’est

AAB = (A\B) U (B\A) = (AUB)\(AB).

~N
AAB

-
i—{Exemple 1.2.8]
g 1

Soit A © Z I’ensemble des entiers divisibles par 2 et B < Z 'ensemble des entiers di-
visibles par 3.
Alors AAB est I’ensemble des entiers divisibles par 2 ou 3 mais pas par 6,

AAB={...,-9,-8,-4,-3,-2,0,2,3,4,8,9,14,15, .. .}.

T [Exemple 1.2.8]—T
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1.2.2 » Propriétés
Soient A, B, C des parties d'un ensemble E.
(1) AnB=BnA
2 An(BnC)=(AnB)nC

B) AN =0, AnA=A AcB< AnB=A
idempotence, inclusion)

4 AuB=BUA
5) Au(BuC)=(AuB)uC

6) Avog=A, AuvA=A, AcB< AuB=8B
idempotence, inclusion)

(7) An(BuC)=(AnB)u(AnC)
8 Au(BNC)=(AuB)n(AuC)

(Commutativité du n)
(Associativité du n)

(Elément neutre,

(Commutativité du v)
(Associativité du U)

(Elément neutre,

(Distributivité du n sur v)

(Distributivité du U sur n)

(9) C(CA)=A etdonc AcB<=[(Bcl(A (Complément double / loi de De

Morgan)
(10) C(AnB) =CAUCB
(11) C(AuB) =CANnCB

(12) A\B= AnC(B

(13) AAw=A, ©0\A=0
(14) A\A =0

(15) AB=@ <= AcB

(16) AB=A «— AnB=0
(17) (A\B)\C = A\(BuC)

(Loi de De Morgan)
(Loi de De Morgan)

(Définition via complément)

(Elément neutre)
(Idempotence)

(Lien avec inclusion)
(Si disjoint)

(Différence successive)

(18) A\(BnC) = (A\B) u (A\C) (Distributivité sur intersection)

(19) A\(BUC) = (A\B) n (A\C)

(200 AAB = (A UB)\(AnB)

(Distributivité sur union)

(Différence symétrique)

1) AAB= (A\B)u (B\A), AA@=A, AAB=BAA (Différence

symétrique : propriétés)

(22) AA(BAC) = (AAB)AC, A~ (BAC)=(AnB)A(AnC) (Associativité et

distributivité du A)

Voici les dessins pour les deux derniéres assertions.
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~N
CEA CEB

E IE
- J
~N

C(AUB)=CANCB C(AnB)=CAUCB

IE E

- J

Remarque 1.2.9. Soient E et F deux ensembles. En pratique, on a deux méthodes pour
démontrer que E = F :

1. Soit on montre la double inclusion F « Eet E c F.

2. Soit on utilise directement la propriété d’extentionnalité, en montrant que pour tout
x, x € E < x € F par équivalences successives.

Démonstration. Des preuves pour quelques propriétés :
(7) Preuvede An(BuC)=(AnB)u(AnC):

xeAn(BuC) < xeAetxe (BuC)
«— xeAet(xeBouxeC)
<« (xeAetxeB)ou(xeAetxe(C)
< (xe AnB)ou(xe AnC)
< xe(AnB)u(AnC).

(10) Preuvede C(AnB) =CAUC(B:

xeC(AnB) — x¢ (AnB)
<= non (xe Aetxe B)
<« (x¢ A)ou (x ¢ B)
<= xe (A UlB.
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1.2.3 » L’ensemble des parties d’un ensemble

Etant donné un ensemble E. On note P(E) 1’ensemble des parties de E et on écrit

P(E) = {Atelque: A € E}

Exemple 1.2.10)
— ) )]

SiE={1,2,3}:

7)({112/3}) = {@, {1}/ {2}/ {3}/ {112}/ {1/3}1 {2/3}/ {11 2'3}}'

T [Exemple 1.2.10]—T

Remarque 1.2.11. L'ensemble vide et E sont toujours des éléments de P (E).

1.2.4 » Partition d’un ensemble

R B Fakin il it N

Soient E un ensemble non vide et B une famille des parties de E. On dit que B est
une partition de E si

(1) Tout élément de B n’est pas vide.
(2) Les éléments de B sont deux a deux disjoints.

(3) La réunion des éléments de B est égale a E.

- J

i—[Exemple 1.2.13}

Soit E = {1,2,3,4}, ona: B = {{3}, {4}, {1,2}} est une partition de E.

[Exemple 1.2.13]—T

1.2.5 » Produit cartésien

—(Définition 1.2.14. )

Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F, est I'ensemble
des couples (x,y) ott x € E ety € F. On écrit :

ExF=(xy)|xcEetyeF.
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1. Non-commutativité :
ExF# FxE engénéral.

En effet, (x,y) # (v, x) sauf cas particuliers (ex : E = F et x = y).

1"

2. Distributivité sur l'union :

Ex(FuG)=(ExF)u(ExG).
3. Distributivité sur l'intersection :

Ex(FnG)=(ExF)n (ExG).
4. Différence ensembliste :

E x (F\G) = (E x F)\(E x G).
5. Cardinal du produit cartésien :
Card(E x F) = Card(E) x Card(F).
6. Produit cartésien avec ’ensemble vide :
ExO=0xE=0.
7. Produit cartésien d’un singleton :
{a} xF={(a,y) lye F}, Ex{b}={(x,b)|xeE}

Représentation géométrique

Si E et F sont des sous-ensembles de IR, alors E x F représente 1’ensemble des points du
plan ayant pour abscisse un élément de E et pour ordonnée un élément de F.

i—[Exemple 1.2.15}

a) RZ=RxR={(x,y) | x,yeR}.
b) Si A = [2,5] et B = [2,4], le produit

[2,5] x [2,4] = {(x,y) [2<x <52 <y <4}

est un sous-ensemble de R? qui peut étre représenté par le rectangle sur la figure
ci-dessous.

0 [0,1] x[0,1] x [0,1] = {(x,y,2) |0 < x,y,2 < 1}



ENSEMBLES, RELATIONS ET APPLICATIONS 14

B A xB

)
&1 +

A

FIGURE 1.1 - (b)

z

A

01
Ave

FIGURE 1.2 - (c)
. J

[Exemple 1.2.15]—T
P 16 (ol ¢l sz N

Soit E un ensemble fini. On appelle cardinal de E, et on note Card(E), le nombre
d’éléments distincts de E :

Card(E) = nombre d’éléments de E.
- J

Propriétés cardinal dun ensemble
= Card(@) =0
- Card({a}) =1
> SiAnB = g,alors:Card(A v B) = Card(A) + Card(B)
- En général : Card(A u B) = Card(A) + Card(B) — Card(A n B)
- Card(A\B) = Card(A) — Card(A n B)
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- Card(A x B) = Card(A) x Card(B)

- Si A < B, alors Card(A) < Card(B)

- Card(P(E)) = 2¢@d(E)  (nombre de parties de E)
-> Si E et F sont finis :

Card(F(E,F)) = (Card(F ))Card(E) (nombre de fonctions de E vers F)

Exemple 1.2.17]
I ) )

Soient E = {-2,-1,0,1,2,3,4}, A={1,3,4, B={-2,0,1,23}, C={02}.

AUB={-2,-1,0,1,2,3,4} = E,

AnB=1{1,3},
A = {—2,-1,0,2},
CeB = {—1,4},
A\B = {4},

B\A = {-2,0,2},
A x C=1{(1,0),(1,2),(3,0),(3,2),(4,0), (4,2)},
Cx A=1{(0,1),(0,3),(0,4),(2,1),(2,3), (2,4)}.

T [Exemple 1.2.17]—T
W
i—[Exemple 1'2'18J l

Soient A = {1,2,3} et B={3,4,5,6}.Ona:

Card(A) =3, Card(B) =4, Card(AnB)=1,
Card(AuB)=3+4-1=6.

T [Exemple 1.2.18]—T

1.34 Exercices

Exercice 1

Décrire I’ensemble E des entiers naturels pairs, 'ensemble F des entiers naturels im-
pairs et strictement inférieurs a 8.
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Solution: Description d’ensembles

E={nelN|(@3meN)(n=2m)}.

E={neN|((AmeN)(n=2m+1)et(n<8)}=1{1,3,57}.

 Exercice 2

I. Décrire les parties de R dans lesquelles évoluent x pour que les assertions suivantes
soient vraies.

1) (x >0etx <1)oux =0.
2) (x>3etx <5)etx # 4.
3) (x<0etx>1)oux =4.
4 x=>0=x>2

II. Soient A et B deux ensembles non vides tels que : A = {x € IN : 2"2—+3 < 44,
B={xeZ: |x—1] <%}

a. Définir les deux ensembles A et B d’autre maniere (dans lesquelles évoluent x), puis
donner leurs cardinals.

b. Déterminer A~ B, Au B, B\A, (N (A) et Cz (B).

III. Comparer les ensembles Cr (A) N Cr (B) et Cr (C) tels que : A =] — o0, 1[,B =
12,40[et C =] — o, 1[U]2, 40|

Solution:

I. Décrire les parties de R dans lesquelles évoluent x pour que les assertions suivantes
soient vraies.

1) (x> 0etx <1)oux =0.

xe[0,1]

2) (x>3etx <5)etx # 4.
x €]3,4[u]4,5]

3) (x<Oetx>1)oux =4
x € {4}

1) x>0=x=2
x €] —0,0[u[2, 40|

II. Soient A et B deux ensembles non vides tels que : A = {x € N : 2"2—+3 < 4},
B={xeZ: |x—1] <%}

a. Définir les deux ensembles A et B d’autre maniere (dans lesquelles évoluent x), puis
donner leurs cardinals.
A={xeN: 2B <4} ={0,1,2}
B={xeZ: |x-1<3}={0,1,2}
Card(A) = Card(B) =3
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b. Déterminer A n B, Au B, B\A, (N (A) etCz (B)
AnB=101,2)
AUB=1{0,1,2}
B\A=¢
In(A) =N-1{0,1,2} = {3,4,..}
tz(B)=Z—{0,1,2} = {...—2,-1,3,4,..}

III. Comparer les ensembles Cr (A) N Cr (B) et Cr (C) tels que : A =] — o0, 1[,B =
12, 40[ et C =] — o, 1[U]2, 40|
[ZIR (A) =[1, 4]
(x (B) ] ,2]
(R (A) N Cr (B) = [1, +o0[n] —0,2] = [1,2]
(r (C) =Cr (AUB) =C(gr (A) n(r (B) = [1,2]

D

Exercice 3 Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E,

I. Montrons que :

1) An(BuC)=(AnB)u(AnC).
2) AU(BNnC)=(AuB)n(AuC).
3) AcB< AnB=A.

4) AvVUB=AnC=Bc AcC.

5 AnB=AUB.

6) AUB=AnB.

II. Montrons par contraposition que :
1) AuB=AnB=A=B.

2) AxB=¢p=>A=¢vB=¢.

III. Simplifions les ensembles suivantes :

1) AUBnCuU A.
2) AnBuCn A.
3) (AnB)n(AnC).

Solution: Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E,

I. Montrons que :
1) An(BuC)=(AnB)u(AnC).

xe An(BuC) «<— xeArxe(BuC) «< xeAr(xeBvxe(C)
< (xeArxeB)v(xeArxe(C)
< (xeAnB)v(xe AnC)
«— xe(AnB)u(AnC).

Donc An (BuC)=(AnB)uU(AnC).
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2) Au(BnC)=(AuB)n(AuCQ).
xe Au(BnC) < xeAvxe(BuC) «< xeAv(xeBaxeC(C)
< (xeAvxeB)an(xeAvxeC)
< (xeAUuB)A(xe AuC)
< xe(AuB)n(AuC).

DoncAu(BnC)=(AuB)n(AuC).
3) Ac B« AnB=A.
@Q AcB= AnB=A.

On suppose que A B et on montre que A n B = A Pour cela, on doit montrer
les deux inclusions AnBc AetAc AnB

e AnBc ASoitxe AnBalors (xe A)et(xe B)donc (xe A)

On obtient alors
xeAnB=xc A

AinsiAnBc A
e Ac AnBSoitx e Aalorsx e Bcar A« Bdonc (x € A) A (x € B)

On obtient alors
xeA=xcAnB

Ainsi A < An B.D’ou

AnB=A

Donc

AcB=AnB=A (1)

(b) AnB=A= AcB.
On suppose que A n B = A et on montre que A — B
Soit x € Aalorsxe AnBcar A= AnBdonc (xe A) A (xeB).Ainsix € B
On obtient alors
(xe A=xeB)«< AcCB

D’ou

A=AnB=AcB (2
De (1) et (2) on obtient :
AcB< AnB=A

4 AuUB=AnC=BcAcC.
Soit x € B alors x € A u B etdonc x € A nC, en particulier x € A. On en déduit
que A < B.
Soit x € A. Alors x € AU B etdonc x € A nC, en particulier x € C. On en déduit
que A c C.
DouAuB=AnC=BcAcC.
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50 An B = A uU B. Pour montrer l'égalité, on montre que
Vx,xe AnB<=xe AUB

xeAnB < x¢(AnB)

Dot AnB=AUB.
6) AUB=AnB.
La (6) égalité peut se prouver de la méme maniere que(5).
II. Montrons par contraposition que :
1) AuUB=AnB= A =B.
Montronsque: A # B= AuB # AnB.
On suppose que :
A#B
Alors:3xe A—Boudxe B—- A
casl:dxe A—-B

xeA—B = x€eAAx¢B
xeAuBAx¢AnB
AuB#AnB

cas2:dxeB— A

xXeB—A = xeBarx¢A
xeAuBAx¢AnB
AuB#AnB

Donc :
A#B=AuUB#AnB.
Par contraposition on déduit que :
AuB=AnB= A=B.

2) AxB=¢p=A=¢vB=9¢.
Montrons que: A # ¢ A B # ¢ = A x B # ¢.
On suppose que: A # ¢ et B # ¢
Alors:3xe A,ye Bd'ou (x,y) € A x B,
Donc A x B # ¢
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Par contraposition on déduit que :
AxB=¢p=>A=¢vB=4¢.

ITII. Simplifions les ensembles suivantes :

1) AUBnCuUA.

AUBNnCUA (AnB)n(Cn A)
= (AnA)n(BnC)
= ¢n(BnQC)

¢
2) AnBUCn A

AnBuCnA (AUB)U(CUA)
= (ZUA)U(EF\E)
= Eu(BuC)

E

3) (AnB)n(AnC).

(AnB)n(AnC)

— o

(AnB)nA]U[(AnB)nC]
(AnA)nB]U[(AnB)nC]
= [(me]u[AmBmE]
= gbu[AmBmE]
= AnBnC

1.44 Relations binaires dans un ensemble

1.4.1 » Définition et Propriétés

Soient E un ensemble, x et y deux éléments de E. S'il existe un lien qui relie x et
y, on dit qu’ils sont reliés par une relation R et on écrit

xRy ou R(xy).

~
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i—[Exemple 1.4.2} l

Soit E = R et Vx, y € E, on définit :

YRy — |x|—|y|=x—y.
T [Exemple 1.4.2]—T

Propriétés

1. Réflexivité : On dit que R est réflexive dans E si :

Vx e E: xRx.
2. Symétrie : On dit que R est symétrique dans E si :
Vx,y € E: xRy = yRx.
3. Antisymétrie : On dit que R est antisymétrique dans E si :
Vx,ye E: (xRy et yRx) = x =y.
4. Transitivité : On dit que R est transitive dans E si :

Vx,y,z € E : (xRy et yRz) = xNRz.

1.4.2 » Relation d’équivalence
On dit que R est une relation d’équivalence sur E si A est a la fois réflexive, symétrique
et transitive.
»»» Classe d’équivalence

Soient 2R une relation d’équivalence sur E et a € E. On appelle classe d’équivalence de a,
notée d ou i, 'ensemble des éléments x de E qui sont en relation R avec a, c’est-a-dire :

a=x¢cE:xNRa.

ou encore
4 =xeE:aRx.
»»» Ensemble quotient

Soit R une relation d’équivalence sur E. On définit 1'ensemble quotient de E par la rela-
tion ;R comme 'ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de E, noté :

E/"=a,acE.
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Propriétés. Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence dans E. Pour tout x € E,
ona:

1

2
3
4

.VaeE:aea
.Va,beE:aRb «— a=0>b (autrementdit,ach «— a=1>0)
.Va,beE:ia#b «— anb=0

LE=Ja

acE

i—LExemple 1.4.3}

Dans R, on définit la relation binaire 2 par :

1.
2.

Vx,ye R ; xRy — xz—yzzx—y.

Montrer que R est une relation d’équivalence.

Soit a € R. Préciser la classe d’équivalence de a.

Solution.

1.

Montrons que R est une relation d’équivalence.
Réflexivité :
VxeR: xRx;?

Soit xe R.Ona:

Ry = x2—x2=x—x < 0=0

Dongc, Vx € R : xfRx, alors R est réflexive. (1)

R est-elle symétrique?
(Vx,y e R: xRy = yRx)?

Soient x, y € R, on suppose xRy et on démontre que yRx. On a:
Ry =x° —yP=x—y

= (" —x*) = —(y—x)

=y -x*=y—x

= YRx.
Donc, Vx,y € R : xRy = yRx, alors R est symétrique. (2)

R est-elle transitive?

(Vx,y,z € R : xRy et yRz = xRz)?

Soient x,y,z € R, on suppose xRy et yRz et on démontre que xRz. On a:

YRy — xz—y2:x—y (1.1)



ENSEMBLES, RELATIONS ET APPLICATIONS 23

et
YRz «— Y —22 =y —z (1.2)

En additionnant (1.1) et (1.2) :

oyt - =x—y+y—z
>y =x—z
= xRz.
Ainsi, R est transitive. 3)

Par (1), (2) et (3), R est donc une relation d’équivalence sur R.

2. Soit a € R. Déterminons la classe d’équivalence de a € fR.

Nous cherchons 1’ensemble
a=xelR:xRa,

c’est-a-dire les x vérifiant

xz—azzx—a.

Factorisons le membre de gauche :
(x—a)(x+a)=x—a.

On réarrange :

(x—a)(x+a)—(x—a)=0

— (x—a)((x+a)—-1)=0

— (x—a)(x+a-1)=0.
Donc les solutions sont données par

x=a ou x+a—-1=0 < x=1-a.
Conclusion :
a=a,;1—a.

Remarque : sia = % alors 1 —a = a et la classe d’équivalence se réduit a l'unique
élément

On vérifie bien que ces classes forment une partition de R : chaque élément de R
appartient a exactement une des classes {a,1 — a}.

T [Exemple 1.4.3 }—j

1.4.3 » Relation d’ordre

Une relation binaire YR dans un ensemble E est dite relation d’ordre si elle est a la fois
réflexive, antisymétrique et transitive.
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»»» Ordre partiel, ordre total

Soient E un ensemble et R une relation d’ordre dans E. On dit que 2} est d’ordre total

si

Vx,y € E : xRy ouyRx.

Et on dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est a dire
dx,y € E : x n’a pas de relation avec y et y n’a pas de relation avec x.

i—[Exemple 1 .4.4}

On définit sur R* la relation binaire 93, par :

a)
b)

Vx,y e R*: xRy < Jke N tel que y = kx.

Montrer que R est une relation d’ordre.
L'ordre R est-il total ?

Solution.

a)

b)

R est une relation d’ordre?
Nous vérifions les trois propriétés.
Réflexivité. Pour tout x € R*, prendre k = 1 € IN donne x = 1- x, donc xR x. Ainsi

R, est réflexive.

Antisymétrie. Supposons x,y € R* tels que xMy et yRix. Alors il existe k, £ € IN

avec

y=kx et x=1Uy.

En substituant la seconde dans la premiere on obtient
x =Ly = l(kx) = (lk)x.

Comme x # 0, on peut simplifier et obtenir /k = 1. Or £ et k sont des entiers natu-
rels strictement positifs, donc nécessairement / = k = 1. D’'ott y = x. Ainsi R est
antisymétrique.

Transitivité. Si xRy (donc y = kx) et yR,z (donc z = fy) pour certains k, ¢ € IN, alors

z =Lty = l(kx) = (Lk)x,

avec fk € IN, donc xR z. Ainsi Ry est transitive.
Par réflexivité, antisymétrie et transitivité, Ji; est bien une relation d’ordre sur R*.

L'ordre R, est-il total ?

Non, I'ordre n’est pas total. Pour étre total il faudrait que pour tous x, y € R* on ait
xR1y ou yRix. Ce n'est pas vrai en général. Par exemple, prenons x = 2 ety = 3.
Il n’existe pas de k € IN tel que 3 = k- 2 et il n’existe pas non plus de k € IN tel que
2 = k- 3. Donc ni 29313 ni 3R12 n’est vrai. Ainsi des il ya des éléments ne sont pas
comparables, et ’ordre est strictement partiel (non total).

[Exemple 1 .4.4]—T
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1.54 Exercices

Exercice 4

1. Dans IR*, on définit la relation R par :

1 1
Vx,ye][i*,xi)%y<:>x+;:y+§

Montrer que R est une relation d’équivalence, puis déterminer la classe d’équivalence
de —1,-2 et 3.

2. On considere la relation suivante :

Vx,y € R, xRy <= cos?(x) +sin’(y) = 1

Montrer que R est une relation d’équivalence, puis déterminer la classe d’équivalence
de 0.

3. Soit R une relation réflexive et transitive, soit & une relation qui est définit par

Vx,y € E, x8y < xRy et yRx

Montrer que & est une relation d’équivalence.

Solution:

1. Dans IR*, on définit la relation R par :

1 1
VX,ye]R*/xf)%y@x-F;:y_F];

Montrer que R est une relation d’équivalence, puis déterminer la classe d’équivalence
de —1,-2 et 3.

N Réflexive : ?
Soit x € R* fixé quelconque. Alors x + % =X+ % donc xRx.
Par conséquent, R est réflexive.

R Symétrique : ?
Soient x,y € R* 2 fixés quelconques tels que xRy. Alors x + 2 = y + % donc
Y+ i =x+ % donc yRx. Par conséquent, R est symétrique.

R Transitive : ?
Soient x,y,z € R* 3 fixés quelconques tels que xRy et yRz. Alors x + % =y+ % et
y+y=z+1
Par la somme des deux équations on obtient x + % =z+ %
sibien que xiz. Par conséquent, R est transitive. Ainsi, R est une relation d’équivalence.
(-1)={yeR*: (-1)Ry} ={yeR*: > +2y+1=0} = {-1}
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2. On considere la relation suivante :

Vx,y € R, xRy < cos?(x) + sin?(y) = 1
Montrer que R est une relation d’équivalence, puis déterminer la classe d’équivalence
de 0.
R Réflexive : ?
Soit x € R fixé quelconque. Alors cos?(x) + sin?(x) = 1 donc xMRx.
Par conséquent, R est réflexive(De la formule cos?(x) + sin?(x) = 1).
R Symétrique : ?
Soient x,y € R 2 fixés quelconques tels que x9Ry. Alors cos?(x) + sin?(y) = 1 alors on
a D'une part

sin® x + cos? x + cos? i + sin® y = (cos? x + sin®y) + (cos? y + sin® x)
=1+ (cos?y + sin” x)
Et d’autre part
sin? x + cos? x + cos’y +siny =1+1=2
Ce qui entraine bien cos?(y) + sin?(x) = 1 donc yMRx. Par conséquent, R est symétrique.

R Transitive : ?

Soient x,y,z € R 3 fixés quelconques tels que xRy et yMRz. Alors cos? x + sin’y =
let cos’y +sin’z =1

Par la somme des deux équations on obtient cos® x + (cos? y + sin?y) + sin®z = 2

Ce qui impliquecos? x + sin® z = 1. si bien que xRz.

Par conséquent, R est transitive. Ainsi, R est une relation d’équivalence.

0={yeR: 0Ny} ={yeR: cos?0+sin’y =1} = {}

3. Soit R une relation réflexive et transitive, soit & une relation qui est définit par

Vx,y € E, x6y < xRy etyRx

Montrer que & est une relation d’équivalence.

Exercice 5

1. Dans Z, on définit la relation R par :
Vx,ye Z, xRy <= ke Z,x —y =2k

Montrons que R est une relation d’équivalence :

2. On considere sur IR? la relation binaire 9} telle que :

/

V(x,y), (x,y) e R, (x,y)R(x,y) = x < xety <y

Montrer que ‘R est une relation d’ordre. L’ordre est total ou partiel ?.
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3. Soit R une relation définie sur N* comme suit :

Vx,y e N*, xRy < Jk e IN*, x = ky

Montrer que ‘R est une relation d’ordre. Est ce que I'ordre est total ou partiel ?.

Solution:

1. Dans Z, on définit la relation R par :
Vx,ye Z, xRy < Jke Z,x—y =2k

Montrons que R est une relation d’équivalence :

Réflexivité: xRxcarx —x =2.0et0e Z.

Symétrie : si xRy alors il existe k € Z tel que x —y = k2, onadoncy —x = —k.2 et
—k € Z d’ou yRx.

Transitivité : si xRy et yRz alorsil existe k, k' € Ztelsquex —y = k2ety—z = k'.2.
Ainsix —z=x—-y+y—z = (k+k').2. On en déduit que xRz

Donc R une relation d’équivalence sur Z.
Déterminons la classe d’équivalence de a.
a={xeR: xRa} ={xeR: x—a=2k}

2. On considere sur IR? la relation binaire 9} telle que :

V(5 y), (,y) e R (x, y)R(x, ) <= x < xety <y’
Montrer que R est une relation d’ordre. L’ordre est total ou partiel ?.

3. Soit R une relation définie sur N* comme suit :

Vx,y e N*, xRy < Jk e N*, x = ky
Montrer que ‘R est une relation d’ordre. Est ce que I'ordre est total ou partiel ?.

A réflexive : on a x)Rx pour tout x € IN*.

R transitive : si x divise y (c’est a dire il existe k tel que y = kx) et y divise z (c’est a
dire il existe k’ tel que z = k' y) alors z = k' y = (kk’) x donc x divise z.

R antisymétrique : si x0iy et yMx alors x = y.

Donc R est une relation d’ordre sur IN*.
L’ordre n’est pas total (donc partiel) car si on prend par exemple x =4 ety =5ona

xRy et yRx
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1.64 Applications

1.6.1 » Définitions

— Une application (ou une fonction) f : E — F, c’est la donnée pour chaque élément
x € E d’un unique élément de F noté f(x).

—Notation 1.6.1.] ~

On note une application par: f, g, h, - - -
f: E — F
x — y=f)

f(x) : s’appelle I'image de x par I'application f.
x : s’appelle 'antécédent de f(x) par I'application f.

- J

Antécédents :
Soit y € F. Tout élément x € E tel que f(x) = y est appelé un antécédent de y.
L’ensemble des antécédents de y est donné par I'image réciproque :

FH ).

Dans les figures suivantes, 1'élément y admet trois antécédents par 'application f, a
savoir x1, Xz, X3.

.
f
<_7
E =‘ F
LS
\ \ J

Remarque 1.6.2. 1l ya une differnce entre f et f(x) :
f : une application.
f(x) : est'image de x par 'application f.

»»» Graphe

Le graphe d’une application f : E — F est le sous-ensemble gr(f) = {(x, f(x))) | x € E}
du produit E x F.
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i—LExemple 1 .6.3}

La courbe représentative d'une fonction définie sur une partie de R est le graphe de cette

T fonction.
[Exemple 1.6.3]—T

I existe deux manieres de représenter graphiquement une application :

1. Premiére représentation : par ensembles (forme ovale).
Les ensembles de départ et d’arrivée sont représentés sous forme de deux ovales conte-

nant leurs éléments sous forme de points. La relation x — f(x) est représentée par une
fleche.

29

1

~N

-

2. Deuxiéme représentation : courbe de la fonction.

Cette représentation concerne les applications continues sur IR (ou sur des sous-ensembles
de R). L'ensemble de départ R est représenté sur I’axe des abscisses, et I'ensemble d’ar-
rivée sur 'axe des ordonnées. La relation x — f(x) est alors représentée par le point

(x, f(x))-

N
y
_—
f(x)
X
X
. J
l—[Exemple 1.6 4} 1
f: R — R )
t (1) x s flx) =1 f est une fonction.
[Exemple 1.6.4]—T
i—LExemple 1.6.5} l
f: R — R .
() ¥ o flx) =1 f est une application.

=
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1T [Exemple 1.6.5 }—j
i—[Exemple 1.6.6|
g 1

v+1 f estune application.

T [Exemple 1.6.6]—T
)
i—[Exemple 1.6.7 ] 1
R

T [Exemple 1.6.7 }—j
)
i—LExemple 1.6.8J l

L'application idg : E — E, définie par idg(x) = x.

idEZ E — E
x — idp(x)=x

T [Exemple 1.6.8 }—j

»»» Egalité de deux applications

Soient f, g : E — F deux applications. On dit que f et g sont égales et on écrit f = g si
et seulment si f(x) = g(x) pour tous x € E.

1.6.2 » Restriction et prolongement d’une application

Soit f : E — F une application entre ensembles et A — E une partie de E. La restriction
de f a A est 'application f|4 : A — F définie par f|4(x) = f(x) pour x € A.

Exemple 1.6.9]
— ) )

Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x2. Elle n’est pas croissante, mais sa restric-
tion a [0, +oo| est croissante, sa restriction a | — «, 0] est décroissante.

T [Exemple 1.6.9 }—j

Prolonger f : E — F a des ensembles E’ contenant E et F’ contenant F, c’est trouver
une application g : E' — F’ telle que pour tout x € E, f(x) = g(x).
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i—[Exemple 1.6.10}

Soit f : R\{0} — R la fonction définie par f(x) = % Sa courbe représentative suggere
fortement de la prolonger a R entier en posant g(0) = 1. Pourquoi?
(Exemple 1.6.10]—T

T
L

1

1.6.3 » Composition d’applications

Soient E , F et G trois ensembles non vides et soient f : E — Fet g : F — G deux
applications, on définit I’application composée go f : E — G par go f(x) = g(f(x)), pour
x e E.

f 8
S
gof

w
1

i—[Exemple 1'6'11J

Soient les applications f, g définies par :

f 10,40 — 0,4 9
1 x—1 -

X —> }

D'ougo f :]0,+o[— R pour x €]0, + 0| :

g0 f(x) = g3((3)) =g (5

(Exemple 1.6.11]—T

T
g

i—[Exemple 1.6.12}

Soit prems : MOT — LETTRE l'application qui a un mot associe sa premiere lettre.

Alors premsonom associe a un étudiant la premiere lettre de son nom,
prems o nom(Wei Wei Zhao) = Z.
T [Exemple 1.6.12]—T

1

1

i—LExemple 1.6.13}
Vx et g: R — R définie par g(y) = siny. Alors

Soit f : Ry — R définie par f(x) =
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go f(x) = sin(y/x) est définie sur Ry est n’est pas périodique. f o g(y) = +/sinx est

une fonction périodique, définie seulement sur une réunion d’intervalles. Par conséquent,

1 gof+fog
[Exemple 1.6.13]—T

Proposition 1.6.14. La composition des applications est associative, i.e. si E N G H,
alors

ho(gof)=(hog)ef,
qu’on peut donc noter ho go f.

Démonstration. Les deux applications composées ont méme ensemble de départ E et méme

ensemble d’arrivée H. Si x € E, (ho(go f))(x) = h((go f(x))) = h(g(f(x))) = (ho
&) (f(x)) = ((hog)o f)(x)m
1.6.4 » Injection, surjection et bijection

1.6.5 » Les applications injectives, surjectives et bijectives

Soient E, F deux ensembles non vides et f : E — F une application.

~(Définition 1.6.15. \

On dit que f est injective si et seulement si On dit qu'une application f : E — F
est injective si, pour tous x, x' e E,

- J

l—[Exemple 1.6.16}

Une fonction f : A — R, ot A < R, est injective si et seulement si sa courbe représentative
coupe toute droite paralléle a I’axe Ox en au plus un point. Un trindbme du second degré
n’est donc jamais injectif.

1T (Exemple 1.6.16 -

Remarque 1.6.17. Si E et F sont des ensembles finis et s’il existe une application injective
de E dans F, alors E a moins d’éléments que F.

On dit qu’une application f : E — F est surjective si, pour tout y € F, il existe
x € E tel que f(x) = y. Autrement dit, f est surjective si et seulementsi f(E) = F.
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i—LExemple 1.6.19} l

Une fonction f : A — R, ot A < R, est surjective si et seulement si sa courbe représentative
coupe toutes les droites paralléle a 1’axe Ox en au moins un point. Un trindme du second
degré n’est donc jamais surjectif.

T [Exemple 1.6.19 }—j

Remarque 1.6.20. Si E et F sont des ensembles finis et sil existe une application surjective
de E dans F, alors E a plus d’éléments que F.

On dit qu'une application f : E — F est bijective si, pour tout y € F, il existe un
et un seul x € E tel que f(x) = y. Autrement dit, f est bijective si et seulement si
f est a la fois injective et surjective.

.

Exemple 1.6.22
— : )]

Une fonction f : A — R, ou1 A < R, est bijective si et seulement si sa courbe représentative
coupe toutes les droites parallele a I'axe Ox en exactement un point. Une fonction affine
non constante est bijective.

T [Exemple 1.6.22]—T

Remarque 1.6.23. Si E et F sont des ensembles finis et s'il existe une application bijective
de E dans F, alors E a autant d’éléments que F.

Les applications représentées dans la figure suivante sont des applications injectives

N
f y
. . F//
- |
1 , X
E
\. Y,

Les applications représentées dans la figure suivante sont des applications surjectives
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-

J

~N
f Yy
E F
~ X

\- J

Les applications représentées dans la figure suivante sont des applications non injec-
tives
~N
E | F
- J

Les applications représentées dans la figure suivante sont des applications non surjec-

tives
N
f Y

</ 1

E F S |

// 1

1 px
E

\ J

l—[Exemple 1.6.24]

On considere 1'application f1 : N — Q définie par f1(x) =
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Montrons que f; est injective :
Soient x, x" € N tels que f1(x) = f1(«/).

11
1+x 1+«

= 14+x=1+x = x=x.

Ainsi, f; est injective.

Montrons maintenant que f; n’est pas surjective :
II suffit de trouver un y € Q sans antécédent par f.
On remarque que f1(x) < 1 pour tout x € IN, d’ot1 par exemple y = 2n’a pas d’antécédent.
Donc f1 n’est pas surjective.

T (Exemple 1.6.24]—T
W
i—LExemple 1.6.25 ] l

On considere l’application f, : Z — IN définie par f,(x) = x2.

Injection :
f2 n’est pas injective, car il existe x, x’ € Z distincts tels que f>(x) = fo(x').
Par exemple: x =2etx’ = 2.

Surjection :

f2 nest pas surjective, car il existe des y € IN sans antécédent.
Par exemple : pour y = 3, si f(x) = y alors x> = 3, donc x = +/3 ¢ Z.
T Ainsi, y = 3 n’a pas d’antécédent et f, n’est pas surjective.

[Exemple 1.6.25]—T

Exercice 6

a) Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

— f1: R — [0, 4+, x — x2.

— f2:[0,+0[— [0, +o], x — x2.

— f3:IN - N, x — x2.

— fa:Z > Z,x—x—7.

— f5: R — [0, 4+, x — |x].
b) On considere I'application f :]1, +0[—]0, +oo[ définie par f(x) = —1;. Montrer que
f est bijective et déterminer I’expression de sa réciproque.

i—[Exemple 1.6.26} l

Soit P I’ensemble des nombres naturels pairs, et soit I’application :

f:N—P, VnelN, f(n)=2n.

Montrer que f est une bijection.
Solution :
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— Montrons d’abord que f est surjective :
Soit y € P un élément quelconque de P. Alors il existe un entier naturel k tel que
y = 2k, car y est un nombre naturel pair.
En posant x = k, on obtient :

fx) = f(k) =2k =.

Ainsi, y = f(x), donc f est surjective.
— Montrons ensuite que f est injective :
Soient x,y € N tels que f(x) = f(y). On a alors

2x =2y = x=1.
Ainsi, f est injective.

Comme f est a la fois injective et surjective, elle est bijective. C'est donc un isomor-
phisme entre N et P.

1T (Exemple 1.6.26 -

1.6.6 » Applications réciproques

Soient E, F deux ensembles non vides.

—(Définition 1.6.27. )

Soit f : E — F une application bijective. Sa réciproque f~! : F — E est définie
par
f: E — F f': F — E
x — y=f(x)" y — x=f1y)"
- J

y = f(x) = x = f~!(y) Clest a dire f est bijective si et seulement si il existe une
application g : F — E telle que
fog=idpetgof=ide.(g=f7
(f) =f
Explication
— feg=idp—vyelF f(g(y) =v
— gof=idp=VxeE g(f(x)) =nx
— Par exemple l'application f : R —]0, +oo[ définie par f(x) = exp(x) est bejective et sa
bejection réciproque est g :]0, +00[— R définie par g(y) = In(y).
En effet exp (In(y)) =y, pour tout y €]0, +o0[ et In (exp(x)) = x, pour tout x € R.

Proposition 1.6.28. Soient f : E — F g : F — G deux applications bijectives. L'application
g o f est une application bijective et sa bejection réciproque est donnée par (go f)~ ! = f1og™!
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1.6.7 » L'image directe et 'image réciproque

Soient E, F deux ensembles non vides.

~(Définition 1.6.29. N

1. Soit f : E — F une application et soit A — E un sous-ensemble de E. On définit
'image directe de A par I'application f le sous-ensemble de F noté f(A) :

fA)={f(x)[xe A} ={ye F|(Bx e A)(y = f(x))}-

2. Soit f : E — F une application et soit B — F un sous-ensemble de F. On

définit I'image réciproque de B par 'application f le sous-ensemble de E
noté f~1(B) :

{xeE|f(x)eB} cE.

- J

Remarque 1.6.30. La notation«< f~1(B) » est un tout, rien ne dit que f est un fonction
bijective. L'image réciproque existe quelque soit la fonction.

Propriétés
Soit ’application f : E — F etsoient A, A’ < E B, B’ c F alors :
— Ac A = f(A)c f(A)
— f(AnA') < f(A) n f(A)
— f(Av A = f(A) v f(A).
— Bc B = f1(B)c f1(B)
— fTHBAB) = f(B)n fTH(B)
— fH(BUB) =f(B)uf (B
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— finjective <= f(An A") < f(A) n f(A')
— finjective <= A = f~1(f(A))

— fsurjective < f(f !(B)) = B.

— fsurjective < f(E) = F

i—LExemple 1.6.31} l

a) Soient f et ¢ deux applications telles que f,g: E — F. Nier f = g¢

b) Représenter graphiquement I'application f : N — R définie par n — ni—kl'

¢) On considere les applications f,¢,# : R — R définies successivement f(x) = x?

g(x) =2x+1h(x) =x%—1.
Trouver fo(goh)et(fog)oh.

d) Soit f : R — R une application défine par x — x2. Représenter graphiquement et
trouver les ensembles suivants :

f(0,1]) f(R) £ —1,2)) FH([L2]) fF7H(=11) f7H3Y) fHIRAN).

[Exemple 1.6.31]—T

1.7a Exercices

Exercice 7 Les applications suivantes sont elles injectives, surjectives, bijectives? 1. f
de IN dans IN définie par f(x) = 2x. 2. ¢ de IN dans IN définie par ¢(x) =2x+13. hde Z
dans IN définie par h(x) = |x|E(x), ou E(x) désigne le partie entiere de x. 4. u de R™ dans
R définie par u(x) = +/x
| Solution:

1. f estinjective et non surjective car les nombres impairs n’ont pas d’antécédents dans

IN.

2. g est injective et non surjective car les nombres pairs n’ont pas d’antécédents dans
IN.

3. h est non injective car h(5) = h(6) mais 5 # 6, et non surjective car les nombres
impairs n’ont pas d’antécédents dans Z.

4. u est injective et surjective donc bijective
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Exercice 8

* Soit f : E — F une application, soient A, B deux sous-ensembles de E. Démontrer
que:

L f(AUB) = F(A) o £(B)
Onay e f(A < B) sietseulementsiil existe x € AU Btel y = f(x). Si et seulement
si (il existe x € A tel que y = f(x)) ou (il existe x € B tel que y = f(x)).
Ce qui équivautay e f(A)ouye f(B),doncy € f(A) u f(B).

2. f(AnB) c f(A)n f(B).
Soity € f(An B), doncil existe x € AnBtel quey = f(x), Ainsiy = f(x) €
f(A) ~ f(B).
Montrons par un contre- exemple que : f(AnB) < f(A) n f(B)
Soit l'application f : {0,1} — {1} et f(0) = f(1) = 1. En prend A; = {i} avec
i=0,1.0naf(AgnAy) =f(F) = # f(Ay) n f(Ar) = {1}

3. fH(AnB) = f1(A) 0 f1(B)
Onaxe f~'(An B)sietseulementsi f(x) e AnB,etdonc f(x) e Aet f(x) e B
.C’est équivalentax e f 1(A)etxe f }(B)etdoncxe f~1(C)n f1(D).

Exercice 9

¢ Soit f : E — F une application, soient A, B deux sous-ensembles de E. Démontrer
que :

1. Les définitions de l'injection, la surjection et la bijection d"une application.
f: [-1,1] — R
x  — f(x)=v1—x?

L'application f est injective?

Soit I’application

f estinjective < Vx1,xp € [-1,1] : f(x1) = f(x1) = x1 = xp

flx1) = f(x2) = /1= xf =4/1-x3

=>1—x%:1—x%

I S
Y

= X1 = —X2 VX1 = —X2

Alors L'application f n’est pas injective.
I'application f est surjective?

f estsurjective <= Vy e R, 3x e [-1,1] : y = f(x)
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y=f)=y=v1-s?
= yz =1—x?
>x2=1- yZ.
Cette equation est impossible pour y < —lety > 1
Alors L'application f n’est pas surjective.
L'application f n’est pas surjective et n’est pas injective donc elle n’est pas bijective

pie 1 - .. g: R — [—3, +o0]
2. On définit 'application g comme suit : ¥ o f(x) = P +dr 41

Calculons ¢(0), g(—4)

8(0) =g(—4) =1
L’application g n’est pas injective car pour x; = 0 et x, = —4, x; # xp mais
8(0) = g(—4).

L’application g est surjective?

L'étude de la surjection conduit a la résolution de 1’équation y = g(x) d'inconnue
x.Soity > —3 : g(x) = y. Résolvons cette équation, d’inconnue x. g(x) = y <
> +4x+1 =y <= x> +4x+ (1 —y) = 0. 1l s’agit d’'une équation du second
degré d’inconnue x. Résolvons la.

AN="V—4dac =4 -4(1)(1-y) =16 —-4+4y = 12+4y = 43+y) > O car
y = -3

Deux cas sont envisageables, A > 0et A =0

SiA > Oi.e.y + 3 > 0, I'équation a deux solutions distinctes :

X1 = _4+m Aty = ;(3+y):—2—«/3+y

SiA=0ie y+3=0=y= -3 1'équation a une solution double : xo = 5* = -2

Dans tous les cas, on a obtenu : Yy € [-3,4+0],3x € R : y = g(x). L'application g

est donc surjective.

L’application g n’est pas bijective car g n’est pas injective.
3. On considére les applications suivants :
f: Rt — 0, 2[

x2
X — f( ) 1_|_x2

Montrons que f est bijective

a.

L’application f est injective?

f est injective <= VYx1,x0 € RT : f(x1) = f(x1) = x1 = x2
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2x2 2x3
X = X e
2 2y A2 2
= 2x7(1+x3) = 2x5(1 4 x7)
$2x%=2x%

~ 3=

= x1 = xp(car x1, xp ont la méme signe)

Alors L'application f est injective.
I'application f est surjective?

f est surjective < Yy € [0,2[, Ixe RT : y = f(x)

2x2

y=f(x) = y—m
— (1+x2)y:2x2
— —y:xz(y—Z)

-

— ot

= x = Y x=-— L(une solution qui ne convient pas)
2-Y 2-Y

Alors x =, /% qui existe Yy € [0,2]

Conclusion : f est bijective car elle est injective et surjective.
De plus l'application réciproque est :

ft:00,2 — R*
x o= fN) =
g: R* — R?

x — glny) = (x+3y,x—y)
Montrons que g est bijective

L’application g est injective ?

gest injective < V(x,y), (*',y) e R?: g(x,y) = g(x,y) = (x,y) = ()
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2.1a Introduction

Nous avons constaté que certaines équations du second degré peuvent ne posséder
aucune solution réelle. C’est le cas, par exemple, de 1'équation

x- = -1, soit X4+1= 0,

qui ne possede aucune solution dans RR.
Pour dépasser cette limite, les mathématiciens ont introduit un nombre dit imaginaire,
noté i, défini par

et ont ainsi construit ’ensemble des nombres complexes.

2.24 I'ensemble des nombres complexes C

2.2.1 » Définition d"un nombre complexe

RN N

— L'ensemble des nombres de la forme | x 4 iy |, ol x et y sont des réels et i est

tel que |i> = —1|, est appelé ensemble des nombres complexes. On le note C.
Les propriétés des opérations addition et multiplication dans IR se prolongent
dans C.

— L'écriture z = x + iy est la forme algébrique du nombre complexe z.
x est la partie réelle de z, y sa partie imaginaire.
OnnoteRe(z) =x, Im(z) =z.
R est une partie de C, R contient les nombres complexes dont la partie ima-
ginaire y est nulle.

- J
)
i—LExemple 222 ] l
Lenombre z = —3+ 2iest un nombre complexe tel que Re(z) = -3 et Im(z) =2

T [Exemple 2.2.2]—T

Remarque 2.2.3. Nombres particuliers :

1. Silm(z) = 0,onaz = x = Re(z), on dit que z est un réel,

2. SiRe(z) =0,0onaz =iy = ilm(z), on dit que z est un imaginaire pur.

3. Unnombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont nuls.
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i—LExemple 2.2.4} l

Dans chacun des exemples suivants, on donne la partie réelle et la partie imaginaire :

> z=2+3i Re(z) =2 Im(z) =3
1 1
2> z=-1+ EZ Re(z) =-1 Im(z) = 5
> z=—1i Re(z) =0 Im(z) = -1
> z=n Re(z) =17 Im(z) =0
> z=4i— E Re(z) = —% Im(z) =4

T 3
[Exemple 2.2.4}—T

Proposition 2.2.5. Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie
réelle et la méme partie imaginaire :

/

z=7 < x+iy=x+iy < x=xety=y < Re(z) =Re()et Im(z) = Im(Z').

2.2.2 » Opérations dans C

Soient z = x +iy et 27 = x' 4+ iy’ deux nombres complexes, alors on définit les
opérations suivantes :

z+2 = (x+iy)+ (' +iy) =x+x" +ily+ ) (2.2.1)

zZ = (x +iy).(xX +iy) = xx’ —yy' +i(xy + yx') (2.2.2)

Az = A(x +iy) = (Ax) +i(Ay), YA € R. (2.2.3)

Remarque 2.2.6. Le produit z.z’ de deux nombres complexes z et z’ est aussi noté zz’ ou
/
zxz.

i—LExemple 2.2.7} l

Soitz=2+3ietz =i—5,0ona:
> z+72 =243i+i-5=-3+4
>z-2=2+3i—(i—5) =243i—i+5=7+2i
> 2z-37=2(2+4+3i)—3(i—5) =4+6i—3i+15 =19 + 3,
> 2z = (2+43i)(i—5) =2i — 10+ 3i2 — 15i = 2i — 10 — 3 — 15 = —13 — 13i,
222 =243 =224+2x2x3i+(31)2=4+12i + 9% =4+ 12i -9 = -5+ 12i.

T [Exemple 227

Siz e C, x = Rez, y = Imz, le nombre complexe z = x — yi est appelé le
complexe conjugué de z.
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Proposition 2.2.9. Soit z et z' deux nombes complexes, alors :
¢z+7=z2+7.

®z2x72/ =7 x7.

¢z=1z

¢zeRe=z=12z ¢z2ciR = z= -2
1 1

¢ 2?Re(z) = §(z+z) et Im(z) = Z(Z—Z).

W
i—[Exemple 2'2'1()) l

Soitz=3+5ietz = —-2+3i,ona:

> z+2 =B+5i)+ (—2+3i) =1+38i,
zxz = (8+5i) x (-2+3i) = —6+9 —10i + 15> = —6 —i — 15 = —21 —i.

—)Zf?) 5i,
z/ = -2 —3i.

> zZ+2 =(3-5i)+(-2-3i)) =1-8i,
z+2 =1-8i.

> zZxz =(3-5)x(-2-3i)=-6-9i+10i + 157> = -6 +i—15= 21+,
zxzl = -21+1.

T [Exemple 2.2.10]—T

Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle module de z et on note |z| le

nombre réel positif ou nul défini par |z| = /x*> +y?> = Vz

Remarque 2.2.12. Sia estunréel, |a| = va @ = /aa = Va2 cara = a.
La notion de module dans C généralise donc celle de valeur absolue dans IR.

W
i—[Exemple 2.2.13 ) l

Calcul du module de nombres complexes :

> [34+4i|=+32+42=.9+16=+25=5.
1-il =124 (-1)? =VI+T1=V2
| =5 —2i] = /(=5)2+ (-2)2 = /25 +4 = /29.
|-5| = 5.
19i] = V02 +92 = /81 =09.

2 2 2
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Proposition 2.2.14. Soit z et 2’ deux nombres complexe, alors on a :

¢ z|=0<2z=0. *z| = \/zZ
¢ [zl =z = Iz| *lz 2| <z + ||
¢ zx2| = |2 x |2/ o212l < |2— 2!
R 22 la

z| I 212

Exemple 2.2.15]
— ) )

Soient z; = 1+ 2i et zp = 2 — 3i deux nombres complexes.
Ona:

21 = | = 1421 = 4/(-1)2 + (2)> = V5,

22] = 2 31| = /(22 + (=32 = V5,

1l 1 1 5
z1| |—-1+2] 5 5’7
2| _lal _ 45
z| |zl V13

T [Exemple 2.2.15 }—j

2.2.3 » Le plan complexe

—)

Soit le plan (P) muni du repeére orthonormé (O,Z ])

A tout nombre complexe z = x + iy, on associe le point M(x, y) de coordonnées (x, ).
Par définition :
— Le point M est 'image de z;
— Le nombre z est I’affixe du point M.
(cf figure 2.1 p. 47). D’apres le théoréme de Pythagore, on a:

OM? = x> +y* Clest-a-dire OM = |z].

Donc le module de z est la distance OM (cf figure 2.1 p. 47).
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Im(z)

z=x+1y
M(xy) = r(cosf +isinf)

a x P(x,0) Re(z)

FIGURE 2.1 - Le plan complexe : coordonnées cartésiennes

2.2.4 » Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

R e I e N

Soit z = x + iy un nombre complexe non nul. On appelle argument de z et on

note arg(z) toute mesure 0 dans [0, 277] de 'angle (Z W) , et on écrit :

arg(z) = 0+2kn, keZ.

(On écrit aussi arg(z) = 0 [r].)

Ona: .
cosf = —,

k4

sinf = l.

2|

On appelle forme trigonométrique de z la représentation suivante :
z =r(cosf +isinf),

our = |z] et § = arg(z).
On note aussi la forme trigonométrique d"un complexe z par :

z=1r,0].
- J

Pour trouver la forme trigonométrique d"un nombre z, il faut donc calculer successi-
vement le module et 'argument de z.

i—LExemple 2.2.17}

Calcul d’un argument de nombres complexes :
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—)21:2+2i:
2 2 V2
cosf = = = —,
V22422 22 2 T .
= 0=-— = arg(2+2i)=—
inp— 2 _ 2 _V2 :
V22422 22 2
—)22:14‘1.\@:
(cose— 1 L 1
12 + (1/3)2 va - -
{ = =— = arg(1+\/§i):—.
V3 W3 W3 3 3
sinf = ———MMM = — 7.
12+ (vap Vi

T [Exemple 2.2.17]—T

Propriétés. Soient z = r(cosf + isinf) et 2/ = #'(cos®’ + isinf’) deux nombres com-
plexes sous forme trigonométrique, alors on a : les principales propriétés géométriques
suivantes :

a) z = 7' si et seulement si |z| = |Z/| et arg(z) = arg(Z’).

b) |zZ'| = |z| - || = arg(zZ') = arg(z) + arg(z’) (mod 27)

C) ; - %/ Z #* 0= arg( ) = arg(z) _ arg(zl) (mOd 27_[)
d) 1 =1(cos(—0)+isin(—0)) = Le .

e) Pour toutn € Z, 2" = |z|"( cos(nf) + isin(nh)) (formule de Moivre).

Exemple 2.2.18w
— ) )

D’apres I’exemple précédent (voir 'exemple 2.2.17), on obtient :

7
> arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z) = n + T _/t

43 127
1 T
- arg <z_) = —argz| = —Z.
1
7T

-> ar Zl _arZ—arZ_z—E_——
Elz, ) TdeA AR T Ty T Ty

T [Exemple 2.2.18 }—j
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2.2.5 » Forme exponentielle d’'un nombre complexe

~N
Soit z = a + ib un nombre complexe non nul de module r = |z| et dont un
argument est 6 = arg(z). ‘
On note ce nombre z sous la forme z = re®.
Cette écriture est appelée représentation exponentielle de z.

- J

Remarque 2.2.20. On a alors z = r¢' = r(cosf +isinf) = rcos@ + irsinf = a + ib..

i—[Exemple 2.2.21}

Soient z; = 1 —i et zp = v/3 + i deux nombres complexes.
Différentes écritures des nombres complexes z et z; :

Forme algébrique

Forme trigonométrique

Forme exponentielle

21:1—i

V2 [cos (—%) + isin <—%

V2e it

22:\/§+i

2 [cos (i) +isin ()

2¢e's

T

[Exemple 2.2.21]—T

i—[Exemple 2.2.22}

Soitz =z = 4¢'f un nombre complexe.
Passage de la forme exponentielle a la forme algébrique de z :

37
z =147

=4 cos3—n—|—isin3—7t
- 4 4

(2

= —2v2 +2iV2.

1

[Exemple 2.2.22]—T
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Proposition 2.2.23. Pour tous 0,0’ € R, tous r,v' € R}, tout n e N :
¢ retf x pel? = pp! 1 (040),
¢ (re®)" =pmeine,
i0

re . 1 ei(e—e’)

o ei®

W
i—[Exemple 2224 ] 1

Soitzy = 2¢'3 et zp = 21/3¢'6 :
> z12p =2 X 2\/§ei(%+%) = 4\f3e’g.
> k= (2[)4 § = 14467
> 2 23,

Z1 2

[Exemple 2.2.24]—T

2.2.6 » Formule d’Euler

Sif e R on alaformule d’Euler :

¢l 4 p—if it _ o—if
cos = ——— et sinf=-———
2 21

Une application de la formule d’Euler : 1a linéarisation d’expressions trigonométriques

»»» Linéarisation de cos” @ et sin”

Linéariser cos” § ou sin” 0, c’est en donner une expression qui ne contient aucun pro-

: , _ , . _ el 1 p=i0\ "
duit de fonctions circulaires. Cette opération est possible, en développant cos” § = <— a

2
l'aide de la formule du bindme (proposition B.0.2 p. 103).

Exemple 2.2. 25
— ) )]
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i, —i i0 | —i6\3
cos39—<e e > _(64—2—5)
_ 1 [ P10 | 30210,-10 | 3510, 219+e—3i9}
23
1 0
_23 [319+€ 319+3(619+e 1 )]
1 3
:4_1 cos 30 + 1 cos 0
o —if\ 3 ( i —i9)3
adg o (€Y (e -y
2i 2343
:2_711' [e3i9 30 g (it _ e—i@)]
-1
:T sin 360 + Z sin 6
T [Exemple 2.2.25]—T

Exercice 10

Linéariser cos?* 0, sin* 6 et cos® 6 sin? 6.

2.2.7 » Formule de Moivre

Ona ' '
VnelN: e = ()", soit :

Pour toutn € N, cosnb +isinnf = (cos6 +isinf)".

C’est ce qu’on appelle la formule de De Moivre.

»»» Une application de la formule de Moivre : la factorisation d’expressions trigo-
nométrique

Soit 8 € R Soit n € IN. On souhaite factoriser cosn 0 et sinn 0 en fonction de cos et
sin 0.

C’est 'opération inverse de la linéarisation.

Pour la réaliser, on utilise le fait que cos n 6 est la partie réelle (et sinn 6 la partie imagi-
naire) de (cos 0 + isin )", que I'on développe a 1'aide de la formule du binéme (rappelée
en §B, p. 103).
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i—[Exemple 2.2.26} l

Exemple pourn = 3:

c0s 30 + isin 30 =(cos f + isin 6)>
= 08> 0 + 3i cos? 0 sin O + 3i% cos O sin? 6 + i° sin> §

= cos 0 — 3cos 0 sin” 0 + i(3 cos? O sin f — sin® B).
En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtient

cos 30 = cos® 6 — 3 cos 0 sin? 0

sin 30 =3 cos? §sin O — sin’ 0.

Si on le souhaite, on peut améliorer ces égalités en utilisant cos? 6 + sin0 = 1, ce qui
donne alors

cos 360 =4 cos> 0 — 3 cos

sin30 =3sin 0 — 4sin® 0.

T [Exemple 2.2.26]—T

 Exercice 11

Ecrire cos 46, sin 46 et cos 36 sin 2 en fonction de puissances de cos 6 et sin 6.

2.34 Equation du second degré dans C

2.3.1 » Equations du second degré a coefficients réels

Proposition 2.3.1. Soit az? + bz + ¢ = 0 une équation du second degré oi1 a;b;c € R avec a + 0.
On pose A = b*> — 4ac.
¢ Si A > 0, I'équation du second degré admet deux solutions réelles distinctes :

—b—+/A
2a

b+ VA

1 2a

et zp =

¢ Si A =0, I'équation du second degré admet une unique solution réelle :

—b

ZO:Z.

¢ Si A <0, I'équation du second degré admet deux solutions complexes conjuguées :

_ —btiV=A _ —b—iv=A

1 2a 2a

et zp
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i—[Exemple 2.3.2} l

1. Résolvons dans C 'équation z2 —2z +2 =0
> A=D1 —4dac = —4 = (2i).
-> Le discriminant étant négatif, I’équation admet deux solutions complexes conjuguées :
~b+ivV-A  2+2i ~b—iv-N 2-2i
20 2 T2 2

=z = =1+ et Z7 1-—1.

2. Résolvons dans C I'équation z> +6z +9 =0 :
> A=10>—4ac=0.
-> Le discriminant étant nul, ’équation admet une solution double :

-b -6

-3.
2a 2

3. Résolvons dans C I'équation z> +2z —3 =0
> A =b*—4dac =16 = 4%,
-> Le discriminant étant positif, I'équation admet deux solutions réelles :

—b+VA  —2+4 —b—+AN 2-4
- — — fr — = = —.
21 24 2 1oet 2 24 2 3

1 [Exemple 2.3.2]—T

2.4 Racines 7" d’un nombre complexe

2.4.1 » Racines carrées d’un nombre complexe

Soit Z = x + iy un nombre complexe avec x,y € R. On appelle racines carrées de Z,
les solutions z dans C de l’équation z? = Z.

Méthode de résolution algébrique de z> = Z.
Posons Z = a + ib et désignons par x + iy une des racines carrées de Z. On a:
=7 «— (x+iy)?=a+ib
— (¥*—y})+i(2xy) = a+ib

X’ —y>=a (1)
2xy =b (2)
+y?=Va2+b2  (3)

La résolution de ce systeme nous donne les racines carrées z de Z.

Méthode de résolution trigonométrique de z% = Z.
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Soit Z = r(cos 6 + isin#) un complexe. Le nombre complexe z = p(cosa + isina) est
laracinedez2 = Z,ona:

7?2 = 7 < r(cosf +isinf) = p*(cos 2 + i sin 2a)

PP =r =p=Ar
20 =0+2km, ke Z <:>ocz§+k7r,ke{0,1}

Conclusion : Les solutions de 1'équation z2 = Z sont :

Z1 = ﬂ(cos%—i—isim%) et 22:\/17<cos (g—i—ﬂ) +isin (g—i—n))

Exemple 2.4.1]
— ) )

Déterminer les racines carrées de —3 + 4i, par la méthode de résolution algébrique.

Désignons par x + iy une des racines carrées de Z. On a :
22 =344 <« (x+iy)?=-3+4i

— (2 —y?) +i(2xy) = —3 +4i

D’ou

x> —y? = -3 (1)

22 =7+ {2xy=4 (2)

x> 4+y?>=5 3)

De(1)et(3)ona:2x> =20t x =1loux = —1,de I’équation (2) on aura :
. . 2 2
Six = 1onobtienty = x - 2(1) =2
. . 2 2
Six = —1 onobtienty = oy m = -2

Alors, les racines carrées de —3 + 4i sont :

z1=14+2i et z=-1-2i.

T [Exemple 2.4.1]—T
)
i—[Exemple 242 ] )
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Déterminer les racines carrées de Z = —1 + 1/3i, par la méthode de résolution trigo-
nométrique.

On écrit d’abord Z sous la forme trigonométrique :

7] =/(-1)2+ (V32 =2,

soit 0 € [0,27t][ 'argument de Z, doncon a :

X -1

9 = — = —

€08 |Z] 27
. Yy V3

9 = — = —,
sin Z >

D'ou 8 = 2%—1—21{71, keZ.
Ainsi :
2 .. 271
z1 =2 (cos? +zsm?)
est la forme trigonométrique de Z.

Le nombre complexe z = p(cos« + isina) est la racine de z> = Z,on a :

2 .. 2 .
=72 (cos?ﬂ—kzmn—n) = p?(cos2u + isin2«)

3
d’ou:
p2:2 @)p:ﬁ,
2
Zoc:?n+2k7r, keZ (:)&z%#-kﬂ, ke {0,1).

Alors, les racines carrées de —1 + +/3i sont :

T, T 47 . 4w
zl—\/§<cos§—|—zsm§> et zz—\@<cos?+zsm?>.

T [Exemple 2.4.2]—T

2.4.2 » Equations du second degré a coefficients complexes

Proposition 2.4.3. Soient a,b,c € C, avec a # 0. Alors I'équation az2 + bz + ¢ = 0 admet deux
solutions complexes (qui peuvent étre identiques).

On procede comme dans le cas réel :

b\2 b? b\2 b*—4ac
2 _ — _
az +bz+c—a(z—|—2a) 4a—|—c a{(z—l—za) 12 ], (2.4.1)
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donc az? + bz + ¢ = 0 est équivalent a

b, A
z+—)"—— =0,
( 2a) 4a2
ott A est le discriminant A = b2 — 4ac. On distingue deux cas :
— Si A # 0, alors A = b? — 4ac admet deux racines carrées complexes distinctes, notées §
et —4. Alors les solutions sont

b ) b )
Z1 = —Z"‘Zetzz = —5—5 (242)
et elles sont distinctes.
— SiA =0, alors )
- 243
o (24.3)

est racine double.

Les formules (2.4.2), (2.4.3) sont a retenir.

Remarque 2.4.4. Dans le cas particulier des coefficients réels, A € R.
1. Si A > 0, il y a deux racines réelles distinctes,

2. SiA < 0,0 = iv/—A etil y a deux racines complexes conjuguées.

i—[Exemple 2.4.5}

Résolvons I'équation
22— (2+i)z—14+7i=0.

C’est une équation quadratique az> + bz +c = 0aveca=1,b= —(2+i),c = -1 +7i.
On utilise la méthode vue en 2.4.1.
Le discriminant vaut :

A=1*—dac=(—(2+1)*—4(1)(~1+7i)
= (240)2 —4(-1+7i) =7 —24i
Soit 6 = a + ib une des racines carrées de A.On a :
6* =7 —24i — (a+ib)?> =7 — 24i
— (a® —b?) +i(2ab) = 7 — 24i
D'ou:
> - =7 (1)
2=7-24 <— {2ab=-24 (2
a? +b? = x? +y? = /49 + 576 = /625 =25 (3)

De (1) et (3) ona: 24?> = 32 donc a = 4 ou a = —4. De 'équation (2) on aura :



NOMBRES COMPLEXES 57

Sia:4=>b:_—12:_—12:—3
a
Sia:—4:b:_—12:_—12:3
a —4
Par conséquent, A admet deux racines carrées: 6 =4 —3iet —6 = —4 + 31.
Alors I'équation posséde deux racines complexes :
b+ 2+4+i+4-3i . ~b—6 2+4+i—-4+3i .
— — — — — = = —1 2 .
Z1 o > 3—1 et 2z o > + 21

T [Exemple 2.4.5]—T

2.4.3 » Racines 7" d’un nombre complexe

Soit Z = r(cos @ + isin ) un complexe. On appelle racines 11¥™¢s de Z les solutions z
dans C de I'équation :
Z"=7, neIN-{0,1,2}.

Posons z = p(cosa + isina) est laracinede z" = Z,on a:

2" =7 < p"(cosna +isinna) = r(cos 0 + isinb)

d’ou :
Pt =r et na=0+2km, ke Z.
Ainsi : 8 %
p=1r, w=—+5%, 0<k<n-1

Conclusion : L'ensemble des solutions de I'équation z" = Z est :

2k
zk:W{Cos(g+%—n>+isin(g+—n)}, O<k<n-1
nooon noon

2.4.4 » Racines 1" de I'unité
Les racines ™ de 1"unité sont les solutions de 1’équation :
2" =1.

Les solutions de cette équation sont :

zk:cos(szﬂ>+isin<2kTﬂ), O0<k<n-1
i—LExemple 246)
/ 1
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— Trouver les racines cubiques de Z = 1, et vérifier que la somme de ces racines est
nulle.

On écrit d’abord Z sous la forme trigonométrique. On a :

1Z| =124+ 02 = 1.

Soit 6 € [0, 27t I'argument de 1, donc :

1

= :—:1

cos 0 7 1 ,
. y 0

== =-=0.
sin Zl "1

[Exemple 2.4.6]—T

2.54 Exercices

Exercice 12

Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants :
a) Z1 = 4 4 51,

b) zp = (-2 +2i) + (5 + 3i),

¢) z3 = (=3 -7i)(1-2i),

d) z4 = (4+5i)(5+3i)(1 —2i),

e) zg = ﬂ,
54+—2§i)(1 —2i)
0 2= 7-3
g z7 = (7+6i2)(+_i3_2i) + 4+ 6i.
Solution:

a) z1=4+5i — Re(z;) =4, Im(z;) =5.
b) zp = (-2+4+2i)+(5+3i) =3+5i — Re(z
) z=(-3-7i)(1-2i)=—-17—-i — Re(z3)

=3, Im(z3) =5.
~17, Im(z3) = —1.
d) z4 = (4+5i)(5+3i)(1 — 2i) = 79 + 27i
4-3i 14 23

—  Re(z4) =79, Im(zq) =27.
e) Z5 = =

14 23
5+2i 29 29 e(z5) = 5, Im(zs)

~—

29
(4-3)(1-2i) 19 83, 19 83
_ = Re(z) = ooy Im(zg) = — .
D 2 7 3i 58 58' elze) = 5gr Imize) =755
7+ 6i)(~3 — 2i
9z - | +612)(+1-3 ) f4t6i=—6-5 — Re(z)=—6 Im(z)=—5.
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Exercice 13 Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de nombre complexe :

1+im

zZ= - our m € R.
2m+i(m? —1) P
inn- A _ 14im _ ;
~ Solution: On veut écrire z = Snti(m=T) SOUS la forme z = a + ib.

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur :
m+i(m?—1)) =2m —i(m* — 1), donc

—
N

~ (T+im)(2m —i(m? —1))
(2m)? + (m2 ~1)2

~ 2m—i(m?—1) +2im* + m(m? —1) = m> + m+i(m>+1)
B 4m2 + (m* —2m2 +1) = (m2 4 1)2

N m3 +m L m?+1
- (m2+1)2 (m2+1)2
S om24+1 0 mP41
On en déduit :
m 1
Re(z) = Loy @) =

| Exercice 14 Soit z € C. Exprimer le conjugué des nombres complexes suivants en
fonction de Re(z) et Im(z) :

a) z+1 €) Z+2z e) 22 +1 g) z—Z+iz

b) z2 + 3i d z+z—i f) iz2 -3z h) 22 —iz+4

| Solution: Soit z = x 4 iy avec x = Re(z) ety = Im(z).

@z+1=(x+1)+iy = z+1=(x+1)—iy=Re(z) +1—i Im(z)

(b) 22+3i = (x+iy)2+3i = (x2 —y?) +i(2xy +3) — 22 +3i = x2— 2 —i(2xy +3)
(@ z+2z=(x—1iy)+2(x+iy) =3x+iy = Z+2z=3x—1iy

d z4+z—i=(x—iy)+(x+iy) —i=2x—i = Z+z—i=2x+i$

(e) Ona

2 4+1=(x+iy)?+1=(x>-3x2 +1) +i(3x% — i)

Onendéduit:z3+1 = x3 — 3xy2 +1- i(3x2y - y3)
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(f) Ona
iz =3z = i(x + iy)? — 3(x — iy)

= i(x* — y? + 2ixy) — 3x + 3iy
= (—2xy —3x) + i(x2 - y2 + 3y)

On en déduit : iz2 — 32 = —2xy — 3x — i(x? — y? + 3y)
(g Ona
z—z+iz= (x+iy) — (x —iy) +i(x +iy)
= 2iy + (ix — )
= —y+i(x+2y)
Onen déduit:z —z +iz = —y —i(x + 2y)

(h) Ona
Z2—iz4+4=(x+iy)? —i(x—iy)+ 4

= (x> —y? +2ixy) —ix —y + 4
= -y —y+4)+i(2xy —x)

Onendéduit:z2 —iz+4 = (x> —y> —y +4) —i(2xy — x)

Exercice 15
1. Calculer le module des nombres complexes suivants :

, , . , 245i
21 =2+45i,2zp = -3+2i,2z3=(3-2i)(9+1), z4 = 51_211_.
2. Exprimer le module des nombres complexes suivants a 1’aide du module de z :
=2
zz, 222, %, 32—.
Z z

Solution:
1. Calcul des modules :
a) z1 =2 +5i = |z1| = V22 +52 = /4 + 25 = /29.

b) zp = 342 = |z] =4/(-3)2+22=19+4=+13.
¢) z3 = (3—2i)(9+i). D’abord, on calcule le produit :

(3—2i)(9+1i) = 27 + 3i — 18i — 2i% = 27 — 15i + 2 = 29 — 15i.

Donc |z3] = /292 + (—15)2 = /841 + 225 = 1/1066.

d) z4 = £3L On utilise |z4] = Ef;;; :
245i = /22452 =29, [5—2i| = 4/52+ (~2)2 = V25 + 4 = /29.

Donc |z4| = \/% =1

2. Modules en fonction de |z| :
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a) |2z] = [z]|2] = |z[|z| = |2
b) |222] = 2|zz| = 2|z]%.

Exercice 16

1. Représenter les points d’affixes suivantes dans le plan R = (O, 7, ) :
a)z=1-—1, b) z, Q) z+2Z, d)z—-2z.
2. Représenter les vecteurs suivants dans le plan R = (O, 7, /) :

a) U d’affixe 2 +1, b) W d’affixe — 3 + 2i, Q) U + W, d)27 — @.

Solution:

1. Représentation des points dans le plan complexe :

Soitz=1-1i Alorsz=1+1.

@z=1-i—(1,-1)

b) z=1+i— (1,1)

@ z+z=(1-0)+(1+i)=2—(2,0)

d) z-z=(1-i)—(1+i)=-2i— (0,-2)

2. Représentation des vecteurs dans le plan complexe :

Soient 7 =2+i— (2,1) et W = -3 +2i — (-3,2).

@ 7 =(2,1)

(b) W = (-3,2)

() @ -I—z_u’:(Z 3,1+2) =(-1,3)

(d) 27 - W =2(2,1) - (-3,2) = (4+3,2-2) = (7,0)

Remarque : Chaque point ou vecteur peut étre représenté dans le plan (x, y) en plagant
le premier nombre sur I’axe des abscisses et le second sur I’axe des ordonnées.

3. Représentation graphique dans le plan complexe
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gl il
S
/
I\l
I

1+
v
——] X
z4+Z2=20 — W
z=1—1

Remarque : Les points sont en bleu et les vecteurs en rouge ou vert pour distinguer
les sommes et combinaisons.

Exercice 17 Déterminer 1’ensemble des nombres complexes z tels que :
1
. |1 —Z | < 27

1
2. Re(1-z2) <},

2
4, ‘1—1 =2,
Z
z—3

2.
z+3‘ =
Solution:

1. |1-z|<}
Soitz = x +iy, alors [1 — z| = |1 — x —iy| = /(1 — x)2 +y2 < 1. Ceci définit le disque
fermé de centre 1 et de rayon 1 :

D={zeC||z-1 <1}

2. Re(1-z) <}
OnaRe(l-z) =1-x <3 = x > 3. Donc I'ensemble est le demi-plan vertical &
droite de la droite x = % :

{ze C|Re(z) = 1}.

3. Re(iz) < %

Pour z = x +1iy, iz = i(x + iy) = —y +ix, donc Re(iz) = —y <

le demi-plan horizontal au-dessus de la droite y = —3.

— Y= —%. C’est

N[—
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2
1° _
4 [1-1 =2
Ecrivons z = x + iy, alors

2

1-— =

1
z

2 2 2
:Gii7)+<717):2
X +y X +y

AR
2) Y T3

apres simplification, ce qui correspond & un cercle de centre (3,0) et de rayon

- 1= X—iy
_ x2_|_y2

Donc z vérifie ’équation

-3
5. |23] <2
En posant z = x + iy,
_ “3)2 442
z 3‘: (x=3)2+y Y
z+3 (x+3)2+y?

Elevons au carré et simplifions :
(x =32 +1? <4((x+3)>+1?) — (x—3)% <4(x+3)* +3%
Apres développement :
X2 —6x+9 < 4(x* +6x+9) +3y* = 0 < 3x% +30x + 27 + 3y
— X +10x+9+1y*>0 — (x+5)?+y> > 16.
Donc I'ensemble est 1’extérieur du disque de centre (—5,0) et de rayon 4 :

{zeC||z+5| >4}

| Exercice 18 Soit x € R.
1. Calculer cos(3x) en fonction de cos(x), puis sin(3x) en fonction de sin(x).

2. Linéariser sin*(x) puis cos(x) sin(x).

| Solution:

a) Calcul de cos(3x) et sin(3x) (Factorisation) :
Factorisation de cos(3x).

1. Application de la formule de De Moivre :
cos(3x) = Re (¢**) = Re (ei")3 = Re (cos(x) + isin(x))3
2. Par formule de bindme de Newton :

3

.. 3 k.
(cosx +isinx)® = Z <k) (cos x)3 (i sin x)*
k=0
= cos® x + 3icos? x sinx — 3cos x sin® x — i sin® x

= cos® x — 3 cos x sin® x 4 i(3 cos? x sin x — sin> x)

1

7
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En séparant la partie réelle et la partie imaginaire, on obtient :

3 2

cos(3x) = cos® x — 3 cos x sin” x

— cos® x — 3cos x(1 — cos? x)

— 4cos®x —3cosx

On en conclut :

cos(3x) = 4cos’> x —3cos x

b) Linéarisation de sin*(x) et cos(x) sin(x) :
1. Linéarisation de sin*(x)
Rappel de la formule d’Euler :

ezx _ e—zx ezx + e—lx

sin(x) = ST cos(x) = >

On applique la formule d’Euler, on écrit donc :

ix  ,—ix 4 ix _ ,—ix\4
sin4(x)=<e 2: ) (" —e )

On applique la formule du bindme de Newton :
(eix . e—ix)4 — e4ix o 4621'9( 16— 46—21'3( + e—4z’x.
On divise par 16 :

1

= - <e4ix _40%% 4 g ge2ix 4 e—4ix)

sin*(x)
Ainsi :

1
cos(2x) + 3 cos(4x)

N —

sint(x) = 11_6 (2cos(4x) —8cos(2x) +6) =

| W

2. Linéarisation de cos(x) sin*(x)
On utilise la linéarisation précédente :

cos(x) sin*(x) = cos(x) <§ - 1cos(2x) + 1cos(ébc))

8§ 2 8
On distribue :
.4 3 1 1
cos(x) sin*(x) = 3 cos(x) — 5 cos(x) cos(2x) + 3 cos(x) cos(4x)

Utilisation de la formule produit-somme :

cos(A) cos(B) = % [cos(A + B) + cos(A — B)]
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—% cos(x) cos(2x) = —31 (cos(3x) + cos(x))

1 1
3 cos(x) cos(4x) = 16 (cos(5x) + cos(3x))
Regroupement les termes similaires :

1 3 1
cos(x) sin*(x) = 3 cos(x) — Te cos(3x) + 16 cos(5x)

Exercice 19

1. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :
1+ zxf Ve—iv2

Va+iT T2

z
2. En déduire le module et un argument de z;z3 et 2—4.
2

21:*3,22:1*1',23

Solution:

1. Calcul des modules et arguments :

(@ z; =-3:
cos@z_—3:_—3=—1,
02+ (-3)2 3
= 0=n = arg(-3)=m.
. 0 0
sinf = ——————==-=0.
02+ (=32 3
Ainsi

|z1] =3, arg(z1) =

(b) zo=1—1:

22] = 4/12 4+ (-1)2 =2, arg(z) = —g.

(c) z3 = 1HY3: D'abord, écrire sous forme trigonométrique le numérateur et le dénominateur :

VB

z), \/§+i:2<cos%+isin%>.

1+i\/§:2(cosg+isin3

Donc /3
2" 8(7'[/3 T/6) _ 17'[/6

23 = 2617'(/6

Ainsi
T
|z3] =1, arg(z3) = <
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d) z, = \/5—21'\/5 :

R R Y 5

arg(z4) = arctan (%f) _

T
3
2. Module et argument de z1z3 et ;—‘2‘ :

2123 = (—3) - e/0 = 3eITT7/6) = 3e77/6 |z125| =3, arg(z1z3) = 6
=1, ar “)_ 71
B :ACY AT

2

—int/6
24 _ 20 nseinsa) _ inz |7

z 2eim/A

Z2

Exercice 20 Soit z = \/2 ++/3+ i\/z —
(a) Calculer z?, déterminer le module et un argument de z? et écrire z
trigonométrique.

sous forme

(b) En déduire le module et un argument de z.

(c) En déduire une expression de cos < 12) et sin ( 12)

Solution:
(a) Calcul de 22 :

=1/2+V3+i\/2 -3
— x/2+f+z\/27 (2++3)—(2 \f)+2z\/(2+\/§)(2—\f3)=2f3+2i.

Module et argument de z2 :

22 = 4/ (2V3)2 422 =12+ 4 = V16 = 4,

arg(z?) = arctan (i> = arctan (L) =T
2V3 V3 6

Forme trigonométrique :

z? :4<cos%+isin%>.

(b) Module et argument de z :

z| = 4/|22| = V4 =2, arg(z) = =
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(c) Ona . .
z = |z|(cosarg(z) + isinarg(z)) =2 (cos 17 + isin E) .

Par identification de la forme algébrique avec la forme trigonométrique :

7T 7T 2+4/3
«/2+\f3_2cosﬁ = cosE—T,

/ s o 243
2—\@—25111E — smE—T.

Exercice 21

(@) Donner la forme trigonométrique de (1 + 7)" pour tout n € IN (utiliser la formule
de Moivre).

(b) En déduire une expression tres simple de (14 )" + (1 —1)™.

Solution:

a) Forme trigonométrique de (1 + i)" : On sait que 1 + i peut s’écrire sous forme trigo-
nométrique :

1+i:\@<cosg+ising>.

Par la formule de Moivre, pour tout n € IN :

(1+4)" = (\fz)n (Cos% + isin%) — on/2 <cos% —|—isin%> .

b) Expression simple de (1 +i)" + (1 —1i)":
Onal-—i=+2(cos(—%F)+isin(—F)), donc

i — (V3" (cos T 4 isin ) — 2072 (cos T _ isin T
(1-i)" = (V2) (cos g Hisin— )—2 <cos4 zsm4).

On adonc:

(1+0)"+ (1 —i)" =2"/2 (cos%—l—isim%%—cos%—isin%) :2”/2+1cos%.

Exercice 22
1. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
a) z="7+24i,
b) z = 9 +40;,
cz=1+1
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) z2 = —2v/3+42i,
b) 2% =3 —4i.
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a)

b)

)

Solution:

1. Racines carrées des nombres complexes :

Calculons les racines carrées de z = 7 + 241
On cherche § = a + bi tel que 6> = 7 + 24i. Ecrivons : 6% = a®> — b + 2abi = 7 + 24i.
On obtient le systéme :

a2 -2 =7,

2ab = 24.

De2ab=24,onaab=12 = b = % Substituons dans a2 — b2 =7:

2
az—(la—z) =7 — a*— 742144 = 0.

Posons X = a2, on obtient X? — 7X — 144 = 0. Résolvons : X = 7ty 429 +576 — 7J—r225 .
Donc X1 =16 — a = +4, X, = —9 (non valable).

Alors b =12/4 = 3.

Ainsi, les racines carréesdez =7 +24isontd =4+3i et 6= —4-—3i.
Calculons les racines carrées de z = 9 + 40i

De méme (Exer), on trouve les racines carrées de z = 9 + 40i

0% = a2 — b + 2abi = 9 + 40i

a2 -2 =09,
200 =40 — ab=20 =— b=20/a

a®> —(20/a)> =9 = a*—9a%> — 400 = 0. Posons X = a?: X> —9X —400 = 0,
X = 2VBLHIO00 _ 944l ¥ — 25 — q=45,b=20/5=4.

Racines: 6 =5+4i et 6= -5-—4i.

Calculons les racines carréesdez =1+ i

02 =a?>—b*+2abi=1+i

1 1
2ab=1 = b=—, > b =1=— -~ =1— 4a*—44>-1=0
2a 402

Posons X = a2 : 4X? —4X —1 =0 — X = 4£VI6716 _ 45v32 _ 454V _ 1442

8 - 8 - 2
On prend a = \/@,b: 1/(2a) = W

Racines:ézi(\/l%ﬁ—i—i\/#).

Résolution des équations :

a)

Résolvons I'équation 722 = 234+ 2i
Méme méthode que ci-dessus.

a2 — b2 = -2./3

2 2 2 . .
2 i(2ab) = 23 42 —
2= +i(2ab) V3+2i {2ab=2:ab=1
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b=1/a = a*>—1/a®> = -2/3 = a*+23a> -1 = 0 Posons X = a?:
X2424/3X-1=0

-2 + 12+ 4 -2 + V1 -2 +4
= V3 + = \@_ﬁz \/Zg_ = —V3+20u —V3-2

X
2 2

OngardeX:—\@+2>0 = a=+2—-+3b=1/a=+1/v2—+/3.

b) Résolvons I'équation z2 = 3 — 4i

2 =a> b +2abi=3-4i = 2ab= -4 — ab=-2, a*-b*=3

b=-2/a — a>—4/a®> =3 — a* —3a> — 4 = 0 Factorisation : (a> — 4)(a® +
1)=0 = a=+2(puisb=—-1),a = +i.
Doncz=2—-iouz=—-2+1.

Exercice 23

1. Déterminer les racines cubiques de 1 et les représenter dans le plan complexe.

—1+iV3

2. Onnote j = . Montrer que 1 +j + j2 = 0.

3. Exprimer les racines cubiques de 1 en fonction de ;.

Solution:

1. Racines cubiques de 1 : Les solutions de z*> = 1 sont :

2k

z=¢3, k=0,1,2.

Explicitement :

- 1 .43 ; 1 .4/3
z0=1, 2z = 6127'(/3 — _E —|—l\/77, Zy = 61471/3 _ _E . \Zf

Ces trois points sont les sommets d"un triangle équilatéral inscrit dans le cercle unité.

2. Vérification de 1+ j + j2 = 0 avec j:%@:
o (—1+iV3\" _1-2iv3-3  —2-2iv3_ 1 3
I = 2 - 1 -1 T 27

Donc:

. 1 .43 1 V3
1+]+]2:1+(—§+1§)+(—§—1g>:O.

3. Exprimer les racines cubiques de 1 en fonction de j :
20:1, 21 :j, V) :jz.

Ainsi, les trois racines sont 1, j, ]-2.
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Exercice 24 Résoudre dans C les équations suivantes :

iz2 4+ (1 -5i)z -2+ 6i = 0,

22-22+i)z+6+8i =0.

(1+42i)z2 - (9+3i)z+10 -5 =0,

22— (1+iV3)z—1+iyV/3=0

72 — 2%z 4 2i(sina)e® =0, aelR.

2t +1022 4169 = 0

z* — (15 +30i)z> — 88 +234i = 0 cette équation est dite bicarrée.

S A LT

273 — (1—i)z>+ (1 +1i)z+2i =0, sachant qu’ elle a une racine imaginaire pure.

Solution:

1. Résolvons I'équation

iz 4+ (1-5i)z—2+6i =0
C’est une équation quadratique az> + bz +c = 0aveca =i,b =1—5i,c = —2 + 6i.
Le discriminant vaut :

A = b? —4ac = (1 —5i)% — 4i(—2 + 6i)
=1—10i — 25 — 4i(—2 + 6i)
— —24 — 10i — 4i(—2 + 6i)
= 24— 10i +24 + 8i = —2i.

Soit & = a + ib une des racines carrées de A.On a :

0% = 2i = (a+ib)*> = —2i
— (a* — b?) +i(2ab) = —2i

D'ou:
> —bv*=0 (1)
=2 — <{22b=-2 (2
>+ =2 (3)
De (1) et (3)ona: 24> = 2donca = 1 oua = —1. De 'équation (2) on aura :
Siazlzb:_—lz_—l:—l
a 1
Sia=-1-b=— =1
a -1
Donc, 6 =1 —ioud = —1+i; alors I'équation posséde deux racines complexes sont
-b-vA —-1451—(1-1i -b AN 145+ (1—i
- VA _ 1450 D _ 113 et 2y — +VA +5i+(1-1) _,

2a 2i 2a 2i
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2. Résolvons I'équation
2> —2(241i)z+ 6+ 8i = 0.

Le discriminant vaut
A=42+i)>—4(1)(6+8i) = —12 - 16i.
Soit & = a + ib une des racines carrées de A.On a :

6% = —12 —16i < (a +ib)* = —12 — 16i
— (a* — b?) +i(2ab) = —12 — 16i

D'ou:
a2 —b>=-12 (1)
2=-12-16i < <{2ab=-16 (2)
a®>+b>=20 (3)
De (1) et (3) ona: 24> = 8 donca = 2 oua = —2. De I'équation (2) on aura :
Sia:2:>b:_—8:_—8:—4
a 2
Sia=-2-b= =5 _4
a -2
Donc, 6 =2 —4ioué = —2+ 4i; alors I'équation possede deux racines complexes sont
—-b—-vVA 22+i)—(2—4i —b A 2(2+1 2—4i
Z1 = \ﬁ: (+1) ( Z):S—i et zp = +\ﬁ: (+Z)+( Z):l—l—Si

2a 2(1) 2a 2(1)

3. (142i)z2—(9+3i)z+10-5i =0
On peut utiliser A = b> —4acaveca = 1+2i,b = —(9+3i), c = 10 — 5i. Résoudre

ensuite avec la formule z = %K.

4. 22 — (1+iV3)z—1+iv/3 = 0.
5. z2 — 2¢'z + 2i(sina)e® =0, aeRR.
6. z* + 1022 + 169 = 0 Posons u = z2, alors u% + 10u + 169 = 0. Discriminant : A =

100 — 676 = —576 u = —10£Y=976 — 54 12j Alors z2 = —5+ 12i ou 22 = —5 — 12i
Prendre les racines carrées complexes pour obtenir z.

7. z* — (15 +30i)z> — 88 +234i = 0 cette équation est dite bicarrée.

8. 222 — (1—1i)z>+ (1+1i)z+2i =0, sachant qu’elle a une racine imaginaire pure.
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3.14 Introduction

L'espace vectoriel constitue 1'une des structures majeures des mathématiques modernes.
I fournit un cadre commun grace auquel on met en lumiere les propriétés que partagent
des ensembles pourtant tres divers, tels que les vecteurs du plan, les fonctions, les po-
lyndmes ou encore les matrices,. ..

3.2a Espace Vectoriel, Base, Dimension

3.2.1 » Lois de composition interne

~(Définition 3.2.1. \

Soit E un ensemble non vide.
On appelle “+” loi (opération) de composition interne dans E 1’application de E x E
dans E :

+:ExE — E
(xy) — x=y
CestadireVx,ye E:x+ye L.

- J

Exemple 3_2.27
o ) 1

L’addition dans R est une opération interne car : Vx,y € R, x +y € R.

+:RxR — R
(x,y) —— x+y

La multiplication dans IR est une opération interne car : Vx,y € R, x x y € R.

x:RxR — R
(xy) — xxy

T [Exemple 3.2.2 }—j

Propriétés.
Soient E un ensemble et « * » , « A » deux lois de composition interne dans E, alors :

a) On dit que « = » est commutative dans E si et seulement si :
Vx,ye E:x+y =1y=Xx.
b) On dit que « = » est associative dans E si et seulement si :

Vx,y,ze E: (xxy)*z=xx(y*z).
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¢) Soite € E, on dit que « e » est un élément neutre de « = » dans E si et seulement si :
VxeE, xxe=exx = X.
d) Soit x € E, on dit que x’ de E est le symétrique de x si et seulement si :

/ /

e) On dit que « = » est distributive par rapport a « A » si et seulement si :

cvacp [Pl = (xey)Axe),
ek {(my)*zz(x*z)ﬂ(y*z)'

3.2.2 » Groupes

~(Définition 3.23. \

Soit E un ensemble muni d'une loi « = ». On dit que (E, «) est un groupe si et seulement
Si:

a) Laloi « = » est interne dans E.
b) Laloi « * » est associative.
¢) Laloi « * » admet un élément neutre dans E.
d) Tout élément de E admet un symétrique pour la loi « * ».
Et si de plus la loi « « » est commutative, on dit que E est un groupe abélien (ou commu-

tatif).
- J

Exemple 3.2. 4)
— ) )

(R, +), (R*, x), (Z,+) sont des groupes abéliens.
(N, +) n’est pas un groupe car les éléments de IN* n’ont pas de symétrique.

1T [Exemple 324 }—j
i—[Exemple 325
/ 1

Soit E = {—1,1},ona: (E, x) est un groupe abélien

T [Exemple 3.2.5 }—j
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3.34 Espaces vectoriels

3.3.1 » Structure d’espace vectoriel

Dans cette partie, (K, +, -) désigne un corps commutatif, en pratique K = Rou K = C.
On note par 1k 1'élément neutre pour la loi « - ».
Un espace vectoriel est une structure algébrique comportant deux opérations : une
opération interne et une opération externe. Présentons d’abord ces deux notions.
— On appelle opération interne (ou loi de composition interne) toute application définie
de E x E vers E, c’est-a-dire :
ExE — E
(u,v) — u+v

— On appelle opération externe (ou loi de composition externe) toute application définie
de K x E vers E, c’est-a-dire :

. KxE — E
(Au) — A-u

Exemple 3_3.17
I ) 1

Soit

f:RxR?> - RR?
(A (0 ) = (Ax,Ay)

Alors f définit une opération externe sur IR? dont les scalaires sont les réels R.

T [Exemple 3.3.1]—T

—Définition 3.3.2. \

On dit que (E,+,-) est un espace vectoriel sur un corps K (ou un K-espace
vectoriel) si les propriétés suivantes sont vérifiées :

a) (E,+) est un groupe abélien;

b) 1-u = upourtoutu e E;

) A-(p-u)=(Au) -upourtous A, pecKetuekE;

d) A (u+9v)=A-u+A-vpourtoutAeKetuvekE;
e) A+u) - u=A-u+u-upourtous A, ucKetuekE.

- J

Remarque 3.3.3. Terminologie et notations
O Les éléments de E sont appelés vecteurs, notés x,y, v, w, . ...

® Les éléments de K sont appelés scalaires, notés par des lettres grecques a, B, v, 1, . . ..
(voir I’alphabet grec p. 102).
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i—[Exemple 3.3.4} l

Soit (ay,...,a,) € K". L'ensemble des solutions x = (x1,...,x,) de 'équation

a1x1+axxo +...+ayx, =0

est un K-espace vectoriel.

T [Exemple 3.3.4]—T
i—[Exemple 3.3.5]
g 1

L'ensemble {(A, u, A + ), A € R, u € R} est un R-espace vectoriel.

1T [Exemple 3.3.5 }—j

3.3.2 » Sous-espaces vectoriels

On fixe un K-espace vectoriel E.

»»» Deux définitions équivalentes

Proposition 3.3.6. Soit F un sous-ensemble de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :
a) F est un K-espace vectoriel.

b) Les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
e0€ F,'
e (x,y)eF?=x+yeF;
e (xe F,Ae K) = AxeF.

Un ensemble F vérifiant les propriétés de la proposition 3.3.6 est appelé
sous-espace vectoriel de E.

Remarque 3.3.8. En pratique, la définition donnée par le point (b) de la proposition est
celle que l'on utilise. L'autre définition justifie I’expression “sous-espace vectoriel”.

Exemple 3_3.97
— J )

Les ensembles {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espace vectoriels
triviaux de E.

T [Exemple 3.3.9 }—j
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i—[Exemple 3.3.10} l

Si E est un espace vectoriel, et u € E\{0}, 'ensemble

{Au, A e K}

est un sous-espace vectoriel de E, appelée droite (vectorielle) de E. Dans le cas ot E est
I'espace vectoriel R? ou R3, ces ensembles sont exactement les droites du plan ou de I'es-
pace passant par l’origine.

T [Exemple 3.3.10 }—j
b
i—[Exemple 3'3'11J l

L'ensemble {(A, A,21), A € R} estun sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel {(A, u, A +
1), A € R, y € R} introduit dans I'exemple 3.3.5.

T [Exemple 3.3.11]—T

»»» Intersection

Proposition 3.3.12. Soit F et G des sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E. Alors F n G
est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. (@) Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E,ona 0 € F et
0cGetdonc0e FnG.

(b) De méme, si x et y sont des vecteurs de F n G, ce sont des vecteurs de F, donc
X 4y € F (car F est un sous-espace vectoriel), et des vecteurs de G, donc x +y € G (car
G est un sous-espace vectoriel).

(c) Par suite x+y € FnG. Lapreuvede (x € FNG, A € K) = Ax € Fn G est
identique.

.
i—[Exemple 3313 )

L'intersection des sous-espaces vectoriels de C3

F = {(0,9(2, X3), (XZ,Xg) € CZ} etG = {(xl,xz,O), (xl,xz) € Cz}
est le sous-espace vectoriel de C3 :

FnG=1{(0,z20), ze C}.

1T (Exemple 3.3.13 -

Proposition 3.3.14. Soit Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors F; n F; n ... F, est
un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration. Par récurrence sur n, a partir de la proposition 3.3.12. m

Donnons un exemple fondamental :

Exemple 3.3.15]
— ) )

Soient ay,...,a, € R avecn > 1. On veut montrer que

H={(x1,...,xy) e R" :a1xy + - -+ ayx, =0}

est un sous-espace vectoriel de R". Procédons en deux étapes.
(i) A-t-on Ogn € H ? On a

ap-0+---4+a,-0=0,
donc Or» € H.

(ii) L'ensemble H est-il stable par combinaison linéaire? Soient A, jt € Retu = (uy,...,uy),
v = (v1,...,0,) deux éléments de H. Montrons que Au + uv € H.
Ecrivons dabord

A+ puv = (Aug + poq, ..., Ay + pon) = (Xq, ..., Xa).
Pour établir I'inclusion souhaitée, il suffit de montrer que
X1+ +a, X, =0.
Or les hypothéses u € H et v e H donnent
ajuy + -+ ayuy, =0, a101+ -+ ayo, = 0.
Ainsi,
mX1+ -+ anXy = a1(Aug +poq) + - + an(Auy + poy)

= Aaquy + -+ aptty) + p(aro1 + - + ayop)
=A-04pu-0=0.

Donc Au + uv € H.

On a montré que H contient Or» et qu’il est stable par combinaisons linéaires. Il s’agit
donc d"un sous-espace vectoriel de R". m

1T (Exemple 3.3.15 -

Avertissement 3.3.16. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la réunion F U G
n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 3.3.17]
— ) )

Par exemple, la réunion des sous-espaces vectoriels {(x1,0), x; € R} et {(0,x2), x2 € R}
de IR? n’est pas un sous-espace vectoriel de IR? : elle contient les vecteurs (1,0) et (0,1)
mais pas leur somme (1,1).

T [Exemple 3.3.17]—T

Un résultat plus précis est donné par la proposition suivante.




i—LExemple 3.3.21}

T
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Proposition 3.3.18. Soit F et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors F U G est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si F < G ou G  F.

Démonstration. Supposons que F n’est pas inclus dans G et que G n’est pas inclus dans F.
Il existe alors un vecteur x qui est dans F, mais pas dans G, et un vecteur y qui est dans G,
mais pas dans F. Alors x et y sont tous les deux dans F u G. Mais x +y ¢ F (sinon on aurait
y=y+x—xeF)etx+y¢ G (sinononauraitx =x+y—-yeG.Doncx+y¢FuG,ce
qui montre que F U G n’est pas un sous-espace vectoriel de E. =

»»» Somme, somme directe, supplémentaires
»»» Somme de deux sous-espaces vectoriels

La démonstration (facile) de la proposition suivante est laissée au lecteur :

Proposition 3.3.19. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. L'en-
semble H = {x +y, x€ F, y € G} est un sous-espace vectoriel de E.

Le sous-espace vectoriel H de la proposition précédente est noté F + G et appelé
somme de F et G.

Soit F = {x = (x1,x2,x3) € R® t.q. x; =0} et G = {x € R® t.q. x3 = 0}. Alors
F+G=TR.
En effet, si x = (x1,xp,x3) e R3, ona:

(xll X2, x3) - (0/ X2, x3) + (xlr 01 0)1

VA N

eF eG

i—[Exemple 3.3.22}

etdoncx e F 4 G.
[Exemple 3.3.21]—T

Soitn,p = letuy,...,uy, vy,...,v, des vecteurs de E. Alors
vect(uy, ..., u,) +vect(vy,...,vp) = vect(uy, ..., Uy, vy, ..., Vp).

En effet, notons F I'espace vectoriel engendré par les vecteurs u; et G l'espace vectoriel
engendré par les vecteurs v;. Par définition, F + G est 'ensemble des x +y avec x € F et
y € G. En utilisant la définition d"un espace vectoriel engendré, on obtient :

F+G= {Alul+"'+)‘n“n+P‘1V1—|—...—|—ypr, (A ee s A pit, e ip) eI[<”+P}

1
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ce qui donne le résultat annoncé.

T [Exemple 3.3.22]—T
W
i—[Exemple 3.3.23 ) 1

La somme des droites de IR?, {(x,0,0), x € R} et {(0, ¥,0), y € R} estle plan de R3:

{(x,y,0), x e R}.

Ceci découle immédiatement de la définition de la somme de deux sous-espaces vecto-
riels. C’est aussi un cas particulier de ’exemple précédent (avecn = p =1, u; = (1,0,0)
etvy = (0,1,0)).

T Exemple 3.3, 23]—T

»»» Somme directe

—(Définition 3.3.24. )

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d"un K-espace vectoriel E. On dit que
la somme de F et G est directe quand tout élément de F + G s’écrit de maniére
unique x +u avec x € F et u € G. En d’autres termes :

<x—i—u:y+v, (x,y)eret(u,v)eG2> — (x:yetu:v>.

On note alors F® G la somme de F et G.
\_ J

Proposition 3.3.25. La somme F + G est directe si et seulement si F n G = {0}.

Démonstration. Supposons que la somme est directe. Soit x € F n G. Alors

x + 0 = 0 + x,
~—~ =~~~ ~— =~
eF eG eF eG

et par unicité de la décomposition d"un vecteur comme somme d’un élément de F et d'un
élément de G, on obtient x = 0. D’ou F n G = {0}.
Supposons maintenant F n G = {0}. Soit x et y des vecteurs de F, u et v des vecteurs
de G. On suppose
X+u=y+v.

Alors
X—y=V—u.

Doncx—y=v—ueFnG(carx—ye Fetv—ue G).Puisque F n G = {0}, on en déduit
x =y etu = v, ce qui termine la preuve. m
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i—[Exemple 3.3.26} l

La somme F + G de I'exemple 3.3.21 n’est pas directe. En effet, on voit facilement que

FnG={(x1,x2,x3), t.q. x; = 0 et x3 = 0} = vect{(0,1,0)} # (0).

1T [Exemple 3.3.26 }—j
)
i—[Exemple 3.3.27 ) l

La somme des droites de IR?, {(x,0,0), x € R} et {(0,y,0), vy € R} est directe. Le seul point
commun a ces droites est bien 'origine {0}.

T [Exemple 3.3.27J—T

»»» Supplémentaires

—(Définition 3.3.28. \

On dit que les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E lorsque

E=Fa®cG.

En d’autres termes, la somme de F et G est directe, et égale a E.

- J

Donc par définition, F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément
z de E s’écrit de manieére unique z = x + uavecxe Fetue G.

i—[Exemple 3.3.29}

Les droites vect{(1,0)} et vect{(0,1)} sont supplémentaires dans IR?.

1

T [Exemple 3.3.29]—T
W

i—[Exemple 3.3.30 ) 1

Les espaces F et G des exemples 3.3.21 et 3.3.26 ne sont pas supplémentaires dans IR? : leur
somme est bien égale a IR?, mais elle n’est pas directe.
Les deux droites de IR? apparaissant dans I’exemple 3.3.27 ne sont pas supplémentaires

dans R3 : leur somme est directe, mais elle ne vaut pas R>.

T [Exemple 3.3.30 }—j
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i—[Exemple 3.3.31} l

Soit F = {(x1,0,x3), (x1,x3) € K?} et G = vect{(0,1,1)}. Vérifier que F et G sont
supplémentaires dans R®.

T [Exemple 3.3.31 }—j

3.4» Dépendance, Indépendance linéaires

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel. On étudie ici certaines pro-
priétés des familles (finies) de vecteurs de E, qui seront utiles pour traiter, dans la partie
3.5, la notion de dimension d"un espace vectoriel.

3.4.1 » Familles de vecteurs : définition

~(Définition 3.4.1. \

Soit n un entier > 1. Une famille (finie) F de n vecteurs de E est un n-uplet
(uy,...,uy) de vecteurs de E.

On note u € F quand u est un des vecteurs u;. Le nombre 7 est le cardinal de 7,
et on note n = Card(F). On convient qu'il existe une seule famille de cardinal 0,
notée (.

Soit F = (uy,...,u,) et G = (vy,...,vp) deux familles de vecteurs. On note
FougG=(u,...,uyvy,...,Vp).

Si F = (uy,...,u,) est une famille de vecteurs, et G est une autre famille de la
forme (uy,, ..., ux,) avecl < ky <ky <... <kp < n,ondit que G est extraite de
F,etonnote G c F.On dit aussi que la famille 7 compleéte la famille G.

- J

Exemple 3.4.2]
I ) )]

Soit

F= {(1,0,0), (0,1,0), (0,1,0), (1,0,1)} etG :{(1,0,0), (0,1,0), (1,0,1)}.

Alors F et G sont des familles de vecteurs de R?, Card(F) = 4, Card(G) = 3, et G est

T extraite de F.
[Exemple 3.4.2]—T
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3.4.2 » Combinaisons linéaires

On appelle combinaison linéaire de uj,... u, un vecteur de E de la forme

Aug +...+Ayu,, OUAq,..., A, sontdes scalaires.

.

3.4.3 » Familles liées, familles libres

~(Définition 3.4.4. \

Une famille 7 = {uy,...,u,} de E est libre si la propriété suivante est vérifiée :

V(A ..., An) e K, AMui+Ahuw+...+Au, =0= A=A =...= A, =0.

On dit aussi que les vecteurs uy, ..., u, sont linéairement indépendants. Si la
famille F n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

- J

i—[Exemple 3.4. 5W l

{(0,1,1),(1,1,2)} est libre dans R3. En effet, supposons

Al(O,l,l) —{-/\2(1,1,2) = (0,0,0),
ied, =0,A1+A,=0etA; +2A, =0. Alors A = A, =0

1T [Exemple 3.4.5 }—j
i—[Exemple 3.4.6]
g 1

Soitv; = (1,0,1), v, = (1,1,0) et v3 = (1,0,0). La famille G = {vq, vy, v3} est libre dans
C3. Comme dans ’exemple précédent, on est ramené a étudier un systéme homogene.
Soit (/\1, Ag, )Lg) e C3 tels que A1vy + Apvy + Azvz = 0. Alors

AM+A+A3=0, Ar=0etA; =0,

ce qui donne facilement Ay = Ay = A3 = 0.

T [Exemple 3.4.6 }—j
A
i—[Exemple 3.4.7 ] l

Soitu; = (1,0,1), up = (1,1,0) et ug = (2,1,1). Alors la famille {uy, up, us} est liée. En
effet :

u; +up —uz =0.
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On peut retrouver cette relatioen résolvant le systeme Aju; 4+ Ayup + Azuz = 0, d’incon-
nues Aq, Ay et A3).

T [Exemple 3.4.7]—T
)
i—LExemple 3.4.8 ] l

Si0e F,alors F estliée. Eneffet 1.0 =0,et1 # 0.

1T [Exemple 3.4.8 }—j
)
i—[Exemple 3.4.9 ] l

Une famille a un élément u est libre si et seulement si u # 0. En effet, si u = 0 la famille
n’est pas libre (cf exemple précédent).

T [Exemple 3.4.9 }—j

La proposition suivante découle immédiatement de la définition d"une famille libre :

Proposition 3.4.10. Si F est une famille libre, tout famille extraite de F est libre.

On termine cette partie sur les famille libres par le lemme utile sur les familles libres
suivant :

Lemme3.4.11.)

Soit F une famille libre et v € E. Alors la famille F u (v) est libre si et seulement
siv ¢ vect F.

ce qui implique, la famille étant libre,

Exemple 3_4_127
— ) )

Une famille de deux vecteurs (u, v) est libre si et seulement si u # 0 et v n’appartient pas
a la droite vect u. Ceci découle immédiatement des deux propositions précédentes.

[Exemple 3.4.12

1

3.4.4 » Sous-espace engendré par une partie

On donne maintenant un exemple important de sous-espace vectoriel. Soit n > 1 et
uj,...,u, des vecteurs de E (on dit aussi que {uy, ..., u,} est une famille de vecteurs de E,
voir la définition 3.4.1 plus haut).

Proposition 3.4.13. L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy,...,u, de E :

{Alul o Ay, (A, Ap) € IK”}
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est un sous-espace vectoriel de E, appelé espace vectoriel engendré par uy,.. ., u, et noté

vect(uy, ..., uy) ou vect{uy,..., u,}.

Démonstration. Notons F cet ensemble. Ona 0 = Ouy + ...+ Ou, € F. Il est également tres
simple de vérifier que F est stable par addition et multiplication par un scalaire, ce qui
montrer le résultat. m

W
i—[Exemple 3.4.14 ] 1

vect(0) = {0}.

Si u est un vecteur non nul de E, vect(u) est la droite engendrée par u (voir exemple
3.3.10).

T [Exemple 3.4.14]—T
W
i—[Exemple 3.4.15 ] 1

Soitu = (1,0,1) et v = (0,1,1). Le sous-espace vectoriel de R3 vect(u, v) est

{Aa+pv, (A,p) e R? = {(A, A+ p), (A, u) e R*}.

C’est exactement le sous-espace vectoriel de R® vu dans l’exemple 3.3.5.

T [Exemple 3.4.15 }—j

3.4.5 » Familles génératrices, bases

»»» Familles génératrices

—(Définition 3.4.16. )

La famille 7 = {uy,...,u,} est une famille génératrice de E quand pour tout
vecteur v de E, il existe (Aq,...,A,) € K" tel que

v:A1u1+...+Anun.

On dit aussi que F engendre E.

- J

Remarque 3.4.17. La famille F est génératrice si et seulement si vect 7 = E.

i—LExemple 3.4.18} l

La famille F; = {(1,0),(0,1), (1,1)} est une famille génératrice de R? : si (A1, A;) € R?,
(A1,A2) = A1(1,0) + A5(0,1), et donc R? = vect F.
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1T (Exemple 3.4.18 -
)
i—[Exemple 3.4.19 ) l

La famille 5 = {(1,0,0), (1,1,0), (0,1,0)} n’est pas génératrice de R3. En effet, la derniere
coordonnée de tout élément de vect F est nulle, et donc par exemple (0,0, 1) n’appartient
pas a vect fo.

T [Exemple 3.4.19 }—j

»»» Bases

Une famille F de E est une base quand elle est a la fois libre et génératrice.

Exemple 3.4.21)
— ) )

La famille {(1,0), (0,1)} est une base de K. Plus généralement, sin > letje {1,...,n},
définissons e; comme le vecteur de K" dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la j-

iéme, qui vaut 1. Alors la famille (ey, ..., e,) est une base de K", appelée base canonique
de K",

1T Exemple 3.4.21 -
)
i—[Exemple 3.4.22 ] l

La famille {(2,1,0), (1,1,0)} n’est pas une base de IR : elle est libre mais pas génératrice
(justifier).

1T (Exemple 3.4.22 -
)
i—[Exemple 3.4.23 ] l

La famille {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} n’est pas une base de IR? : elle est génératrice
mais pas libre (justifier).

1T (Exemple 3.4.23 -

Soit B = {ej,...,e,} une base de E. Alors tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique

X = i /\]e]
j=1

Les A; sont appelés coordonnées de x dans la base E.
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mExemple 3.4.24}
Démonstratten.

Les coordonnées du vecteur (A4, ..., A, ) de K" dans la base canonique de K" sont (Aq, ..., A,).

T [Exemple 3.4.24]—T

3.54 Théorie de la dimension

3.5.1 » Définition

On dit que E est de dimension finie quand il admet une famille génératrice finie.
On convient que I'espace vectoriel {0} est de dimension finie, et que la famille
vide est une famille génératrice de {0}.

.

Exemple 3_5.27
I ) 1

L'espace vectoriel K" est de dimension finie : la base canonique de K" est une famille
génératrice finie.

T [Exemple 3.5.2]—T

3.5.2 » Dimension d’un espace vectoriel.

On note E un K-espace vectoriel de dimension finie.
On rappelle que le cardinal d'une famille F, noté Card(F), est le nombre d’éléments

de F.
Théoréme 3.5.3.

Soit F une famille libre et G une famille génératrice de E. Alors Card(F) <
Card(G).

On peut maintenant définit la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie :
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— Théoréeme 3.5.4. ~N

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors :

a) Toutes les bases de E ont le méme cardinal, appelé dimension de E et noté
dim E.

b) Le cardinal de toute familles libre de E est inférieur ou égal a dim E.

¢) Le cardinal de toute famille génératrice de E est supérieur ou égal a dim E.

- J

Exemple 355)
— ) )

L’espace vectoriel {0} est de dimension 0 (il a pour base 1’ensemble vide ¢ par conven-
tion).

L’espace vectoriel K" est de dimension 7 sur K : la base canonique a n éléments.

Soit E un espace vectoriel et u un vecteur non nul de E. Alors 1’espace vectoriel vect(u)
est de dimension 1 : il a pour base u.

La famille de C3 :

F = {(1,2,3), (-1,0,i), (2,1,2), (\@,i+2,3)}

n’est pas une famille libre du C-espace vectoriel C> d’apres le point (b) : cette famille a 4
éléments, alors que C est de dimension 3.
La famille de R* :

g - {(1/21014)/ (_1/ 1/2/1)/ (1/0/2/ _1)}

n’est pas une famille génératrice de R*.

1T [Exemple 3.5.5 }—j

3.5.3 » Caractérisation des bases

— Théoreme 3.5.6. ~N
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit / une famille de vecteurs de
E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F estune base de E.

b) F est une famille libre, et Card(F) = dim E.

¢) F est une famille génératrice, et Card(F) = dim E.

- J

i—LExemple 3.5.7} l

{(-1,-1,2,-1),(1,-1,-1,0),(2,1,-3,1), (=2, -2,3,-2)}
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T est une base de R*.
[Exemple 3.5.7]—T

3.5.4 » Théoreme de la base incomplete

On termine cette section sur la dimension finie par un résultat important, le théoreme
de la base incomplete :

— Théoreme 3.5.8. ~N

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit £ = {uy,...,u,} une fa-
mille libre de E, de cardinal p. Alors p < n et on peut compléter £ en une base

{uy,...,up,upi1,...,u,} de E.

- J

i—LExemple 3.5.9} l

La famille libre {(1,0,0), (1,1,0)} de R3 peut-étre complétée en une base {(1, 0,0),(1,1,0), (0,0, 1)}

T de ]R3.
[Exemple 3.5.9]—T

3.64 Sous-espaces vectoriels et dimension

3.6.1 » Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 3.6.1.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de
E. Alors F est de dimension finie et dim F < dim E.

Exemple 3.6.2]
— ) )

Tout sous-espace vectoriel de K" est de dimension finie, inférieure ou égale a n. En d’autres
termes, tous les espaces vectoriels étudiés dans ce cours sont de dimension finie.

T [Exemple 3.6.2]—T
i—[Exemple 3.6.3w
/ 1

Le sous-espace vectoriel F de R® d’équation x = y est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion 2 (un plan) de R3. En écrivant 'ensemble des solutions de cette équation sous forme
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paramétrique, on obtient
F={(x,x,2), (x,z) e R} = {x(1,1,0) +2(0,0,1), (x,z) € R*} = vect{(1,1,0),(0,0,1)}.

La famille {(1, 1,0),(0,0, 1)} engendre F. Puisque c’est une famille libre, c’est une base de
F, ce qui montre le résultat annoncé.

T [Exemple 3.6.3 }—j

Le seul sous-espace vectoriel de E de dimension dim E est E lui-méme :

Proposition 3.6.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de
méme dimension dim E. Alors E = F.

On appelle rang d"une famille de vecteurs la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par cette famille.

3.6.2 » Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels

— Théoreme 3.6.6 (Formule de Grassmann).

Soit E de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors
dim(F + G) = dim F 4+ dim G — dim(F n G).

-

— Corollaire 3.6.7.

Sous les hypotheses du théoreme, si la somme F @ G est directe, dim(F + G) =
dim F + dim G.
Si de plus F et G sont supplémentaires dans E, dim F + dim G = dim E.

-

W
i—[Exemple 3.6.8 ] l

Considérons les deux sous-espaces vectoriels de R?: F = {(x,y,z) e R¥t.q. x = y} et
G = vect{(1,1,0),(1,0,1)}. Montrons que F + G = R5.

On remarque que dimF = 2 (exemple 3.6.3), dimG = 2 (G est engendré par une
famille libre de dimension 2). De plus dim(F n G) = 1. En effet, si x = (x,y,z) € G,
alors x s’écrit A(1,1,0) + u(1,0,1). De plus, x € F < x =y <= u = 0. Donc
F G =vect{(1,1,0)} est bien de dimension 1. Par le théoreme 3.6.6,

dim(F+ G) =dimF 4+ dimG — dim(F nG) =2+2—1 =3 = dimR°.

Par la proposition 3.6.4, F + G = R5.
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1T [Exemple 3.6.8 }—j

3.74 Exercices

Exercice 25
Soit E = [0, 1]. On définit une loi (*) sur E par :

V(x,y) e E*: x+y=(x —1)(1—y) +1

1. Montrer que (*) est une loi interne dans [E, commutative et associative.
2. Montrer que (*) posséde un élément neutre.

3. Quels sont les éléments symétrisables de IE.

Exercice 26

1) Dans un espace vectoriel [E, soit (V1, V3, V3) une famille libre, démontrer 1'indépendance
linéaire des vecteurs : Vi—, Vo, — Vzet V] + V3

2) Montrer que les vecteurs a1(1,1,1),a2(1,2,3),a3(2, —1,1) engendrent R3 et calculer
les composantes du vecteur U(1,1, 1) suivant cette base.

3) Pour quelle valeur de m le vecteur X (1, —2,m) est-il une combinaison linéaire des
deux vecteurs : b1(1,1,1),b>(1,2,3)

Exercice 27
On considere dans R les sous-ensembles suivant :

F = {(x,O,z) eR3: x<0,z¢ IR} etG = {(x,y,z) eR3: y= 22};

Montrer que F n’est pas un sous espace vectoriel de R,
Montrer que G est un sous espace vectoriel de R>.
Trouver une partie génératrice de G

Déterminer une base de G et préciser sa dimension.

Soit H un supplémentaire de G dans IR?, donner la dimension H.

AN o A

Le vecteur V(1,2,1) appartient-ila G?
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Exercice 28

I. SoitF = {(x,y,z) eR3: x = Z};

1. Montrer que IF est un sous espace vectoriel de R>. Trouver une base de IF et déduire

sa dimension.

2. Soit G = {(x, y,z)eR3: x+2y+z= 0}. Montrer que G est un s.e.v de R®
3. Déterminer F n G.

II. Soit K = {(x,y,z) eER3: x=z= O};

1. Montrer que K est un sous espace vectoriel de R®.

2. Soit IL le sous espace vectoriel engendré par v1(1,1, —1) et v2(1,1, —1). Déterminer

L,L nKetdéduire L ® K. Le vecteur w(1,1,—1) appartient t-ila IL?

3. Soit H le sous espace vectoriel engendré par v1(1,2,1),v2(0,1,2),v3(2,5,4) Déduire

le supplémentaire de H dans IR?; le supplémentaire est-il unique?

3.84 Applications Linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K et soit f : E — F une

application. On dit que f est une application linéaire si et seulement si

{ (WvVx,yeE: f(x+y) = f(x) + f(y)
(2)VAeK,¥xe E: f(Ax) = Af(x)

Ou bien
{ (VA peK VxyekE: f(Ax+py) =Af(x) +ufy)
Propriétés
Soit f : E — F une application linéaire , alors :
® f(0g) =0r.
@ f(—x) = —f(x).
® Si Ej estuns.e.vde E alors f(E;) estuns.e.v de F.
® Si F) estuns.e.vde Falors f~!(F) estuns.e.v de E.

® La composition de deux applications linéaires est une application linéaire.

i—[Exemple 3.8.1}

® L'application f définie par :

f @ R — R?
(x,y,z) —  (2x,y +z)

est une application linéaire.
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En effet, soient (x,v,z), (x',y,z') e R3, et «, B € R.Onveut montrer que

B, 1, 7)) = af(x,y,2) + BF(2, Y, >)

On a

fla(x,y,z) +

fla(x,y,2) + B(x, Y, 2') = f((ax,ay,az) + B(BX', By, BZ'))

= f(ax + Bx',ay + By, az + B2')
(2(ax + Bx'), ay + By +az + B2')
= (a2x + B2x, a(y +2) + By +7'))
(a2x,a(y +2)) + (B2x, B(y' +2))

T

a(2x,y+2z)+ B2x,y +2)

af(x,y,2) + Bf(x', ¥, 7))

[Exemple 3.8.1]—T

i—[Exemple 3.8.2}

L’application f définie par

T

1

1

f R — R
x — 2x+1
n’est pas linéaire, car f(Or) = 1 # Or
[Exemple 3.8.2]—T
i—[Exemple 3.8.3}
L'application f définie par
f R — R
x — x?

n’est pas linéaire, car elle ne vérifié pas les conditions.

1

[Exemple 3.8.3]—T

i—LExemple 3.8.4}

L'application d’identité f définie par

R — R
x — idr(x) =x

est une application linéaire .

f



ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES 94

T [Exemple 3.8.4]—T

3.8.1 » Noyau, Image d'une application linéaire

»»» Image d'une application linéaire

Soit f : E — F une application linéaire. L'image de f est I’ensemble :
Imf = f(E) = {f(x)|x € E}

»»» Noyau d’une application linéaire
Soit f : E — F une application linéaire. Le noyau de f est défini par :
Ker f = f'({0¢}) = {x € E | f(x) = O}
Remarque 3.8.5. soit f : E — F une appliction linéaire alors :

1. Imf = f(E) = F < f une application surjective .
2. Ker f = f~1({0f}) = {0} < f une application bijective .

)
i—[Exemple 3.8.6 ] l

Soit I'application linéaire f : R3 — R? telle que f(x,y,z) = (x +y,z) Vérifier
que f est surjective et n’est pas injective ?

O f surjective?
Imf = {f(x,y,z) : (x,y,2) E]R3} = {(x+y,z) : (x,y,2) € ]R3}
= {x(l,O) +y(1,0) +2(0,1) : (x,y,2) € ]Rg}

= vect{(1,0),(0,1)}

Alors Imf engendré par {(1,0), (0,1)}

Im (f)=R?

<= f une application surjective
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® f n’est pas injective?

ker f =4 (x,y,2) e R®: f(x,y,2z) = Oge = (0,0)}

{
~{wD R w2 = 0 = 0,0))
{

(x,y,2z) e R3: x:—yAz:O}

Ona (1,-1,0) € ker f d’ou ker f # {(0, 0,0)} alors f n’est pas injective

T [Exemple 3.8.6 }—j

— Théoréme 3.8.7. ~N

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K et soit f : E — F une
application linéaire, alors :

dim E = dim Ker(f) + dim Im(f)

- J

3.8.2 » Composition de deux applications linéaires

3.8.3 » Rang d'une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K de dimensions finies et soit
f : E — F une application linéaire. On appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de
Imf telle que : rg(f) = dimIm(f)

— Théoreme 3.8.8. ~N

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K et soit f : E — F une
application linéaire, alors :

1. rg(f) < min(p,n) .

f) = n < f une application surjective .
f)
f)

- J

Exemple 3.89|
o J l

p < f une application injective .

2. rg(
3. rg(
4. rg( n = p < f une application bijective .
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Soit I’application linéaire f définie par
f @ R* — R
(x1,x2,x3,%4) —> (%1 —x2 + x3,2x17 + 2xp + 6x3 + 4x4, —X1 — 2X3 — X4)

Déterminer ker f et Im f puis donner rg(f).

(x1,%2,x3,x4) € Ker f <= f(x1,%2,x3,%4) = (0,0,0)
X1 —x2+x3=0,
< §2x1+2xp+6x3+4x4 =0,

*X1*ZX3*X4:0

x1—x2+x3=0,
—
Xo+x3+x4=0

Alors
Ker f = {(—ng — X4, —X3 — X4,X3,X4) | X3,X4 € ]R}
= {X3 (—2, -1, 1,0) + X4 (—1, —1,0,1) ] X3,X4 € ]R}
=vect((-2,-1,1,0),(-1,-1,0,1))
dim Ker f = 2.

Par le théoreme du rang :

dimIm f = dimR* — dimKer f =4 -2 = 2.
Ainsirg(f) = 2.

1T [Exemple 3.8.9 }—j

3.94 Exercices

Exercice 29 Soit 'application f définie par :

: R® — R?
(xv,y,z) — f(x,y,z) = (x+3y, 2x —2)
a) Vérifier que f est une application linéaire.
b) Déterminer ker f puis donner dim (ker f).
¢) f est-elle injective?
d) Donner dim(Im f) puis une base de Im f.

e) f est-elle surjective?
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Solution:
1) Vérifions que f est une application linéaire.
Soient X = (x,y,z) etY = (x/,y,2') dans R?, et A,y e R.On a:

fAX+uY) = f(Mx,y,2) + pu(x,y,2))
= f(Ax+ux', Ay + uy', Az + uz'))
= (Ax + ux" +3(Ay + uy'), 2(Ax + ux') — (Az + uz'))
= Ax +3y,2x —z) + u(x' +3y,2x' - )
= Af(X) + puf(Y)

Ainsi, f est une application linéaire.

2) Déterminons le noyau de f.

ker f = {(x,y,2) e R3 : f(x,y,z) = (0,0)}
x+3y=20 __1!
{ y=0 _ Jy=—3
2x —z=0 7 = 2x

g = [e(1-12) cxer]

1
Le vecteur (1, —3 2) forme une base de ker f, d’ou :

ce qui donne :

Donc:

dim(ker f) =1
3) f est-elle injective?
Non, car ker f # {(0,0,0)}. Donc f n’est pas injective.

4) Déterminons dim(Im f).
On sait que :
dim(Im f) =3 —dim(ker f) =3-1=2

et comme le codomaine est IR?, on conclut que :
_ R2
Imf =R
avec par exemple comme base :

Bims = {(1,2),(3,0)}

5) f est-elle surjective?
Oui, car Im f = R?
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Exercice 30 Soit I’application f définie par :

f @ R — R
(x,y,z) — f(xyz)=(x+2z y+z 3x+22)
a) Montrer que f est linéaire.
b) Déterminer ker f et Im f en précisant leurs dimensions.

c) f est-elle bijective? Justifier.

Solution:
Ona:

V(x,y,2) e R?, f(x,y,2) = (x +22, y +z 3x +2z)

1) Montrons que f est linéaire.
Soient &, B € Ret X = (x1,y1,21), Y = (x2,Y2,22) € R®. On calcule :

f(aX+ BY) = f(ax1 + Bxz, ayr + By2, az1 + Bz2)
= (ax1 + Bx2 +2(azy + Bz2), ayy + Bya + (az1 + Bz2), 3(ax1 + Bx2) + 2(azqy + Bz2))
= w(x1 + 221, y1 + 21, 3x1 + 221) + B(x2 + 222, Yo + 22, 3x2 + 227)
= af (X) + Bf(Y)

Ainsi, f est linéaire.

2) Déterminons le noyau et 'image de f.
On cherche ker f = {(x,y,z) € B: f(x,y,z) = (0,0,0)}.

x+2z=0
y+z=0
3x+2z=0
De la premiere équation : x = —2z. En la remplagant dans la troisieme : 3(—2z) + 2z =
—4z=0=2z=0.Doncx =0,y = 0.
Ainsi :

ker f ={(0,0,0)} = dim(kerf) =0

Par le théoreme du rang :
dim(Imf) =3-0=3
Donc Im f = RR3.

3) f est-elle bijective?
Oui, car ker f = {0} et Im f = 13. Ainsi, f est bijective (linéaire, injective et surjective).

iR - R3  f(x,y,z) = (x+2z,y+z 3x +2z)
2)
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Ker f x,y,z) € R?: f(x,y,2) = Os}

(x,y,2)

(x,v,2z) e R®: (x +2z, y +z, 3x +2z) = (0,0,0)}
(x,y,2)

(

X, Y, 6R3:x+ZZ:O,y+z:O,3x+22:0}
xy,z)eR®:x=0,y=0, z=0} = {(0,0,0)}.
Ker f = {Ogs} = dim(Ker f) = 0.

{
{
{
{

Imf = {f(x,y,2) e R®: (x,y,2) e R%}
= {(x+2z, y+2z 3x+22)/(x,y,z) € R}
= {x(1,0,3) +1(0,1,0) +2(2,1,2)/(x,v,2z) € R?}
= vect ((1,0,3), (0,1,0), (2,1,2)).
Montrons que cette famille est libre.

Soient &, B,y € R tels que :
«(1,0,3) + B(0,1,0) +v(2,1,2) = (0,0,0)

= (0 +2y, B+, 3a+27)=(0,0,0)

a+2y=0 (1)
pty=0 (2
3a+2y=0 (3)

En remplagant (1) dans (3) : 3(—27) +2y = 0 = 4 = 0. Alorsa = 0, B = 0. Donc la
famille est libre.

{(1,0,3),(0,1,0),(2,1,2)} est une base de Im f
= dim(Im f) = 3.

Ker f = {Ogs} = f est injective.
3fcR® et dim(Imf)=3=dim(R%) = Im f = R® = f est surjective.

f est bijective.



Conclusion

Ce polycopié d’Algebre I a été concu comme un support d’apprentissage progressif,
permettant a 1’étudiant de consolider les notions fondamentales abordées au cours du
semestre. A travers les trois chapitres consacrés aux ensembles et aux applications, aux
nombres complexes et aux espaces vectoriels, nous avons cherché a offrir une présentation
cohérente et structurée des bases de I'algebre moderne.

Les définitions essentielles, les exemples guidés et les exercices corrigés ont pour ob-
jectif d’accompagner I'étudiant dans sa progression, en développant a la fois rigueur, in-
tuition mathématique et autonomie. Ce document constitue ainsi un socle solide pour la
poursuite des études en mathématiques et dans les disciplines scientifiques ou 1'algebre
joue un role fondamental.

Nous espérons que ce support contribuera a éclairer la compréhension des concepts
présentés et qu’il servira de référence utile tout au long du parcours académique de I’étudiant.

100



BIBLIOGRAPHIE

[1] J. Rivaud, Algebre : Classes préparatoires et Université, Tome 1, Exercices avec
solutions, Vuibert.

[2] N. Faddeev, I. Sominski, Recueil d’exercices d’algebre supérieure, Edition de Moscou.

[3] M. Balabne, M. Duflo, M. Frish, D. Guegan, Géométrie — 2¢ année du 1°" cycle classes
préparatoires, Vuibert Université.

[4] K. Allab, Eléments d’analyse : Fonction d'une variable réelle, Office des publications
universitaires, 1986.

[5] B. Calvo, J. Doyen, A. Calvo, E. Boschet, Exercices d’analyse, 1" Cycle, 1"* Année de
Mathématiques Supérieures, Librairie Armand Colin, 1977.

[6] D. Degrave, C. Degrave, H. Muller, Précis de mathématiques, Analyse — premiere année,
Bréal, Rosny, 2003.

[7] J.-P. Escofier, Toute I'analyse de la Licence : Cours et exercices corrigés, Dunod, 2014.

[8] M. Mehbali, Mathématiques : Fonction d'une variable réelle, Office des publications
universitaires, Alger.

[9] J.-M. Monier, Analyse MPSI : Cours, méthodes et exercices corrigés, 5¢ édition, Dunod,
Paris, 2006.

101



ALPHABET GREC

Minuscule Majuscule Nom

Minuscule Majuscule Nom

alpha
béta
gamma
delta
epsilon
zéta
éta
théta
iota
kappa
lambda
mu

= >R -~ DN M S0 TR
T>OARA—~OITNHD> 1w

nu
xi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi

khi

psi

oméga

EexXRe|S 19D 3y oms
DX <M d0Mm=2
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FORMULE DU BINOME

On rappelle que les coefficients du binémes () sont définis par () = (;;) =1, () =0
sik <Qetsik > n,etlarelation :

(Z) = (Z:D + (”;1), 0<k<n (B.0.1)

Remarque B.0.1. On note parfois Ck au lieu de (}).

Si n et k sont des entiers tels que 0 < k < n, les coefficients du bindme peuvent aussi
étre définis par la formule suivante

(Z) - k'(n”—ik)' (B.0.2)

On a alors la formule du bindbme de Newton sur C :

Proposition B.0.2. Soient z,z' € C, n € N,

(z4+2)' = Zn: (Z)zk(z’)”_k.
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TRIGONOMETRIE

C.14 Trigonometrie — Courbes

sin 0 cos 0 tan 0

\Av//\// )

C.24 Trigonometrie — Triangles Spéciales

S]]
\:‘
(%)
&l
\M
S
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Ona
sinE:L Sinzzl Sinlfzig
4 2 6 2 3 2
COSE:L coszzﬁ COSEZE
4 2 6 2 3 2
tan%zl tan%:\% tangzx/g
C.34 Trigonometrie — Identities Simples
— Periodicité
sin(0 + 277) = sin(0) cos(6 + 27) = cos(6)
— Réflection
sin(—0) = —sin(6) cos(—0) = cos(0)
— Réflection autour 77/4
sin (5 —60) = cos® cos (5 —0) =sin6
— Réflection autour 77/2
sin (1 — 0) = sin@ cos (mr—6) = —cosb
— Rotation par 7
sin (6 + 7r) = —sin6 cos (0 + ) = —cos @
— Pythagoras
sin?f + cos? 0 = 1
tan?0 + 1 = sec? 6
1+ cot?f = csc? 0
— sin et cos building blocks
fanf = :;I;Z csct = sir119 sect = C0189 cot6 = Z?I?g N ta:l()

C.44 Trigonometrie — Addition et Soustraction des Angles

— Sinus

sin(a £ B) = sin(a) cos(p) + cos(a) sin(p)
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— Cosinus
cos(aw + B) = cos(a) cos(B) F sin(a) sin(B)
— Tangente
tan(a+ ) = Tl
na — tan
tan(a =) = 1tj— tua;n zxt :anﬁﬁ
— Double angle
sin(260) = 2sin(6) cos(h)
cos(26) = cos?(0) — sin?(9)
=2cos?(h) — 1
= 1—2sin?(h)
tan(20) = %
052 — 1+ c;s(29)
sin2 g — 1 —cos(20)
1-— cgs(ZG)
tan’ 0 = HTS(ZQ)
— Produit vers Addition
sin(a) cos(B) = sin(a + B) —Zi—sin(oc - B)
sin(a) sin(B) = cos(a — B) ; cos(a + )
cos(a) cos(B) = cos(a — B) —|2—cos(zx +B)
— Addition vers Produit
sina +sinf = ZSinlizrﬁcosm;’B
sinx —sinf = ZCOSDHZ_‘Bsian;ﬁ
cosa + cos :2czos(x_;‘3cosoé;/3
cosa —cos B = —2sin“+ﬁsin“_ﬁ

2 2
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C.5+ Fonctions Trigonometriques Inverses

arcsin x arccos x arctan x
Domain: -1 <x <1 Domain: -1 <x <1 Domain: Ve R
Range: —7 < arcsinx < 7 | Range:0 <arccosx <7 | Range: -7 <arctanx < 7
/2 | T %
1 /2
1 1
—7/2 | : -3
-1 1
Ona
. T T
arcsin(sin @) = 6 —<6< -
2 2
arccos(cosf) =0 0<0<m
T T
arctan(tanf) = 6 — <0< =
2 2
Et
sin(arcsinx) = x -1<x<1
cos(arccos x) = x -1<x<1
tan(arctan x) = x pour tout réel x
arcesc x arcsec x arccot x

Domain: |x| > 1

Range: —7 < arcescx < J
arccscx # 0

Domain: |x| > 1

Range : 0 < arcsecx < 71
arcsecx # 5

Domain : Vx e R

Range : 0 < arccotx < 7t

(SE]

JAS.

T+

(SE]
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On a

Et

arccsc(csch) =0

arcsec(secf) = 6

arccot(cotf) =0

csc(arcescx) = x
sec(arcsecx) = x
cot(arccotx) = x
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