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Table des Notations

On utiliserons les notations suivantes :

{S(t)}=0
SG(M,w)
SZ(t)
LP(Q,E)
R(A,\)

Le laplacien .

la partie réelle dans ’ensemble C.

L’algebre de Banach des opérateurs linéaires .

L’espace de Lebesgue des fonctions sommables sur (0; 400).
L’espace des fonctions de carré intégrable sur [(0;7)] a valeur dans R .
L’espace des fonctions mesurables f : [0;7] — R telle que | f|? est
intégrable sur [0; T7.

L’espace des fonctions continument différentiable de [0; 400 dans E' .
Le domaine d’opérateur linéaire A.

q est 'exposent conjugué de p .

la dérivée partielle d’ordre o de u au sens de distributions.

Une famille d’opérateur linéaire de E dans E .

Semi-groupe fortement continues.

Semi-groupe intégré.

L’espace des fonctions linéaire continie .

La résolvante de A en \ € p(A) c’est 'opérateur linéaire

R(AN) = (M — A)L.



Introduction

Les problemes d’évolutions abstraits apparaissent dans de trés nombreuses applications
en finance (équation de Black-Scholie) en mécanique quantique (équation de Schrodinger)
.. etc . , les outils mathématiques les plus important pour résoudre ces problémes est les
semi-groupes d’opérateurs linéaires et ses applications a la théorie des équations aux dérivées
partielles. Un semi-groupe a un parametre d’opérateurs linéaires sur un espace de Banach
E est une famille d’opérateurs linéaires bornés S : [0, +oo[— A(E) vérifiant :
1) S(t+s)=S5(t)S(s) ,Vt,s>0
2) S(0)=1 ,telquel=1id
Cette nomination est d’origine algébrique, en abstraite, un semi-groupe est un ensemble
muni d’une loi de composition interne associative, ce qui est bien le cas avec la famille
{S(t)}+>0 muni de la composition. La théorie des semi-groupes trouve sa source dans une
question posée par Augustin Louis Cauchy (1789 -1857), en 1821 dans son cours d’analyse
[4] dans les pages 98 -113, sans aucune motivation. La question était la suivante : Déterminer

toutes les fonctions complexes continues non nulles vérifiant :

flt+s)=f(t)f(s) ,Vt,s>0

Le fait que ces fonctions sont de la forme f(t) = exp(at); qui est un résultats prouvé
apres par Niels Henrik Abel (1802 -1829), et le fait que f est complétement déterminée
par le nombre a = f'(0) motive Iassociation d'un opérateur linéaire A : D(A) — E un

semi-groupe {S(t) };>0 défini par :

. S —x  dS(t)x
Az = tl—l>%l+ ; i lizo Vx € D(A)
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appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe {S(t)}+>0 . Ce qui a donné la naissance
effective de la théorie des semi-groupes dans la premiere moitié de ce siecle avec Jacques
Hadamard (1865 - 1963) qui a souligné dans [8] que ce qu’on appelle habituellement le
principe de Huygens en physique ondulatoire, a pour conséquence un principe abstrait appli-
cable aux problemes autonomes de Cauchy : si un tel probleme admet des solutions uniques
pour tous les temps t > 0; alors ces solutions sont les orbites de la donnée initiale sous un
semi-groupe de transformations {S(t)}i>o -

En 1948, la théorie de semi groupe a trouvé sa place avec le fameux théoréme du a Einar
Hille (1894 - 1980) et Kosaku Yosida (1909 - 1990) qui ont caractérisé les générateurs
infinitésimaux des semi-groupes fortement continues dans [9] et [12]. Dans les années (1970
- 1980) et grice aux efforts de plusieurs écoles, la théorie a atteint un certain degré de per-
fection par les études de Pazy.

Actuellement, les semi-groupes sont existe dans la majorité des aires mathématiques. On
trouve plusieurs applications de cette théorie non seulement aux domaines classiques comme
la théorie des EDP ou la théorie des processus stochastiques, mais les semi-groupes aujour-
d’hui deviennent un outil tres puissant dans la résolution des équations intégré-différentielles
et des équations différentielles fonctionnelles issues de la mécanique quantique et aussi dans
la théorie du contrdle en dimension infinie.

D’autre part Les méthodes de semi-groupes sont également appliquées aujourd’hui dans la
résolution des équations concretes qui se produisent dans la dynamique de la population ou
dans la théorie du transport.

Le moment de plus important concernant la génération des semi-groupe est marqué par
I'introduction des semi-groupes intégrés a la fin des années 80. Dans la théorie de semi-
groupe intégré un role important revient a un théoreme classique de représentation de la
transformée de Laplace pour une fonction avec valeurs réelles prouvé par Widder, dans le
cas des semi-groupes intégrés on peut voir que le générateur n’est pas nécessairement a
domaine dense . Le but de ce travail est d’appliquer respectivement les semi-groupes et les
semi-groupes intégrés dans les équations différentielles a retard, équations paraboliques avec
retard pour atteindre cet objectif, nous composons ce travail en quartes chapitres précédés
d’une introduction. Chaque chapitre est composé de plusieurs sections dans lesquelles nous

développons les différents aspects du sujet du chapitre. Apres I'introduction, nous . trouvons
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le premier chapitre, quelques résultats préliminaires : des notions générales sur les espaces
comme espace Sobolev, Banach,. . . avec des quelques propriétés associées, nous avons donné
aussi quelques propositions et théoremes fondamentaux utilisés dans la suite de ce mémoire,
et aussi des rappels utiles pour que le lecteur puisse comprendre les résultats des chapitres
suivants.

En suite, le deuxiéme chapitre contient deux sections, la premiere section présente une intro-
duction a la théorie des semi-groupe, c’est le dernier que nous désignons par S(t) ont deux

propriétés similaires & celles d’une fonction exponentielle, qui sont définies comme suit :

S0)=1I
S(t+s)=S(t)S(s) ;Vt,s>0.

(1)

Et on définirons aussi le générateur infinitésimal de {S(¢)}i>o est Popérateur linéaire non
borné A, et le domaine de définition de A, et quelques propriétés de semi-groupe, nous
terminons ce se section par un théoreme tres important le théoreme de Hille-Yosida. La
deuxieme section présente la théorie des semi-groupes intégrés et quelques propriétés. Le
troisieme chapitre est consacré pour I'étude 1’équation différentielle a retard qui a de la
valeur de la dérivée a un instant ¢ de la solution y dépend non seulement de la valeur de la
dérivée a un instant ¢t mais de ses valeurs prises avant cet instant dans le pas d’ou le mot
retard.

Le dernier chapitre présente un modele de dynamique de population structurée en age, qui
se compose de trois sections, la premiere section présente un modele linéaire de base pour

une population structurée en age chronologique apres la modélisation :

54
D

Q

L+ o= (u(x) + /Oﬂo k(s)y(s, t)dsx(a:)) y(x,t), pour x>0,

compétition pour les ressources
+oo +oo
y(0.0) =exp (= [ ololyts.ds) [ p@lyta tyda
0 0

limitations des naissances

y(.,t) =yo € L'((0, +0), R).
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Ensuite, I'objet de la deuxiéme section est considéré par des méthodes de semi-groupe intégré

et reformuler le probléme comme probléeme semi-linéaire classique :

WO — Av(t) + F(v(t)) ,pour t>0

Dans la derniere section de ce chapitre, on a présenter I'existence, unicité et la globalité de
la solution positive.

On termine par une conclusion.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle quelques notions de base tout en reprenant des
théoremes et des résultats nécessaires pour le développement de notre travail. Pour plus de

détails le lecteur peut consulter 'ouvrage suivant [2].

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1.1. (Espace C*) Soient I un ouvert de R ; k € N et E un espace de Banach.
1) CI; E) est l'espace des fonctions f : I — E continues.

2) CK(I; E) est l'espace des fonctions f : I — E dont toutes ses dérivées jusqu’a’ a Uordre
k continues, c’est a dire f™ € C°(I; E) pour 0 <n <k .

Définition 1.1.2. (Espace de Bochner) Soient p € R* , w € R et E un espace de Banach
munit de la norme || . ||g -

Pour 1 < p < oo ; on définit ’espace de Bochner :

LR E) :={f:Q— E mesurable : [o|f(s)/hds < oo},

et Uapplication |.|, définie sur LP(S; E) a valeurs dans Ry par :

17 = ([ 150as)’

Remarque 1.1.1. On peut définir :
LOE) ={f:Q— E mesurable AC >0 tel que |f(s)|lg < C p.p. sur €},
et Uapplication |.|s définie sur L>®(Q; E) d valeurs dans Ry par :

| floo :=Inf{C > 0,|f(s)|g < C pour presque tout s € Q} .

10



1.1. Espaces fonctionnels

Remarque 1.1.2. Pourl < p < oo est [’ensemble des classes d’équivalence F' des fonctions
[ de LP(Q; E) pour la relation d’équivalence (= p.p).|.|, est alors une norme sur LP(€); E)
est un espace de Banach.

La classe d’équivalence de f est notée [f] pour tout f € LP(); E) .

Définition 1.1.3. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet (pour la distance associée a sa norme), c’est-a-dire dans lequel toute suite de Cauchy

est convergente.

Définition 1.1.4. (Espace Normé) Soit E un espace vectoriel sur K; on dit que E est
normé lorsqu’il muni d’une norme, c’est-a-dire d’une application N : E — Ry tel que
pour tous x;y € E et tout A € K on a :

1) Séparation N(z) =0 = =0 .

2) Homogénéité N(Ax) = |\|N(zx) .
3) Sous additive N(xz +y) < N(z) + N(y) .

Remarque 1.1.3. 1) Les espaces (R;|.]), (C;|.|) sont de Banach.

2) Toute espace normé de dimension fini est un espace de Banach.

Définition 1.1.5. (Espace de Hilbert)

1) Un K-espace vectoriel H muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien (réel
si K =R ; complere si K=C) .

2) Un espace pré hilbertien complet pour la norme définie par un son produit scalaire est

appelé espace de Hilbert.

Définition 1.1.6. (Espace Dual) Soit E un espace vectoriel sur un corps K : On appelle

espace dual de E, et on le note E' ; ’ensemble des formes linéaires continues sur E.

Définition 1.1.7. (Espace de Sobolev W™P(Q)) Pour tout 1 < p < oo et tout m € N
Uespace de Sobolev W™P(Q) est définie par :
Wmr(Q) ={ue€ LP(Q): D*u € LP(22),0 < |of] < m}

ou D*u désigne la dérivée partielle d’ordre o de u au sens de distributions.

Cet espace est muni de la norme

3=

> Du |7y si 1<p<oo,
|ullwmp@={ \lal<m

max || Du ||peo(py 81 p =00
laj<m

11



1.1. Espaces fonctionnels

On pose
LP(Q) ={u:9Q — R,u est mesurable et / lu(z)Pdx < oo}
Q

On note

o= ([ )’

Noter que pour m = 0 U'espace W™P(Q2) est 1'espace de Lebesgue LP(€2) Soit p € R avec
1 <p<oo.

Remarque 1.1.4. (Espace de Sobolev W' = H'(Q)) L’espace H'()) (de Sobolev d’ordre
1) est l'ensemble des fonctions de L*(Q2) ayant des dérivées dans L*(2) au sens des distri-
butions

HYQ) = {u € L¥(Q), ‘;Z, € L2(Q),¥i € T,n}.

Théoréme 1.1.1. H'(Q) est un espace vectoriel muni de produit scalaire

(u, v) g1 (o) :/Qu(x)v(x)dx+/QVu(x)Vv(x)da:

et de la norme )
I wlmo= ([ l@P + [ V()P d)’

'espace de Sobolev H(SY) est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.5. 1) Convergence dans H'(Q) Une suite U; converge vers U dans H*(Q)
si et seulement si U; — U dans L*(Q) et VU; — VU dans (L*(Q2))".
2) (H'(Q), - |1 @)) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.1.8. (Espace de Sobolev H}(Q)) On définit HL(Q) comme la fermeture de
D(Q) dans H} () tel que D(Q2) = C$°(2). Autrement dit :

Hy(Q)={uec H(Q);3 @,€DEK) telque 2, —u dans H(Q)}

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Poincaré) Si Q un ouvert borné (au moins dans une

direction) alors il existe une constante Cq > 0 telle que :

1
n au 2

il Co (31 5% o) v H3E)

=1 ?

12



1.2. Opérateurs linéaires

Corollaire 1.1.1. Si Q borné (au moins dans une direction) alors la semi-norme

=

(Z [ HL2(Q)> est une norme sur H}(Q) équivalente a celle induite par H*(£2)
i=1 ;

Définition 1.1.9. (Formule de Green) 1) Soit Q un ouvert 1-régulier alors pour tous
u,v € HY(Q) on a :

/Qu(x)ggl (x) dx = —/Qu(a:) g;i (x)v(z) de+ [ w(@)v(z)v(z) dx

o0

v; la i-eme composante de la normale extérieur unité de D .

2) Si Q est 1-régulier alors V(u;v) € H*(Q) x HY(Q) on a :

/95u(x)v(x) dx = —/QVu(x)Vv(x) dr = /8(2 v(x)?:(x) dx.

1.2 Opérateurs linéaires

Soient E et F' deux espaces de Banach.

Définition 1.2.1. [11] (Opérateur linéaire) Un opérateur linéaire de E dans F est une
application linéaire A définie d’un sous espace vectoriel D(A) C E et a valeurs dans F,
c’est a dire pour tout x;y € D(A) et pour tout A € C on a :

1) Alx+y) = Az + Ay .

2) A(\x) = Mz .

Remarque 1.2.1. Chaque opérateur ne vérifie pas les propriétés de la définition 1.2.1 est

un opérateur non linéaire .

Définition 1.2.2. /11] (Opérateur Fermé) Un opérateur linéaire A : D(A) C E — F est

dit fermé si et seulement si pour tout suite (x,,), d’éléments de D(A) on a :

Ty — X x € D(A)
—
Ax, —y Az = y.

Définition 1.2.3. (Opérateur borné) Un opérateur linéaire A entre les espaces vectoriels

normés E et F est appelé opérateur borné quand [’ensemble { lAelr o e E\{O}} est

=]l

13



1.2. Opérateurs linéaires

borné.
En d’autres termes, On dit que 'opérateur linéaire A est borné s’il existe M > 0 ; pour tout

x dans lespace E qui vérifié :

| Az [[p< M ||z ||& -

Définition 1.2.4. (Opérateur Différentiel) Un opérateur différentiel linéaire d’ordre m est
définie par :

D = aq () D,

L

ou les an(x) sont des fonctions de n variables, appelées coefficients de 'opérateur D.

Définition 1.2.5. 2] (Opérateur non borné) Soient E et F' deux espaces normés et A :
D(A) — F un opérateur linéaire, ou D(A) C E. L’opérateur A est dit non borné s’il existe

une suite (x,,), € D(A) tel que :
I Ay |> 0 [ 2 ]
Exemple 1.2.1. (Sur un opérateur différentiel) Soit
A L*([0,1]%,C) — L*([0,1]%,C)

u— Au

On va montrer que le Laplacien est un opérateur non borné de L*([0,1]*,C) dans
L2([0,1]%,C).
Soit u, (v, y) = ey,

On va montrer que u,, € L*([0,1]%,C) :

o o= NP drdy =1 < o0,

14



1.2. Opérateurs linéaires

donc u,, € L?.
On a
P, O0*u
Aun _ n n
0x? + 0y?
_ _n2ein(:v+y) . n2€in(:fc+y)
_ _2n2€in(1‘+y)
= —2n%u,
donc,

| Avn [l2 _ 202 || un |22

= = 2n? — oo0.
Fen |l 2 Il |l 2

tel que n — oo. Donc le Laplacien est un opérateur non borné de L?*([0,1]?,C) dans
L*([0,1]%,C).

Définition 1.2.6. (Opérateur Adjoint) Soient (Hy, (.,. 1) et (Ha,{.,.)g2) deuz K espaces
de Hilbert, on appelle adjoint de lopérateur A € L(Hy, Hy) l'opérateur A* : Hy — H; tel
que :

Vo € Hlavy € H2 : <A(x)ay>H2 - <$aA*(y)>H1

Définition 1.2.7. (Opérateur dissipatif) Soit E un espace de Banach et soit E' son dual
topologique, on note la valeur de z* € E' au point x € E par (x*,z) ou (x,z*) : Pour tout

x € E on définit 'ensemble de dualité F(x) C E' par :
F(x)={2" € E', (", 2) = |2} — 2" [} },

pour tout x € E; F(x) # @ .(d’aprés théorémes de Hahn-Banach).
Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x € D(A) il existe x* € F(x) tel que
Re(Ax;x*) < 0. Si H est un espace de Hilbert alors un opérateur A : D(A) C H — H est
dissipatif si pour tout x € D(A)

Re({(Az;x)g) <0

Définition 1.2.8. (Densité) On dit que A est a domaine dense (ou densément défini) si

D(A) = E; i.e, si pour tout x € E, il existe une suite (x,)n>0 d’élément de D(A) telle que :

15



1.3. Quelques propriétés spectrales

r = lim x,.
n—o0

Théoréme 1.2.1. /11] (Banach-Steinhaus) Soient E et F deuz espaces de Banach. Soit
(Ai)ier une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaire bornés de E
dans F'. On suppose que :

Sup | Aiz ||< o0,V € E,

alors :

sup || A; ||oe,m) < 00,
il

Autrement dit, il existe une constante C telle que :

| Az ||[<C |l 2 |, Vo € E, Vi€ 1.

1.3 Quelques propriétés spectrales

Définition 1.3.1. (Résolvante) Soit A un opérateur, l’ensemble résolvante de A est l’en-

semble :

p(A) = {X € R, (A — A)est inversible}

Tout scalaire X\ € p(A) est dit valeur résolvante.

Si X € p(A); On appelle résolvante de A lapplication :
RO A) = (M — A)7L,

Définition 1.3.2. (Spectre d’un opérateur) Soit A un opérateur, le spectre o(A) est le

complément de l’ensemble résolvante, i.e.
o(A) ={\ e R, (A — A)est non inversible}

(M — A) nlest pas inversible, donc n’est pas bijectif dans un espace de Banach E. Tout

scalaire A € o(A) est dit valeur spectrale.
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1.3. Quelques propriétés spectrales

Proposition 1.3.1. (Le rayon spectral de A) Pour un opérateur borné A sur un espace de

Banach E, le spectre o(A) est toujours compact et non vide, d’ou son rayon spectral
r(A) = sup{IAl, A € a(A)}

est finie et satisfait r(A) <|| A || , si 0(A) = @ on pose r(A) = 0.

Définition 1.3.3. Soit A: D(A) C E — E un opérateur fermé. Alors
S(A) =sup{A:, A €a(A)}.

est appelée la borne spectrale de A :La borne spectrale S(A) est toujours dominé par la borne

de croissance

wo = inf{w € R il existe M, >1 tel que| S(t) ||< Me“*,Vt > 0}.
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Chapitre 2

Semi-groupe

2.1 Semi-groupe fortement continue a ’origine

On va rappeler quelques notions et théoremes de la théorie de semi-groupes, nécessaires
pour le développement de notre travail . Pour plus de détails, on renvoie aux ouvrages

suivants : [11]

2.1.1 Introduction

On considéré le probleme de Cauchy du type trouver y tel que :

ou 7y donnée dans un espace fonctionnel F.
Dans ce probleme on a trois cas :

Cas 1 : A est constante, la solution de probleme (2.1) est donnée par :

> (At)*
y(t) = yoe"” tel que : At — ];) ( k!)

Cas 2 :F'=A ou A un opérateur borné, par exemple matrice de n X n; et E est un espace

de dimension finie n : La solution de (2.1) est donnée par :

A oA (At
y(t) = yoe" tel que: e t:kz_% i Vit > 0.

18



2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

Cas 3 : F' = B; ou B un opérateur linéaire non borné, on prenons par exemple ['opérateur
différentielle dans espace de Banach (E = [2(R™)) car la majorité des opérateurs différen-
tielles définies dans un espace de Banach (Hilbert) ne sont pas bornés. Nous ne pouvons pas
écrire la solution comme suit : y(t) = yoexp(Bt) puisque exp(Bt) = k;ﬂ % n’est pas bien
définie, alors la solution s’écrit : y(t) = yoS(t); t > 0; ou S(t) est un opérateur borné dans

E, caractérisant les propriétés de exp(Bt) ci-dessus, en particuliére :

S(0)=1
S(t+s)=S5(t)S(s)
lim S(t)yo = yo dans E

t—0

Définition 2.1.1. : Soit E un espace de Banach, une famille d’opérateurs linéaires bornés

S(t) : E — E dépendantes du paramétre t > 0 un semi groupe si :

S0)=1
S(t+s)=S5(t)S(s) Vt,s>0

Définition 2.1.2. : Semi-groupe S(t) est dit fortement continues a l’origine (ou bien semi-

groupe de classe Cy) si :
lim ||S(t)r —z|| =0 Vze€E.

t—0t

Définition 2.1.3. : S de classe Cy si et si seulement si :

S(0) =1,

S(t+s)=S5(t)S(s) Vt,s>0,
lim [|S(t)r —z|| =0 Vz e E.
t—0t

Définition 2.1.4. : Soit S(t) un semi-groupe sur E, le générateur infinitésimal de S(t) est

Popérateur linéaire non borné A définie par

A:D(A)CE—E

-1
D(A)={xz € E telle que lim %x existe}
t—0+ t
ou
t)—1
Az = lim &x,Vx € D(A).
t—0 t
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

Proposition 2.1.1. Soit S(t) est un semi-groupe sur E et A son générateur infinitésimal,

stz € D(A); alors S(t) € D(A) et on a l’égalité :
S(t)Ax = AS(t)x,Vt > 0.

Proposition 2.1.2. : Soient {S(t) }:+>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors Uapplication :

0,003 t — S(t)x € D(A),
est dérivable sur [0; 00 ; pour tout x € D(A) et on a :

jtS(t)a: = S(t)Ax = AS(t)x,Vt > 0.

Proposition 2.1.3. : Soient {S(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal, si
x € D(A); alors [y S(o)xdo €D(A) et on a l'inégalité :

¢
A/ S(o)xdo = S(t)x —x,Vt > 0.
0

Théoréme 2.1.1. : Soient {S(t)}+>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors v € D(A) et Az =y si et seulement si :
t
/ S(o)ydo = S(t)x —z,¥t >0
0

Proposition 2.1.4. : Soient {S(t) }+>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

D(A) est un sous espace vectoriel dense dans E , (D(A) = F)

Preuve. D(A) est un sous espace vectoriel vérifie que D(A) = E?
Comme
1 gt

lim- [ S(o)rdo ==z,Vx € E,
t—0 t Jo

donc il suffit de démontrer que

]_ t
Vo€, et V>0 E/ S(o)zdo € D(A)?
0
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

En effet
— T qt 1 gt
S(h;b /S( )xdazﬁ/ [S(h+ o)x — S(0)z] do
0 0
¢ t
:;L/ S(h—l—a)xda—l/ S(o)xdo
0
h+t
:flL/ xdo——/ o)z do
h
1 0 t+h
:E/h S(o )xda—i—h/ xda——/ o)xdo
1 htt 1 rh
= /h S(o)wdo -5 /0 S(o)xdo = S(t)a — =
d’o
. S(h)—1 t
11—%T/0 S(o)xdo = S(t)r — .
Do

/OtS(a)xda € D(A),

on a donc aussi + [ S(o)xdo € D(A).

Et comme x = %g% 1[5 S(o)xdo. On déduit que D(A) = E.

Proposition 2.1.5. : Soient {S(t) }i>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal,

alors l'opérateur A est fermé.

Preuve. Vz,, € D(A) tel que nh_)ngo T, =T et nh_)IIOlO Az, =y.
Est-ce que x,, € D(A) et Ax =y ?

En effet, supposons que (), cn-
(), € D(A) et z, —x e Az, —y dans

D’aprées théoréeme 2.1.1 :

donc

on en déduit que x € D(A) et Ax =vy. Ainsi Uopérateur A qui fermé.
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

2.1.2 Unicité de ’engendrement

maintenant on va donner un résultat qui concerne 'unicité de ’engendrement pour les

Co-semi-groupes.

Théoréme 2.1.2. : Soient {T(t)}1>0 et {S(t) >0 deur Co-semi-groupes ayant pour géné-

rateur infinitésimal le méme opérateur A : alors :

T(t) = S(t); ¥t > 0

2.1.3 Propriété de la croissance exponentielle de semi-groupe

Lemme 2.1.1. :

Soit S(t) un semi groupe fortement continu alors il existe M >0 et w € R telle que
| S(t) < Me*; ¥t > 0.

Preuve. Considérons le compact [0;1].
Comme S(t) est fortement continue alors Vx € E;t — S(t)x est continue.

Alors du compact [0; 1] par cette application est borné.

Alors

AM,  telle que || S(t) ||< M,;Vt € [0,1],

d’aprés Banach-Steinhaus
IM  telle que || S(t) ||< M;Vt € [0,1].

comme

S0)=1 = M>1

sit ¢ 10,1]; on peut écrire t sous la forme t=n+oc ou neN* et o€]|0,1].

S(t) = S(n+0) = S(n)S(e) = S (1 + ...+ 1) S(0) = S(1)"S(0),
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

donc
1S@) =1 LS I S(e) 1< S)™ (Il S(o) < MM™ = Me™sM = Me™,

on obtient

| S(t) ||< Me™o8% n e N*et || S(t) ||[< M,t € [0,1].

Finalement, on obtenons :
| St) I Me*',t>0 et M>1.

Proposition 2.1.6. Si S(t) est un semi-groupe fortement continue a l’origine vérifiant la

magjoration :
I'S(t) < Me;

Alors S(t) est fortement continue en un point s > 0.

2.1.4 Type d’un semi groupe

Définition 2.1.5. On appelle type d’un semi-groupe S(t) le nombre wy définie par :

wo =inf{w €R, IM € RY telle que || S(t) ||[< Me*", vVt > 0},

On a semi-groupe important.
SiVt >0 on ||S(t)|| < M le semi-groupe S(t) est dit borné.
SiVt >0 on ||S(t)]| <1 le semi-groupe S(t) est dit contraction.

2.1.5 Transformation de Laplace d’un Cj -semi-groupe

Définition 2.1.6. Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par A, l’ensemble

Ao ={AER A >w > wp}
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

soit A\ € A, et {S(t)}i>0 € SG(M,w) , on a :
| S(t) |I< Me';¥t >0
et on voit que :
leS()z]| < e ™|IS@Olz]| < Me™* N ||z||, Yz € B

On définit l'application :
]%A EFE— F

par
R,\x:/ e MS(t)x dt
0

Il est clair que Ry(x) est un opérateur linéaire (Ry(ax + By) = aR\(z) + BRA(y)).
De plus, on a :

||RA:E||g/oo||e_AtS(t)x||dt si (A>w)
0

M
R <
| Bxe] < =

lz|| ,YzeFE

D’ou il résulte que Ry est un opérateur linéaire borné , de plus Ry = R(\, A)

Définition 2.1.7. L’opérateur
Ry = / eMS(1) dt
0

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {S(t)}i>0 -

Théoreme 2.1.3. Si A > 0 telle que

log

5]
A > wy = lim

t—0+ t ’

alors X € p(A) et Uintégrale [;° e S(t)dt  ewiste .
Et :

R\, A)z = /O TN () de

avec

Ry(2) = RO\, A) = (A — A)~!
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

2.1.6 FEtude de la croisance de la résolvante

On a VA € R tel que A > w > wp. L'intégrale [;" e S(t)xdt est convergente.
on a :

e M| S(t) x| < ||z]| MMt ou £ >0
W = Wy +E.

De cette maniere, on peut définit I'opérateur borné
R\ :E—F

400
R(\)x = / e MS(t)xdt telle que A >wy+e
0

et que
M
RO < ———
e

ona p(A) D{AeRA>w},

+o00 M,
RO\, A) :/0 e MS(H)a dt et|| RO, A)|| < A_OWO.

Proposition 2.1.7. Soient {S(t)}+>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal

+0o0
R((\, A" = ; [T e s din e N

(n—1)!

Et

1RO, AY < Ve N

M
A —w)

On va donner un théoréme important concernait le semi-groupe .

2.1.7 Théoréme de Hille-yosida

Théoréeme 2.1.4. [12] Un opérateur linéaire A : D(A) C E — E est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe {S(t) >0 € SG(M;w) si et seulement si :

1) A est un opérateur fermé et D(A) = E.

2) il eristew >0 e M>1 telque A, Cp(A) etpour € A,; ona

M

10T =47 < 5=

,Vn € N*.
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2.1. Semi-groupe fortement continue a I'origine

Pour fixer les idées de cet théoreme on a I’exemple suivant :

Exemple 2.1.1. Soit E = L*(R) on considére lapplication "translation”
Styy(x) = (Sw)(x) = y(z + 1),y € L*(R"), ¢t > 0.

Montrons que (St)i>o est un semi-groupe fortement continu :
1) (Soy)(x) = y(z +0) = y(z) = (Iy)(x); donc So =1 .
2) (Sirsy) (@) = (x4 (t+5)) = y(z + 1) X y(z + 5) = (Swy)(2) x (Sy)(x),
3)
lin [ (Siy) () = (1Y) () [[z2= 0.

car siy € C(R™) ; on a :

I (Si)() = (Ty) () [lee

t

= [ly(+8) =y llz <[y |,

qui tend vers 0 lorsque t tend vers 0 ; et siy € L*(R™) : on choisit

yn € CX(R") —> y € L2(R").
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2.2. Semi-groupe intégrés

2.2 Semi-groupe intégrés

2.2.1 Introduction

Dans cette section , on va donner des définitions ainsi des propositions et des théoremes
concernant les semi-groupes intégrés, c’est le dernier dont nous avons besoin dans les appli-
cations des équations aux dérivées partielles a retard .

Pour plus de détails, nous consulterons [4] .

2.2.2 Propriétés élémentaires des semi-groupes intégrés

Définition 2.2.1. Soit {SZ(t)}i>0 une famille d’opérateur linéaire borné sur un espace de
Banach E. On dira que {SZ(t)}+>0 est un semi-groupe intégré si seulement si :

1) SZ(0) =0;

2) pour chaque x € E ; Uapplication t — SZ(t)x est continue sur [0; +o0],

3) pour tous s , t >0 on a

ST(H)SZ(s) = /0 ST(r +5) — ST(r)) dr-

Proposition 2.2.1. Soit {SZ(t)}+>0 C A(E) un semi-groupe intégré. Pour tous t,s > 0 on
a:

1) ST(t)SZ(s) = [° ST (r)dr — [ SZ(r)dr.

2) ST(t)SZ(s) = SZ(s)SZ(t).

Remarque 2.2.1. 1) Pour tous t;s > 0 on a

ST()ST(s) = | " ST dr — [ sz ar
—/tHSSI(r) dr—/OtSI(r) dr—/OsSIdr

- / STl dr — /0 " ST(r) dr

:/OtSI(T+s)dr—/0tSI(T)dr

_ /0 ST(r +s) — ST(7)) dr-
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2.2. Semi-groupe intégrés

2) Soit {SZ(t) }i>0 C A(E)" un semi-groupe intégré. Pour tout n € N ;nous désignerons par
C" lensemble

{z;SZ(.)x € C™; ([0; +o0[; E)},

avec la convention C° = E.

Alors la propriétés 3) de la définition (2.2.1) peut étre remplacée par :
SIt)x e, et ST'(r)SZ(t) =SZ(r+t)x — SI(r)z,Vr,t >0,

pour tout x € E.

Proposition 2.2.2. Soit {SZ(t)}>o un semi-groupe intégré. Alors : 1) pour tout x € C* on
a:

SZ(r)ST'(t)x = SZ(r + t)x — SZ(t)x,Vt,r > 0.
2) pour toutr € C* on a :
ST'(t)x = ST"(0)SI(t)x + SZ'(0)x, Vt > 0;
3) pour tout x € C* on a :
SZ"(0)SZ(t)x = SI(t) +SZ"(0)x,Vt > 0.
a vérifier .
Exemple 2.2.1. Soit {S(t) }1>0 un semi-groupe de classe Cy : Alors la famille {S(t)}+>0
¢
SZ(t) = / S(s) ds
0

on va montrer que {SZ(t)}+>0 est un semi-groupe intégré :
1) SZ(0) = 0.

2) SIZ(t) est continue .

3) pour tous s; t >0 on a

ST()ST(s) = | ST+ 8) — ST(r)] dr?
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2.2. Semi-groupe intégrés

d’ou {SZ(t)}>0 est un semi-groupe intégré.

Définition 2.2.2. On appelle espace dégénéré du semi-groupe intégré {SZ(t)}i>o 'ensemble
N ={x € E,SZ(t)x =0,Vt > 0}.

Proposition 2.2.3. Soit {SZ(t)}:+>0 un semi-groupe intégré alors
N =N, ={z € C,87'(0)x = 0}.

Définition 2.2.3. On dit que le semi-groupe intégré {SZ(t)}i>o est non-dégénéré si N = 0.

En cas contraire, on dit que {SZ(t)}i>0 est un semi-groupe intégré dégénéré.

Remarque 2.2.2. 1)N est un sous-espace fermé de C1 .
2) Le semi-groupe intégr {SZ(t)}i>o est non-dégénéré si pour tout t > 0

SI(t)x=0=2=0.
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2.2. Semi-groupe intégrés

Proposition 2.2.4. Un semi-groupe intégré {SZ(t)}i>0 est non-dégénéré si et seulement si

on a ST'(0)x = x pour tout x € C*.

Théoréme 2.2.1. Soit {SZ(t)}i>0 un semi-groupe intégré non-dégénéré. Alors {SZ'(t)}>o

est un Cy-semi-groupe sur C .

Preuve. pour tout x € C*

1) Compte tenu la proposition 2.2.4 on a :
STz =2 = ST0)x=1
D’apres la propriété 1 de la proposition 2.2.2 on voit que :
SZ(r)ST'(t)x = SZ(r +t)x — SZ(t)x,Vt,r > 0,
On dérivée par rapport a r :
ST'(r)8Z'(t)x = ST'(r + t)x,Vt,r > 0,

3) L’application
t € 10,00 — ST'(t)z € C*,

est continue . Alors

li_{% ST'(t)x = ST'(0)z.

Il résulte que : {ST'(t) }i>0 est un Cy semi groupe sur Ct .

2.2.3 Générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré

Soit {SZ(t)}+>0 un semi-groupe intégré non-dégénéré. Compte tenu des résultats de la
section 2.1.5, nous avons la tentation de considérer pour générateur du semi-groupe intégré

{SZ(t)}+>0 un opérateur linéaire
A:D(A)C E— E;

défini par
A=)\ —-R*(\),
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2.2. Semi-groupe intégrés

ou

RO\ = A / e MST(t) dt.
0
Malheureusement, l'intégrale de 1’égalité n’existe pas en général .

Définition 2.2.4. On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {SZ(t)}i>o
un opérateur linéaire

A:D(A)CE —E,

définie par : x € D(A) et Ax =y si et seulement si pour tout t >0 on a
t
SI(t)r —tx = / SZ(r)dr.
0
Remarque 2.2.3. On voit que x € D(A) et Ax =y si et seulement si x € C* et
ST'(t)r —x = SZ(t)y,¥t >0

Proposition 2.2.5. Soit A : D(A) C E — E le générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré {SI(t)}i>o Alors

Az = ST"(0)z; Vz € C2.

Proposition 2.2.6. Soit A : D(A) C E — E le générateur d’un semi-groupe intégré

non-dégénéré {SZ(t)}i>o Alors A est un opérateur fermé.

Proposition 2.2.7. Soit A : D(A) C E — E le générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré {SL(t)}>o Alors

SI(t): C' —s C? C D(A),
et pour tout x € C! on a :
ASZ(t)r = ST"(0)SZ(t)x = ST'(t)x — x,Vt > 0
De plus pour tout x € D(A) on a :

ASZ(t)x = SZ(t)Az;Vt > 0.
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2.2. Semi-groupe intégrés

Proposition 2.2.8. Soit A: D(A) C Ele générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré

{SZ(t)}>0 . Pour tout x € E, on a : [} SI(o)xdo € D(A) et
t
A/ SI(o)xdo = SI(t)x —tx,Vt > 0.
0

Soient A : D(A) C E — FE le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré
{SZ(t)}tzo et
¢ : [0; c0[— E,

une application continue telle que
t
/ (s)ds € D(A), ¥t > 0.
0
si

A [ ols)ds = olt)

alors

o(t) = 0,Yt > 0.

Théoréme 2.2.2. Soient {SZ(t)}i>0 et {U(t)}i>0 deux semi-groupes intégrés ayant pour
générateur le méme opérateur linéaire A : D(A) C E — E Alors pour tout t > 0 on a
SI(t) =U(t).

2.2.4 Propriétés des semi-groupes intégrés non-dégénéré expo-
nentiellement bornés

Définition 2.2.5. On dit que le semi-groupe intégré {SZ(t)}i>o est exponentiellement borné

s’il existe M > 0 et w € R tel que
ISZ(t)| < Me**, ¥t > 0.

Remarque 2.2.4. Pour un semi-groupe intégré exponentiellement borné {SZ(t)}i>o , l'in-

tégrale de Laplace

R(A) = A /0 T e NST() dt,

existe pour tout € A,,.
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2.2. Semi-groupe intégrés

Théoréme 2.2.3. Soit ST : [0; 1[— A(E) une application fortement continue pour laquelle
il existe M > 0 et w € R tel que

ISZ(t)|] < Me*, ¥t > 0.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) L’application R: A, — A(E)
R\ = A / T NSt dt
0

est une pseudo-résolvante.

2) Pour tous s;t >0 on a :
t+s S
ST(1)SI(s) = / SZ(r)dr — / SZ(r) dr.
t 0

Théoréme 2.2.4. Soient A : D(A) C E — E un opérateur linéaire fermé et {SZ(t)}i>o

une famille fortement continue pour laquelle il existe M > 0 et w € R tel que

ISZ(t)|| < Me®!, ¥t > 0.

et ayant 'espace non-dégénéré N' =0 .

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) La famille {SZ(t)}i>0 est un semi-groupe intégré non-dégénéré exponentiellement borné
ayant pour générateur 'opérateur A.

2) A, C p(A) et pour tout A € A, on a :
R(\, A) = A / T e NST(t) dt.
0

2.2.5 Semi-groupes intégrés localement Lipschitzien

Un semi-groupe intégré {SZ(t)}+>o est dit localement Lipschitzien si pour tout 7 > 0; il

existe un constante L > 0 tel que :

|SZ(t) — SZ(s)|| < L[t — 5[, Vt, s € [0, 7]
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2.2. Semi-groupe intégrés

Théoreme 2.2.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré et localement Lipschitzien.

2) A satisfait les conditions de Hille-Yosida.

Théoréme 2.2.6. [4] Chaque semi-groupe intégré localement Lipschitzien est exponentiel-

lement borné.

2.2.6 Théoréme d’arendt

Théoréeme 2.2.7. [4] Un opérateur linéaire
A:D(A)C E— E;

est le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {SZ(t)}i>o pour lequel il existe

M>0et weRtel que
|SZ(t + h) — ST(t)|| < Me*™Mp vt >0,

st et seulement st
1) A est un opérateur fermé .

2) 1l existe a« > maz{0,w} tel que A, C p(A) et pour tout A € A, on a

M

[R(A, A" < O—w)r

,Vn € N*.
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Chapitre 3

Equations différentielles a retard et

semi-groupes

Dans ce chapitre, nous allons voir que le cadre approprié pour les équations différentielles
linéaires a retard est celle d’'un probléme de Cauchy abstrait dans un espace de Banach
approprié, aussi nous avons donné quelques définitions et résultats sur les semi-groupes
associés aux équations différentielles a retard, nécessaires pour 1’élaboration de ce travail.

Pour plus de détails nous référons au [1] et [5]

3.1 Modéle d’équation différentielle a retard

3.1.1 Equation de Nicholson (mouche-moutons)

En 1950, le célebre biologiste entomologiste australien Alexandre J. Nicholson a mené une
longue série d’expériences visant a en apprendre davantage sur les populations de mouches
dévoreuses de viandes responsables de 90 élevages de plusieurs pays comme I’Australie, la
Nouvelle Zélande et I’Afrique du sud. Cette mouche diptére ayant un corps rond a ovale
de longueur varie de 4.5 a 10 millimetres avec des yeux rougeatres et un corps verdatre ou
vert bleuté avec des remets cuivrés fait partie de la famille des "Calliphoridace" et elle est
connue sous le nom 'lucilie cuivrée australienne' ou tout simplement "mouches du mouton
australien” ou en Latin "Lucilia cuprina" ou "Phaenicia cuprina". En outre, elle a deux
paires d’ailes, la premieére paire étant des ailes membraneuses et la seconde paire étant des
ailes postérieures réduites et modifiées connues sous le nom "d’halteres" qui sont utilisées

pour la stabilisations du vol Le cycle de développement de cette mouche comprend quatre
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3.1. Modéle d’équation différentielle a retard

stades de croissance : ceuf, larve, pupe et adulte. La lucilie femelle gravide attirée par les
plaies ou les replis laineux malodorants et humides des moutons pond en moyenne 250 ceufs
sur la peau de l'animal et qui vont éclore et se muent en larves carnivores une période
d’incubation ne dépasse pas 24 h. Ces asticots se nourrissent des sécrétions des plaies et des
tissus sous-jacents du mouton pendant trois stades larvaires de durée de 4 a 5 jours. Apres la
phase larvaire, les larves completement développées se laissent tomber et s’enfoncent dans
le sol pour se transformer en pupes donnant des nouvelles mouches jeunes. Motivés par
les données expérimentales obtenues par Nicholson, Gurney, Blythe et Nisbet ont proposé
en 1980, 'équation retardée (3.1) ci-dessous qui décrit I’évolution de la dynamique d’une

population au cours du temps

WO = BN (t — )eap (VD) — oN(8), (3.1)

ou N(t) représente l'effectif de la population a Uinstant ¢t (les lucilies cuivrées adultes a

'instant t).

dAN(#)
dt

représente le taux d’évolution du nombre de la population .

B est le maximum de la croissance quotidienne d’ceufs par individu.

K est le nombre maximal d’individus que le milieu peut supporter?.

§ est le taux de mortalité par individu (jours ~1).

7 est la durée de la phase de maturation ( le cycle de développement).

Plusieurs généralisations et une recherche tres active s’est amorcée récemment sur cette
équation, par exemple en 2004, Liu et Ge , ont étudié I’équation différentielle de type neutre

du premier ordre suivante :

Cciit[x(t) —cx(t —7(1))] = —a(t)z(t) + b(t)x(t — 7(t))e PBE=T)

En conservant la méme dénomination ; "équation de Nicholson ", de nouveaux modifica-

tions du modele ont été largement considérées dans 1’étude des croissances d’autres especes.
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3.2. Equations différentielles ordinaires & retard

3.2 Equations différentielles ordinaires a retard

3.2.1 Probleme de Cauchy abstrait

Soient E est un espace de Banach, A : D(A) C E — FE est un opérateur linéaire et
rekl.

le probleme de valeur initiale

y'(t) = Ay(t),pour t>0

PCA
y(O) =T, ( )

s’appelle le probleme de Cauchy abstrait associé a valeur initiale x et 'opérateur A.

Définition 3.2.1. /1] Une fonction y : Ry — E est une solution classique de (PC'A) si :
1) y est continument différentiable,

2) y(t) € D(A) pour toutt >0 ;

3)y(t) satisfait (PC'A) pour tout t > 0.

Proposition 3.2.1. /1] Soit A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu {S(t)}i>o . Alors pour tout x € D(A) la fonction :

y:t—y(t) = S(t)z,

est 'unique solution classique de (PCA) .

Définition 3.2.2. : (Solution intégrale) Une fonction continue y : R, — FE est dite
solution intégrale de (PCA) si [¢y(s)ds € D(A) pour toutt >0 et

t
y(t) =z + A/ y(s)ds, pour tout t >0
0

Définition 3.2.3. 2/ : On dit que le probléme de Cauchy abstrait est bien posé si :
1) le domaine D(A) est dense dans E ;
2) pour tout x € D(A) il existe une solution classique unique y, de (PCA);

3) pour chaque suite (T, )nen dans D(A) satisfaisant

lim z, =0
r—o0 " ’
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3.2. Equations différentielles ordinaires & retard

on a :

lim y,, (t) =0,

T—00

uniformément pour tout t dans des intervalles compacts [0;T] .

Théoréme 3.2.1. 2] : Pour un opérateur fermé A : D(A) C E — E associé, le probléme
(PCA) est bien posé si et seulement si (A; D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe fortement continue sur E .

3.2.2 Equations différentielles a retard

Considérons d’abord 1’équation différentielle ordinaire :
y'(t) = Ay(t),vt = 0, (3.2)
modifions maintenant 1’équation (3.2) en considérant
y'(t) = Ay(t —7),vt 2 0,

ou 7>0.

Définition 3.2.4. [3] : Soit E un espace de Banach, considérons une fonction
y:[—71,00[— E

t—1r—ylt—r1),

pour chaque t > 0 : La fonction suivante :

y' -7, 0— E
s— y(t+s),

s’appelle le segment d’histoire par rapport a t > 0.

La fonction d’histoire de y est alors la fonction suivante :

hy:t——vy
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3.2. Equations différentielles ordinaires & retard

sur Ry.

Définition 3.2.5. : Soit E un espace de Banach, une équation différentielle a retard est

une équation de la forme
d
y'() =2y f Y0y, (3.3)
ou f(.;.) est une application d valeur dans E.
On voit que dans une équation différentielle a retard la valeur de la dérivée a un instant t

de la solution y dépend non seulement de la valeur de y a l’instant t mais de ses valeurs

prises avant cet instant (dans le passé) d’ou le mot retard.

3.2.3 Approche de semi-groupes

On traite brievement, a titre d’exemple introductif, le cas spécial ou f (3.3) est la
somme de deux opérateurs linéaires B et L tels que :
B : D(B) C E — FE est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
{S(t)}+>0 dans E (un opérateur fermé et & domaine dense).
L : WU (—7,0; EF) — E est un opérateur linéaire borné, appelé I'opérateur de retard.
Z:=FEx LP(—T1,0; E).

Alors, pour (n; ) € Z; on considére le probléme a valeur initiale dans F suivant :

4y(t) = By(t) + LYVt > 0.
y(0) =n

0 (3.4)
Yo = .
Dans la suite nous posons 7 =1 .
Définition 3.2.6. : On dit qu’une fonction y : [—1,+o0[—> E est une solution classique

de (3.4) si :

1)y € C%([=1,00[, ENCY)([0, 00, B),

2) y(t) € D(B) et y' € WW(=1,0;E),
3)y vérifié  (3.4) .

Lemme 3.2.1. : Soity : [—1, +00]— E une fonction de W,;"(—1,0; E)® . Alors, la fonction
d’histoire h, : t — y' de y est continument différentiable de Ry dans LP(—1,0; E)et pour

toutt >0, ona :
d d
—h,(t) = —y".
v = 35
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3.2. Equations différentielles ordinaires & retard

Définition 3.2.7. : Désignons par P, : Z — E est la projection canonique de Z sur E.
De méme désignons par Py : Z — LP(—1,0; E) est la projection canonique de Z sur

LP(—1,0;F) .

3.2.4 Transformation au probleme de Cauchy abstrait

A partir du lemme 3.1, nous pouvons maintenant transformer les solutions de (3.4) aux

solutions classiques d’un probleme de Cauchy abstrait.

Proposition 3.2.2. : Soit y : [—1,+o0[— E une solution classique de (3.4). Alors la

fonction

Y:R, —Z
s (1)

est continument différentiable et vérifie

B L
A= .
0

définie sur le domaine

D)= { () € DB« W10 ) (0 = ).
et % désigne la dérivée distributive.
Ainsi, toute solution classique y de (3.4) donne une solution classique du probléme de Cauchy

abstrait surZ .
Y'(t) = AY(t), t>0

ou

Inversement, si (n,¢) € D(A) alors pour toute solution classique Y : Ry — Z de (3.5)

avec la valeur initiale (n; ) telle que Y (¢) = (Egggg) . Soit y : [—1,00[— E la fonction
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3.2. Equations différentielles ordinaires & retard

définie par :
P (Y(t) si t>0
o(t) si te[-1,4o00]

alors y' = P,(Y(t)) pour chaque t > 0 et y est une solution classique de (3.4).
Lemme 3.2.2. : L'opérateur A : D(A) C Z — Z est fermé et de domaine dense dans Z.

Corollaire 3.2.1. [3] : Le probléeme abstrait de Cauchy (3.5) dans Z ; associé a l'opérateur

est bien posé si et seulement si A généré un Co— semi-groupe {S(t)}i>0 dans Z

Définition 3.2.8. :

1) Le probleme (3.4) est bien posé si le probléme (3.5) est bien posé, i.e. si A un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu dans Z.

2) On suppose que (3.4) est bien posé, et soit {S(t)}i>o0 le semi-groupe généré par A dans
Z. Alors pour tout (n; ) dans Z la fonction y définie par (3.6) est dite solution intégrale
de (3.4).

Proposition 3.2.3. Soit y une solution intégrale de (3.4). Alors

y' = P(S(t)(n,9)).
De plus :
t t
/ y(s)ds € D(B),/ ysds € WHP(—1,0; E),
0 0

et l’équation intégrale :

x+ B [yy(s)ds + [yy.ds si t>0
o(t) si tell,oof, estwvalable.

y(t) =
Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur les opérateurs B et L pour que
le probleme (3.4) soit bien posé.

Théoréme 3.2.2. Soit B: D(B) C E — E le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
fortement continu {T(t)}>0 dans E, soit 1 < p < oo et soit L : W'P?(—1,0;E) — E un

opérateur du retard, s’il existe des constante to > 0 et 0 < g < 1 telles que :EB

to
| IE(T + So(r) s < ql(n, )2,
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3.3. Equation différentielle partielle a retard

pour tout (n; ) € D(A) ; avec (Sy) le semi-groupe de translation dans LP(—1,0; E) par :

(s+t) si t+s<0,
0 st t+s>0

(So(t)f)(s) ==

et Ty : E — LP(—1,0; E) définie par :

T(s+t)r si —t<95<0,
0 st —1<s<—¢

(Tix)(s) :=

Alors lopérateur A généré un semi-groupe fortement continu dans Z et donc (3.4) est bien

POSE.

3.3 Equation différentielle partielle a retard

Dans cette section nous présentons un exemple de probleme a la limite associé a des
équations aux dérivées partielles a retard. On vérifions, ensuite, les conditions nécessaires
pour que ce probléme soit bien posé. S’intéressant a l’analyse de problémes aux limites
régis par des équations différentielles a retard a coefficients opérateurs et provenant de
diverses situations concretes gouvernées par des EDP de type elliptique et parabolique,
nous avons étudié en particulier le comportement précis des solutions de ces problémes :
existence et unicité de solution. L’intérét des techniques opérationnelles est de permettre une
étude unifiée de problémes elliptiques paraboliques et de fournir pour ceux-ci des conditions
nécessaires et suffisantes d’existence, d’unicité et de régularité des solutions. Les méthodes
utilisées reposent sur la construction d’une formule explicite de représentation des solutions
et de son analyse en fonction des données. Pour la construction de cette formule explicite
et son analyse, on utilise le calcul fonctionnel (la théorie des semi-groupes).

Probléme On considére I’équation de réaction-diffusion suivante, qui modélise la conduction
thermique dans une barre homogene chauffée de longueur 1, en supposant que ses deux

extrémités 0 et 1 sont maintenues a une température constante Ty = 0.

%y(t,x)zaa—;y(t,x)—y(t,x)—(t—l,x), 0<z<1,t>0
Y00 =yt 1) =0, £>0, (3.7)
y(t,z) =p(t,z), 0<x<1,-1<t<0.
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3.3. Equation différentielle partielle a retard

y(t; x) représente la température de la barre au point z, a l'instant ¢.
Le retard ici est 7 = 1, il représente la durée moyenne, en unité de temps, nécessaire pour
que le systéme réagisse au changement de la température.
¢ € L*([-1,0]x]0,1[). Pour écrire le probléme (3.7) sous forme d’une équation & retard
abstraite on définit les espaces et les opérateurs suivants :
1) V =L*0;1;R).
2) M =V x L*(—1;0;V).
3) L’opérateur By : D(By) C V — V défini par :

D(By) := H*(0;1;R) N H}(0; 1;R),

et

@y

dz?

- L’opérateur B= By — I avec D(B)= D(By).

- L’opérateur L : WH2(—1,0; V) — V défini par L(¢(0);p) = —p(—1).

By =

Ainsi le probléeme (3.7) est une équation différentielle a retard dans V' de la forme suivante :

W (1) = By(t) + L(y(t),y"),t > 0

(3.8)
y(t) = U(t), —1<t<0,

avec ¥ € (—1,0; V') une condition initiale définie par W(t)(x) = (¢, x) pour tout

(t,x) € [-1,0] x [0,1].

La solution de ce probléme est le méme solution de probleme (3.4).

On commence par montrer que 'opérateur By : D(By) C V. — V engendre un C; semi-
groupe dans V', pour cela on montre tout d’abord qu’il est dissipatif :

Soit g € D(By)

! d2 ! dg 2 dg L dg 2

donc By est un opérateur dissipatif.

De plus d’aprés la proposition 1.3, pour tout f € V il existe y € D(Bp) unique tel que
(I — By)y = f,alors en utilisant le théoreme 1.3 et ensuite le théoreme de Lumer Philips
on conclut que By est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe {S(t)}i>o tel que

|S(t)]] <1 pour tout ¢t >0 .

43



3.3. Equation différentielle partielle a retard

On utilise la théorie des semi-groupes pour étudier les équations aux dérivées partielles a

retard qui peuvent s’écrire sous la forme abstraite suivante :

Ly(t) = fly@t),y"),t >0

p(x),z € [=1,0]

<

—~
8

~—
I

f est, en général, la somme d’un opérateur linéaire B et d'un opérateur L.

E un espace de Banach, 1 < p < oo, f un opérateur de Z := F x L’(—1,0; E) a valeurs
dans E'; et (n; ) une condition initiale appartenant a Z.

Plus précisément, nous avons donné des conditions nécessaires sur 'opérateur f pour que
le probleme (3.9) soit bien posé, en utilisant, la théorie des semi-groupes.

Se basant sur I’hypothese suivante :

(H3) L’ensemble des valeurs initiales, pour lesquelles une unique solution forte de (3.9)
existe, est sous espace vectoriel dense dans Z ; de plus, la solution dépend continument de
la valeur initiale.

On a montré que les solutions de (3.9) définissent un semi-groupe fortement continue

{S(t)}+>0; et le générateur infinitésimal A de ce semi-groupe a été caractérisé par :

D(A) = {D(f)nW(=1,0; E)}

(3.10)
A(p(0), ) = (f((0), ), ¥"),

avec
Wl’p<_17 Oa E) = {(7]7 QO) tp e Wl’p(_]w 0) E)?U - @(O)}
Ensuite, en supposant que le probléme (3.9) est bien posé au sens de I’hypothese suivante :
(H,) L’opérateur A défini par (3.10) génere un Cy-semi-groupe {S(t) }>0 dans Z ; tel que

I1S#)|| < Me**  pour tout ¢ >0,

avec M > 1et w € R; le théoreme de Hille-Yosida nous a permis de trouver les conséquences
de I'hypothese (Hy) sur I'opérateur f. Ces conséquence ont été données par les propositions
et la théoreme suivants :

1) Le théoréme 1.4.
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3.3. Equation différentielle partielle a retard

2) Les propositions 1.4 et 1.5 dans le cas ou f est de la forme suivante :
f(n; ) = Bn+ L(n;¢) pour  (n;¢) € D(f) :

3.3.1 Vérification des conditions nécessaires [5]

Soit A l'opérateur linéaire associé au probléme a retard (3.8) défini par :

D(A) ={(¢(),p) € M : o € H'(—1,0;V),9(0) € D(B)},

avec

D(f)=A{(np) e M:ne D(B) et ¢(-1)eV},

f((0), ) = Bp(0) + L(0(0), ) = Bp(0) — p(-1).
L’hypothese (Hp) est vérifiée, en effet, soit A € R et (¢(0); ) € D(A); alors ¢(0) € D(B);
ce qui implique que Uy,(0) € D(f) pour tout A € R; on conclut que :

{Ux;(0) : (¢(0), ) € D(A)} C D(f) pour tout A€ R.

Lopérateur L : Wh2(—1,0; V) — V est continue, en effet, soit (¢(0);¢) € Wh2(—1,0; V)

2

| L(e(0); ) o=l (=1) [F< </01

oo I st 10 1) <2((f 1ot 1) + 1400

En utilisant I'intégrale de Holder, on trouve :
| L(p(0); ) [v=v2 | L((0); ) |m1(-1.0m) -

La fonction f est de la forme suivante :

fm;9) = B+ Bip(—7) + ¥(n, ¢)

i=1
avec O<mn<..<7l=7,B=—-1; dans V,B;,=0 pour t1=1,...0—1 et 1 =0.

avec O0<mn<..<7l=71,B=—-1; dans V,B;=0 pour 1=1,...[1—1 et 1 =0.
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3.3. Equation différentielle partielle a retard

Ainsi, les propositions 1.4, la proposition 1.5 et le théoreme 1.4 sont tous applicables.
1) Conditions nécessaires du théoréme 1.4
Soit (0; ) € WH2(—1,0; V)alors(0;¢) € D(f) et on a :

| £(0:0) |v=] L(0; 9) [v= V2| (0;) |1 (-1,0) -

Ainsi la restriction de f a W1?(—1,0;V) est un opérateur linéaire borné.
2) Conditions nécessaires de la proposition 1.5

L’opérateur B, généré un Cy-semi-groupe {S(t)};>0 tel que ||S(¢)]] > 1 pour tout
t>0;
alors, d’apres le théoreme de la perturbation bornée [2], I'opérateur B = By — I généré

aussi un Cp-semi-groupe {5(t)}s>0 tel que ||s(t)]| < e pour tout ¢ >0 .
3) Conditions nécessaires de la proposition 1.4

L’opérateur B génére un Cp-semi-groupe {s(t)}:>0 tel que ||5(¢)|| < e* pour tout

t > 0;alors, le théoreme de Hille-Yosida implique que :

1) D(B) est dense dans V et B: D(B) C V — V est un opérateur fermé.

2) (M — B)™! existe et [[(AM — B)|| < 535 pour tout A > 1.

Ainsi il ne reste que la condition nécessaire dans 1) de la proposition 1.4 a vérifier.

Soient v € D(B) et A € R
(M — B — LUy\)v = (M — B)v — L(v,ve*) = (A — B)v +ve™ = (A +e ™I — B

Or

1

-1 . -A
||§m S1 /\"‘6 > 1.

(A + eMI — B) existe et||(A+ e *)I — B)
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3.3. Equation différentielle partielle a retard

Donc si on prend w = 1 on trouve :

(M = B — LUy) " existe et (A = B — LUN) || < 5o < 105 SiA>w.

Ainsi toutes les conditions nécessaires pour que 'opérateur A généré un Cy-semi-groupe

dans Z ; et par conséquent, pour que le probleme (3.7) soit bien posé, sont vérifiées.
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Chapitre 4

Modeles de dynamique de

populations structurées en age

Ce chapitre est consacré aux modeles de dynamique de populations structurées en age.
Ces modeles ont été utilisés pour décrire 1’age chronologique des individus.
Dans les modeles linéaires en utilisant les équations intégrales de Volterra et la transformée
de Laplace. Les modeles structurés en age non linéaire ont été étudiés a partir des années
70 avec les travaux de Gurtin et MacCamy [7]. Pour plus de détails, on peut consulter les

ouvrages suivants [6, 10].
4.1 Présentation du modéle [5]

Un modele linéaire de base pour une population structurée en dge (chronologique) s’écrit

sous la forme suivante :

A+ P = —p(a)y(o, ) pour @ >0,
—_—
Yoo mortalités
y(0.0 = [ By, t)de (41)
y(.,0) = yo € L'((0, +0), R).

tel que :
p(x)e L®(0; +00) est le taux de mortalité des individus.
p(x) est le taux de reproduction .

La fonction y(x;t) représente la densité de la population a l'instant ¢ qui ont 1'age z.

48



4.1. Présentation du modéle [5]

Ji2 y(z;t) dz représente le nombre d’individus dans la population ayant un dge compris
entre z1 et xo a l'instant t; (zq; 22 € [0; +00[).
Y (t) = [iy(z;t)dr  est le nombre total d’individus & I'instant ¢ > 0.

En intégrant ’équation (4.1) le long des caractéristiques on obtient alors :

GZL‘p(— f;—t M(S))yo(l‘ - t)? st x>t
exp(— [ 1(s))Bolt —a),si x <t

y(]?,t) =

ou By(t) est le flux des naissances. De plus, en observant que :

Bo(t) = [ B@wtet) = [ B+ [ st

on déduit que t — By(t) est 'unique fonction continue satisfaisant I’équation intégrale de

Volterra (linéaire) :

Bo(t) = 1(t) = [ 6a) + exn(— [ p(s)ds)Bolt — 2},

Bo(t) = 1(0) = [ 8(a) +eap(— [ u(s)ds)Bolw — t)do

Dans le contexte de 1’écologie, pour prendre en compte certains mécanismes de limitation
dans des populations animales ou végétales, on considéré des modeles structurés en ages dit

densité dépendant de la forme suivante :

QJ‘Q)
<

+oo
Y+ a—y ( +/ y(s,t)dsx(x )) y(x,t), pour x>0,
compétition pour les ressources

y(0,t) = exp (— /()+Oo a(s)y(s, t)ds) /0+00 B(x)y(z, t)dx (4.2)

imitations des naissances

y(.,t) = yo € L'((0,+00),R).

ou kK, x,0 € L*(0,+00).

Le terme [;"* k(s)y(s,t)dsx(z) rend un compte limitation par compétition des individus
pour la nourriture, I’espace, etc.

Le terme k(z) permet de sélectionner les stades (ou les classes d’dge) pour lesquels cette

compétition a lieu.
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4.2. Probléme semi-linéaire

Le terme exp (— oo (s)y(s, t)ds) décrit une limitation des naissances.

4.2 Probléeme semi-linéaire

L’objet de cette section est de considérer le probleme (4.2) par des méthodes de semi-
groupe intégré.
Pour construire une théorie de la bifurcation, la premiere est de reformuler le probleme
comme un probleme semi-linéaire classique c’est-a-dire a domaine dense. Il y a deux cas :
Cas 1 : 0 =0 dans le systeme (4.2). Dans ce cas, le probléme peut étre reformulé comme

un probleme de Cauchy semi-linéaire classique. pour cela, on considere :
A A
Ap = ¢ — up, pour touty € D(A)

avec
A

D) = {p e W0, +00) : 9(0) = [ Ble)p(a)de)

A
et F': L'(0,+00) — L*(0,4+00) lapplication non linéaire

P (/Oﬂo /Q(S)g()(l‘)dé’) K.

Ainsi, lorsque ¢ = 0; on peut formuler le systéeme (4.2) comme un probleme de Cauchy a
domaine dense,

dy(t) _ ') I

S = Ay(t) + F(y(t)), pour t>0.

y(0) = yo € L*((0, +0), R).

On peut alors appliquer les résultats classiques sur les problemes semi-linéaires.
Cas 2 : g # 0; pour pouvoir étudier le cas o # 0; il a introduit une formulation du systeme
(4.2) comme un probléme & domaine non dense. Pour prendre en compte la condition au

bord non linéaire, on commence par considérer ’espace de Banach :

E =R x L0, +00),
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4.2. Probléme semi-linéaire

muni de la norme produit usuelle :

@]
|| ( ) I= ol + @]l
2

On considere A : D(A)E — E lopérateur définit par :

A( > —= < , 7 ( ) )

D(A) = {0} x WHH0; +00).
Ainsi, le domaine de A n’est pas dense dans E ; puisque :
Ey = D(A) = {0} x L'(0; +00) # E.
On considere :
F:D(A) — E;

I'opérateur définit par :

F(OR) _ (“P(— ) 0(s)y(s,t)ds> S /3(x)y(x,t)dm)

v 77 sy (s,tydsx(x)

La premiere composante de 'application F' est a rapprocher de la condition de bord non

linéaire et permet ainsi de traiter ce type de condition de bord. Enfin, en identifiant :

ute orole) = )

y(t,.)

on peut réécrire le systeme (4.2) comme un probléme de Cauchy abstrait :

W — Av(t) + F(u(t), pour t>0.
v(0) = (2) = v € D(A).

Yo

(4.3)
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4.3 Existence, unicité et globalité de la solution posi-

tive

4.3.1 Existence et unicité de la solution positive

Pour étudier I'existence et I'unicité de solution des problémes de type (4.3), supposons
que les hypotheses suivantes sont vérifies :
(H1) A satisfait la condition de Hille-Yosida (puisque D(A) # E; le reste du travail se fait
sur la domaine D(A) = E;).
(H2) La fonction F' : Ey — E est localement Lipschitzienne, i.e. : pour chaque compact C'

de Ej il existe K(C') > 0; telle que :

1F(v) = F(u)|le < [lv = ullg,, Vu, v € Eq.

(H3) Le semi-groupe continue S(t) = £SZ(t) est exponentiellement bornée, i.e. Jw > 0 et

dM > 1 deux constante telle que :
| S(t) |[< Me**, vt > 0.

Pour prendre en compte la solution positive, revenons au systéme (4.2), qui est un cas
particulier du systeme (4.3), la valeurs initiale non négative
y(z;0) = yo € L*((0; +00); R);; la solution du é (4.3) est positive ce qui énonce le théoréme

suivant :

Théoréme 4.3.1. [3] : Le probléme de Cauchy (4.3) admet au moins une solution intégrale
positive dans

E() =0r X LI(O, +OO)

En plus, elle est donnée par :

v(t) = ST'(t)vo + jtS(t — s)F(v(s))ds,Vt € [0,T],

ou SZ(t) le semi-groupe intégré engendré par l'opérateur A .
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4.3. Existence, unicité et globalité de la solution positive

4.3.2 La globalité de la solution

On suppose aussi que le semi-groupe intégré {SZ(t)}:>o est exponentiellement borné, et
que la fonction F' est Lipschitzienne.
Montrons la globalité de solution par ’absurde :
Supposons que 3T < oo tel que th_r)r% lv(t)| = 400
On a :

[o(t)] = ST (t)v] + £ [ ST(t — 5)F(u(s) — F(0))ds + |F(0)

< Me¥tug| + Me“tK(C) [y e=*|v(0) — 0|ds + | F(0)]

< (Me“tvg| + |F(0)]) + Me“t K(CO) [y e%|v(0)ds.

Appliquons le lemme de Gronwall :

[o(t)] < (MeJvo| + |F(0)]) + J5 (Me“*|vo| + |F(0)]) (MK(C)e““—S)eMK(C)fJ 6‘”“”“) ds.
On fait ¢ tende vers 7' :

tim Jo(t)| < Y,y (Metfup| + F(0))

e |+ [FO)]) (ME Q)M [0 g,

On trouve :

+00 < (Me“T|vg| + |F(0)])

T (e Jug] + [F(O)) (ME(C)eT-IeMEO ) s < oo,

Ce qui est absurde.

D’ou la globalité de la solution.
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4.4 LYRY dr)-unicité des solutions faibles pour I’équa-

tion de transport de masse
Les résultats de cette section peuvent-étre trouvés dans [4] . On considere 'opérateur
Af =bVf, Vf€CP(R)

ou le champ vectoriel b : R? — RY est localement lipschitzien. Soit o le point a infini de R

. Considérons I'équation

dX; = b(X;)dt
X(0) ==

Pour tout z € R? | il existe une unique solution (X;())o<i<re , OU
Te =inf{t > 0|X;, = o}
est le temps d’explosion. Alors la famille {P;};>¢ , ou

Pif(r) = f(Xe(2))Ljt<r,)

est un Cp-semi-groupe surL>°(RY, dz)par rapport a la topologie C(L*>°, L') et
t
FOX) = f(Xo) = [ BVF(X)ds, Y € O (R

Par conséquent f appartient au domaine du générateur £ — (co) du C0O-semi-groupe {P; }>¢
sur L™ et

Lioy=Af =bV]f

Il s’ensuit donc que (A, C5°(R?)) est un pré-générateur sur (L>*°(R?, dx),C(L>®, L)) .
Alors on peut étudie (L>®(R%, dx),C(L>®, L')) unicité de I'opérateur (A, C°(RY)) .

On commencons avec 'opérateur uni-dimensionnel.
Af=bf" VfeCr(R)

ou b est une fonction localement lipschitzienne sur R tel que b(z) > 0 pour tout = € R.

soit A* : D(A*) C LYRY, dx) — LY(R? dz) Iadjoint de A et h € LY(R? dx) tel que
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4.4. L*(R?, dx)-unicité des solutions faibles pour I'équation de transport de masse

heDUA) et Ah=Ah

Alors h est une solution de I’équation différentielle ordinaire
—(bh) = A\h

au sens des distributions. Comme bh est absolument continue, il résulte que h est absolument

continue sur ’ensemble {z € R|b(x) # 0}.

Théoréme 4.4.1. [4] Supposons que b est localement lipschitzienne et b(x) > 0 sur R.
Alors (A, C5°(R)) est (L®(R,dx),C(L>®, L')) unique si et seulement si :

+001d

Théoréme 4.4.2. [4] Soit b une fonction localement lipschitzienne sur R tel que pour
co < ey € R, bl(oo,c] et blley,+00) gardent le signe constant (non-nulle). Alors

(A, C°(R)) est (L*®(R,dx),C(L>®, L')) unique si et seulement si :

co 1d 400 1d
/mm@gm+z; ()T T
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CONCLUSION

En conclusion de ce mémoire, mentionnons que les théories des semi-groupes et des semi-
groupes intégrés ont de trés vastes applications allant des équations a retard, équations
paraboliques avec retard ou encore avec des conditions de bords non linéaires, non locales et
éventuellement non bornées, ou encore des équation structurées en d4ge. Comme perspectives
de recherche, nous proposons au terme de ce travail, ces deux modeles de bifurcation 1 . La
premiére modele c’est un cas particulier du systéeme (4.2) : Soient o > 0 et ¢ > 0; deux
parametres. On considérons le systeéme suivant :
avec

% + % = —p(x)y(x,t),pour t>0,2>0
y(0,t) = acexp ( o B(x)y(x, t)dx) o B(x)y(x, t)dx (4.5)
y(-,0) =yo € L'((0, +00); R)

Bl = (x —T)"e " si x>T

0, st z<T.

On considere, ici, o ('intensité des naissances) comme un parameétre de bifurcation du

systeme. Posons

ap = </0+Oo ﬁ(x)e"”dx)_l

. Lorsque a < ag; le systeme (4.5) admet un unique état d’équilibre positif

In (a f(;roo ﬁ(m)e‘”xd:p)
f0+oo B(z)e—rrdx

Ta(x) =€ B, ou [y =

En étudiant les propriétés spectrales de 1’équation linéaire autour de 7, ; ainsi que les condi-
tions de transversalité usuelles aux points de bifurcation on obtient le résultat nommé bi-
furcation de Hopf? : SoitT > 0 : Sous les hypotheéses ci-dessus, il existe une suite croissante
{ag }i>1; telle que le modele (4.5) admet une bifurcation de Hopf y = 3, : En particulier,
une solution périodique non triviale bifurque de 1'équilibre y = 7, lorsque o = v, .

La seconde modele provient d'un probleme épidémique concernant la propagation de la
grippe : Bifurcation est tout changement qualitatif lorsque on change le parametre de

contréle. Donc, la bifurcation est une route vers le chaos. 2Les bifurcations de Hopf. Ce
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sont des bifurcations oscillantes, comme 'attracteur de L

Do) 96D — G (1)1 oc((2)5(x, £), pour ¢ > 0,2 > 0
s(0,t) = vI(t),
A = 51(t) [7° s(x, t)dz — vI(t)

s(.,0) = so € L'((0,+00);R) et I(0)=1,>0.

Ce modele permet d’étudier de la perte d’'immunité a un variant de la grippe qui est ici mo-

délisé par le terme (). Ceci terme, en particulier, de caractériser I’apparition d’oscillations
non amorties. P

1. Bifurcation est tout changement qualitatif lorsque on change le parameétre de controle. Donc, la bifur-
cation est une route vers le chaos.

2. Les bifurcations de Hopf. Ce sont des bifurcations oscillantes, comme lattracteur de Lorenz
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Abstract

The theory of integrated semi-groups has very broad applications ranging from diffe-
rentials equations with delay, parabolic equations with delay or with nonlinear boundary
condition, nonlocal and possibly unbounded boundary conditions, as well as age-structured
equations (with delay, diffusion. ..). Thus, the use of integrated semi-groups allows obtaining
relatively fine results on the dynamics of certain evolutionary equations, which do not fall
within the framework of the classical theory of semi-groups. Keywords : Semigroups, inte-
grated semi-groups, evolution equations, delay differential equations, population dynamics

model.

Résumé

La théorie des semi-groupes intégrés a de tres vastes applications allant des équations
différentielles a retard, équations paraboliques avec retard ou encore avec des conditions
de bords non linéaires, non locales et éventuellement non bornées, ou encore des équations
structurées en age (avec retard, diffusion,...). Ainsi, l'utilisation des semi-groupes intégrés
permet d’obtenir des résultats relativement fins sur la dynamique de certaines équations
d’évolution qui n’entrent pas dans le cadre de la théorie classique des semi-groupes. Mots
clés : Semi-groupes, semi-groupes intégrés, équations d’évolution, équations différentielles a

retard, modele dynamique de populations

o8



References

1]

[10]

[11]

[12]

Y. Abdelbadie. La théorie des semi-groupes et les équations aux dérivées partielles a

retard. Mémoire master.Université Abou Bakr Belkaid Tlemcen.Juillet 2019.
H.Brezis, Analyse fonctionnelle ,Masson, 1987.

A. L. Cauchy, Cours d’Analyse de I’école Royale Polytechnique, premiére Partie, Ana-
lyse Algébrique, 1821.

L. Dan Lemle. Semi groupes intégres d’opérateurs, 'unicité des prégénérateurs et ap-

plications. Thése de Doctorat. Université Blaise Pascal-Clermont-Ferrand II, 2007. Fra-

naais.

D.Djaber , Semi-groupes intégrés et applications . Mémoire master. Université Larbi

Ben M’Hidi- Oum EIl bouaghi 2021.

A. Ducrot, P. Magal, S. Ruan. Une introduction aux modéles de dynamique de popu-

lations structurées en ,age et aux problémes de bifurcations. 2010.

M. Gurtin and R. MacCamy, Nonlinear age-dependent population dynamics Arch. Ra-
tion. Mech. Anal. 54 (1974), 281-300.

J. Hadamard, Le principe de Huygens, Bull. Soc. Mah France 52 (1924), 610-640.

E. Hille, Functional Analysis and Semigroups, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., vol. 31,
Amer. Math. Soc.; 1948.

[.Medjahdi , Bifurcation de Hopf pour un modéle proie-prédateur avec structure d’age.

Mémoire master. Université Abou Bakr Belkaid Tlemcen. 2019.

A. Pazy, Semigroups of linear operators and applications to partial differential equa-

tions. Springer Verlag, New York, Berlin, 1983.

K. Yosida, On the differentiability and the representation of one parameter semigroups

of linear operators, J. Math. Soc. Japan 1 (1948), 15-21.

99



	 Tableau de Notations 
	Notions préliminaires 
	Espaces fonctionnels
	Opérateurs linéaires
	 Quelques propriétés spectrales

	Semi-groupe
	Semi-groupe fortement continue à l'origine
	Introduction
	Unicité de l'engendrement
	Propriété de la croissance exponentielle de semi-groupe
	Type d'un semi groupe
	Transformation de Laplace d'un C0 -semi-groupe
	Etude de la croisance de la résolvante
	Théoréme de Hille-yosida

	Semi-groupe intégrés
	Introduction
	Propriétés élémentaires des semi-groupes intégrés
	Générateur d'un semi-groupe intégré non-dégénéré
	 Propriétés des semi-groupes intégrés non-dégénéré exponentiellement bornés
	Semi-groupes intégrés localement Lipschitzien
	Théoréme d'arendt


	Équations différentielles à retard et semi-groupes
	Modéle d'équation différentielle à retard
	Équation de Nicholson (mouche-moutons)

	Équations différentielles ordinaires à retard
	Problème de Cauchy abstrait
	Équations différentielles à retard
	Approche de semi-groupes
	Transformation au problème de Cauchy abstrait

	Équation différentielle partielle à retard
	Vérification des conditions nécessaires 5 


	Modèles de dynamique de populations structurées en âge
	Présentation du modéle 5
	Problème semi-linéaire
	Existence, unicité et globalité de la solution positive
	Existence et unicité de la solution positive
	La globalité de la solution

	L1(Rd,dx)-unicité des solutions faibles pour l'équation de transport de masse

	Bibliographies

