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Notations

ENSEMBLES

R : Ensemble des nombres réels.

%" : Ensemble des nombres réels positifs.

®*": Ensemble des nombres réels strictement positifs.

R" : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
N : ensemble des nombres entiers naturels.

t € R : variable temporelle.
. dx fe 1 .
X = —: dérivée de la variable x par rapport au temps.

xT : transposé du vecteur x.

|| .|| : norme euclidienne sur R™.

u(t) : la commande.

x(t) : état du systeme.

f(t) : champs de vecteurs.

Q :ensemble dos états discrets (ou modes).
o :laloi de commutation.

Agp: matrice dynamique du systeme.

o (t, x0, qo) : trajectoire généralisée dc SDC.
eB" : boule ouverte centrée a 1'origine de rayon e.
X, : point d’équilibre.

xq4 : point fixe désiré.

X :domaine d’évolution des états continus (ou espace continu).

ACRONYMES

SDC : Systémes Dynamiques a Commutation.

SDH : Systemes Dynamiques Hybride.



TS a VDM : Takagi-Sugeno a Variables de Décision Mesurables
TS a VDNM : Takagi-Sugeno a Variables de Décision Non Mesurables
LMI : Linear Matrix Inequality (Inégalité Matricielle Lineéaire)

Lpv : Linéaire a Parameétre Variant
ISS : Input to State Stability (Stabilité Entré Sortie)

MATRICES

I : Matrice identité.

P > 0 (P < 0) : Matrice définie positive (resp. hégative).

- PT : Matrice transposé.

- P~ : Matrice inverse.

A; (A) : Valeurs propres de A.

PR (A;) : Partie réels de la valeur propre A.

— Amax : Valeur propre maximale.



Introduction géneéerale

Les systemes hybrides, c'est-a-dire les systémes sujet a des évenements discrets qui
influencent les sous-systémes a temps continu, ont été utilisés pour modéeliser des
applications dans l'automobile telles que le contréle du moteur, des freins et de la
stabilité, ainsi que le contrdle du trafic aérien et le contr6le des usines de fabrication.
En raison de leur genéralité, il est difficile de dériver des procédures rigoureuses de
synthese de contrdleurs, nous devons souvent recourir a des approximations car la
généralité des modeles hybrides implique un haut niveau de complexité. Les algo-
rithmes de contréle hybride les plus efficaces sont basés sur un retour d'état complet.
Cependant, dans la majorité des cas, seules des informations partielles sur I'état in-
terne de I'installation hybride peuvent étre mesurées. L'observabilité et la détectabili-
té sont des concepts d'importance fondamentale qui établissent les conditions de re-
construction de I'état d'un systeme et ont été minutieusement étudiés dans le do-
maine continu et discret mais pas aussi systématiquement pour les systemes hy-
brides.

L'observabilité des systemes hybrides implique a la fois la détection du mode discret
et I'estimation de I'état continu du systeme dynamique. Un systeme hybride est dit
observable lorsqu'il est possible de reconstruire I'état discret ainsi que I'état continu
du systéme a partir des informations d'entrée/sortie disponibles.

Ce travail concerne I'étude des systemes dynamiques hybrides et plus particuliere-
ment une classe spécifique et tres importante de ces systémes que sont les systéemes
dynamiques a commutation (SDC). Il sera question principalement, d'étudier les mé-
thodes développées pour le controle et la stabilisation par commutation de ces sys-
temes qui nécessitent naturellement une modélisation pertinente et une analyse préa-
lable. Nous abordons aussi les questions d'observabilité et la synthése d'observateurs
pour ces systemes.

Ce mémoire, composé de trois chapitres principaux, en plus des introduction,
conclusion et perspectives, est organisé de la facon suivante :

Chapitre 1 : Le premier chapitre est un résumé bibliographique sur les défi-
nitions, les méthodes de modélisation, et le calcul des solutions (exécution
hybride) pratique pour les systemes dynamiques hybrides (SDH) Ces diffé-
rents concepts sont également illustrés par des exemples académiques et plus
proches des applications pratiques.

Chapitre I1: Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude des systemes dynamiques
a commutation, dans un premier temps nous parlons de modélisation en présentant
les fondements mathématiques nécessaires a I'étude de la stabilité des systemes dy-
namiques hybrides, leur comportement périodique et statique (point de fonctionne-
ment, point d'équilibre, cycle limite, .. .) et leurs différences avec les systemes dy-
namiques continus en ce qui concerne ces comportements En mettant en évidence
des exemples qui traitent ces cas, nous présenterons ensuite les extensions de la
théorie de Lyapunov qui peuvent étre appliquees aux systemes dynamiques a com-
mutation.
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Chapitre I11: En plus de la stabilisation pratique, le troisieme chapitre est
consacré a I'étude de I'observabilité des systemes dynamiques bien transfor-
mes ou cours de la derniére décennie et selon la notion d'observabilité, plu-
sieurs criteres sont apparus dans la littérature. La principale différence entre
ces approches réside dans la maniére dont le signal de commutation est affi-
ché : est-ce une fonction constante et connue du temps, est-ce un signal ex-
terne inconnu, est-il le résultat d'un systeme dynamique discret (automatisé)
ou est-il contrdlé qui est alors une entrée ? En conséquence, nous avons al-
lons présenter quelques concepts et explications basés sur plusieurs réfe-
rences avec des exemples ainsi.
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Chapitre 01 :

Presentation des Systemes Dynamiques
Hybrides



1.1. Introduction

Le contenu de ce chapitre traite les notions introductives liées aux systémes
dynamiques continus et hybrides. L’analyse et la synthése de ces derniers reposent sur
les concepts généraux développés pour les premiers.

Ce chapitre ne se veut pas étre exhaustif ni complet et ne présente pas un état de 1’art
pour ces deux types de systémes, plutdt on présentera seulement les notions
nécessaires liées aux concepts généraux des systémes dynamiques continus et leur
extension aux systémes hybrides. En particulier, les questions de bon conditionnement
pour ces derniers seront entameées, elles sont étroitement liées a la notion de solution et
d’exécution dans un systeme hybride.

1.2. Notion de systeme dynamique :

Lorsque dans un systéme physique, I’évolution des sorties est fonction seulement des
entrées appliquées, le systeme est dit statique. Dans le cas ou le comportement des
sorties du systeme dépend aussi des entrées antérieurs, le systéme est dit dynamique.
La plupart des systemes physiques livrés a eux-mémes sont modélisables par des
systémes dynamiques. D’une maniére générale, un systéme dynamique est une entité
plus au moins isolée et constitué par un ensemble d’éléments en interaction. En vue
d’analyser et de développer des techniques de commande pour ces systémes, on a
besoin de chiffrer qualitativement et quantitativement ces interactions en se basant sur
les lois de la physique, d’ou I’'idée de recherche de modéle mathématique qui refléte au
mieux toutes les dynamiques du systéme. Afin d’éviter de poursuivre 1I’évolution
antérieur des signaux d’entrée, on fait souvent appel a la représentation interne du
systéeme dont les variables ont la propriété de garder toutes les informations utiles
temporelles y compris celles résultant de I’application des entrées antérieurs.

En plus de la caractérisation entrée/sorties des systémes, la représentation d’états est
I’outil le plus employé dans la modélisation des systémes physiques. Historiquement,
cette représentation constitue la base de toutes les méthodes de résolutions numériques
employées dans la théorie de la commande de systémes. Dans 1’espace des états, un
systéme dynamique est essentiellement caractérisé par ses n variables d’état x(t)ER™
ou le nombre n est appelé ordre du systéme, et un formalisme mathématique qui décrit
le processus d’évolution. Aucun élément aléatoire n’est admis dans de tel processus
pour les systemes déterministes (les états présents du systeme sont totalement
détermineés par ses états passes et futurs).

Définition 2.1 : Un systeme dynamique continu est décrit par un triplet (X, U, f), ou X
C R™ est l'espace des états, U € R™ est [’ensemble des entrées externes (entrées,
perturbations), et f: X x U — R™ est un champ vecteur décrivant les dynamiques du
systeme telle que :

x () =f(x(®), u®)); x(to = 0) =xq, xeX etueu. (1.1)

L’entrée u(t) est une fonction du temps ou du temps et de I’état dans le cas de retour
d’état i.e. u = k(t, x), le remplacement de u(t) dans 1’équation précédente conduit au
systéme autonome suivant :

x (1) =1f(t, x);  X(ty) =xq, XEX. (1.2)

Ainsi la définition de 1’équilibre et I’analyse de la stabilité des systémes seront
généralement investiguées a travers ce modele mathématique en considérant une
forme particuliére d’entrée. Cette question se trouve au centre d’intérét de la théorie
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des systémes dynamiques qui s’occupe essentiellement de I’évolution des états en
fonction du temps.

Une classe spéciale de (1.2) est constituée par les fonctions f qui ne dépendent pas
explicitement du temps ou lorsqu’une forme particuliére d’entrée est considérée dans
1.2):

x(t) =1(x);  X(ty) = xg, XEX. (1.3)

Remarque 1.1 :
D’une maniere générale, tout systeme dynamique peut étre décrit par |’équation
différentielle générale suivante :

dy ™ d d
= =t e Y () (1.4)
Ou f et y sont des fonctions et teR* est généralement considéré comme le temps.

Puisque [’équation contient la n'*™ dérivée, on dira que I'équation est d ordre n. Pour
; iy . d . .
le systeme (1.2), [’équation d—’; = f(t,x) est du premier ordre et si le temps t est la

seule variable indépendante, nous dirons que [’équation différentielle est ordinaire
(ODE) sachant que [’équation (1.4) peut étre rendue comme simple ODE par simple
changement de variable.

Solution et trajectoire d’état : Existence et Unicité [19] [24] [25] [31] [44] [48]

Le comportement du systeme dynamique est complétement déterminé par la solution
de I’équation différentielle 1.3, cette solution doit étre unique pour une certaine
condition initiale. La solution de 1’équation 1.3 sur un intervalle [ty,ty + T] est
fonction continue de x, elle est donnée par :

x(t)= X(t) + ft?“ f(x(s))ds (1.5)
Cette solution est bien connue sous le nom de solution de Carathéodory qui n’est pas
forcement différentiable partout (au sens de mesure de Lebesgue), en effet la solution
de Carathéodory est une géneralisation de la solution classique qui est continuellement
différentiable. Autrement dit, la solution de type (1.5) est toujours valide i.e.
I’intégrale n’a pas besoin d’étre définie aux points de mesure zéro, c’est ce qui la
distingue de la solution classique. L’existence et I'unicité de cette solution dépendent
des caracteéristiques du champ vecteur en 1.3. A noter qu’une condition suffisante pour
I’existence de la solution 1.5 est la continuité en fonction du temps de f(x, t). Cette
condition est aussi celle de I’existence de solution classique, en effet, si f(x, t) est
continue alors toute solution est classique. Sachant que la continuité de f(x, t) ne suffit
pas pour que la solution soit unique. Une autre condition plus restrictive garantissant
I’unicité de la solution est la vérification de la propriété de Lipschitz par rapport a X au
voisinage de la condition initiale x, :

n—-1

Définition 1.2 : Une fonction f : R™ — R™ est dite localement Lipschitz continue si
If(x1) — fF(x2)I <Lllx1 — x2||, ¥ (x1, x2)€B, = {x € R™||lx — x,ll < 7}.
Ou L est appelé constante de Lipschitz.

A noter que pour la stabilité asymptotique, nous avons besoin de I’existence globale de
solution. Rappelons qu’une fonction peut étre aussi globalement Lipschitz si la
condition de la définition précédente est Vvérifiée pour R™, a noter que si une fonction
est Lipschitz sur un domaine, elle est forcément continue sur ce domaine. D’autre part,
elle est Lipschitz sur ce domaine si elle est de classe C*.

En effet la propriété de Lipschitz garantit que la fonction n’évolue pas plus rapidement
qu’une certaine fonction linéaire ce qui n’est pas le cas des systemes discontinus (objet

5|Page



de notre étude) dont les solutions sont mieux caractérisées au sens de Krasovskii ou
Filipove (voir chapitre suivant). En genéral, la propriété de Lipschitz au sens global est
rarement veérifiée pour les systémes physiques souvent non linéaires.

Remarque 1.2
o Si une fonction est seulement continue sur un domaine, elle n’est pas forcément
Lipschitz sur ce domaine, néanmoins si elle a une dérivée partielle en x bornée,

elle est donc Lipschitz : Df (x) = [%] < L, L constante de Lipschitz.
J

e La notion de solution maximale est aussi utile, ¢ ’est une solution qui ne peut étre
étalée en avant dans le temps donc ne peut résulter de la troncation (en temps)
d’une autre solution. Par conséquent, [’unicité de solution est lice a [’existence
d’une seule solution maximale pour chaque condition initiale.

o Toutefois, l'unicité de solution classique peut étre garantie sous une condition
plus faible qui est liée a la notion de la continuité de Lipschitz d’un seul coté.

Remarque 1.3 :

Pour les systémes discontinus (ou & commutations), la continuité au sens global du
systeme n’est pas verifiée (particulierement aux points de mesure zéro). Par
conséquent [’existence de solution n’est garantie que localement dans les intervalles
de temps ou la propriété de continuité est vérifiée. L existence de solution au sens
global nécessite plutot de fortes conditions. En effet, La relaxation dans la solution de
Caratheodory qui consiste a définir le champ vecteur dans (1.2) aux points de mesure
zéro n’est pas toujours suffisante pour que de telle solution existe.

La solution (1.5) s’appelle aussi trajectoire du systéme, en adoptant la notation x(t,) =
Xg, la trajectoire d’un systéme dynamique issue d’un point Xy, est I’évolution (courbe)
du systéme passant par x, en t, et telle que a chaque instant t, la tangente a cette
courbe au point x(t) coincide avec le champ de vecteurs f(x(t)) évalué en ce point.
L’¢tude des systemes dynamiques vise essentiellement a déterminer le lieu des
trajectoires d’un tel systéme. Une notion capitale dans ce cadre est de savoir si, pour
un systeme donné, deux états proches a un instant t de I’évolution du systéme vont
rester proches, voire se confondre, ou s’¢loigner.

Définition 1.3 : [45] un point x = x* est un point d’équilibre du systeme (1.3) s’il
posséde la propriété que lorsqu 'une solution X(t) évolue a partir de x*, elle demeure
en x* tout le temps future.

Selon cette définition les points d’équilibre du systéme (1.3) sont les solutions réelles
de I’équation :

f(x*)=0, t=0 (1.6)

Sans perte de généralité on peut toujours considérer que le point d’équilibre est a
lorigine (x* = 0) puisque tous les points de fonctionnement désirés peuvent se
ramener a 1’origine par un simple changement de variable, donc on supposera que
f(t, 0)=0 pour t>0. Noter que dans le cas général, on n’exclut pas I’existence de
plusieurs points d’équilibre, toutefois on ne considére que les systémes autonomes
dont ’origine est un équilibre isolé.

Noter pour qu’un point x = x* soit un équilibre du systéme non autonome (1.1), il
doit y exister une entrée u tel que f(x*, 01)=0.
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Dépendance par rapport a la condition initiale : [21] [24] [52] [64]

La propriété de Lipschitz au sens global permet d’assurer la continuité de la solution et
de donner un sens a 1I’équation différentielle i.e. de bien poser le probléme représenté
par I’équation. En effet, c’est ce qui justifie I’existence ou la recherche des algorithmes
numériques de résolution ou plutoét d’approximation pour les problémes bien posés et
par conséquent leur simulation. Cela est appuyé par le théoréeme de propagation de la
distance entre solutions ci-aprés qui atteste que les trajectoires de systéme bien posé
restent proches si elles démarrent de conditions initiales proches du moins pour des
échelles de temps petits.

Théoréeme 1.1 :

Soient x,(t) et x,(t) deux solutions de [0,T] — R™ du systéme représenté par : x =
f(x) avec respectivement x,, et x,, comme conditions initiales, si f est Lipschitz
continue avec une constante de Lipschitz L, alors pour tout ¢t € [0,T]

lly (&) — 22O < llxg0 — x20||eLt

Ainsi il est confirmé que lorsque le champ vecteur est Lipschitz, le systeme representé
sera bien posé et la solution unique est continuellement dépendante de la condition
initiale i.e. ses dérivées partielles sont continues par rapport au temps et a la condition
initiale [64]. Cependant, pour de grandes valeurs de t, on ne peut garantir que les
solutions restent proches et une étude approfondie de la sensibilité par rapport aux
conditions initiales est a prévoir.

1.2.1 Stabilité des systéemes dynamiques :

La stabilité est une question centrale dans la théorie des systéemes, du point de vue
commande cette propriété est la plus impérative en boucle fermée. Intuitivement
parlant, un équilibre de systeme dynamique x* est localement stable si lorsque sa
trajectoire part d’un point du voisinage de cet équilibre ne s’éloigne pas trop.
L’équilibre x* est localement asymptotiquement stable s’il est localement stable et
toutes les trajectoires qui partent de son voisinage convergent vers x* quand t—oo,
Tout au long de ce travail, nous ne faisons pas de distinction entre la stabilité de
systéme et la stabilité de son équilibre (isolé).

Définition 1.4 : [45]
Soit le systeme autonome (1-3) avec f: DSR™ —R™ localement Lipschitz et un point
d’équilibre isolé x* = 0, le systéme est dit

e Stable, si v&>0, vty = 0, F0=6(ty, €) > 0 tel que ||xoll < & = |[x ()| <
gVt =2 ¢t
o Attractif, s’il existe un voisinage {0)) de l’origine tel que :
Vx, € V(0), gim x(t)=0
L’origine est un point d’équilibre globalement attractif si Vx, € R™, gim x(t) =0
o Asymptotiquement stable, s’il est stable et attractif.

L’origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable s’il est
stable et globalement attractif.

La stabilité définie ci-dessus est dite uniforme par rapport au temps si §(ty, €) = 6(¢€)
i.e. indépendante de t,. Cette notion est tres importante pour la stabilité des systemes
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dynamiques continus ; par exemple le systéme : x = */;,x(0) = x, dont la solution

1 1 1
est x(t) = xoe(to ) est stable au sens de la définition ci-dessus avec §(t,, &) = e to
mais pas uniformément stable.

La stabilité asymptotique est trés utile en pratique, mais elle ne donne aucune
indication sur la rapidité de convergence de la solution vers I’équilibre, généralement
on fait appel a une notion plus intéressante qui est la stabilité exponentielle.

Définition 1.5 : [45]

L’origine x* =0 du systeme (1-3) est dit exponentiellement stable s’il existe un

voisinage 0M0) de I origine et deux constantes A,, A, strictement positives tel que :
lx@®Il < Ayllxolle #2500, v, € V(0), Vt = tg

Ou dans ce cas la A, s’appelle taux de convergence.

L origine du systeme est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable si

V(0) = R™.

Remarque

La notion de stabilité est trés importante lors de la construction des lois de commande
ou d’observation. En général, elle représente le cceur de ’automatique. L’absence de
cette propriété rend le systéme inutilisable en pratique. L’analyse de la stabilité a fait
I’objet de plusieurs travaux de recherches, dans le cas des systemes linéaires décrits
par des équations différentielles ou plusieurs outils d’analyse sont disponibles. Selon
les signaux d’entrées et de sorties d’un systéme (probléme de stabilité interne ou
externe), les outils de stabilité différent (stabilité asymptotique, exponentielle, stabilité
Entrée-Etat...).

La stabilité interne consiste a analyser les solutions de I’équation d’état dues aux
conditions initiales. Elle tient compte de tous les modes internes du systeme.
L’¢laboration des propriétés de la stabilité interne se fait par plusieurs théories ou la
théorie de Lyapunov est 'un des piliers de la stabilité en automatique. Elle est utilisée
pour différentes classes de systeme y compris les systemes linéaires. Alors que la
stabilité entrée-état (ISS : Input to State Stability) est une autre forme de stabilité
interne qui étudie la relation entre I’entrée du systéme et son état. Elle impose une
contrainte plus forte que la stabilité asymptotique, puisque a une entrée bornée doit
correspondre un état borne [25][26]. La stabilit¢ au sens de Lyapunov ou
asymptotique n’en dit pas plus sur les systémes non autonomes ; soumis a une entrée
ou une perturbation. Dans ce cas il faut connaitre I’effet de la perturbation sur
I’évolution du systeme.

En pratique, un systéeme dynamique est souvent soumis a des perturbations, ce qui ne
peut étre étudié d’un point de vue asymptotique, car un systéme asymptotiquement
stable n’implique pas la convergence des trajectoires des solutions du méme systéme
forcé. Autrement dit, I’état ne convergera plus vers I’origine mais vers un volume dit
ensemble invariant. Cela est formalisé a ’aide de fonctions de classe K,K;, K ,[27].
Considérons le systeme suivant :

1) = f((©),u®) (1.7)

Définition 1.4 Le systéme (1.7) est localement stable au sens entrée état s'il existe une
fonction ¢ de classe K, une fonction de classe K ainsi que deux constantes k4, k, € R
tel que :
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lx@® | < ¢ (lxoll. ) + ¥ (lurll(OKVE =2 0,0 < T < ¢ (1.8)

Vxo,€ D etu €D, satisfait ||x,|l < ky et supllur(OI = llurll. < k.

t>0
Le systéme est dit 1SS ou globalement ISS si D = R™ et D, = R" et (1.8) est satisfaite
Vx, et Vu.

Théorie de Lyapunov

Ayant définit les concepts de stabilité et de la stabilité asymptotique. La vérification de
la stabilité des équilibres peut étre obtenue par I’investigation de I’énergie totale d’un
systéme. Sachant que I’énergie du systéme est liée aux amplitudes des états du
systeme, et que si I’énergie totale du systeme décroit (dissipation sans restauration)
quand ses états tendent vers zéro, alors la trajectoire du systeme tend vers 1’équilibre
(’origine), de 1a vient I’idée de I’utilisation des fonctions d’énergie. Cependant, en
pratique pour la plupart des systémes physiques ou le modele mathématique n’est pas
simplifiable, il est difficile d’écrire une expression manipulable de 1’énergie totale du
systeme. Lyapunov a montré qu’au lieu de ces fonctions d’énergie, 1’utilisation de
certaine classe de fonctions définies positives (appelées fonctions de Lyapunov) peut
étre utile pour étudier la stabilité des systémes dynamiques. Depuis alors, le concept
de stabilité des systemes dynamiques est étroitement lié a la théorie de Lyapunov. Les
fondements de la théorie de Lyapunov peuvent étre consultés dans n’importe quel livre
de systémes non linéaires tel que [45]. Alors que notre objectif est d’étudier
I’application voire 1’extension de cette théoric a la stabilité et la stabilisation des
systéemes dynamiques hybrides et plus particulierement celle des systéemes commutés
objet de notre travail. Pour cela nous avons besoin de rappeler les définitions
mathématiques des fonctions positives permettant de formuler les théoremes de
Lyapunov d’une fagon plus condensée [45].

Définition 1.6 :

Une fonction V : D—R ou D est un ouvert de R et contient [’origine, est dite définie
positive, si V(0)=0 et V(x)>0 vxeD—{0}; si de plus ||l|i|m V(x) = o, elle est dite
X||—0c0

radialement non bornée.
Définition 1.7 :
Une fonction continue ¢ : [0, a)—[0, ») est dite de classe K, si elle est strictement
croissante et p(0)=0 ; elle est de classe K, , si a=w et lim @(r) = o .
T—00

Définition 1.8 :
Une fonction continue ¢ : [0, a)x/0, ) —[0, ») est dite de classe K L, si pour
chaque s fixe, ¢(r, s) est de classe A par rapport a r, et pour chaque r fixe, (r, s) est
décroissante par rapport a s et lim ¢(r,s) =0

T—>00
Définition 1.10 : [45]

Une fonction V(x) est appelée fonction d’énergie généralisée ou fonction de Lyapunov
pour le systéme (1-3) si elle vérifie les conditions suivantes :

1. V:R™ —> R, c’est une fonction scalaire.
2. V(0)=0, V(x) >0 pour x=0, elle est définie positive.
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3. 2—‘: (f(x)) < 0, le systéme est dissipatif.

Théoréme 1.2 : [45]

S’il existe une fonction C* définie positive V : R™ — R dont la dérivée le long de la
trajectoire du systéeme (1-3) est telle que :

e Vx ,V <0, alors le systéme (1-3) est stable.
e Vx#0, V<0, alors le systtme (1-3) est asymptotiquement stable.

e V<0, Vx=0etV estradialement non bornée, alors le systéme est
globalement asymptotiquement stable.

En utilisant les fonctions de comparaison, la variante ci-dessous est plus générale et
surtout trés utile pour les démonstrations de stabilité.

Théoréme 1.3 : [65]
Soit le systeme autonome (1-3) avec un point d’équilibre isolé x* = 0.

S’il existe une fonction de Lyapunov continuellement différentiable V . R™ — R et deux
fonctions @et S de classe K tel que :

a(llx]) <V(x) < B(lx|l), YxeDcR"et0€D
L’équilibre a I’origine du systeme est

av(x)
dt

e Stablesi: <0;

e Asymptotiquement stable s’il existe une fonction @(x) de classe K telle que :

dV(x)
< — .
CE < —o(lxi;
e Exponentiellement stable s’il existe des constantes positives @, [,y et p telle

que :
a(llx) = allx|”
BlxI) = Bllx|IP
o(lxID) = yV (x)
e Quadratiquement stable si p=2.

Les résultats sont globaux si les fonctions sont de classe #,.

Théoremes réciproques de Lyapunov :

La théorie de Lyapunov est basée sur le fait que si on arrive a trouver une fonction de
Lyapunov qui satisfait certaines conditions alors le systeme possede certaines
propriétés (ex : stabilité). Il est tout a fait naturel de se poser la question inverse : si le
systéme possede une certaine propriété de stabilité, existe-il une fonction de Lyapunov
pour le systéme avec des caractéristiques bien définies. Les théorémes qui se posent de
cette maniére s’appellent théorémes réciproques de Lyapunov et ne sont généralement
pas dus a Lyapunov mais dégagées un peu plus tard. Certains d’entre eux sont trés
utiles et plus utilisés dans la stabilité des systémes non linéaires que ceux de Lyapunov
lui-méme.
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Exemple de théoréme réciprogue de Lyapunov : [22]

Considérons le systeme autonome suivant : x = f(x), f(0) = 0 avec f Lipschitz dans
R™\{0} et continue en 0. Si [’origine est globalement asymptotiquement stable, alors il
existe une fonction propre et définie positive V(x) telle que VV(x) < 0,Vx # 0.

Invariance de LaSalle : [45]

Un des outils les plus utilisés comme une extension des travaux de la stabilité de
Lyapunov est le principe d’invariance de LaSalle. Sous certains comportements de
solution, il est possible d’étendre la notion de stabilité asymptotique lorsque la dérivée
de la fonction de Lyapunov n’est pas strictement négative. Rappelons qu’un ensemble
est positivement invariant pour un systéeme donné, si lorsque toutes les solutions qui
partent de cet ensemble y restent pour tous le temps future.

Théoréme 1.4 : [45]

Supposons qu’il existe une fonction C* définie positive V : R™ — R dont la dérivée le
long de la trajectoire du systéme (1-3) est V < 0 Vx , et soit M le plus grand ensemble
invariant contenu dans [’ensemble {x € R"lV(x) = 0}. Alors toute trajectoire du
systeme (1-3) borné pour t>0 approche M lorsque t—x. En particulier, si toutes les
solutions restent bornées et M = {0} alors le systtme (1-3) est globalement
asymptotiquement stable (a [ ’origine).

En effet, ce théoréme fournit une condition pour que I’ensemble invariant M soit
attractif. Cela en exigeant la borgnitude de toutes les solutions du systeme, cette
propriété est vérifiée lorsque V est choisie radialement non borné (condition suffisante
et pas nécessaire). La deuxiéme condition est que V(x) ne soit pas identiquement nulle
le long de toute solution non nulle. Le résultat de ce théoreme est trés intéressant et
d’application générale avec une extension aux cas des systemes hybrides.

1.2.2 Stabiliteé pratique :

Le concept de la stabilité asymptotique des équilibres de systemes (donc des systemes)
est tout a fait naturel en exprimant de fagon intuitive les comportements des systemes
autours de points remarquables. Cependant, pour certains systéemes complexes n’ayant
pas d’équilibres ou qui ne convergent pas, I’extension du concept de stabilité¢ autour de
point d’équilibre a la stabilité¢ par rapport a un ensemble de points devient nécessaire.
C’est le cas des convertisseurs en électronique de puissance ou tous les systemes dont
les modes sont instables ou du moins ne possédent pas d’équilibre commun et doivent
étre maintenus en un certain point de fonctionnement. Les cycles limites dans les
systémes non linéaires sont un autre exemple de stabilité par rapport a un ensemble de
points. La notion de stabilité par rapport a une région ou un ensemble de point n’est
pas nouvelle, elle est liée a la w-stabilité et aux ensembles o-limites employés dans la
conception de commande des systémes non linéaires.

Théoriquement, deux notions sont liées a ce concept de stabilite :

e Stabilité par rapport a un ensemble invariant, dans ce cas I’invariant ne peut étre
quitté une fois on entre dedans. Ce concept est étroitement lié a la théorie de
Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle [45] [40]. En effet, les niveaux
de fonctions de Lyapunov sont des invariants.

o Stabilité par rapport a une région quelconque, ’approche ici est plus générale et
présente une certaine flexibilité dans le sens ou la trajectoire du systeme est
autorisée a quitter temporairement la région pour y revenir finalement [78].
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Plusieurs variantes et formulations ont été proposées pour ce concept de stabilité,
certaines extensions ont été faites pour les systémes hybrides et commutés [31].

Nous reviendrons sur ce concept de stabilité dans le chapitre 3 qui est complétement
consacré a la stabilisation pratique des systemes commutés affines par morceaux ou
nous allons présenter notre propre définition et méthode de stabilisation. Nous nous
contentons de donner ici une définition au sens large des choses pour la stabilité des
régions.

Définition 1.11 : (au sens large) :

Une région de points est asymptotiquement globalement stable pour un systéme donné
si toute solution est bornée et reste proche de la région lorsqu’elle démarre de son
voisinage, de plus si la solution posséde un domaine temporel étendu (illimité) alors
elle doit converger vers cette région.

Cycle limite :

L’analyse de stabilité des systémes cyclique ou périodique est généralement abordée
par une analyse de comportements par rapport & un ensemble de points, ou
généralement le point désiré ne représente pas un point d’équilibre et la commande
aura comme objectif d’imposer une trajectoire fermée (cycle limite) autour d’un
certain point de fonctionnement. Ce concept de stabilité (et donc la stabilité des cycles
limites) est habituellement abordé en utilisant 1’application de Poincaré pour en étudier
la stabilité du cycle [4] [32] [33], plusieurs techniques d’applications de cette approche
ont été proposées pour la stabilisation des convertisseurs d’électronique de puissance,
[69] en est un bon exemple. La stabilité des cycles limites est encore un sujet de
recherches bien que certains résultats soient déja bien établis, cette approche peut étre
classée comme une méthode de stabilisation pratique.

1.2.3Inclusion différentielle :

Une inclusion différentielle est une généralisation d’équation différentielle, a chaque
¢tat, une inclusion différentielle spécifie un ensemble d’évolutions possibles au lieu
d’une seule. Cela est défini par une fonction multivaluée [5] [21].

Une inclusion différentielle est décrite par :

x(t) € F(x(1), x(0) =X, (1.9
Avec F: R™ — R" une fonction multivaluée.
Un point x* est un équilibre pour I’inclusion différentielle si 0 € F (X*(t)), vt € R,

Cette notion est trés générale et peut étre utilisée pour modéliser une large classe de
systemes dynamiques allant des systémes incertains qui ne peuvent étre représenté par
un seul modele aux systemes a discontinuités ou plus généralement aux systémes
commutés auxquels cette notion est étroitement liée. D’autant plus, lorsque F est un
singleton, cette notion couvre bien la modélisation par équation différentielle comme
cas particulier.

En général, cette modélisation est intéressante lorsque F est un ensemble convexe
fermé ce qui permet de faciliter ’analyse en I’associant au probléme de Cauchy
(existence de solution). Si F ne I’est pas, le systeme (1.9) peut étre généralisé a :

x(t) € cleo(F(x(D)) (1.10)
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Ou clco désigne I’enveloppe convexe fermée de I’ensemble F, le systéme (1.10) est le
systeme relaxé de (1.9), et en s’aidant du théoréme de relaxation de Filipove qui
atteste que toute solution de (1.9) est solution du systeme relaxé (1.10), dans beaucoup
de cas la réciproque est vraie. En effet, sous certaines hypothéses, toute solution du
systeme relaxé peut étre approximée par une solution du systeme original. Ce
théoréeme de relaxation est particulierement tres utile pour prouver la stabilité des
systemes commutés linéaires a travers les inclusions différentielles linéaires [voir
chapitre 3].

Avant de pouvoir définir les solutions d’une inclusion différentielle et les conditions
de leurs existences, nous rappelons ci-dessous la définition de la continuité absolue et
la semi-continuité supérieure.

Définition 1.12 : [5] [21] [44]

Une fonction x : [a,b] — R™ est dite absolument continue, si V>0, 35>0 telle que
pour toute collection finie {(ay, by), ...(ay, by)} d’intervalles ouverts disjoints et
contenues dans [a, b] avec Y;i-,(b; — a;) < &, alors :

D) - x(@)l <«

Ou equivalemment : si elle est continue et peut étre écrite comme [’intégrale de sa
dérivée x : x(t) = x(a) + fa x(t)dt pour tout t € [a, b] et x localement intégrable.

La notion de la continuité absolue (d’origine soviétique) est trés importante pour
I’¢tude des équations différentielles. Bien qu’une fonction absolument continue ne soit
pas différentiable partout, sa propriété majeure est qu’elle peut étre retrouvée a partir
de sa dérivée. En effet, c’est le minimum requit pour le type de solution a chercher
pour une équation différentielle discontinue. Une fonction absolument continue est
une fonction continue et de variation bornée par conséquent toute fonction Lipschitz
continue est absolument continue. Elle a donc une dérivée finie sauf aux points de
mesure! zéro.

Définition 1.13 : [5] [21] [44]
Une fonction x : [a, b] — R™ est solution de (1.9) au sens de Carathéodory si elle est
absolument continue et satisfait (1.3) pour presque tous t € [a, b].

Remarque 1.4 :

La difficulté de travailler avec les inclusions différentielles est que (1.9) posséde une
infinité de solution, par conséquent, l’étude de (1.9) consiste a chercher a ce que
toutes les solutions satisfassent certaines propriétés (ex. stabilité), donc il est
important de savoir a quelles conditions [’'inclusion posséde une seule solution, cela
nous évite de parler des notions de stabilité forte (par rapport a toutes les solutions) et
faible (par rapport a une seule solution).

Existence et unicité de solutions :

Sous certaines conditions (semblables a celles des équations différentielles),
I’existence et 1'unicité de solution pour une inclusion différentielle (convexe fermé)
peuvent étre garanties. La premiere est liée a la semi-continuité supérieur de fonctions
multivaluées qui assure I’existence d’une solution pour chaque condition initiale, et la
deuxiéme utilise une propriété similaire a celle de la continuité Lipschitz appelé :

1 Mesure au sens de Lebesgue
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Continuité de Lipschitz d’un seul coté « one-side Lipschitz continuity » qui garanti
I’existence d’au plus une solution de I’inclusion pour chaque condition initiale, pour
plus de détail voir [5] [21]. Nous allons y revenir dans le chapitre suivant.

Remarque 1.5:

Pour attaquer les EDD, il n’y a pas que [’approche qui consiste a associer une
inclusion différentielle aux équations différentielles discontinues & droite EDD (donc a
la fonction multivaluée au niveau des discontinuités). D autres approches dues a
Hermes et Euler permettent de construire aussi une solution généralisée des EDD en
se basant sur des algorithmes d’approximation [44].

Formalisme Hybride :

Le formalisme hybride constitue un outil mathématique trés puissant, il attire
I’attention des chercheurs de différentes communautés scientifiques. Son plus grand
atout, est sa capacité de pouvoir prendre en charge les modeles de nombreuses
applications de domaines variés. Cependant, la diversité des probléemes traités et des
performances de plus en plus rudes dans la conception de produits de hautes gammes,
compliquent le groupement de toutes les méthodologies associées et les outils de
développements dédiés sous un méme formalisme. En dehors des concepts généraux
communs, les systemes hybrides ont été divisés en classes et sous-classes selon le
phénoméne hybride majeur engendré et le type d’abstraction envisagée. Si on se
concentre au point de vue automatique, les procédés a commander sont divises en un
phénomene majeur qui décrit I’évolution continuelle du procédé sujet de phénomenes
secondaires transitoires pouvant étre de type évenementiel qui affectent le
comportement des dynamiques du systeme. Tous les systemes physiques pouvant étre
modélisés de cette maniere, sont appelés systéemes a commutations. C’est a partir de ce
point de vue que la théorie de la commande automatique voit les systémes hybrides.
En effet, les systemes commutés constituent la classe des systémes hybrides la plus
importante et celle qui a recu plus d’investigations en automatique. Cet intérét
provient du fait, que plusieurs phénomeénes physiques non linéaires et/ou a
dynamiques variables peuvent étre décrit par des systémes a commutations, en
conséquence, presque toutes les approches proposees et les outils développés pour les
systéemes hybrides concernent essentiellement les systemes a commutations [18] [23]
[31] [40] [65] [82]. Les investigations de ces systémes s’articulent autour des
questions d’analyse de la stabilité et de la stabilisation par commutations ou la
conception de commande. La commande multi modeles ou multi contrdleurs ainsi que
les systemes a logique de commutation (y compris les exemples cités auparavant) ou a
structure variable font partie des investigations de cette classe qui constitue 1’objectif
de notre travail.

A noter que la notion de systemes commutés n’est pas nouvelle, tous les exemples
réels cités et ceux de toutes les applications qui rentrent dans ce cadre, ont été déja
développés et pris en charge par différentes approches mais de maniéres spécifiques et
surtout non systématiques. La différence entre un systéme dynamique continu et un
systéeme commuté est la présence de discontinuités dans le champ vecteur de ce dernier
suivi de changement de comportement. Ces systémes sont modélisables par des
équations différentielles discontinues a droites (EDD) qui ont une longue histoire en
mathématique et aussi en automatique avant méme la notion de systemes a
commutations.
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1.3. Systémes a Evénements Discrets (SED) :

Avant de pouvoir définir les systémes hybrides qui ne sont autres que le résultat
d’interaction de systémes a dynamiques continues et systemes événementiels, il est
peut étre judicieux de donner une définition précise de ces derniers. Certains types de
systémes se prétent bien a I’abstraction des dynamiques continues en faveur du
caractére évenementiel, on dira que sont naturellement évenementiels, des exemples
typiques sont les systemes de production, systémes des transports aériens et
ferroviaires, systemes de communication ainsi que les systemes du web-services. Dans
tous ces systémes, I’activité est conditionnée par I’instant d’occurrence d’événements
tels que fin d’exécution de taches et/ou arrivée d’un produit...etc.

Définition 1.14 :
Les systemes a éveénements discrets (SED) sont des systemes dynamiques qui évoluent
en accord avec l’occurrence abrupte d’évenements a des intervalles irréguliers.

Ces systemes sont essentiellement caractérisés par un espace d’états discrets et des
transitions entre états conditionnées par I’occurrence d’événements. Par conséquent,
I’évolution dans ces systemes peut s’exprimer en termes de séquences d’états ou la
durée de séjour dans chacun des états n’est pas systématiquement connue i.e. le temps
n’apparait pas explicitement comme dans le cas des systemes continus. Les moyens
les plus employés pour I’étude des comportements logiques des SED sont basés sur la
théorie des langages et des automates, on notera I’importance des puissants outils
graphiques : les Réseaux de Pétri et le Grafcet.

1.4. Systemes hybrides :

Comme il a été déja mentionné, lorsque dans un systeme dynamique il y a interaction
de dynamiques continues et eveénementielles, le systeme résultant est dénommé
systeme hybride. Cette interaction permet de modéliser un grand nombre de
phénomenes de dynamiques variées qui ne peuvent étre rencontrées dans les systémes
purement continus ou discrets. Par extension, lorsque dans un méme systeme physique
certaines variables varient tres rapidement (ou quasi-instantanément) par rapport a
d’autres, une formulation hybride du systéme peut étre plus avantageuse. Les
systéemes hybrides ont gagné un grand intérét ces trois dernieres décennies de fagon
que des journées d’étude et des numéros spéciaux de journaux leurs ont été
consacrés par ex : [IEEE, AC, avril 98] [Automatica Mars 99] [International Journal
for robust and nonlinear control 2001] ...etc. D’autant plus, certaines monographies et
notes de lectures sous formes de livres ont été entiérement dédiées a ce domaine
[Antsaklis 97, Mateev et Savkin 2000, Vanderschaft 2000, Johanssen 2003, ...Etc.]
sans oublier la fameuse conférence HSCC (Hybrid Systems Computation and Control)
qui se tient régulierement chaque année depuis 1999. Actuellement, une transaction
spécialisée dans les systéemes hybrides existe depuis 2007 dans le célébre journal
[Nonlinear Analysis : Hybrid Systems]. Du point de vue théorique, le point de départ
pour aborder ces systémes, est la formulation hybride et I’obtention de modéle
mathématique qui combine les deux aspects continu/discret. Différentes approches ont
été proposées par les deux principales communautés travaillant dans le domaine. La
premiére est la représentation par automates qui associe les dynamiques continues aux
automates finis [3], cette représentation est liée a la théorie des graphes qui est plus
proche aux informaticiens. La seconde est basée sur la formulation par équations
différentielles et la spécification de I’arrivée des évenements [18] [37] [40] [65], ce
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point de vue est proche de la modélisation des systémes continus en automatique. En
effet, dans ces représentations, le systeme hybride est vu comme une collection de
dynamiques continues et des transitions discrétes specifiées par des fonctions de
réinitialisation ou de transition. Depuis alors, plusieurs variantes de ces représentations
ont été proposées. Les systemes hybrides constituent une classe de systémes tres riche
de notion multidisciplinaire de fagon qu’une définition claire et/ou de modéle unifié ne
soient pas envisageables. En conséquence, les modeéles ainsi que les développements
associés dépendent du profil du chercheur et/ou de I’application envisagée et les
résultats les plus remarquables ne sont exploitables que par classes de systemes
hybrides. En technologie, beaucoup de systéemes physiques incarnent ce double aspect
continu/discret que se soit au niveau du modéle mathématique ou de la structure de
commande du systéme. On pourra penser a I’équation du mouvement d’un mobile
dont la vitesse varie continuellement et subissant une variation instantanée a I’encontre
d’obstacle (ex : collision) ou le changement discontinu de I’évolution de la tension et
du courant électrique dans un circuit électronique causé par I’ouverture ou la fermeture
d’un commutateur. De méme en commande moderne, I’implémentation d’algorithmes
numeériques sur un processeur pour commander un processus continu évoque cette
interaction ou les états discrets commandent la logique de décision. D’une maniére
générale, la commande hybride résulte de 1’organisation hiérarchique des systémes de
contr6le/commande de processus complexes, ou les dynamiques continues constituent
le niveau d’abstraction le plus bas alors que la logique de gestion de I’occurrence des
évenements discrets (évoquant le changement de comportements) constitue bien le
plus haut niveau d’abstraction du systéme. En plus de la modélisation des systémes
hybrides, les problémes associés a la commande hybride concernent essentiellement
I’analyse de la stabilité et la stabilisation de ces systemes. Ces questions ont été
largement investiguées par les chercheurs du monde entier, les résultats bien éetablis
sont résumes et détaillés dans les articles de référence
[23][31][36][37][49][50][54][82].

Vu les différentes maniéres d’aborder ces systémes selon les nombreux domaines
d’application, la nature multidisciplinaire de la notion de systémes hybrides a été
reconnue. Ce qui a conduit au développement de plusieurs formalismes qui servent
actuellement comme outils de description pour ces systemes. Le choix entre ces
formalismes de description est un compromis entre la puissance de modélisation et le
pouvoir de décision pour le dégagement de proprietés quantitatives et qualitatives.
Nous retenons la définition relative aux systéemes autonomes (objet de notre travail)
suivante [52].

Définition 1.15 :
Un systeme dynamique hybride se définit par un 8-tuplet H :
H ={Q,X,F,Init,D,E,G,R}
Ou:
e Q=1{q; i =1,2,..m}:est!’ensemble fini des états discrets ou modes.
e X C R™: est’espace des états continus avec une partition {X;}1%,.
o F= {fqi, q; € Q} > est une collection de champs vecteurs f, : Q X X — X avec
fq; Lipchitz sur Dy,
e D= {in,qi € Q } est une collection de domaines d’invariant pour chaque
mode D: Q — {X;}7%,.
o Init €QxX : est I’ensemble des états initiaux.
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o FEC(QXQ: est!l’'ensemble d’arcs représentant les transitions possibles d’un
mode a un autre.

e G={G(e;), e;j =(qi,q;) €E}: est un ensemble de gardes; G: E —
{X,}™, en supposant que Ve;; € E, G(e;;) # 9.

e R:EXX-{X;}/%,: est une collection de fonctions de réinitialisation en
supposant que Ve;; € E et Vx € G(e;;), R(ej, x) # 0.

Dans I’évolution d’un systéme hybride, 1’état du systéme peut étre décrit par les deux
variables : variable continue x € X et une autre discrete q; € Q. Cet état est représenté
par (x,q9;) € X X Q.

Dans ce formalisme de description des systémes hybrides, I’évolution est décrite par
une succession de phases continues séparées par des événements (possible multiple)
pendant lesquels des actions discretes se produisent provoquant la réinitialisation des
deux variables discréte et continue. Cela peut bien slre produire des discontinuités
dans les variables temporelles. Cette évolution traduit le changement de comportement
ou commutation entre modes provoquée lorsque les variables atteignent certains seuils
dans I’espace d’états (commutation dépendante de 1’état) ou dans le domaine temporel
lorsque des temps de sejours sont predéfinis (commutation dépendante du temps) ou
tout simplement par I’arrivée d’éveénement externe (commutation controlée).

A titre d’introduction, un exemple de fonctionnement ou d’exécution académique de la
littérature est montreé par la figure suivante :

G(q,92)
G(qo, d1) o2

R(q1, 90

R(qO' ql) G(ql’ do R(qo; qz)

G(92,90)

(5( = f(q4,%) G(91,92)
X € Inv (ql) R(qll qZ)
R(92,q1) G(92,41)

Fig. 1.1. Exemple théorique d’un systéeme hybride

A partir de l'instant initial (t = t,), q(t,) = qo et la valeur initiale de la variable
continue X(ty)=x, appartenant au domaine D, . Cette derniére évolue alors en suivant
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I'équation différentielle x(t) = f;o(x(t)), lorsque la trajectoire x(t) atteint la garde
G(qgp,91) en un instant t;, on dira que la transition est validée et I’état discret peut
prendre la valeur q,, alors que 1’état continu sautera de la valeur actuelle x(t; ) aune
nouvelle valeur x(t;) avec x(t;) = R((qo,q1),x(t; ")) € X;. A partir de 13, le systeme
evoluera selon la dynamique continue x(t) = fy;(x(t)). Le méme processus se
répétera pour toutes les transitions futures.

Il n’est pas toujours évident de décrire le fonctionnement d’un systéme dynamique réel
par un systeme hybride selon le formalisme ci-dessus. En particulier, les définitions
des gardes et des régles d’initialisation peuvent trés étre difficiles a exprimer. Dans ce
chapitre d’introduction, nous nous limitons a des exemples simples et illustratifs pour
montrer le fonctionnement et familiariser le lecteur avec le formalisme hybride.

Exemple 1.1 : boite de vitesse automatique [24] [36] :

Le systétme de control de la boite vitesse automatique est un systéme commuté
autonome congu pour provoquer le changement automatique des gammes de vitesses
V pour un véhicule en marche. Deux données sont transmises par le systeme de
control du moteur du véhicule a la boite de vitesse pour commuter d’'une gamme des
vitesses a une autre en changeant le rapport de transmission (selon le rendement pré-
spécifié du véhicule qui depend de la vitesse désirée) qui sont le couple développé T(t)
(selon I’accélération a) et la vitesse angulaire o(t).

Selon la gamme du véhicule V4, V5 ou V6, la boite des vitesses aura 4, 5 ou 6 états
discrets, chaque état discret q; (i=1, 2, ...6) correspond a un rapport de transmission
(moteur) p; et donc a une dynamique continue associée f;. A chaque instant, la vitesse
linéaire du véhicule v;(t) est liée a la vitesse angulaire du moteur m(t) par la relation

vi(t) = 1/pi w(t), le changement automatique de la gamme des vitesses au niveau de

la boite se produit lorsque la vitesse angulaire atteint les valeurs max et min pré-
spécifiées et donc les commutations se font selon le principe suivant :
Vi,i+1 = {V € R|V = %U)Max}
1
Vigri = {V € R|V = ,—wmin}
Pi+1
L’automate associé est représenté ci-apres ou les commutations entre les différentes
dynamiques se font lorsque le controleur (le détecteur d’éveénements) détecte vy OU
Vmin de la gamme associée.
Pour le calcul des fonctions de garde et les dynamiques continues associées a chaque
mode de fonctionnement du systéme, le vecteur d’état du systéme est généralement
augmenté par 1’état x. du correcteur continu employé. Une bonne conduite (pas de
changement brusque ni de [’accélération ni de la vitesse) impose des contraintes
additionnelles sur les instants de commutations entre les gammes des vitesses au
niveau de la boite pour plus de détail voir [24] [36].
(DZ(DlM (DZ(A)ZM (1)2(1)3M
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Fig. 1.2. Automate hybride du fonctionnement de la boite de vitesse automatique.

Exemple 2 Convertisseur DC-DC de type Buck-Boost

Vb
S . —>
AC/ Ip
E—— —
iL L V| —TcC

Fig. 1.3. Circuit électrique simplifié du Buck-Boost.

En considérant le schéma simplifie du circuit Buck-Boost avec des composants
parfaits. Si on ne permet pas au courant dans 1’inductance de s’annuler en excluant le
mode de fonctionnement discontinu, la manipulation du commutateur commandé
conduit aux deux modes de fonctionnement suivants :

1. Commutateur fermé et diode bloquée.

2. Commutateur ouvert et diode conductrice.

Ouvrir

fz (X) = A2X + bz

Fermer

Fig. 1.4. Schématisation du fonctionnement hybride du Buck-Boost

En mode 1, il y a transfert d’énergie a I’inductance sous forme magnétique alors que la
capacité alimente la charge. Lorsqu’on ouvre le commutateur, le circuit se trouve en
mode 2 pendant lequel I’énergie emmagasinée dans I’inductance est restituée vers la
capacit¢ et la charge. Si on laisse le temps a I’inductance de se décharger
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complétement, la diode se bloque et le courant dans I’inductance s’annule, le circuit
passera en mode discontinu c’est ce mode qui a été exclu du fonctionnement. Noter
que la description du convertisseur multicellulaire le plus simple (a deux paires
d’interrupteurs) avec ce formalisme nécessite beaucoup de calcul pour définir les
domaines invariants et les fonctions de gardes.

1.4.1. Séquence d’exécution dans un systéme hybride :

Une exécution dans un systéme hybride est représentée par 1’évolution temporelle des
états hybrides, elle est essentiellement caractérisée par des segments de temps pendant
lesquels les dynamiques continues évoluent et des instants de temps bien précis de
I’arrivée d’événements qui causeraient les transitions et par suite les changements de
comportements [19][31][48]. Une version simplifiée de la définition du temps hybride
ou séquence de temps proposée dans [52] est la suivante :

Définition 1.16 : (temps hybride ou séquence de temps)

Un temps hybride est un ensemble ordonné d’intervalles de temps T = U!ZY I; fini ou
infini tels que :

o [ =[t;tii,] pour 0<i<N;

o SiN<ow, Iy = [ty, tye1] QVEC ty < tyyq OU Iy = [ty, tyy1) POUT ty < tyiq
oubien carément Iy = [ty, ®©).

o ;< tjq = tj4q pourtouti.

Le temps qui s’écoule entre I'instant de I'arrivée de 1’événement t; de la i®™e
transition et I’instant de I’achévement de cette transition t; est supposé tres faible i.e.
[ti, t;] << et donc des transitions instantanées sont envisagées. Par conséquent, le
temps hybride T d’un systéme sera complétement caractérisé par la séquence des
instants de commutation t; i.e. (T) = {t;,i = 1,2, ...N}.

o 4
3 - ———oO
2 - *———o
1 - )
® —e >

tl = tZ t3 t4_ t
Fig. 1.5. Schématisation du temps hybride
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Remarque 1.6 :

A noter que x;(t;;,) représente un point de sortie du domaine D, (donc appartient a
la frontiere ou bordure de D,,) plus précisément si [; est un intervalle ferme alors
x;(t731) est un point de la bordure de D, ousi I; est un intervalle ouvert plutét c’est
tlitinil x;(t) qui appartient a la bordure de D,.

Trajectoire hybride [52] :

Une trajectoire hybride (T, q, x) est constitué d’un temps hybride T = Uig I; et de
deux séquences de fonctions q = {q;(\)}ZY avec q;(.): I; » Qet X = {X;()}HZ) avec
X(.):I; » R™,

Exécutions d’un systéme hybride [18] [19] [24] [31] [48] [52] :

Une exécution d’un systeme hybride autonome est une trajectoire hybride (T, q, x) de

ses variables d’états. La trajectoire hybride est admissible si elle respecte les regles de
définition de I"automate.

Définition 1.17 :
Une exécution d’un automate hybride est une trajectoire hybride (T, q, x) qui satisfait
les conditions suivantes :

e Condition initiale: (go(ty), xo(to)) = (qo, xo) € Init.
e Evolution du mode discret : (q;(t;31), Gis1(tis1)) € E, x;(t534) €

G(q:(ti31), Giv1 (t141))s X4 (tirs) ER ((Qi(tﬂ.l): Qi+1(ti+1)),xi(ti_.|.1))-
e Evolution continue : pour tout i,
1. q;(t) = q;(t;) pour tout tel; .i.e. q;(.):I; > Q est constante dans I;.
2. x;(.):I; > X est solution de x; = £(q;(t), x;(t)) pour tel; et x;(t,)
comme condition initiale.
3. Pour tout teft;,ti ), x;(t) € Dom(q;(t)).
Cette exécution est conforme avec la définition de ’automate en (2.15). La deuxieme
condition qui montre comment s’effectue la transition, mérite d’étre clarifiée, en effet,
elle montre la relation entre 1’état hybride juste avant la transition i.e.
(qi(ti1), xi(t551)) et celui juste aprés i.e. (qipq1(tisr), Xis1(tis1)) €N précisant que
x;(t{;1) appartient a la garde de I’arc de la transition et x;,;(t;;,) appartient a la
réinitialisation de la transition correspondante. Il est évident que la garde de la
transition peut étre attribuée a la validation de cette transition. Enfin, on notera qu’une
transition doit s’effectuer (forcer) si I’état continu essaye de sortir du domaine
invariant correspondant a 1’état discret associé.

Classification des exeécutions :

Une exécution (T, g, x) est dite :
e Finie, si N<co et Iy est fermé.
e Infinie, si N=o0 ou X 1=N(t7; — t;) = oo.
e Zeno, si N=co et )2 (ti;; — t;) < oo.
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th ) t3 ty tx fkt1 t

Fig. 1.6 Exemple d’exécution dans un systéme hybride.

Exécution périodique :

Il est important de noter que les exécutions dans les systéemes hybrides peuvent aussi
présenter un comportement périodique. Mais déterminer sous quelles conditions un
systetme hybride accepte ce genre d’exécutions est une opération trés complexe.
D’autant plus, trés peu d’outils mathématiques disponibles sont aptes a analyser les
solutions peériodiques des systemes hybrides. Néanmoins, certaines tentatives de
généralisation du théoréme de Poincaré Bendixon aux inclusions différentielles et
systémes hybrides existent déja et plusieurs versions d’équivalent hybride du théoréme
sont proposees.

Rappelons que la définition de comportement périodique de systéemes hybrides ne
differe en rien de celle des systemes classiques :

Définition 1.18 (Exécution périodique) :
Une exécution (T, g, x) est dite périodique, si elle est infinie et il existe un T, > 0 tel
que :
vt €T, q(t + T,) = q(t) et x(t + T,) = x(t) :T,, est la période de I'exécution.
La notion de sensibilité des trajectoires par rapport aux parametres et aux conditions

initiales ainsi que la théorie de stabilité de Lyapunov sont généralement utilisées pour
analyser ce genre de solutions [32] [33] [69] [71].

1.4.2. Bon conditionnement dans un systeme hybride :

Systemes hybrides déterministes et non bloquants :

La notion du non blocage est liée a I’existence d’exécution pour toutes les conditions
initiales alors que le déterminisme indique son unicité. Nous avons déja vu que pour
un systéme dynamique continu décrit par une équation différentielle, ces deux
propriétés sont vérifiées si le champ vecteur est Lipschitz continu. Cela n’est pas aussi
simple pour les systémes hybrides [4] [19] [24] [31] [38] [52] :

e L’existence et I'unicité de trajectoire sont assurées pendant I’évolution continue
par la propriété de Lipschitz des champs vecteurs.
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e Reste a définir ces deux notions aux moments des transitions :

Définition 1.19 : [52]

D’une maniere générale, un systéeme hybride (autonome) est déterministe si une
transition n’est possible que lorsque 1’évolution continue est bloquée. De plus si une
transition est autorisée alors toutes les autres sont bloquées et la variable continue ne
peut étre réinitialisée qu’a une seule valeur. Il est déterministe et non bloquant si
chaque fois qu’une évolution continue est bloquée (la variable continue atteint la
frontiere d’un domaine) alors une transition est possible.

L’existence et I'unicité d’exécutions d’un systéme hybride pour toute condition initiale
est formellement mieux exprimé par le lemme suivant :

Lemme 1.1 : [24] [52]

Un systeme hybride accepte une exécution maximale unique si les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. S’il est non blogquant i.e. pour tout état de transition (q;, x),

3q; tel que (qi, qj) €EELetxe€E G(qi, qj).
2. S’il est déterministe i.e. pour tout état (q;, x),

e Si x € G(q; q;) pour un certain (q; q;) € E, alors (g;, x) est un état de
transition et R(q;, q;, x) est un singleton.

e Si(q;q;) € Eet(q;q) € E avec q; # qi, alors x€G(q;,q;) N G(qy, qp).

Remarque 1.7 :

Le non blocage est une condition majeure pour l’évolution du systeme hybride alors
que le déterminisme qui assure [’unicité d’exécution, est une propriété non nécessaire
mais désirable pour faciliter ['analyse et la simulation du systéme. Cependant, dans
certaines applications, il est plutét préférable de travailler avec des systemes hybrides
non déterministes en considérant toutes les exécutions possibles pour modéliser les
incertitudes du systeme physique et de son environnement.

Les conditions de non blocage et de ['unicité d’exécution peuvent étre aussi définies a
partir des ensembles atteignables et les états de transitions. L atteignabilité est une
notion trés importante dans [’étude des systemes hybrides, elle consiste a regrouper
tous les états que la trajectoire du systéme peut atteindre dans un ensemble appelé
ensemble atteignable. Alors que les états de transitions sont définis par tous les états a
partir desquels [’évolution continue n’est plus possible.

Dépendance continue de I’exécution par rapport a la condition initiale :

De méme que pour les systemes dynamiques continus, I’exécution dans un systéme
hybride dépend énormément des conditions initiales. C’est une propriété qui exige la
continuité du systeme hybride, elle est impérative pour que le modéle hybride puisse
représenter les systemes réalistes. Par définition, un systeme hybride est continu si
lorsque deux de ses exécutions démarrent de conditions initiales proches restent
proches. Par conséquent, on peut toujours imposer une aussi petite distance entre les
conditions initiales de facon que les exécutions empruntent la méme séquence initiale
de commutations. La continuité du systeme hybride par rapport aux conditions
initiales est formellement exprimée part le théoréme suivant :
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Théoreme 1.5 : [31] [52]

Un systéme hybride H (avec Inity = Domy = Atteigy) est continu si,
1. H est déterministe
2. b'(qi, qj) €EE, G(qi, qj)ﬂD(qi) est un domaine ouvert de 0D(q;).

3. Aqiq;) €ER ((qi, ;) (.)) est une fonction continue.

4. Pour toute évolution non bloquante a partir de (qq,x,) € Inity, on a une
évolution non bloquante a partir de V(qq, xo)-

Se sont les conditions qui assurent la continuité du systéme hybride par rapport aux
conditions initiales et permettent sa simulation. En effet, la derniére condition montre
que I’exécution ne peut atteindre les bordures dD(q;) tangentiellement.

Exécutions Zeno : [81]

D’apres la définition (classification) du Zenonesse, le phénomeéne Zeno est rencontré
lorsqu’il y a une infinité¢ de transitions en un temps fini appelé temps Zeno, cela se
traduit par des transitions qui se rapprochent de plus en plus sur ce temps. Ce qui fait
que lors de la simulation numerique, apres un certain temps, on ne peut plus distinguer
les instants de commutations successives t;. Par conséquent, le probléme que pose
I’existence de ce phénomene dans les systemes hybrides est qu’on ne peut plus prévoir
le comportement du systeme sur ce temps Zeno et les conclusions tirees des résultats
de simulations peuvent étre erronées. Ce phénomene est specifique aux systémes
hybrides et a commutation, il ne peut y exister dans un systeme dynamique purement
continu ou discret. De tel comportement ressemble bien a une dichotomie de I’axe des
temps qui ne s’arréte jamais bien que la convergence soit assurée. Le nom Zeno
provient d’un ancien (~490 Avant Jésus Christ) philosophe grec Zeno et de son école
Ealina. Ce phénoméne aussi simple qu’il soit posait un probléme mathématique, il n’a
été rigoureusement décrit et résolu qu’au vingtieme sieécle et récemment reconnu
comme un phénoméne fondamental pour les systéemes hybrides.

Théoriquement ce phénoméne peut étre illustré par I’exemple suivant [24] :

x>0
x<0 /

Fig. 1.7 Exemple de systeme hybride avec des commutations infiniment rapides.

Il est claire que ce systéme accepte une infinité d’exécutions toutes de types Zeno a
partir de n’importe quelles conditions initiales. En effet, le point x=0 est atteint a partir
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d’un point (ty,x,) en un temps fini t = t, + ||x,|| puis de perpétuelles commutations
se produisent sans de réelle progression dans le temps. Ce phénoméne est aussi
observé dans le cas de chute libre d’une balle bondissante.

X, =0&x, <0

v

Fig. 1.8 Schématisation hybride de la balle bondissante.

Chute libre : y = —g, Collision : y*(t) =y (t) =0 & y*(t) = —cy (t) avec c €
[0,1] coefficient d’absorbation d’énergie a I’impact, g est I’accélération due a la
gravite terrestre.

Il est claire que cette exemple de systeme hybride est déterministe et sans blocage
mais avec saut et réinitialisation. Les instants d’impacts peuvent étre facilement

calculés.

20
20 T T T T T T T T T

10

x1: position de la balle
e
5
7

x2: vitesse de la Balle

20

15—~

10 —~

-10 — \

s \

-20

r r r r r r r r
(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 1.9 Simulation de la Schématisation hybride de la balle
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L’étude du phénomeéne Zeno est trés importante, car des conclusions erronées de la
simulation des systemes peuvent étre tirées si celui-ci est ignoré. Cependant,
I’ignorance ou I’obtention de conditions d’exclusion de ce phénoméne qui est réel et
intrinseque, n’est pas toujours la bonne solution dans la simulation des systémes
hybrides physiques avec une précision finie. Plut6t, I’extension de 1’évolution au-dela
du temps Zeno par des dynamiques équivalentes ou la régularisation du
fonctionnement en considérant toutes les dynamiques ignorées du systéme constituent
bien les approches les plus pratiques pour se charger du probléme.

1.4.3. Stabilité d’un équilibre dans un systéme hybride :

Nous ne voulons pas aborder le concept de stabilité pour un systeme hybride en
général, plutdt nous préférons détailler ce concept dans le chapitre suivant pour les
systemes commutés qui représentent la classe la plus importante des systemes
hybrides ou toutes les notions communément utilisées dans les systemes dynamiques
sont transposables. Nous pouvons nous contenter des définitions suivantes :

Définition 1.20 : [52] [54]

x* = 0 € R™ est un point d’équilibre pour le systeme hybride #, Si -
e f(q,0)=0 pour tout q€Q et
*  ((91,92) € E)A(O € G(q1,92)) = R(q1,q2,0) = {0}.

Autrement dit, (q, 0) € Init et (1, q, x) € H(q, 0, alors x(t)=0 pour tout ter.

De méme I’extension de la notion de stabilité d’équilibre aux systémes hybrides est
directe :

Définition 1.21 : [24] [52] [54]

Soit x* = 0 € R™ un équilibre du systeme hybride #; cet équilibre est stable, si pour
tout £>0, il existe J>0 telle que pour toute exécution (t,q,X) € Hiq,x,) avec [Ix,ll <

8, lx(t)]] < e pour tout tez.
Définition 1.22 : [24] [52] [54]

Soit x*=0€R™ un équilibre du systeme hybride %, cet eéquilibre est
asymptotiquement stable, s’il est stable et il existe 5>0 telle que pour toute exécution
(1,q,%) € H(; .y avec |lxo|l <6, tlim x(t) = 0 pour tout tez.

’ T

Une extension du théoreme 2.2 aux systemes hybrides peut étre directement obtenue.
1.5. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons essayé de faire une démarche progressive pour la
représentation des systéemes dynamiques en rappelant les notions de base pour les
systemes dynamiques continus et leurs extensions aux systémes hybrides ou a
structures variables. Le choix d’exemples élémentaires dans la démarche conduit
certainement a une meilleure compréhension du phénomene hybride.
L’approfondissement des concepts de stabilité ou de stabilisation de ces systémes a été
plutdt réservé aux systemes commutés qui représentent une classe particuliere en
relation directe avec nos travaux dans le chapitre suivant.
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Chapitre 02 :

Systémes Dynamiques A Commutation
(SDC)



2.1 Etude des Systémes & champs vecteurs discontinus

L’une des motivations d’étudier les systémes discontinus provient du faite que la
modélisation de certains systémes technologiques (ex. mécaniques ou électriques)
conduit souvent a des équations différentielles discontinues a droites (EDD). Ces
derniéres résultent aussi de ’approximation des systémes fortement non linéaires par
des systémes continus par morceaux et l’obtention de systémes commutés. Les
systemes discontinus sont largement investigués, toutefois certains phénomeénes
restent incompréhensibles et/ou inconnus jusqu’a maintenant. Ces systémes sont
principalement caractérisés par des transitions entre régions d’espace d’états et la
traversée de surfaces de séparation aux niveaux des discontinuités, le probléeme se
complique d’avantage lorsque le systeme comporte de nombreuses discontinuités
et/ou la surface de séparation est commune a plusieurs (plus de deux) régions de
I’espace des états. L’étude des équations différentielles discontinues nécessite la
généralisation du concept de solution, en effet lorsque les discontinuités a droite sont
par rapport a la variable x dans le cas de notre systéme (2.1) alors la solution n’est pas
facile a décrire [21] [38][44] [48].

Supposons que notre systeme (2-1) posséde une discontinuité en un certain point X a
partir du quel il change de comportement comme sulit :

_ {f_(x) si P(x) <0
X= f,(x) si B(x) >0,

Naturellement, cette discontinuité divise 1’espace d’états en deux parties par un
hyperplan @(x) = 0 : on notera par X* = {x € R?|@(x) > 0}, ’ensemble des x ou les
dynamiques du systéme sont décrites par : x = f, (x) et par X~ = {x € R"|@(x) < 0},
I’ensemble des x ou les dynamiques du systéme sont décrites par: x = f_(x). Le
systéeme ci-dessus est représenté par une équation différentielle discontinue ce qui
conduit a la perte de la propriété de Lipschitz ainsi que tous ses avantages.

(2.1)

Fig.2.1 solution au sens de caratheodory (a gauche) et au sens de filipove (a droite)

Pour tous les x appartenant a la surface de commutation @(x) = 0, lorsque les deux
champs vecteurs f_(x) et f, (x) pointent vers la méme direction (c.a.d. tous deux vers
X* ou X7), I’évolution du systéme sera celle du domaine d’arrivée. En supposant que
@(x) est différentiable, en désignant par F, et F_ les deux projections respectivement

de f_(x) et f,(x) sur la normale (qui pointe vers X* ), alors en tout point x de la
surface de commutation nous avons: F, = WOLEK o p = POLE o a0
Ivo)ll Ive )l

VO (x) = 00(x)/0x gradient de @ au point x. Cela conduita (F_(x)).(F,(x)) >0
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lorsque les deux champs vecteur pointent vers la méme direction, alors que
(F_(x) ). (F4(x) ) < 0 est obtenue dans les deux autres situations suivantes :

e F,(x) >0 (f,(x) pointe vers X*) et F_(x) < 0 (f_(x) pointe vers X~), on
a répulsion de la surface de discontinuité des deux cotés. Pour un x de la
surface de commutation qui satisfait ces deux conditions, il y a (au moins)
deux trajectoire a suivre : 'une allant vers X* selon les dynamiques x =
f, (x) et lautre vers X~ selon les dynamiques x = f_(x).

e F.(x) <0 (f.(x)pointe vers X~ en s'¢loignant de X* ou il est définit) et
F_(x) > 0 (f_(x) pointe vers X* en s'¢loignant de X~ ou il est définit), il y
a attraction vers la surface de discontinuité des deux cotés. Par conséquent, il
est impossible d’aller vers X~ ou X lorsqu’on rentre dans la surface de
commutation et donc pas de solution ni pour x = f, (x) ni pour x = f_(x).
Ainsi, nous avons deux solutions dans le premier cas (non unicité de la solution) et
pas de solution dans le deuxieéme cas (non existence de solution) c’est les
conséquences de perte des propriétés de Lipschitz aux niveaux des discontinuités.
Cette situation et surtout I’absence de solution pose un probléme conceptionel pour la
stabilité et la stabilisation des systemes a discontinuités. Une premiere solution
consiste a relaxer le systéme par une petite hystérésis A ou un petit retard At temporel
au niveau de la commutation ce qui permet de provoquer les commutations juste a
coté de I’hypersurface @(x) =0 et le résultat sera production de commutations
rapides. Si A—0 ou At—0, les commutations deviennent infiniment rapides
conduisant au phénomene de chattering, dans le cas limite le changement se fait par
un glissement le long de la surface de commutation et le phénomeéne associé s’appelle
mode glissant ; phénomeéne qui a attiré 1’attention de plusieurs chercheurs.

Une des solutions est due a Filipove! [1][21][44] qui proposait une troisieme
dynamique moyenne de celles du voisinage de la surface de commutation
(approximée par une combinaison convexe des deux autres dynamiques) selon
laquelle le systeme évolue ou plutdt glisse le long de la surface de commutation : X =
ML (x) + (1 —M)f_(x) avec 0 < A < 1. Et notre systeme a discontinuité devient :

f;(x) = f.(x) si @(x) >0
x =1f;(x) =M, (x) + (1 —Vf_(x) si @(x) =0 (2.2)
f,(x) =f_(x) si §(x) <0,

Ou plusieurs valeurs sont assignées au second membre du systeme (du coté droit de
@(x) = 0), par consequent il peut étre représenté par une inclusion différentielle x €
F pour laquelle un concept de solution existe [5].

Remarque 2.1 : [21] [31] [44]

e En effet, dans le cas de commutation simple (surface commune a seulement deux
dynamiques), il est toujours possible de trouver une unique dynamique pour le
mode glissant mais pas nécessairement linéaire. Par suite |’existence et ['unicité
de la solution de Filipove ci-dessus ne pose pas de probléme dans ce cas. Par
contre, dans le cas de commutations multiples (surface commune a plusieurs
dynamiques), [’unicité du mode glissant est difficile a prouver et généralement non
assurée, d’autant plus, la preuve d’attractivité devient un probleme tres compliqué.
Cela est souvent rencontré lorsque certains phénomeénes physiques sont négligés
dans [’approche de modélisation.

1 Une autre version est développée par Utkin pour les systemes non autonomes
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e Le mode glissant peut aussi se produire quand les champs vecteurs sont tangents
par rapport a la surface de commutation i.e.(F.(x)).(F-(x)) =0, 8(x) =0,
dans ce cas les modes sont glissants d’ordres supérieurs. Se sont des modes
glissants non réguliers, si on désire affecter aux modes glissants non réguliers des
dynamiques différentes de celle proposée par Filipove, notre systeme (2.2) aura
plus de 3 comportements.

o L’étude de commutations multiples et du mode glissant non réguliers est un
probléme trés compliqué et sort du cadre de notre travail. Nous ne considérons
que le mode glissant simple et régulier donc attractif défini ci-dessous.

Définition 2.1 : [40]

Soit Xo =Xt NnX~ € {x|@(x) =0} une surface commune des deux bordures de
X*tet X~ définie (par ex) par: {x|@(x) = 0 pour x € X*}, donc la région (ou
[’ensemble de points) :

So ={x € Xy|F,(x) < OAF_(x) > 0} (2.3)
est appelé région du mode glissant régulier pour notre systeme, si cette région est non
vide, le systéme a un mode glissant attractif sur S,,.

Cette définition fournit indirectement un test de 1’existence de mode glissant régulier.
La définition suivante permet de dégager une propriété importante du mode glissant
attractif, qui nous parait trés utile pour caractériser le mode glissant dans le cas des
systémes hybrides et commutés.

Définition 2.2 :
un systeme a un mode glissant attractif en un point x,, s il a une trajectoire qui atteint
X, mais n’a pas de trajectoire qui part d’une condition initiale x..

Si on désire que le systeme évolue en mode glissant régulier pendant un intervalle de
temps [t;, t;], la résolution se fait en imposant @(x) = 0 pourt € [t,, t,] et donc
aussi 90 (x(t))/dt = 0 pourt € [t,, t,]. Ce qui conduita :

2WGO) g - DO 15, () + (1= DF-(0)] = 0 @4

A partir de laquelle A est déterminée, I’injection de I’expression de A dans f; permet
de dégager les dynamiques du mode glissant. Une démarche similaire a celle
présentée a été proposée par Navarro-Lopez [60] pour représenter les systemes
dynamiques discontinus avec entrée de commande par un systeme dynamique
hybride.

Remarque 2.2 :

Nous nous sommes limités au cas simple d’une seule discontinuité, les travaux de
Filipove sont d’application générale lorsque le systeme présente plusieurs
discontinuités donc représenté par une fonction continue par morceaux.

L’automate hybride pouvant décrire le systéme augmenté (2.2) est simplement celui
du (2.1) augmenté d’un troisiéme mode (celui de Filipove).
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x =f3(x)

Dom(x)= @(x)

0,F,x)<0,F_.x) <0
x=f,(x)

[

Dom(x)=X"* Dom(x)=X"

W 0() = 0,F. (9> 0,F_(x) > 0 "

Fig. 2.2. Schématisation hybride de systéme avec une seule discontinuité.
2.2 Systemes a commutations

Les systemes commutés sont présents dans différents domaines de la science et de la
technologie comme le contréle aéronautique et automobile, les télécommunications,
le contréle du trafic, les procédés chimiques, etc.

Le systeme commuté est une classe spéciale de systemes a structure hybride ou
variable. Semblable aux systéemes a structure variable, la dynamique des systémes
commutes est décrite par différentes équations différentielles dans différentes régions
de l'espace et le changement de dynamique se produit lorsque les trajectoires
traversent les frontieres entre régions. Les systemes a structure variable peuvent avoir
un type particulier de solutions, les solutions dites de mode glissant. La théorie et les
différentes applications des solutions de mode glissant dans le contrdle sont étudiées
dans de nombreux livres et articles. Contrairement a la théorie du mode glissant, le
cas ou le systéme a structure variable n'a pas de solution de mode glissant n'est pas
suffisamment étudié. Pour séparer ces deux cas, nous appelons des systéemes a
structure variable sans solutions de mode glissant des systemes commutés. Dans la
théorie des systémes hybrides, le changement de la dynamique des systemes peut se
produire par l'action d'automates ou par d'autres raisons. Dans ce mémoire, la stabilité
des systéemes commutés est étudiée. Le probléme de la stabilité des systemes
commutés n'est pas simple. Tout d'abord, nous donnons quelques exemples illustrant
différents aspects de ce probléeme et montrant que la stabilité de tous les sous-
systémes n'est pas suffisante pour assurer la stabilité du systéme commuté globale. A
savoir, un systeme commuté globale, formé par des sous-systémes stables et instables
peut étre asymptotiquement stable en fonction de la nature des commutations, c'est-a-
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dire en fonction des régions dans lesquelles ces sous-systemes agissent. Si certains
des sous-systémes sont instables et d'autres sont asymptotiquement stables, le systeme
commuté peut étre instable ou asymptotiquement stable ou il peut avoir des solutions
périodiques. En outre, dans certains cas, la stabilité de systeme commuté ne dépend ni
de la structure.

Un systéeme dynamique a commutations est un systeme hybride ou la variable discréte
q(t) n'est pas vue comme une variable d'état discrete mais soit comme une variable de
contréle de la dynamique continue, soit comme un événement sans mémoire. Selon
cette description, on peut définir les systemes a commutations comme suit [HAU12]

Définition 2.3 : [84]

(Loi de commutations). Une loi de commutations o(t),o: R* — I est une fonction
constante par morceaux qui prend ses valeurs dans I’ensemble d’indices de modes |I.
On peut distinguer dans la littérature deux types de systémes a commutations : ceux
dont les commutations sont autonomes dans le sens ou la commutation s’effectue car
une condition

de grade est remplie (3(i,i")) € I, tel que x € G(i,i") et que la condition d’invariance
ne l’est plus (3(i,i")) € I, tel que x & D; et x € D; et ceux dont la commutation
présente un aspect controlé, c’est-a-dire que 1’état discret change en fonction d’une
commande externe.

Sauf mention contraire, on se placera dans le cas de systemes commutes autonomes
invariants dans le temps de la forme

x = F;j(x,t),t €ER*,i €1 (2-5)

Avec I’état x € R™ et f; € R™™des champs de vecteurs. Par la suite, deux cas seront
envisageés :

e Soit les champs de vecteurs sont linéaires, c’est-a-dire Vi €1, f;(x) = A;x
x(t) =A;(x) t ERY, i €1 (2.6)
e Soit les champs de vecteurs sont affines, c’est-a-dire Vi €1, f;(x) = A;x + B;
x(t) =A;(x)+B; t R, i €. (2.7)

Définition 2.4 : [84]
(Systéme a commutations [85]). Soit une famille de fonctions suffisamment régulieres

: R® — R", paramétrée par un ensemble d’applications I = {¢t;}° j=ot‘3| que
R(a:xj(t_j+1)) = xj+1(t+j+1)avec xj(t_j+1) = xj+1(t+j+1) (2.8)
On écrit alors le systeme a commutation comme :

X = fo(x(1)) (2.9)
SiViel, lafonction F; estaffine, ona:

x(t) = Ayx(t) + B, (2.10)
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2.2.1 Systémes commutes

Un systéme commuté est un systéme dynamique qui consiste en un nombre de sous-
systemes a variable continue et une regle logique qui orchestre la commutation entre
ces sous-systemes. Mathématiquement, ces sous-systemes sont généralement décrits
par une collection d'équations différentielles ou différentielles indexées.

x(t) = fx(®),q(®), (2.11)

q(t+) = 6(x(t),q(®)) (2.12)

avec la condition initiale {g (t0),x (t0)} € Init, oux (t) € R™ est le vecteur d'état
continu, et q (t) € Q = {q1,q2,::-,qN} représente la collection de modes discrets.

La régle logique qui orchestre la commutation entre ces sous-systémes génére des
signaux de commutation, qui sont généralement décrits comme des classes de
fonction constantes par morceaux,o: R — Q. Constante par morceaux, nous
entendons que le signal de commutation ¢ (t) a un nombre fini de discontinuités sur
tout intervalle fini de R.

H(x)

]

Fig. 2.3. Hystérésis fonction

Exemple 2.1. Un systeme dynamique avec hystérésis présente des effets de retard car
ses paramétres et son évolution dépendent non seulement de son environnement
actuel mais aussi de son histoire passée. L'hystérésis se produit dans de nombreux
systémes industriels, économiques et biomoléculaires. Un systéme dynamique simple
avec hystérésis peut étre représenté par une équation différentielle, x = H (x), avec
un H(x) discontinu comme le montre la figure 2.3.

Les systemes dynamiques avec hystérésis peuvent étre modeélisés par un systéeme avec
deux modes discrets Q = {q1, g2}, et

f(x; C11) = 1'f(x' CIZ) = _1;
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_(q x<A
(g1 x<-A

avec la condition initiale Init = {q1,q2} X R.

2.2.2 Définition formelle des systémes a commutation

Les systétmes a commutation représentent une classe de systémes dynamiques
hybrides [86,87] qui fascine par sa simplicité structurelle et par la complexité des
phénomenes qu’elle peut décrire. Formellement, un systéme a commutation en temps
continu est défini par la relation

X(t) = for(t x(t),u(®)), (2.14)

ouo(t),o: R* = 1 = {1,2,...,N} représente une fonction constante par morceaux,
nommée loi de commutation, qui prend des valeurs dans un ensemble d’indices
[.x(t) € R"™ représente I’état du systeme, u(t) € R™ la commande, et f;(:,-,-),Vi € |
sont des champs de vecteurs décrivant les différents régimes de fonctionnement du
systéeme. De facon similaire, un systéme a commutation en temps discret est défini par

x(k + 1) = fou0k x(k),uk)), (2.15)
aveco: Z%1t - L

La loi de commutation o(t) (ou o(k) pour les systémes en temps discret) spécifie le
régime (sous-systeme) actif. Seul un sous-systéme est actif a un instant donné. Le
choix du sous-systéme actif peut étre lié a un critere temporel, a des régions ou
surfaces déterminées dans I’espace d’état, a un paramétre extérieur, de maniére
générale au fonctionnement d’un automate. Les mode¢les (2.14) et (2.15) sont tres
généraux. Cependant, ils peuvent étre affinés moyennant certaines hypotheses. Par
exemple, si u(t) n’est pas présent, alors le modele (2.14) designe un systeme
autonome. Si les champs de vecteurs des sous-systemes prennent la forme

Aix(b),Vi € ], (2.16)
Alors on obtient un systeme a commutation linéaire
X(®) = Agyx(D. (2.17)

Une taxonomie des systémes a commutation peut étre définie par rapport a la loi de
commutation 6. Dans ce contexte, on peut identifier un aspect contr6lé (quand la loi
de commutation représente une commande externe) et, par opposition, un aspect
autonome (la commutation est provoquée par le franchissement d’une frontiére dans
I’espace d’état).

Une synthese des différentes autres classes de systémes a commutation et des
problématiques qui leur sont associées est donnée dans [85, 88, 89, 90] et [91].
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2.2.3 Classification des signaux de commutation

Dans les systemes commutés, le mécanisme de commutation est important pour de
nombreuses raisons ; I'une de ces raisons est la stabilité, et les critéres d'observabilité
dépendent également de la loi de commutation o (t). Dans [85], l'auteur a discuté trois
types de commutation que nous présenterons ici.

{ 2(8) = Agy (x(0)) + By (w(®)) (2.18)
y =

CO’(t) (X(t)); XOERn; X(t+) = ]a(t) (X(t_)

A- Commutation en fonction du temps

Le signal de commutation dans ce cas est uniquement défini par le temps, c'est-a-dire
que I'état continu et les autres parametres de (2.18) n'affectent pas le comportement de
commutation. Pour un temps initial donné ¢t,, sur [lintervalle de temps
[to; t3) avect, < t; < oo, il peut &tre donné par

o: [t0;t3) » Iy (2.19)

Ce type de commutation existe pour le cas de la commande en boucle ouverte. La
figure (Fig.2.4) représente ce type de commutation

a

W
-

ty t ty

Fig. 2.4: Signal de commutation dépendant du temps.

B- Commutation dépendante de I'état

Dans ce type de commutation, le systéeme (2.18) bascule d'un mode a un autre si I'état
continu du systeme satisfait a la condition de transition. L'idée de commutation
dépendant de I'état peut étre comprise en considérant un espace d'états continu qui est
divisé en de nombreuses régions de fonctionnement par les surfaces de commutation.
Chaqgue région d'exploitation définit son sous-systeme correspondant. Lorsque la
trajectoire du systeme traverse une surface de commutation, elle saute vers un
nouveau sous-systeme, comme le montre la figure (Fig.2.5). Sur cette figure, les
lignes a tétes de fleches indiquent la partie continue de la trajectoire et les lignes en
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pointillés indiquent les surfaces de commutation. Le signal de commutation peut étre
présenté comme suit

o(t) = Px(t))t>t0 (2.20)
C- Commutation contrélée

Dans ce cas, la commutation peut étre contr6lée par le concepteur pour obtenir le
comportement souhaité pour le systeme. Ce type de commutation peut étre : une
commutation et / ou un état dépendant du temps [92]

State 4

Switching P -
e 1 Switching surface
' - \
' ' . /'\\
!/ ' e ' i X > ol
% /
< ‘ o N \_/"/

\ ' Trajectory  { /
' ' 2. *
' ' \
' ‘\_

Time "~

Fig. 2.5: Signal de commutation dépendant de I'état.

a(®) = P(o(®),x(®)),t > t, (2.21)
2.2.4 Exemples de modélisations des SDC

Pour beaucoup de systémes physiques, il est possible d’identifier différents modes de
fonctionnement. L’ensemble de ces systémes définissent la classe des systémes a
commutations. Par exemple, on peut definir des systemes a cycle de fonctionnement,
comme un moteur thermique a 4 temps. Les différentes commutations d’un systéme
sont gérées par une loi de commutations. Celle-ci peut étre utilisée pour définir la
commande du systéeme, comme dans le cas des convertisseurs de puissance, on parlera
alors de commutations contr6lées. Si cette loi est définie par toutes autres variables
que la commande (comme le temps, |"état continu, la sortie du systeme, ...), comme
dans le cas d’un moteur thermique, les commutations seront dites autonomes. Afin
d'étudier ces systemes, différentes modélisations peuvent étre utilisées. Certaines sont
issues d’une approche discreéte, comme un automate hybride ou un réseau de Pétri
hybride et d’autres sont plutét fondées sur une approche continue avec une
représentation d”état hybride ou un Bond Graph hybride [86].

Dans le cadre de cette mémoire, la classe des systemes linéaires a commutations sans
saut est “étudiée. Tout au long de ce mémoire, deux types de modélisations sont
utilisées : une représentation d"état hybride et un automate hybride. Les modeéles
formels correspondants sont rappelés ci-dessous.

A titre d'illustration, revenons & I’exemple d’hystérésis.

Exemple 2.2. Un systéeme avec hystérésis peut étre modélisé comme un automate
hybride. En particulier, nous tragcons sa représentation graphique du modele
d'automates hybrides dans la figure 2.6.
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Fig. 2.6 Un modele d'automates hybrides pour un systéme dynamique avec hystérésis.

Comme indiqué ci-dessus, tout systeme commuté peut étre modélisé comme un
automate hybride. Par contre, tout automate hybride sans sauts dans les états (c'est-a-
dire que le mappage de réinitialisation R est l'identité) peut-étre écrit comme un
systeme commuté avec les mémes Q, X, f, Init

_(q xelnv(q)
S(x’q)_{q’ x€G(q,q)

et comme illustré dans I'exemple suivant.

(2.22)

Exemple 2.3. L'exemple de régulation de température peut étre écrit comme un
systéme commuté avec

f(x,0FF) = —x,f(x,ON) = —x + 100,

OFF x <69

8(x, OFF) ={0N ;‘> e (2.23)
_ (OFF x <70

5(Cx, ON) = {ON i (2.24)

2.2.4.1. Représentation d"état hybride

La forme générale d’une représentation d’état hybride se définit de la maniere
suivante :

{ 2(t) = Ag(pyx(t) + B(pyu(t) (2.25)

y() = Coryx(t) + Dg(pyult)

ou u(t) € Rh,x(t) € R"ety(t) € RP sont respectivement les signaux d’entrée,
1"état continu et la sortie du systeme et 6(t) : t ~ {1,...,Q}, avec Q € N, désigne le
signal de commutations et indique le mode actif du systeme parmi les Q modes
possibles. La fonction o(t) est constante par morceaux et continue a droite dont la
valeur change a chaque instant de commutationt, € R*,k € N. Entre chaque
commutation, I"état discret est d"défini par a(t) = o, € {1,...,Q}. Onadonc

O'(t) = Oy tk*l <t< tk
avec t, = 0. Ce type de modélisation ne permet pas de représenter facilement la
fonction de transition associée aux modes. C’est- a-dire qu'a chaque instant de

commutation t, les Q modes possibles sont considéres. Ce modele peut étre utiliser
d’une maniere générale lorsque la fonction de transition est supposée inconnue. Dans
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la littérature, on introduit souvent I’hypothese de temps de sé¢jour minimum pendant
lequel aucune commutation ne se produit.

Hypothése 2.1 (Temps de séjour minimum) Etant donné un systeme hybride, il existe
une constante Té > 0 telle que la classe admissible des signaux de commutations
satisfait l'inégalité tk +1 — tk = TS pour tous k > 0. Dans tout le mémoire, on
suppose que le systéme est tel que les instants de commutation vérifient la condition
du temps de séjour minimum.

2.3 Analyse de stabilité des SDC

Pour un systeme donné, il est intéressant d’étudier sa stabilité pour connaitre son
comportement et ses performances apres un temps suffisamment grand. Cet intérét
pour la stabilité a commencé par la question majeure de Lagrange (1736-1813)
concernant le probléeme de la stabilité du systeme solaire et a motivé la recherche
mathématique dans ce sens. Puis, en mathématiques et en automatique, la notion de
stabilite de Lyapunov (1857-1918) apparait dans 1’étude des systémes dynamiques.
Bien que cette notion de stabilité reste assez intuitive avec les expériences et/ou les
simulations, Lyapunov reste le premier a avoir formulé mathématiquement cette idée
a la fin du 19eme siécle. Depuis, il est une référence et parle souvent de la stabilité
des systemes au sens de Lyapunov. L’idée consiste a dire que, si un systéme démarre
autour d’un point X a un instant t = 0, et que ses trajectoires formées par tous les
points decrivant les états possibles du systeme restent autour de ce point x a tout
instant t > 0, alors x est stable au sens de Lyapunov. De plus, si tous ces points
convergent vers x alors x est asymptotiquement stable. Méme aprés les grandes
évolutions des logiciels de simulation, le fait de simuler une trajectoire du systéeme
depuis un état initial donné, n’est pas suffisant pour évaluer le comportement global
du systeme, puisque, a chaque condition initiale correspond une trajectoire différente
donc, pour étudier correctement le comportement du systeme en général, il faudrait
simuler a partir d’une infinité de points initiaux, ce qui est loin d’étre réalisable.
Lyapunov nous a donné une méthode facile a manipuler pour tester la stabilité a
I’origine : soit un systéme donné, s’il existe une fonction qui s’annule uniquement a
’origine, définie strictement positive ailleurs, et qui décroit (resp. Décroit strictement)
quand le systeme évolue dans le temps, alors on peut conclure que le systéme est
stable autour de I’origine (resp. Asymptotiquement stable). Cette fonction est appelée
fonction de Lyapunov et généralement notée V (x). Elle définit, en quelque sorte,
I’énergie du systéme en n’importe quel point de I’espace d’état.

Dans la littérature, par exemple nous trouverons principalement trois fagons d’étudier
la stabilité des Systemes Dynamiques a Commutation (SDC). Citons-les par degré de
complexité croissante :

1. La séquence de commutation est inconnue a priori, on s’intéresse alors a la
stabilité sous commutation arbitraire.

2. Vérifier que le systéme est stable pour une séquence de commutation donnée.

3. Etudier ’existence puis la conception d’un signal de commutation qui garantit la
stabilité du systéme.
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Pour une présentation intuitive, considérons dans un premier temps un espace d’état
continu de dimension deux de méme que l’espace d’état discret. Si, pour une
commutation arbitraire, le systeme commuté est Asymptotiquement Stable (A.S),
alors il n’y aura pas de probléme de conception de la commande. Sinon il faut
chercher les contraintes de commutation qui rendent le systéme a commutation stable.
Ces contraintes peuvent conduire a des événements d’état ou des événements du
temps. Le respect de ces contraintes permet d’obtenir une loi de commande qui
stabilise le systétme. On verra par la suite toutes les conditions nécessaires et
suffisantes de stabilité des SDC commandés arbitrairement ou avec commutations
sous contraintes.

La stabilité des systéemes a commutation ne dépend pas seulement de la dynamique de
chaque sous-systéme, mais également des propriétés des signaux de commutation. Par
conséquent, 1’étude de stabilité des systemes a commutation peut étre divisée en deux
types de problémes. L'une est I'analyse de la stabilité des systémes a commutation
sous des signaux de commutation donnés (peut-étre arbitraires, commutations lentes,
...etc.) ; l'autre est la synthese de mécanisme de commutation stabilisants le systéme a
commutation [93].

Exemple 2.3 En considérant le systeme a commutation simple suivant, il est constitué

de deux modes instables :

X =Agzx+ by, 0 ={1,2},0U

1 -100 1 10
A = [10 1 ]'AZ B [—100 1
Les deux modes sont bien instables (voir figure 2.7) puisque les deux valeurs propres
sont :

], Avec b; = b, = [8]

Aip =1+ j31.623

Fig. 2.7 : Les deux systémes ne sont pas stables

Si on définit les conditions de gardes comme suit :

G(1,2) = {x € R?et x, = —x;}, G(2,1) = {x € R?et x, = 0}

Selon cette loi de commutation, le systeme commuté globale est asymptotiqguement
stable (voir figure ci-dessous) malgré que les deux sous-systémes soient instables.
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Fig. 2. 8 : Systéme hybride stable issu de deux sous-systémes instables.

Exemple 2.4 De méme en considérant cette fois-ci un systeme a commutation simple
mais constitué de deux modes stables :
x =Agsx+ by, 0 =1{1,2}, 00

_[-1 =100 -1 10
A = [10 -1 ]'A2 B [—100 -1
Les deux modes sont bien stables (voir figure 2.9) puisque les deux valeurs propres
sont :

], Avec b; = b, = [8]

Ao = —1+31.623

Fig.2.9 : Les deux systéemes sont stables.

En définissant les conditions de gardes suivantes :

G(1,2) = {x € R%etx, < —0.6%;}, G(2,1) = {x € R%etx, < 5x,}

Alors cette loi de commutation conduit bien a un systéme commuté globale instable
(voir figure ci-dessous) malgré que les deux sous-systemes soient stables.
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Fig.2.10 : Systéme hybride instable issu de deux sous-systémes stables.
Ce n'est pas toujours évident d'observer les surfaces de commutations dans le plan de
phase du systéeme commuté globale puisque sa trajectoire est une concaténation de

celles des deux modes. Donc une certaine continuité dans la trajectoire du systeme
commuté globale voir exemple suivant.

Exemple 2.5 Par exemple en considérant toujours un systéeme a commutation simple

mais constitué de deux modes stables :

X =Agzx+ by, 0 ={1,2},0U
-5 -1 -6 -19

A = [11 2 ]'AZ B [18 —4

Evidement, les deux modes sont stables (voir figure 2.11) et les deux valeurs propres

sont :

], Avec b; = b, = [8]

A2 = =5+ j6.3246

Fig.2.11 : les deux systémes soient stables.
Si les conditions de gardes sont définies par :

G(1,2) = {x € R%etx;x, < 0}, G(2,1) = {x € R?%etx;x, = 0}

Comme précédemment, cette loi de commutation conduit bien a un systeme commuté
globale instable (voir figure ci-dessous) malgré que les deux sous-systémes soient
stables.

41| Page



1500

1000 [~

500 -

-500 -

1000 r r r r r c
-600 -400 -200 [} 200 400 600 800
x1

Fig.2.12 : systtme a commutation globale instable issu de deux sous-systémes soient stables.

2.3.1 Extension des notions de stabilité aux SDC

Avant de continuer a présenter comment nous pouvons analyser la stabilité des
systéemes de commutation par la méthode de Lyapunov, il est nécessaire de se rappeler
quelques définitions élémentaires, quelques concepts et quelques outils sur la stabilité
des systemes continus par Lyapunov.[94, 95].

Pour un systeme physique, les configurations a énergie minimale sont caractérisées
par les points d’équilibres et les phénomenes périodiques. Le concept de stabilisation
de ces systemes est traduit par la recherche d’une telle configuration plutét qu’une
autre. Par contre, la stabilité, qui est portée par les propriétés qualitatives des solutions
des SDC ¢ (t), peut étre définie par :

- L’état hybride (x,q) dans sa globalité, dans ce cas on parle de la propriété globale
(stabilité totale ou absolue, attractivité totale, etc.). Ces notions n’ont en général que
peu d’intérét.

- Seulement la partie continue x et ce indépendamment de la partie discrete ou du
signal de commutation, on parle alors de la propriété uniforme par rapport a q ou c.

- ’état continu x connaissant le signal de commutation 6. On parle de propriété
conditionnelle.

Dans ce travail, et afin de faciliter la présentation des modeéles ainsi que la recherche
du signal de commutation, nous travaillerons uniquement sur des SDC (2.25)
stationnaires dans lesquels le temps n’apparait pas explicitement dans les équations
différentielles. Les sous-systéemes considérés dans les SDC sont autonomes (dans le
sens ou ils ne dépendent pas d’'une commande continue) :

x= f;(x), x eXCcIR" (2.25)
et dans le cas linéaire :

x= Azx, x €X CIR" (2.26)
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Remarque 2.3

— Dans le cas ou les sous-systemes ne sont pas autonomes, on suppose qu’il existe un
feedback qui les rend autonomes en boucle fermée.

— Les sous-systemes linéaires de degré n affines en [’état peuvent toujours se
transformer en sous-systemes autonomes de dimension n + 1.

k= A+ B, <=>(2) = (4 B )(®) (2.27)

2.3.1.1 Définitions de stabilité d’un SDC

On rappelle quelques définitions sur la stabilité a ’origine des SDC. Elles sont tres
générales car on peut toujours ramener 1’étude de la stabilité d’un systeéme a 1’étude de
sa stabilité a I’origine par un simple changement de variables.

Définition 2.5 : (Stabilit¢ Uniforme et Conditionnelle par rapport 4 c) Un SDC est
dit :
v’ Uniformément Stable (U.S) a [’origine par rapport a o (vVoir figure 2.13)
si:Ve >0,

35(e) > 0 tel que :Vxye X :xy € (e)B™,= @(t, xy,q9) € €B™,Vt =
0,Va(t)

v’ Conditionnellement Stable (C.S) a l’origine par rapport a o (voir figure
2.14) si: Ve > 0, EI(S(E, a(t)) > 0 tel que :Vxy X 1xg € 5(6,0’(t))Bn,=>
Qla(t)(t' XO) € EBn,Vt = 0.

@ (t, xo, qo) €tant la trajectoire généralisee du SDC et ¢|o(t)(t, x,)la trajectoire
continue du SDC connaissant son signal de commutation hybride o(t)).
B™est la boule ouverte unité centrée a Porigine (B™ = {x € N": [|x|| < 1} et eB"

est la boule ouverte centrée a I’origine de rayon ¢.

C.a.d. que la stabilité¢ uniforme d’un SDC par rapport au signal de commande ¢ est
traduite par la stabilité de sa solution généralisée hybride ¢ pour n’importe quelle
exécution hybride e;y. Cette définition est illustrée par la figure 2.13. Par contre, la
stabilité conditionnelle est traduite par la stabilité de la solution hybride du SDC-C
apreés une exécution suivant le signal de commutation ¢ donné. Cette définition est
illustrée par la figure 2.14.

Autrement dit, la stabilité uniforme d’un SDC est traduite par la stabilité du SDC sous
commutation arbitraire et la stabilité conditionnelle traduit la stabilité sous contrainte
d’un SDC.
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Fig. 2.13 — stabilité uniforme a I’origine d’un SDC

e Définition 2.6 : (Attractivité Uniforme et Conditionnelle par rapport a o) Un
SDC est dit :

X
X o (15 %0)

P(t,x5,4) \¢’ o) (15%0)

Fig. 2.14 — Stabilité conditionnelle a I’origine d’un SDC

— Uniformément Attractif (U.A) a l’origine par rapport a o, si : 35 > 0 tel que :
Vx, EX : xy € 6B™ == tlim lo(t,x9,90)Il = 0,¥Vt = 0,Va(t).

— Conditionnellement Attractif (C.A) a [’origine par rapport a o, si 36(a) > 0 tel
que:Vx, € X : x5 € 6(0)B™ == tlim||<p|a(t)(t, x|l = 0.

L’attractivité uniforme par rapport a ¢ traduit qu’en s’écartant légérement du point
d’équilibre, la solution généralisée hybride ¢ pour n’importe quelle exécution hybride
ery. Du systéme, revient sur ce point apres un certain temps (méme infini). Par contre
I’attractivité conditionnelle traduit qu’en s’écartant 1égerement du point d’équilibre, la
solution hybride du SDC-C apres une exécution suivant un signal de commutation ¢
donné, revient sur ce point aprés un certain temps (méme infini). Cette définition est
illustrée par la figure 2.15.
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Fig. 2.15 — Attractivité conditionnelle de I’origine d’un SDC

11 est important de rappeler qu’un point équilibre peut-étre attractif sans étre stable
il
Suffit qu’il existe § > 0 tel que Q)(t, xo,qo)diverge, i.e tlim ||Q)(t, xo‘q0)|| = )

et vice-versa (par exemple les oscillateurs).

De méme que la stabilité, I’attractivité uniforme d’un SDC est traduite par une
attractivité sous commutation arbitraire, et 1’attractivité conditionnelle est traduite par
I’attractivité sous contrainte du SDC.

On peut par la suite, définir la stabilité asymptotique qui est, pour un systeme donng,
la combinaison de sa stabilité et de son attractivite.

e Définition 2.7: (Stabilité Asymptotigue Uniforme et Asymptotique
Conditionnelle par rapport a ©)

L origine d’'un SDC est Uniformément Asymptotiquement Stable, U.A.S, (resp.
Conditionnellement, C.A.S) si elle est U.S et U.A (respectivement C.S et C.A).

Le concept de stabilité exponentielle contient une information supplémentaire qui est
la rapidité de convergence vers [’origine.

e Définition 2.8: (Stabilité Exponentielle Uniforme et Exponentielle
Conditionnelle par rapport a 6) L’origine d’un SDC est dite :

v" U.E.S Uniformément Exponentiellement Stable si: 3§ > 0,3a >
Oet3B = 1telsque:Vxy, € X : xy € 6B™ = 0(t, x0,q9) €
Bexp(—at)||lxyll B®,Vt = 0,Vao(t).

v’ C.E.S Conditionnellement Exponentiellement Stable si : 36(a(t)) >
0,a(a(t)) > 0et3B(a(t)) = 1telsque:Vx, € X:xy € §(c(t)B™ =
Dla(t)(t,x,) € Bexp(—at)|lxy||B™,vt = 0.

a est appelé le taux (ou rapidité) de convergence exponentielle : il est dit uniforme ou
non selon le type de stabilité exponentielle considérée.
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Cette rapidité, dans les SDC, dépend bien évidement de la fagon dont le systéme
commute, donc du signal de commutation lui-méme, o, puisque le type de stabilité
dépend de ce signa

2.3.1.2 Comportement périodique et stationnaire

D’une fagon générale, pour un systéme donné, quand le temps tend vers I’infini la
solution en temps continu x(t) peut atteindre un point stationnaire. Pour les systemes
commandés, ce point stationnaire est typiquement le point fixe désiré ou I’état stable
de fonctionnement. Le systeme peut aussi atteindre un comportement périodique qui
définit les conditions de fonctionnement du systéme dans son état stable. Ces
caracteéristiques en régime permanent se retrouvent aussi dans les SDC.

2.3.1.3 Point d’équilibre

Dans chaque sous-systéeme dynamique continu stable du SDC (2.25) il existe un point
d’équilibre. On parle donc de point d’équilibre d’un mode. Le point xe est un point
d’équilibre du mode g€Q s’il vérifie f;(x.) = 0. Il peut étre isolé (quand il n’a pas
d’autres points d’équilibre autour) ou une partie d’un ensemble de points d’équilibres.

Les points d’équilibre peuvent étre stables, instables, asymptotiquement stables.

Définition 2.9 L’état x, € X est un point d’équilibre pour le systeme a commutation
si et seulement si

Wt eR*, x(t, x,,0) = x,,Vo.
Définition 2.10 Un point d’équilibre x, d'un sous-systeme du SDC (2.25) est :
* Stable si, Ve > 0, il existe 0 > 0 tel que
|Ix(0) —xe|| <6> ||x(t) —xe|| <eV(t)=0
* Instable s’il n’est pas stable.

» Asymptotiquement stable s’il est stable et 0 peut étre choisi tel que :
|Ix(0) — er| <6= gim x(t) = x,.

* Globalement Asymptotiquement Stable s’il est stable et, que, pour tout point initial
x(0),limiLex(t) = x,

2.3.1.4 Cycle limite

Dans I’¢tude des systémes continus, on parle généralement des phénomenes
oscillatoires qui se produisent dans la dynamique du systeme. On dit qu’un systéme
donné oscille (avec une amplitude constante) quand il présente une solution
périodique, x(t +T) = x(t),Vt > t,, apres chaque durée T appelée période du
systeme (ou d’oscillation) [96]. L’image dans I’espace d’état de la solution périodique
est une trajectoire fermée, appelée généralement orbite périodique. Un cycle limite est
un cas spécial d’une orbite périodique dans laquelle la trajectoire est en méme temps
fermée et isolée (indiquant la nature d’attractivité ou de répulsion des trajectoires
passant non loin du cycle). Ainsi, méme s’il existe plusieurs trajectoires fermees dans
I’espace d’état, seules celles qui sont isolées sont des cycles limites. Concernant les
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systemes linéaires, ils peuvent avoir plusieurs trajectoires fermées, mais elles ne sont
jamais isolées. Les cycles limites ne concernent donc que les systemes non linéaires
donc les systémes hybrides et plus particuliérement les systémes a commutation. C’est
la raison pour laquelle les cycles limites sont trés difficiles a étudier car les outils
existants et développés dans la théorie des systémes linéaires ne peuvent pas étre
appliqués ou ne sont pas toujours efficaces. La motivation derriere I’étude des cycles
limites est basée sur leur importance dans les applications réelles et le manque
d’outils mathématiques pour les étudier.

Comme les points d’équilibre, les cycles limites peuvent étre stable, instables ou
asymptotiquement stables.

Considérons la solution généralisée d’un SDC passant par x, a l'instant t,. Le
phénoméne périodique aura lieu quand :

ot + T) = ¢(),t > t, T > 0.

L’image de cette solution dans I’espace d’état est une orbite fermée représentant un
cycle limite y défini par :
Yy = {x €IR" |x(t) = ¢(t),0 < t < T}

Pour donner les définitions sur la stabilité du cycle y, on a besoin d’introduire le
concept de voisinage d’une orbite, pour cela on définit :

Us = {x € IR" |dist(x,y) < €}

Avecdist(x,y), la distance minimum entre le point X et le point de y le plus proche,
tel que,

dist(x,y) = infyey llx = ylI.
Maintenant la stabilité du cycle limite peut étre définie :
Définition 2.11 Un cycle limite y est dit :
— Stable, si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que :
xXg € Us = x(t) € U.,Vt = 0
— Instable, s’il n’est pas stable
— Asymptotiquement Stable, s’il est stable et que o peut étre choisi tel que :
xXo € Us = }l_)r(r)lo dist(x(t),y) = 0
— Globalement Asymptotiquement Stable, s’il est stable et que pour tout x(0)
tlLrglo dist(x(t),y) = 0,vx(0) € IR"

Cette definition est réduite a la définition 2.10 si y représente juste un point
d’équilibre. Une solution périodique d’un SDC forme donc un cycle limite de
commutation et une région de fonctionnement (orbite fermée) autour du point
désiré x 4. Il existe une infinité de cycles limites autour de x,; définis par différentes
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conditions initiales. Ces cycles peuvent étre, par exemple, les résultats d’une
commande qui utilise la commutation pour atteindre un point désiré.

Dans les cas réels, on essaye toujours de faire fonctionner les SDC autour d’un point
de fonctionnement désiré, alors 1’étude en régime permanent se réduit a étudier un
cycle limite qui est périodique et stationnaire.

e Theoreme 2.1 Soient x;;,V{i,j} € Q, les points de commutation du SDC
(2.25) du mode i au mode j. Si ces points convergent vers des points fixes xg ,
on dit que la solution du SDC tend vers un cycle limite hybride.

En effet, si les points de commutation x;; sont convergents, on a un signal de
commutation qui se répete, donc la méme séquence de modes ainsi que les mémes
temps de séjour dans ces modes. A partir de I'unicité de la solution pour un état initial
hybride donné(t; ,x(t;),q;,{i,j} € Q), 'orbite formée par les trajectoires issues de
ces points et les dynamiques respectives a la séquence des modes sera une orbite
fermée et stationnaire. La trajectoire du systeme dans I’espace d’état réel tend vers un
cycle limite hybride.

Des événements d’état qui ont lieu périodiquement forment une séquence de
commutation répétitive et stationnaire. Donc un cycle limite de commutation peut
localiser une région autour d’un point de fonctionnement désiré ou bien le point désiré
méme, si le systéme est Zeno.

Soit &5 € € I’ensemble des transitions d’une telle séquence de commutation
répétitive qui forme un cycle limite hybride. On nommera 1’exécution due a cet
ensemble de transitions e;, . Deux cas sont possibles pour le fonctionnement du
SDC, voir figure 2.16 pour I’illustration :

— Point de fonctionnement :

x¢ est un point de fonctionnement du SDC dit “SDC-Zeno” si son exécution
e,y tend vers e;y, et que les points de commutation x;; tendent vers x¢ pour
tout (i, J) € &, .

Le systeme commute donc a une fréquence infiniment grande irréalisable en
pratique.

— Cycle limite hybride :

y est un cycle limite hybride du SDC si son exécution e, tend vers e,y et que

les points de commutation x;; tendent vers xi‘]? pour tout (i, J) € &, avec xi‘]? #

0

xi,j,.

2.3.1.5 Cas des SDC linéaires par morceaux

Les systemes linéaires par morceaux (2.28) sont des SDC caractérisés par un
ensemble de sous-systémes linéaires affines en 1’état :

x= A,x + B, (2.28)

Avec x € [IR™ I’état continu du SDC, et ¢ un signal de commutation qui représente la
commande, et assure le changement entre les dynamiques de ses sous-systemes
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o(t)eQg={1,....M} vt=0 (2.29)

f‘(\-)f() ff(‘):'af?(l) , a>()
JIHAS T

Point d’équilibre d’un mode

“Cycle limite ”

At+T)= g(t)

Fig. 2.16 : Point de fonctionnement, points d’équilibres et cycle limite d’un SDC

Ce changement de mode a lieu dans I’espace d’état, quand la trajectoire continue x(t)
arrive sur une surface de commutation. Ces surfaces sont généralement représentées
par :

Sij = {x €IR"| Gy ;) = 0,{i,j} € Q}. (2.30)
Qui représentent la commutation du mode i au mode j.
les auteurs ont considéré que ces surfaces étaient des hyperplans de type
Sij = {x € IR"|Cijx + d;; = 0}
Ou C;; est un vecteur de dimension n et {i, j} € {1, ---, N}.
On définit XX; = {x € IR™| a(t) = i}pouri € Q.
Proposition 2.1 [97]

Considérons le SDC (2.28) - (2.29). On suppose qu'il existe une solution périodique y
avec k commutations par cycle, représentées par k points de commutation xioj sur k
surfaces de commutation différentes et une période du cycle T = T; + T, +---
+ Ty, avecT;=> 0Vi € {1, ,k} les temps de séjour dans chaque mode du
cycle. Alors Vx;; € S;;,Vx; € Sy avec {i,j,1} € Q°,etx;jest un point de
commutation qui succede au point de commutation x;;, on aura :

((x;= e x; + (M — DA B,V (i, ), (L) g

y +dy = 0,v(,j)€E g

Cyx 2 (2.31)
L(CU eTx; + (e*" — DAT'B) + d;)" > 0vt € [0T,;[,v(Li) € EO,V(i,)) € ¢

et la solution périodique du cycle limite hybride y peut étre obtenue avec une
condition initiale x;; € S;; par
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k-1
X?] =[I- eAk—i+1Tk—i+1- - - eAiTi] z ekTk- - pAn+1Tn+1 (eAnTn — 1)Aﬁan
n=1

+ (eATk — 1) A7 By.

La premiere égalité de (2.31) représente la solution du point de commutation a partir
du point de commutation précédent, suivant la dynamique du mode actif. La
deuxiéme égalité confirme 1’appartenance du point de commutation a une surface de
commutation. La troisieme condition garantit que la trajectoire entre deux points de
commutation successifs ne coupe aucune surface de commutation. Pour trouver le
point fixe x?j € §;; du cycle limite hybride y, on résout récursivement I’évolution de
la trajectoire du cycle. Le résultat désiré peut étre obtenu par la méthode de Poincaré
sachant que x;; = xf’] Pour plus de détails sur la démonstration de la proposition 2.1,
le lecteur peut se référer aux travaux de Gongalves et Rubensson.

2.3.1.5.1 Stabilité du cycle limite hybride

Soit un SDC. On suppose qu’il existe un cycle limite hybride y périodique de période
T. La stabilité de ce cycle sera déterminee par la méthode de Poincaré ou Poincaré
Maps. 11 est possible d’analyser la stabilité locale en utilisant la méthode de Poincaré.
L’idée est de perturber un point de commutation et d’analyser comment la
perturbation évolue pendant un cycle de commutation. La trace de la perturbation
pendant un cycle est représentée avec une matrice de transition en temps discret. Les
valeurs propres de la matrice déterminent si la perturbation diminue aprés un cycle
d’évolution ou non. Ceci indique la stabilité du cycle limite.

Considerons une trajectoire entre deux surfaces de commutation successives,

Sij et Sy {(i,J), (L))} € &§ , définie par la premiére égalité de (2.31). La
perturbation du point xjl due & une perturbation sur le point de commutation xli est
donnée par

0x;; 0x;; T
dxl-j = %l]idxli + dLTl]dTl = eAlTldxll- + (Al-xll- + Bl)dTl (232)

oudT; est le petit changement de temps de séjour dans le mode i. Par la suite, on
introduit la notion de déviation sur un hyperplan de commutation S;;, due a une
perturbation sur le point de commutation x;; et sur le temps de séjour T; dans le mode
i
ox;;j 0xij R

dSl] = Cij;l’idxli + CU d_Tl]dTl = CijeAlTldxll- + Cl-j(Al-xl-j + Bl)dTl (233)
Les contributions de dx;; et de dT; devraient donner une deviation virtuelle zéro sur
la surface de commutation puisque le point de commutation appartient a I’hyperplan
de commutation

cijediTi
Cij(Aix;j+B;)

dSl] =0> dTi: — dxli (234)

Ceci nous permet de trouver la trace de la perturbation sur x;; due a celle de x;; en
combinant les équations (2.32) et (2.34)

_ (Apxij+Bi)Cyj
Cij(Aixij+B;)

dxy; = (1 ) eATidx,, (2.35)
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La stabilité du cycle limite est donc liée a la stabilité de ces points de commutation
xij,(i,j) € &. Ces points sont stables si la Jacobienne de I’application “Poincare”
de la relation (2.10) a toutes ses valeurs propres a I’intérieur du cercle unitaire [4].

Proposition 2.2 Considérons le SDC (2.28) -(2.29). On suppose qu’il existe un cycle
limite 'y, avec une période de cycle T, qui est transversal (C;; (A;x;j +) # 0)a
toutes les surfaces de commutation S;;,(i,j) € EOaux points respectifs
x;j.Soit W;,i € {1, k} telle que

W; = (I ——(Aixij+Bi)Cij) ediTi (2.36)
Cij(Aixij+B;)

y est un cycle limite localement stable, si les valeurs propres de la fonction W =

W Wy, _q - -+ Wo,W, sont toutes a I'intérieur du cercle unitaire. Il est instable si au

moins une valeur propre de W est a I’extérieur du cercle unité.

2.3.2 Stabilité des systemes a commutation par Lyapunov

Le théoreme suivant donne un reésultat standard relatif a la stabilité asymptotique des
systemes SLS en utilisant des fonctions de Lyapunov.

e Théoreme 2.2 [98] Le systeme SLS est asymptotiquement stable si et
seulement s i/ existe une fonction de Lyapunov

V(e k) (2.37)
Telle que :
ar(lleell) = V(e k) < ax(llel) (2.38)
Et sa différence le long de la solution de (2.5) Vérifie
L= V(egsr, k+1) = V(ep k) < ao(llexl) (2.39)
Avec a,, a; et a, des fonctions k©

Cette théorie tire des conclusions trés générales difficiles a mettre en ceuvre dans la
pratique, car l'existence de (&, k) ne peut étre systématiquement veérifiée. La fonction
quadratique de Lyapunov est un outil général pour étudier la stabilité des systemes
linéaires. Récemment, ce concept a été largement intégré dans les systemes SDH en
général et des systemes SLS en particulier, Dans le cadre de ce mémoire nous nous
intéressons qu'a I’analyse de la stabilité et a la stabilisation des PWA par une fonction
de Lyapunov quadratiqgue commune.

2.3.2.1 Application de la théorie de Lyapunov aux SDC

En plus des difficultés rencontrées dans 1’analyse de stabilité des systémes continus,
qui parfois reste tres compliquée, les systemes a commutation imposent des
conditions supplémentaires pour conclure sur leur stabilité. Cela vient de I’influence
des changements brusques de dynamique et de I'influence des dynamiques discrétes
sur les dynamiques continues et vice versa. Les exemples présentés constituent une
facon intuitive pour montrer ces influences et les conditions sur 1’état du SDC a
respecter au moment de la commutation.
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Ces conditions supplémentaires a Vérifier et a prendre en considération pour les SDC
augmentent, d’un coté, la complexité du probléme de stabilité, et de ’autre, ’intérét
de I’étude de la stabilité de ces systémes. Néanmoins, dans la littérature, il existe
plusieurs exemples qui prouvent qu’en général nous ne pouvons pas conclure sur la
stabilité du SDC en étudiant séparément les composantes continues.

e Théoreme 2.3 [98] (Théoreme de stabilité par Lyapunov pour les SDC) Soit
x, = 0 (I’origine) un point d’équilibre du SDC autonome (1.3), avec x(0) =
xo et a(0) = qq. On suppose qu’il existe un ensemble D € 0% IR™ tel que
(q,x.) € D pourcertains g € Q. S’il existe une fonctionV : D — IR, de
classe C! telleque:vqg € Q

V(g x) =0
eV (q,x)> 0,v(q,x) € D- {0}
. av (q, av (q,
eV (qx) = ;ZX) = ;z’C) fy(x) < 0 (resp.< 0),¥(q,x) € D

Alors I’origine est stable (resp. Asymptotiquement stable).

Séquence
décroissante
de Fig, .x)

Séquence
.-.-.-.._-""_-.....-.....-..E..-.-..... décroissante

E de Flg.,x)

Fig. 2.17 : Fonctions "Lyapunov-Like" d’un SDC formé de deux modes q; et g

2.3.2.1.1 Fonction de Lyapunov Quadratique Commune (FLQC)

Les théorémes 2.1 et 2.2 de stabilité par Lyapunov des systéemes continus peuvent
avoir des extensions directes qui fournissent des outils de base pour I’étude de la
stabilité uniforme des systéemes a commutation (2.25) et (2.26). L’obtention de ces
extensions nécessite 1’existence d’une fonction de Lyapunov unique et commune a
tous les modes du SDC ((2.25) ou (2.26)) qui aura son deérivé négatif le long sa
trajectoire hybride eyy. (suivant une exécution acceptée). Ici on s’intéresse a
I’obtention de la condition de G.U.A.S (Globalement Uniformément
Asymptotiqguement Stable) et/ou G.C.A.S (Globalement Conditionnellement
Asymptotiquement Stable) du SDC

e Théoreme 2.4 [98] Soit x, = 0 (I’origine) un point d’équilibre du systeme
(2.25), avec (x(0) = 0,0(0) = qo).Soit D < IR™ un ensemble qui contient
'origine. S'il existe une fonction V : D — IR, de classe C ! telle que :

V (x)est définie positive sur D

vV = ‘;—‘; = Z—Z fo(x) < 0 (resp.< 0),vx € D,Vo € Q (2.40)
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alors lorigine est globalement uniformément stable (resp. Globalement
Uniformément Asymptotiquement stable).

Ce théoréme est connu dans le domaine hybride de méme que le théoréme 2.3 en
continu. Une fois que la fonction V du théoréeme 2.4 existe, le SDC (2.25) est
convenablement stable avec des commutations arbitraires. Pour avoir la stabilité du
SDC sous commutations arbitraires, trois conditions sont nécessaires :

1. le SDC soit autonome de la forme du (2.25),
2. tous les sous-systemes sont stables individuellement,
3. ’origine est un point d’équilibre stable a tous les modes

Alors, il n’est plus nécessaire de faire le contrdle de commutation pour la stabilité. Si
non, nous devons trouver la bonne commutation entre les sous-systémes et nous avons
besoin de plus de restriction sur les moments de commutations pour garantir la
stabilité du systeme.

L’existence d’une FLQC est une condition suffisante, mais n’est pas nécessaire pour
la stabilité des SDC.

En utilisant la relation avec les inclusions différentielles, des auteurs ont exprimes ce
probleme de stabilité en termes de fonction de Lyapunov quasi-quadratique en
reformulant le SDC (2.25) sous forme d’une inclusion différentielle.

e Théoreme 2.5 [98] L origine x = 0 de I’inclusion différentielle

x €F = {00, £,(x),...fu} (2.41)

est asymptotiquement stable si et seulement si, il existe une fonction de Lyapunov V
(x) strictement convexe, homogéne (du second ordre) et quasi-quadratique :

V(x) = xTP(x)x
P(x) = PT (x) = P(tx),Vx # Oett # 0
dont la dérivée satisfait l’inégalité :

V< —ylx %2y > o.

Autrement dit, I’origine de I’inclusion différentielle linéaire (2.41) dans IR™ est
asymptotiquement stable, si et seulement si, il existe un nombre m > n, une matrice
L € IR™de rang n et M matrices.

I = (riHmo, € IR ™Yk = (1,..., M)},
a diagonale dominante négatives, tels que la relation
AT L = LIF Vk = {1,...,M}
soit vérifiée.
Ceci implique que la stabilité des systémes a commutation est liée a I’existence d’une

fonction de Lyapunov commune pour I’ensemble des sous-systémes. D’un point de
vue pratique, la recherche numérique ou analytique d’une telle fonction V (x) =
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xTP(x)x, ou aussi d’une matrice L, n’est pas aisée. Cette difficulté a obliger les
auteurs a limiter leurs recherches a des fonction de Lyapunov quadratiques de la
forme.

V(x) = xT Px
avec P une matrice constante.

Une condition suffisante de stabilité des SDC linéaires de la forme (2.26) est
I’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique.

L’existence d’une telle fonction pour le systéme (2.26) peut étre exprimée en termes
d’inégalités matricielles linéaires LMI (Linear Matrix Inequality - LMI)

AfP + PA, <0, Vg € Q
dont la solution peut étre trouvée par des algorithmes d’optimisation convexe

e Théoreme 2.6 [98] Considérons le systeme (2.26), S’il existe une matrice P,
S.D.P (P =PT > 0), telle que
AyP + PA; < 0(resp.< 0),Vq € Q (2.42)

Lors [origine est globalement stable (resp. Globalement exponentiellement stable) a
[’origine et la fonction V (x) = xT Px est une fonction de Lyapunov de ce systéme.

L’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique commune peut, une fois
trouvée, étre utiliser dans la stabilisation des SDC. Cette existence se traduit par une
stabilité ou une stabilisabilité quadratique.

2.3.2.1.2 Partition de ’espace des états :

En plus du caractére naturel du partage de I’espace des états des systémes commutés,
il est évident qu'on peut utiliser la partition de I’espace des états pour exploiter les
idées proposées dans les fonctions de Lyapunov multiples sans qu’on sache les
trajectoires aux instants des commutations.

Les deux problémes majeurs dans la partition de I’espace des états sont la
construction des régions et I’assurance de la continuité de la fonction de Lyapunov
multiple aux niveaux des surfaces de commutation. Par exemple, on peut supposé que
toutes les partitions associées aux champs vecteurs peuvent étre approximées par des
régions coniques. Ces dernicres facilitent la formulation de la question d’analyse des
systéemes commuteés linéaires affines, mais posent de grands problémes dans la phase
de synthése lorsque les régions sont inconnues (a déterminer). D’autres types de
partitions basées sur les approximations polytopique ou ellipsoidale sont plus connus
et largement utilisés par les célebres Johansson & Rantzer ainsi que Morari & ses co-
équipiers, les résultats de leurs formulations sont facilement manipulables aux
surfaces des commutations (aux prix de certaines complexités géométriques). En
effet, la géométrie des régions est généralement tres complexe, elle fait intervenir
I’approximation d’une forme par une autre, maximisation de volumes ou I’inclusion
d’une forme dans une autre, ces techniques sont largement investiguées en commande
optimale et prédictive ou les objectifs sont bien définies par des fonctions de codt.

Sion prend un systéme commuté simple * linéaire’’, la partition est comme suit :
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x=A;x, i=1,...m pourtoutx € (. (2.43)

Ou les Q; € R™ sont des régions de ’espace d’intérieurs disjoints tel que : U; Q; =
Q S R" Les surfaces de commutation du mode i vers le j sont définies
par I’intersection des deux bordures :

Si,j c aﬂi’j - 691 n GQ] (244)

Ces surfaces représentent généralement des hyperplans et sont telles que S;; # @ pour
deux régions adjacentes. La partition est telle que la fonction de Lyapunov V
constituée par la concaténation d’un ensemble de fonction de Lyapunov V;: R - R :

1 sixeq

V=2ravi o {0 sinon’

V; = x'Px. (2.45)
Dans la théorie de Lyapunov, les régions Q; sont caractérisées par :

0 ={xerr

Vi =Zax <o} (2.46)

En ce qui concerne le comportement des fonctions d’énergie aux niveaux des
surfaces des commutations S; ;, la description dépend de I’approche suivie, c’est 1a ou
interviennent les différentes définitions de la fonction de Lyapunov multiple de la
section préceédente. On peut exiger que V; soit €gale a V; aux moments des
commutations, V; = V; ou méme autoriser V; <V; pour un certain temps, ou si on
connait x(t) aux instants des commutations, utiliser par exemple la
formule « complexe » de Decarlo.

Le plus naturel est de considérer V; =V, lors de la transition du mode i vers j, c’est

simple et conduit a la stabilité (stabilisation) du systéme commuté mais c’est tres
conservative. En effet, dans ce cas, on exige de 1’énergie du mode i soit supérieur a
celle du mode j qu’il ne lui est pas physiquement lié. Dans ce cas, nous avons :

05 = {x €RM|V; = V;}. (2.47)
En supposant que les régions Q; et Q;; peuvent étre décrites (ou approximees) par
des régions coniques, nous aurons :

Q; = {x € R"|x'Q;x = 0}. (2.48)

Q;; = {x € R?|x*Q;;x > 0}. (2.49)

L’application de la S-procédure [16] [65], nous obtenons les conditions de stabilité
suivantes :

S’il existe des matrices B = P, > 0 et des réels 8; > 0,3;; > 0 telle que :

{A&Pi +PA+6Q <0, vi=1,..m (2.50)

Pj - Pl + 8i,jQi,j < 0, VI,] = 1,..m
Alors le systeme commuté est asymptotiquement stable.

Cette formulation simple et élégante est moins conservative que I’utilisation de
fonction de Lyapunov commune, et contraint les V; d’étre négative seulement dans les
régions d’activation des modes correspondants. Elle peut étre facilement résolue par
LMI du Matlab. Cependant, les régions coniques se prétent mal aux systémes
commutés affines et surtout lors de la synthese ou les régions sont inconnues.
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2.3.2.1.3 Optimisation géométrique :

Dans beaucoup de cas la partition naturelle de I’espace d’état d’un systéme commuté
est adoptée, elle est implicitement donnée par la définition du systéme. C’est le cas ci-
dessus lorsque les surfaces de séparation sont définies par des hyperplans, les régions
formées par I’intersection des hypersurfaces associés sont directement sous forme
polyedrale. Cependant, bien que ces résultats soient globaux, si le systeme commuté
linéaire provient de linéarisation autours de certains points singuliers, 1’estimation de
la région d’attraction devient nécessaire pour en assurer la validité des domaines
d’approximation. Maximiser les volumes de ces régions d’invariance sous forme
polyedrale est pratiquement impossible, on fait souvent recours a I’inclusion de ces
régions dans des ellipsoides. En commande, la maximisation ou la minimisation de
volume de régions convexes est souvent liée a la forme ellipsoidale dont on sait
manipuler [16].

Alors si plutot les regions de notre systéme ci-dessus sont des polyedres donnés par :
P, ={x € R"alx < 1}. (2.51)

Dont-on veut prouver I’invariance par rapport a I’ellipsoide centré a 1’origine.

g = {x € R*|x'Rytx < 1}. (2.52)
L’ellipsoide €; est contenu dans ; si et seulement si
max{alx|x € g} < 1. (2.53)

Ce qui est équivalent [16] a: alR;a; < 1,Vi € I, par suite nous avons la proposition
suivante :

Proposition 2.3: [16]
Si [’optimisation convexe suivante .
R; >0
minimiser logdet R7*|{ R;Af + A;R; <0
alRia; <1

a une solution, alors le systeme commuté x = A;x est asymptotiquement stable avec
une région d’attraction &; = {x € R”|xtR[1x < 1} dont le volume est maximum dans
le polyédre P, = {x € R*|alx < 1}.

2.4 Systemes commutés linéaires affines par morceaux (PWA) :

Si ce travail vise essentiellement les convertisseurs d’énergie, alors il s’articule
automatiquement autour des systemes. En effet, la classe des systemes PWA est
d’extréme importance en électronique de puissance puisque la modélisation de la
plupart des circuits & commutation conduit a ce modele. D’autant plus toutes
interconnexions de circuits contenant des saturations, des relais ou des composants a
zones mortes se réduisent a 1’étude de systémes PWA. Plus généralement
I’importance de cette classe de systémes provient du faite que les modeles PWA
représentent le meilleur approximant de tout autre phénoméne non linéaire complexe
[6] [35] [40].
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Le systeme général affine par morceaux suivant, capture toute la classe des systemes
PWA :

{X(t) = A;x(t) + b; + Bju(t)
y(t) = Cix() + ¢; + Dju(t) ’

Toutefois, nous ne pouvons parler des systemes PWA sans citer I’approche générale
proposée par M. Johansson et al et detaillée dans son fameux livre [40]. Ce livre qui
constitue une extension de ses travaux de thése et les résultats d’une série de
publications de Rantzer et Johansson est actuellement la meilleure référence sur les
systemes PWA. Bien que notre travail est mené toute autrement, nous préférons
présenter un bref résumé de ces précieux travaux. L’approche proposée et présentée
ci-dessous, elle est essentiellement basée sur la continuité de fonctions de Lyapunov
quadratiques par morceaux, voici un résumé de ce qui été présenté dans [40] :

iel={1,..m}& x € Q. (2-54)

Lorsque le systéme est autonome on obtient le systeme affine suivant :
Xx=Ax+b;, iel={1,...m} pourtoutx € (2-55)

De méme que précédemment, les Q; € R™ sont des régions polyédrale fermées de
I’espace d’intérieurs disjoints tel que : U;Q; = O € R™. Les surfaces de commutation
Sij € Qj; S R™ du mode i vers le mode j sont definies par I’intersection des deux
bordures :

Int(.) et O(.) désignent respectivement I'intérieur d’un ensemble et sa bordure, S;; # @
pour deux régions adjacentes. Si nous nous intéressons a 1’équilibre “’isolé’’ au point
x* =0, il n’y a aucune raison que tous les sous-systéemes possédent ce point comme

un équilibre commun.
Il est donc convenable de séparer les deux ensembles suivants :

I, = {i € I|b; = 0}. (2-57)
I, ={je1l0 & o}. (2-58)

Si les régions sont des polyédres (convexes) fermés, elles peuvent étre décrites par
I’intersection d’un nombre fini de demi-espaces i.e. pour chaque région Q;, il existe
une matrice G; et un vecteur g; d’un coté, alors que les surfaces de commutation sont
déja décrites aussi par des hyperplans tel que :

‘Q'i = {X € RaniX + g; = 0} (259)

Si; = {x € R"|h{jx + g;; = 0. (2.60)

Ou I’inégalité > est appliquée par élément, afin d’¢éliminer le terme affine le changent
de variable suivante a été adopté :

_ X
% = [1] (2.61)
Ce qui conduit a :

X=AX A = [Oiin %i]. (2.62)
Si la région Q; sera décrite dans cet espace augmenté par :
Q; = {x € R*1GX = 0}, G; = [G; gi]. (2.63)
Alors on aura, le modéle général du systéeme PWA dans cet espace augmenté.
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Noter qu’une trés grande simplification est obtenue lorsque s’il y a continuité des
champs vecteurs aux surfaces de commutation.

2.4.1 Points d’équilibre :

La vérification si un sous-syst¢éme posséde un point d’équilibre dans sa région
correspondante, est déterminé de la fagon suivante :

Xieq = {XlAiX + bi = 0, GiX + gi > 0} (264)

Si la matrice A; est inversible, 1’obtention de ce point est facile. En effet, on aura a
résoudre seulement :

x;1 = —G;A7'b; + g; = 0. (2.65)
Si cette inéquation n’est pas vérifié pour un certain (G;, g;) c’est que le sous-systeme i
n’a pas d’équilibre dans la région qu’on lui a associée.
Lorsque cet équilibre existe, on peut toujours le ramener a I’origine.
_ cd _cd
z:[X Xi ]:[I % ])‘(zT)‘(. (2.66)
1 0 1

Par la transformation X = T~Z, on obtient un systéme PWA avec un équilibre a
’origine.

2.4.2 Mode glissant :

Comme nous ’avons déja vu, on peut facilement Vérifier si le systéme posséde un
mode glissant attractif en faisant le test suivant :

Pour une surface de commutation S;; incluse dans le domaine Q;; S;;=
{x € R"|h{;x + g;; = 0}, nous avons un mode attractif pour des X€S;; telle que :

Si S # @ alors le systeme admet un mode glissant attractif en tout x € S;;. Cela peut
se faire en rédigeant un algorithme qui traduit ces conditions.

2.4.3 Exemple de systéeme PWA :

Pour les circuits électriques en particulier les convertisseurs représentables par un
modeéle PWA, il est facile d'obtenir sans calcul une fonction ayant les propriétés de
fonction Lyapunov commune a tous les modes en se basant seulement sur des

considérations physiques. Puisque il n'y a pas de sauts pour ces systemes, cette
fonction est continue et sa dérivée est continue sauf aux points de commutations.

Exemple 2.6 (convertisseur Buck-Boost):
Figure.n représente un circuit simplifié d'un convertisseur bien connu appelé buck-
boost. Sous des conditions normales de fonctionnement, la diode est conductrice

lorsque l'interrupteur physique est ouvert (p = 1) et blockée quand l'interrepteur est
fermé (p = 0).

Le vecteur d'état x = (U) est composé du courant dans l'inductance et la tension aux
bornes de la capacité avec la convention de signe indiquée dans la figure.
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Fig.2.18 Circuit simplifié du Buck-Boost

Les valeurs normalisées sont données par : E=1, R=1, L=1 et C=1.

Les matrices correspondantes au modele sont donnees par :
L'équation d'état est :

X =Aysx+ b,
C'est a dire :
i 0 % i e
D=l 5)0)+(5)e
C RC

Stratégies de commande:

Une commande a retour d'états peut étre déduite si on dispose d'une fonction d'énergie
de Lyapunov. Plusieurs approches et techniques de commande a retour d'états peuvent
étre envisagées. Une premiere consiste a choisir a tout instant une valeur de p; de
facon a rendre Vp < 0, comme on peut permettre a Vp de prendre certaines petites
valeurs positives.

Stratégie de déscente maximum:

Le plus simple consiste a choisir une valeur de p; de fagon a ce que tous les termes de
Vp soient negatifs ou nuls. cette stratégie utilise toujours la valeur la plus négative de
Vp. Cette stratégie conduit a un mode glissant ou phénomeéne zéno, ce glissement se

produit le long de la surface de commutation si les conditions d'atteignabilité sont
satisfaites.

Stratégie de minimum de commutation :

Une autre stratégie qui permet de réduire le nombre de commutations, consiste a
garder la méme valeur de p; jusqu'a ce que la trajectoire atteint la surface de
commutation définie par Vp = 0 et de changer p; de facon a ce que Vp < 0. Méme si

cette stratégie évite le glissement le long de la surface de commutation, la fréquence
des commutations s'accélére en s'approchant de la référence.

Pour les convertisseurs, les modes ou les sous-systemes ne partagent pas un méme
point d'équilibre (équilibre commun), la stabilisation de ces systemes se fait autour
d'un point de fonctionnement désiré.

Points de fonctionnement admissibles :

Pour les circuits a commutation, l'objectif est de trouver une loi de commutation de
fagon a ce que la sortie ait une valeur pré-spécifiée. On peut utiliser la méme approche
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pratiquée sur le modéle moyen ou le rapport cyclique p est considéré comme variable
de commande continue mais bornée entre zéro et 1.

Par exemple en considérant I'énergie stockée dans l'inductance et la capacité comme
étant une fonction d'énergie, alors la matrice P=diag(L,C) et on aura directement
I'expression de la dérivée de la fonction de Lyapunov .

En spécifiant d'abord v, = —1V, d'ou iy = 2A.

Si a tout instant on choisi (commute) p de facon a obtenir la plus faible valeur de I'/p,
on aura des commutations trés rapides et on observe bien un mode glissant voir figure
2.19. Dans ce cas la surface de commutation (représentée en pointillé) est donnée par
les deux conditions de glissement.

Dans le cas ou on commute seulement lorsque Vp devient nulle, on aura pas de mode
glissant mais la fréquence de commutation augmente en s'approchant de la référence
comme le montre la figure 2.20, le phénoméne de chattering est observé. La aussi,
nous avons représenté les deux surfaces de commutation en poitillé.

ve

X
T

]
1

iL

ve

11 r r r r
0

Fig. 2.20 : les deux surfaces de commutation en poitillé.

60| Page



2.4.4 Stabilisation pratique :

La majorité des systéemes physiques sont décrits par des modeles mathématiques non
linéaires dont la commande n’est pas toujours possible. Historiquement, ce probléme
est abordé en commencant par une linéarisation de ces systéemes autours de certains
points de fonctionnement. Les sous-systemes linéaires obtenus possedent
généralement un terme affine et on obtient une approximation PWA du systéeme non
linéaire. Les domaines de validité de ces sous-systémes sont généralement séparés par
les forts non linéarités ou les discontinuités présentes dans le systéme d’origine. Les
systemes PWA ont une longue histoire en génie électrique dans la commande a relais
et les éléments a saturation ou a zone morte ainsi que tous les circuits a commutation
et en mécanique pour modéliser les systémes a frottements. Les sous-systémes
appelés aussi modes d’un modele PWA n’ont aucune raison de partager le méme
point d’équilibre, en effet certains sous-systémes peuvent ne pas avoir d’équilibre du
tout. Ce fait est une exception par rapport a I’abondante littérature sur la stabilité et la
stabilisation des systémes commutés autour d’équilibre commun (typiquement
I’origine). Par conséquent, I’objectif de la régulation dans la plupart des applications
des systemes PWA, est de maintenir par commutation ces systémes autour de certain
point de fonctionnement désiré qui ne représente pas un eéquilibre commun.
Evidemment, ce point ne peut pas étre atteint, et de perpétuelles commutations sont
nécessaires pour maintenir le systéme autour de ce point.

En s’aidant de la notion de stabilité pratique, nous allons voir [42] une méthode
générale de stabilisation des systémes PWA autour d’un point désiré qui ne représente
pas un équilibre commun. Afin de faciliter son application aux convertisseurs
d'énergie en minimisant le nombre de capteurs a implanter, la méethode a été
complétée par un multi-estimateur des états du systeme PWA est présenté sans
aborder les questions générales d’observabilité et de controlabilité.

2.4.4.1 Stabilisation pratique et travaux antérieurs :

Nous avons déja signalé que lorsqu’un systéme n’a pas d’équilibre ou ne converge
pas, la notion de stabilisation du systéme par rapport a un ensemble de points devient
intéressante. Nous référencons cette fagon de voir les choses par stabilisation pratique.
En effet, cette notion de stabilité par rapport a une région ou un ensemble de point
n’est pas nouvelle, elle est liée a la w-stabilité et aux ensembles w-limites employés
dans la conception de commande des systéemes non linéaires [31][64]. D’autres
concepts de stabilité ou de stabilisation pratiques des systéemes commutés sont plutét
liés au domaine temporel et la notion de temps de séjour. La raison d’existence de ces
notions est dii au faite que I'utilit¢ d’un systéme physique est jugée par le
comportement de celui-ci pendant un certain temps fini et non seulement par les
propriétés globales conclues a partir de la théorie de Lyapunov. En effet, un systeme
peut étre asymptotiqguement stable au sens de Lyapunov et inutilisable en pratique a
cause des caractéristiques de son transitoire. D’autre part, un systéme instable au sens
de Lyapunov, peut présenter des comportements acceptables pendant un intervalle de
temps pré-spécifié. Ces idées ont conduit a la notion de stabilité (donc de stabilisation
aussi) en un intervalle de temps fini pré-spécifié?, la stabilité en un temps fini ou infini
engage indirectement aussi les régions de stabilité pour plus de détail voir [26][80] et

2 A ne pas confondre la notion de stabilité en un intervalle de temps fini et la stabilité en un temps fini habituellement
appelé temps d’établissement.
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les références citées dedans, quelques extensions et applications directe de cette
approche aux systemes PWA ont été proposée.

D'abord, nous allons brievement exposer les deux principales (seules) approches de
stabilisation pratique reconnues pour leurs applicabilités aux systemes PWA, puis
nous faisons une discussion de leurs avantages et inconvénients par rapport a
I’approche que nous allons présenter.

2.4.4.1.1 Stabilisation pratique : approche de Zhai & Michel [46][78][80]
Dans ces travaux, et pour le systeme commuté suivant :

X= f(,(x(t)), x(tg) = Xq (2.68)
o(t)=ix € 1=1{1,2,--N}, Vt € [ty, tysq1) €t tyyg —t =T

Deux régions Q,etQ, sont considérées pour ’ensemble des conditions initiales et
I’espace des états respectivement, ces régions ne contiennent pas nécessairement
I’origine. Ils définissent leurs concept de stabilité pratique généralisé (GP-stabilité)
par : lorsque I’état initial est dans Q,, alors I’état du systéme reste toujours dans Q.
Définition 2.12 : [80]

Le systéme ci-dessus est pratiquement stable par rapport a (Ql,Qz,to,Tf) ou 04,0,
sont deux ensembles non vides de R™ tel que 2, © 2, si x(t,) € 2, = x(t) € 2, ,
el = [to, to+ Tp).

Le probleme est le suivant, étant donnés Q,,Q,,t, et Ty déterminer le temps de
séjour T>0 de facon que le systeme sans équilibre commun en (2.68) soit

pratiquement stable par rapport a (Q,,Q,,t,, Tr), pour tout signal de commutation
o(t) défini ci-dessus.

Le probléeme est attaqué en utilisant des fonctions de Lyapunov multiples i.e. V(x) est
une concatenation de V) € {V;, V,,+++ Vg1, eton a le théoréme suivant :

Théoreme 2.7 : [46]

Soient 2,,0,,t, et une constante T, avec f); c f,, le systeme (2.68) est
pratiquement stable par rapport a ((21,[22, to, Tf) et le signal de commutation o(?),
s’il existe un temps de séjour T>0 et des fonctions scalaires Vs différentiables,

définies positives et radialement non bornées dans 2, et un réel positif 0<u<l tel
que :

i. V(x)<0,VieS Vtel etVx € N,

i Vi, (e(tiegr)) < uVy ety = T), Vi, fgpr € L # yq, VEE
I et x(ty,1) € N,.

Une application de ces résultats aux systemes PWA a été aussi présentée, le résultat
est énoncé ci-dessous pour le systeme suivant :

X = Asx(t) + b, (2.69)
Ou la définition des régions suivante a eté adoptée :
Q = nIIIth Q;, = X €RM (X — X)) P (X — X¢i) +d; < a}
Q, =UYQy,, @y = {x €R(X—xe)'B(x — X¢i) + di < B}
Avec P, € R™" | q, B deux scalaires positifs vérifiant : a< 3 et d; > 0 alors que les

équilibres des sous-systemes sont donnés par x.; = —Aj 'b; si A; non singuliére.
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Théoréme 2.8 : [46]

Soient o, B, ty et T, des réels donnés avec a< B et soient (2;,0, les deux régions
définies ci-dessus avec 2, c ,. Le systeme (2.69) est pratiquement stable par
rapport a (Ql,ﬂz,to, Tf) et le signal de commutation o(?), s’il existe un temps de
séjour T>0 , des matrices définies positives P;,i € I, des scalaires 0 < d; < a et un
nombre positif «tels que :

( AP+ PA; <0
eA%TPjeAiT — uP; eA%TPijei,- ]
9 * Axg, Pibx,, + d; — ud;
N(to,Tf)
. p< \"B/a

Vi,j €L,i # j et N(t,, T¢) est le nombre maximum de commutation dans I’intervalle
de temps (to, Ty) et Axe, = Xej — Xej.

Ce théoreme peut facilement étre modifié pour servir a la question de stabilisation.
2.4.4.1.2 Stabilisation pratique : approche de Xuping Xu et Zhai [76] [77] :

Dans cette méthodologie, 1’'idée n’est pas tres loin de la notre dans la mesure ou
I’approche utilise une définition de la stabilité (stabilisation) pratique explicitement
fonction des régions et ne fait aucune allusion au temps de séjour. Un autre point
commun avec notre approche, est que les régions de stabilité pratique sont aussi liées
aux niveaux d’énergie du systeme. Cependant, la démarche suivie, les hypothéses
faites sur le systéme PWA a stabiliser ainsi que la formulation du probléme n’ont rien
a voir avec I’approche que nous avons proposé. Faisons brievement d’abord le point
sur ce qui a été proposé dans ce contexte.

Nous rappelons d’abord les définitions de stabilité pratique qui ont été utilisées pour
le méme systeme commuté (2.68) et sous la méme loi de commutation S :

Définition 2.13 (Stabilite epratique) :

Soit le systétme commuté (2.68) sous la loi de commutation S, étant donné un >0, le
systeme est dit epratiqguement stable sous S, s'il existe 0=d(¢)>0 tel que :

x(0) € B(0,6) = x(t) € B(0,¢), Vt=0
Définition 2.14 (Stabilisabilité e-pratique) :

Le systeme commuté (2.68) est dit pratiquement stabilisable si pour tout £>0, il existe
une loi de commutation S=S(¢) telle que le systéme est &-pratiquement stable sous S.

D’apres les définitions de I’attractivité pratique et la stabilisabilité pratique dans [76],
nous pouvons deégager la définition de stabilisabilité asymptotique e-pratique
suivante :

Définition 2.15 (Stabilisabilité asymptotique pratique) :

Ayant une région D autour de [’origine, le systeme commuté (2.68) est dit
pratiquement asymptotiquement stabilisable si pour tout e>0 et x(0) €D, il existe une
loi de commutation S=S(¢) et T=T(x(0)>0 telle que : x(t) € B(0,¢),Vt > T.

Si D=R™, alors le systtme commuté (2.68) est pratiguement globalement
asymptotiquement stabilisable.

63|Page



En résumé, d’aprés les remarques des auteurs dans [76], il devrait exister une loi de
commutation S, qui permet de ramener la trajectoire issue de x(0)eD a B(0,3) en un
certain temps T(x(0)>0 et une autre loi de commutation S; qui permet de ramener la
trajectoire vers B(0, ). Une concaténation de S, et une version retardée de S; permet
de construire une loi de commutation S qui raméne directement la trajectoire en
B(0, €) et on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.8 : [76][77]

Supposons qu’il existe une fonction d’énergie V(x) pour le systeme commuté (2.68),
soit p>0 donné et soit la région 0, ={x € R*"|V(x) < p} bornée. Le systéme
commuté (2.68) est pratiquement asymptotiquement stabilisable en 2, si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

%
a. rlrlegnaﬁ(x) < 0, pour xéf, — {03},

b. 0&lnt C ol C=co{f;(0)},i € I.

Si la condition en a est vérifiée pour xe R™ — {0}, alors le systéme (2.68) est
globalement pratiquement asymptotiquement stabilisable.

2.4.4.2 Discussion des approches de stabilisation pratique:

On notera d’abord que la premi¢re approche est plus générale dans la mesure ou le
point de fonctionnement désiré est seulement fonction des équilibres de chacun des
modes. Cependant, I’application directe de la méthode nécessite que toutes les
matrices A; soient inversibles, mais le vrai conservatisme de la méthode (a notre avis)
est I'utilisation du temps de séjour, la contrainte imposée par ce facteur aussi utile
qu’elle soit n’est pas facilement exploitable pour certaines applications. Bien que la
seconde approche soit plus référenciée pour la stabilisation pratique, son idée n’est
pas nouvelle. En effet, la seconde approche représente une petite extension de la
méthode introduite par Decarlo et al (2000) [23] et complétée par Bolzern (2004)
[12]. L’apport de Xuping Xu et al [76][77] est I'introduction de régions de stabilité
dans la démarche de Bolzern sans toutefois lever le réel conservatisme présent dans la
méthode initiale. Rappelons que ce conservatisme se manifeste par la condition b
dans le théoréme précédent, nous pensons que cette condition n’a aucune raison d’étre
en pratique. Dans la seconde approche, ’auteur a aussi fait une proposition
d’algorithme numérique pour le calcul de la région d’attraction, réellement, cette
tentative ne parait pas facile a appliquer et nécessite de réelle investigation.
Indépendamment de ces travaux, il a été proposé en [42][43] une approche générale
pour la stabilisation des systemes commutés affines par morceaux PWA.

L’approche proposée n’a pas de contraintes conservatrices telles que le temps de
séjour [78][80] ou la condition en b du théoréme précédent [76][77]. De plus, la
formulation du probléme dans cette approche est élégante et sous forme BMI
abordable par certains logiciels. Encore plus, contraire a toutes les autres approches,
la méthodologie suivie permet d’obtenir exactement les coordonnés du point de
convergence autre que le point désiré, par conséquent la distance par rapport au point
désiré et donc I’erreur est connue avec précision. Bref, c’est une méthodologie qui
nous parait intéressante, de plus elle a été complétée par un multi-estimateur bien
adapté dont les erreurs convergent asymptotiqguement vers zéro.
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24421 Premiére variante de ’approche proposée en (D.Kamri et al en [42]) :

Dans ce qui suit, la variable ¢ est remplacée par i et la variable t est omise du modéle
(2.69) pour la clarté de ’exposé de la méthode, et le modele affine considéré est le
suivant :

X = aiX + bi (270)
L'objectif consiste a chercher une loi de commande permettant d’amener la trajectoire
du systéme de n’importe quel condition initiale x, vers un voisinage quantifiable
B(x, €,) centré en x, et essayer de le maintenir autour; en définissant la
stabilisabilité pratique des systémes commutés affines par morceaux comme suit :

Définition 2.16 : [42]

Le systeme (2.69) est globalement pratiquement asymptotiquement stabilisable en un
point x,eR™, si pour tout scalaire &, = &ymn, il existe un g, avec 0 < g, < ¢, et une
loi de commutation qui permet d’amener la trajectoire du systeme de n’importe quel
point de départ xoeR™ vers B(x,, &,) et de le maintenir dans B (x4, &,) pour tout le
temps future.

€ = €¢ >0

Xo € R®

B(Xa, €q)

B(Xa, Sp)

Fig. 2.21 Schématisation de la stabilisabilité pratique

Précisément, 1’objectif est de chercher cette loi de commutation dépendante de 1’état
et les scalaires &, € . Nous allons montrer que pour les systemes PWA, le €, doit étre

supérieure a un certain minimum €p,m;, qu’on peut calculer avec précision.

Pour les systemes PWA sans équilibre commun, le choix du point de fonctionnement
X, se fait sans conservatisme selon I’équilibre du modéle moyen. Donc x, doit étre
choisi parmi les points qui Vérifient:

Ymiai(ax, +b)) =0 avec 0<o;<1land X", 0, =1. (2.71)
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Ce choix est justifié¢ par 'emploi de modéle moyen particulierement en circuiteries
¢lectriques et valable pour tous les systémes PWA n’ayant pas un équilibre commun.
Il est évident qu’on ne peut s’approcher de ce point sans commutations forcées et
rapides, les commutations rapides ne sont pas désirables en général et nécessitent un
traitement spécifique.
Pour ce probléeme de synthese, on associe a chaque sous-systeme i une région Q;
d’activation, en considérant une partition de 1’espace d’état en régions €;, a condition
que U Q; recouvre tout I’espace R". Dans ce cas, I’objectif sera de déterminer ces
régions et la loi de commutation dépendante de 1’état de fagon que la commutation
entre les modes éventuellement instables du systeme (2.70) résulte en un systeme
global stable.
Sans perte de généralité, le probléme a 1’origine peut étre considéré, le systéme (2.70)
s’écrit :

X = a;Xx + Bi) Bi = aiX, + bi (272)

Afin de faciliter la manipulation des formes quadratiques et la formulation LMI, nous
adoptions le changement de variable suivant :

7= [’1‘] (2.73)
Ce qui conduit au systéme commuté linéaire ci dessous, qu’on appellera systéme
augmenté pour faire allusion a I’espace de représentation en dimension (n+1).

. B.
z=Az avecA;= [Oa‘ 01] et ielp,. (2.74)
1Xn

Finalement, notre probléme de stabilisation se réduit a la stabilisation du systeme (2.7
1) au point :
0

=5 (2.75)

Stabilisation quadratique [42]

Nous observons que nous n’avons pas besoin de considérer tout I’espace d’état
augmenté de dimension (n+1), puisque notre nouveau systeme (2.74) est défini
seulement dans le domaine suivant :

X = {zeR"?1|z, ., =1} (2.76)
Malheureusement, nous allons voir que cette observation ne peut nous étre tres utile
vue la difficulté de résolution des BMI (LMI) dans un domaine pareil.

Dans ce qui suit, nous allons essayer de deévelopper une technique de synthese
systématique en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique commune. Cela en
dégageant des conditions de stabilisation de notre systeme augmenté par rapport a une
partition du domaine X, nous allons voir que ceci n’est possible que par le passage a
travers une partition de I’espace augmenté R"*1,

Soient T; des régions quadratiques de I’espace R™*?, définies par:

% = {zeR"1|2'Qz = 0} avec Q;eRMDX(+D et L, (2.77)

Considérons la fonction suivante comme fonction candidate de Lyapunov pour notre
systeme (2.74):
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2p a
Vi(z) = z'P,z avec P, = I P

— it
af, 0] et p=p">0. (2.78)

OU zeR™1, peR™™! et opeR™.
Soit le domaine D < R™ défini par :

D = {xeR"|x'px < gp}. (2.79)
Ce domaine a une extension dans le domaine X, définie par :
N — t[p O
D= {ZGX|Z 0 0] z<g, } (2.80)

Puisque la fonction candidate de Lyapunov dans (2.78) n’est pas positive dans tout le
domaine X, nous allons essayer de prouver sa positivité seulement dans une partie de
X représenté par {X — D} et se contenter ainsi de la stabilisabilité pratique du
systeme. Cependant, méme dans ce sous-domaine {x - ﬁ} NOUS ne pouvons prouver
directement la positivité de cette fonction ; la matrice P, suivante est utilisée comme
intermédiaire pour la démonstration.

P

(X}:) 8p:|, 8p > 0. (281)

PZ = [
Soit Vy;(z) la dérivée temporelle de V,(z) le long de la trajectoire du iéme sous-
systéme dans (2.74) définie par :

D i +
2 & vec i A;z et EeR (2.82)
Et on aura :

V1i(z) = z'[ALP, + P, A{]z (2.83)
Stratégie de Contrdle des Commutations :

Dans cette approche, on associe & chaque sous-systeme i du systeme augmenté
une région d’activation X;. Cette région est définie de facon que la dérivée V;;(z) de
son sous-systéme associé soit négative dans cette région. Une des stratégies de
contr6le des commutations bien connue par son caractere stabilisant est basée sur la
sélection du sous-systéme ayant la plus grande décroissance de sa fonction de
Lyapunov V, (z):

o(z) = argmin{Vli(z)}. (2.84)

iely

Ou 6(z) =i, est I'indice du mode a activer.

Lemme 2.1 : [42]

S’il existe une matrice symétrique définie positive peR™ ™, des matrices
Q;eRM+D*(+D) "yn vecteur a,eR™ et un scalaire positive ¢, telle que:
P, > 0 et V;;(z) est négative quand zeZ; et iel avec U X; = R™*1 | alors en utilisant la
stratégie de contréle de commutations de la plus grande pente, toutes les trajectoires
du systéme (2.74) convergent vers le domaine D. Donc, le systéme est pratiquement
asymptotiquement stabilisable au point z*<D pour toute condition initiale z,eX.m
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Démonstration :

Précisant que V;(z") = 0 et z"eD.
De (2.82) nous avons x'px > g,pour tout xe{R"-D}, ce qui se traduit dans le domaine
X par:

0 0 0 -
zt [8 O] A [O sp] z pour tout ze{X — D}. (2.85)
Donc z* [p O] 2|0 ]2 =0 pour tout ze{X-D}. Si P, > 0 (ceci est vérifiable
0 0 0 Sp = p ' 2

comme un LMI) i.e. z'P,z > 0 pour zeR"*?, et puisque X < R"™*! alors pour tout
zeX', noUs avons:

0 a 0 O
tfp O T p bt
z [O O]Z z lalto Olz z [0 8p]z>0.

. "y .. 0 O ..
En ajoutant la quantité positive (z* [g 8] z—1zt [0 c ]z ) (positive pour ze{X —
p

D}) au terme a gauche, ’inégalité stricte reste valable pour ZE{X-E} et nous obtenons:
2p  ap]

O

z > O pour tous ZE{X — 5}. (2.86)
D’autre part, nous avons :

Vii(z) = z* (2.87)

2(ajp + pa;) ajo, + 2pB;
| 2B{p + apa; 2Bfa,

Ou Vy;(z*) # 0 pour Bjo, # 0.

Si Vy;(z) < 0 pour ze X, et iel avec UX; = R™! (ceci est vérifiable comme un

LMI) donc nous avons: Vy;(z) < 0 pour tout zeX; avec X; = (X —D) n X et
uX;=u((x-D)n %)= (x-D)n(us) = (x-b).

En résumant les résultats obtenus comme suit [42] :

V,(z*) =0 etz* €D.

V,(z) > 0 pour tout ZE{X - 5}. (2.88)

V,i(z) < 0 pour tout zeX; et iel.
uX; = (X — D).

Bien sure, cela veut dire qu’en utilisant la stratégie de contrdle des commutations de
la plus grande pente, V,(z) converge vers D qui contient z* et donc le systéme (2.75)
est pratiquement asymptotiquement stabilisable en ce point.

Remarque 2.4 :

D’aprés la démonstration ci-dessus, UX; = (X — D) est vérifiée si (X — D) € (U
¥;) méme si les régions X; ne recouvrent pas tout I’espace augmenté R™*1 mais ce fait
ne peut étre exploité. En effet, la seule condition mathématique disponible (qu’on peut
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exploiter comme LMI) pour la propriété de recouvrement, est 1’existence de scalaires
positives 0; telle que X1 0; Q; = 0 qui est suffisante pour assurer le recouvrement de
tout I’espace R**1 (U L; = R"*1). Ce qui veut dire que la nécessité U X; = Rt ou
de sa condition suffisante Y770, Q; = 0 .

Note d’application : [42]

Rappelons que la stabilisabilité pratique ne garantit pas qu’on puisse stabiliser au
point désiré, nous pouvons seulement ramener la trajectoire du systéeme dans un petit
domaine D et le maintenir & I’intérieur. Ceci est largement suffisant tant que le point
désiré est seulement un équilibre moyen (équilibre fictif). Cependant, pour de
meilleure précision, une petite valeur de &, est souhaitable. Méme s’il parait qu’on
peut choisir g, arbitrairement petit d’aprés p>0, nous nous sommes limités a &,
minimale qui assure P, > 0 et V;;(z) < 0. Normalement, si on savait résoudre les
LMI dans X alors on peut rendre ¢, extrémement petit. Le recourt de résoudre les
LMI dans tout I’espace n’est pas sans prix, cela conduit a une surestimation de la
valeur effective de ¢, et affecte Iégerement les matrices obtenues. Heureusement, les
résultants peuvent étre améliorés en spécifiant un domaine de convergence plus petit
dans D (voir Fig. 2.21). En effet, nous avons les implications suivantes :

{Vli(z) < 0,zeZ; :{ Vi (2) < 0,zeX;

= {V;;(z) <0,z€D
U3, = R+ X =XAZ A UK =x = Vu@ <0z

- . *k _n—1
D’autant plus, minV;(z) dans D est atteint en z** = (X1 ) avec x** = %. Par
Z

conséquent, V;(z) a tendance a converger obligatoirement vers ce minimum sans
pouvoir I'atteindre puisqu’a Dintérieur du domaine délimité par V;(z) = 0, V;(z)
n’est pas positive. Sachant que z** est différent de z* mais nécessairement trés proche
quand &, est petit.

Soit D, le plus petit domaine centré en z* et contient z™, il est définie dans X par :
t p 0 *xt p 0 % s =g .
z [0 O] z<z [0 O] z**, plus précisément, nous avons :

Dy = {ZEX

t[p O app~Lap
2t [P 0]zs - } (2.89)

. . . o t
Ce domaine est une extension du domaine D, défini dans R™ par: x'px < x** px**,
et nous avons:

D(XO = {XERH

t app~tap
XPX < ———. (2.90)

Alors que le complément de Schur [16] permet de conclure directement a partir P, >
0 que abp~ta, < g, donc D,y c D ou équivalemment D, < D.
Ce qui conduit a :

t -1
— _ 9P %
€ = Eymin = 4 (2.91)
Pour clarifier I’application de la méthode, nous allons faire une toute petite
modification en proposant d’élargir le domaine D,, comme suit :

Puisque minV;(z) est en z** qui est sur la bordure de Dy, il peut étre pratique
VA

d’arréter les commutations un peu avant d’atteindre ce domaine. Par exemple quand
la trajectoire atteint le domaine D,; (qui peut aussi représenter une extension d’un
certain domaine D, de R™) définie par:
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(2.92)

v

~

Dal DaO

Fig. 2.22. Construction simple en dimension deux (approche 1)

Théoreme 2.9 : [42]

S’il existe des matrices symétriques gi, une matrice symétrique définie positive p, des
vecteurs a,eR"™, a,;€R™, des scalaires positifs y, di, 8;, €, et des scalaires f,; tel que
pour tout iell, ['optimisation suivante:

Min ¢, telles que :
p @
1) [a;; 8p] > 0.

2 IZ(afp +pa;) +6;q; +vl, ala,+2pB; + 5;ay

2B{p + aba; + §;a; 2B{ay, + 6, By
qi QAg;
3) X0, [ ] = 0.
) 21 ! aqit ﬁqi

Conduit a une solution avec un ¢, trés petit, alors en utilisant la stratégie de
contrdle des commutations de la plus grande pente, toutes les trajectoires du systeme
(2.74)) convergent vers le domaine :

Dy = {zeX|Zt g 8] z < af,p'lo(p}.

Ainsi, le systéme est pratiquement asymptotiquement stabilisable au point z*€D,,
a partir de n’importe quelle condition initiale zyeX .

Note :
Quand la minimisation de e, n’est pas formulée, I'utilisateur peut imposer une borne

supérieur tres petite &, sur g, .
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Sachant que I’objectif est bien sure de chercher pour le systéme (2.74), les régions
Y; et la fonction de Lyapunov V,(z) comme définies dans (2.77) & (2.78) et en
s'aidant de la S-Procedure, nous avons :

V,(z) = z'P;z and X; = {zeR"*1|zt Q;z = 0}. (2.93)
Avec les structures de matrices suivantes :

2p o, qi Ogj
P, = - . P = R(Il+1)><(11+1).
1 laic) 0 l et Qj Iagi qu ; P, Qi

La suite de la démonstration de ce théoréme se trouve dans [42]
Stratégie pratique de controle des commutations : [42]

Lorsque la stratégie de contrdle des commutations est basée sur la sélection du
sous-systeme ayant la plus grande pente (négative) associ€e a sa fonction d’énergie,
on obtient une grande satisfaction en pratique si on arréte de commuter une fois D,
est atteint et on redémarre les commutations lorsque la trajectoire du systéme essaye
de sortir du domaine D. Cette stratégie limite la fréquence des commutations
lorsqu’on s’approche du point désiré. Toutefois, quand €, est tres petit, il n’y a pas de

différence significative entre les deux domaines D, et D par conséquent, I’indésirable
phénomene de glissement peut apparaitre. En effet, a cause de la nature de la stratégie
de commutation, ce phénomeéne peut méme apparaitre plus loin du point désiré.

Pour le cas de synthése de loi de commutation dépendante de 1’état, une possibilité
qui s’offre a nous, est de faire appel a la technique d’utilisation d’hystérésis. Elle
consiste a imposer une borne supérieure sur la dérivée de Lyapunov du mode actif :

max (Vli(z)) = -gz'z avec £ > 0 et autoriser la commutation seulement lorsque la

dérivée Vy;(z) associée au mode actif atteint cette nouvelle borne. Cette technique est
combinée avec la stratégie de contrdle des commutations pratique pour exclure ce
phénomeéne.

2.4.4.2.2 Deuxiéme variante de I’approche proposée en (D. Kamri et al en [43]) :

Puisque I’équilibre moyen n’est qu’une notion mathématique, I’énergie d’un systéme
physique (réel) décrit par un modele PWA ne peut jamais étre nulle en un tel point
fictive. Alors que dans la théorie de Lyapunov, le choix de la fonction d’énergie peut
étre crucial pour la stabilité et la stabilisation du systeme étudié. Pourquoi doit-on
donc respecter la regle de Lyapunov (V(0)=0) dans ce cas? Réellement, il a été décidé
que pour stabiliser de tels systemes, la meilleure facon est de choisir une fonction
d’énergie qui ne s’annule pas en ce point d’équilibre moyen qui n’est pas un équilibre
réel du systeme physique. Toutefois, lorsqu’on veut s’approcher de ces points, on
préfére atteindre (par commutation) ce voisinage avec le minimum d’énergie possible
pour obtenir de bons résultats et réduire le nombre de commutations. D’autant plus,
on doit pouvoir maintenir la trajectoire du systéme plus prés de ces points, cela n’est
possible que grace a des commutations forcées et rapides.

L’approche proposée dans [43] est plus directe et demande moins d’efforts de calcul
que celle de la variante précédente [42]. En effet, en [43] on a directement déterminé
o

p
une matrice P, (= [at p], g, > 0) pour la fonction d’énergie.
p

€p
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Note sur la simulation :

Vu que la valeur numérique obtenue par la résolution des LMI de la quantité ojp~a,
est toujours tres faible dans les deux variantes pour un g, de ’ordre de 107°. Iln’y a
pas une différence significative entre les deux valeurs e, obtenues par les deux
variantes etona:

SP % o abp~tay, (2.94)

Lorsqu’on a repris les deux exemples de convertisseurs précédents, la simulation
montre que les résultats de stabilisation pratique ne peuvent se distinguer dans les
deux variantes présentées de l'approche de stabilisation pratique. Ainsi, il n'est pas
nécessaire d'alourdir le manuscrit par des courbes presque identiques, nous allons les
voir indirectement dans la présentation des résultats du multi-estimateur d’états dans
le chapitre suivant.
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Chapitre 03 :

Commande des Systemes PWA a base
d'Observateurs

"Observateurs Hybrides"



3.1. Introduction

En général, pour des raisons techniques et économiques, 1’état du systéme n’est pas
completement accessible. En effet, la complexité de la réalisabilité technique ainsi
que des colts prohibitifs pour I’'implantation de plusieurs capteurs peuvent réduire
considérablement le nombre d’états mesurés. On peut alors considérer que pour la
grande majorité des systemes, la dimension du vecteur d’état est supérieure a celle du
vecteur de sortie. Cette considération signifie que le vecteur x ne peut pas étre
complétement mesuré ou déduit des sorties. Cependant, moyennant des conditions
d’existence, 1’état peut étre reconstruit a I’aide d’un observateur ce résultat est inspiré
par des travaux de Luenberger (voir [16]).

Ainsi, I’observabilité d’un processus est un concept trés important en engineering. En
effet, pour reconstruire les états inaccessibles d’un systéme, il faut connaitre, a priori,
si les variables d’état sont observables ou non. L’observabilité d’un systéme est la
propriété qui permet de dire si 1’état peut étre déterminé uniquement a partir de la
connaissance des signaux d’entrées et de sorties.

3.2. Observabilite des systemes linéaires

Beaucoup de recherches se sont intéressées a |I"étude et a la résolution des problemes
d’estimation du vecteur d’état des systemes linéaires. Parmi ces recherches on trouve
les recherches de Kalman-Bucy qui propose le filtre de Kelman pour la reconstruction
d’état d’un systéme stochastique. Les recherches de Lunberger[10] propose une
nouvelle théorie de 1’observateur dite observateur de Lunberger. Son idee est
d’ajouter au model¢ un terme de correction entre la sortie et la sortie estimée. Cette
approche est utilisée pour les systemes linéaires invariants dans le temps [11].

Soit un systeme continu décrit par I’équation d’état déterministe suivante :

{)’((t) = Ax(t) + Bu ()
y (= Cx ()

Ou les valeurs x(t) € R™,u(t) € R™et y(t) € RP  représentent respectivement
I’état, la commande et la sortie du systéme. Les matrices A, B et C sont des matrices
constantes de dimensions appropriées. L’observabilité du systéme linéaire (3.1) est
garantie si et seulement si :

3.1)

c
— CA —
rang (0) = rang Rt
CA(I;”II.—l)
Par conséquent le systeme linéaire (3.1) est observable, si le rang de la matrice
d’observabilité O est égal a la dimension n de ce systéme.
Définition 3.1 (Critere de Kalman)

L’observabilité du systeme (3.1) est garantie si le rang de la matrice d’observabilité
est égal a A. On dit alors que la paire (A, C) est observable.
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Définition 3 .2 Le systeme (3.1) est observable si étant donné l'instant t, il existe un
instant t,fini tel que la connaissance de la sortie y(ty,t;) et de [’entrée u(ty,t1)
permet de déterminer de maniére unique [’état x, (t,)# x, et ceci quelque soit
[’entrée du systeme.

Remarque 3.1

La notion d’observabilité est trés importante pour les systemes dont on ne peut pas
mesurer tout le vecteur d’état, alors il doit étre estimé.

3.2.1 Principe de fonctionnement des observateurs linéaires

La structure de I'observateur indiquée sur la Figure (3.1) fait intervenir tout d'abord un
estimateur fonctionnant en boucle ouverte, celui-ci est tout simplement le modele
d’état du systéme. Comme, lors du fonctionnement normal, le systéme est soumis a
son environnement, le modéle ne peut pas refléter I’action de cet environnement sur
les états du systéme. On introduit alors une matrice L qui permet d’annuler 1’écart
entre la sortie du systéme et celle de ’observateur. Cette matrice intervient aussi sur
la dynamique de I’observateur elle est déterminée de sorte que la dynamique de
I’observateur soit plus rapide que celle du systéme. En effet, ce n’est qu’en régime
permanent des sorties que I’erreur peut étre annulée. C’est donc a ce moment-la que
I’observateur reconstitue convenablement 1’évolution des états ; la structure
d’observateur d’état linéaire est décrite sur la figure suivante :

_‘i_®

A
=)

{
I
|
|
|
|
|
A\

Observateur

Fig.3.1 : structure d’un observateur linéaire connecté a un systéme linéaire

La sortie du systeme y est comparée a la sortie estimée y et la différence est pondérée
par le gain de Luenberger, noté L. Le résultat de cette pondération est utilisé comme
contre réaction dans les équations de l'observateur afin de rendre nulle I'erreur
d'observation. Le probléme consiste alors a déterminer le gain L de I’observateur, il
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est calculé de facon a annuler I'erreur d'observation avec une dynamique satisfaisante.
Puisqu’il permet de modifier les valeurs propres de la matrice (A — LC) qui sont
déterminantes dans le comportement dynamique de I'observateur [100].

3.2.2 Modele mathématique de I’observateur linéaire
Soit le mod¢le d’état d’un systéme linéaire :

X = Ax + Bu
{y - (3.2)
Le mode¢le de I’observateur est alors donn¢ par :
{§=A§+Bu+L(y—y) (33)
y = CX '

On vient corriger I'évolution de I'état grace au modele en fonction de I'écart (y — §)
constaté entre la sortie observée et la sortie reconstruite par 1’observateur.

Le mod¢le de I’observateur peut alors étre réécrit sous la forme :
* = (A—LO)X + Bu+Ly (3.4)

Cette relation montre bien que l'observateur reconstruit I'état en fonction de la
commande et la mesure y.

Pour ce type d’observateur, il suffit de choisir le gain L de 1’observateur de maniére a
ce que les valeurs propres de la matrice (A — LC) soient dans le demi-plan complexe
gauche c’est-a-dire de fagcon que la matrice (A — LC ) soit une matrice Hurwitz .

La matrice L est appelée matrice de gain et doit étre choisie de maniére a ce que
I'erreur sur I'état converge exponentiellement vers 0.

Exemple d’application

Soit le systeme linéaire représenté par sa représentation d’état suivante :

X0 = =2x(0 + x(0)

X () = —2x,(0) + x3(0) (3.5)
%3(t) = x3(t) + u(® '
y(t) = x1(t)
Tel que :
-2 1 0 0
=<0 -2 1>,B=<0),C=(1 0 0) (3.6)
0 0o =2 1
Etude d’observabilité :
c 1 0 O
rang(0) = (CA) = rang <—2 -1 0) =3 (3.7)
CA? 4 4 1
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det (0) = 16 # 0 elle est de rang plein donc le systeme est observable.

Remarque 3.2 La matrice d’état A est sous la forme modale. A la premiére colonne
de A il correspond un élément non nul dans C, le systeme est donc observable.

Le systéme (3.5) est linéaire et observable, il est possible de construire un observateur
de Luenberger sous la forme suivante :

{%(t) = (A — LO)X(t) + Bu(t) + Ly(t) (38)
y(© = CX(D)

X3(t)

X(t) : estle vecteur d’étatestimé.

<9?1(t)>
Avec : () = %00 (3.9)

1- Calcul analytique du gain L d’observateur :

Avec le choix de pdles desirés p= [-3 -4 -4.5], le polyndbme caractéristique désiré
s’écrit sous la forme :

P(A) = A" + Bp AV + .+ 622 + BiA + A (3.10)
Avec : B et A sont des spécifications désirées.
D’ou le polyndme caractéristique désire est :
Py =@Q+3A+4)A+ 45 =23 + 11522 + 4351 + 5 (3.11)
Le polynéme caractéristique de 1’observateur s’écrit :

A+2+1 -1 0
) (3.12)

P,ps(A) = det|All — (A — LO))| =< L A 0
A+ls 0 A+2

Pops(D) = 23 + (6 + 1)DA% + (41, +1, + 12)A + (8 + 4l; + 21, +13)

Par identification entre le polyndéme caractéristique désiré et le polyndme de
I’observateur :

411 + 12 + 12 = 435 (3.13)

Ly 5.5
L = (lz) = (9.5) (3.14)
l5 5

On peut aussi procéder d’une autre maniere pour déterminer le gain L de
I’observateur en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique V (e(t)) =
el (t) P e(t)) pour avoir un probléme sous forme de LMI.

D’ou:
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L’erreur d’estimation est donnée par :
e(t) = x(t) — x(¢t) (3.15)
La dynamique d’erreur d’estimation est :
e(t) = (A — LO)e(t) (3.16)

On utilise une fonction de Lyapunov quadratique. La stabilité asymptotique est
assurée si V (e(t)) < 0.

V(e)) = eT(®Pe(t)+ eT(t)P é(t) (3.17)
14 (e(t)) = [(4A - LOe@®)]"Pe(®) + eT(H)P[(A — LO)e(?)] (3.18)
V(e)) = el (A - LOTPe)+ eT ()P (A — LCO)e(t) (3.19)
V(e) = e" ()ATP + PA — CTLT P — PLC)e(t) (3.20)

V (e(t)) < 0siseulementsi:
(ATP + PA - CTLTP — PLC) < 0 (3.21)
Onpose: M = PL. Dela, on aboutit a :
ATP + PA—C™MT — MC < 0 (3.22)

Aprés résolution de la LMI (3.22), on obtient P et M. Le gain de I’observateur est
alors donné par: L = P ~M. La dynamique de I’erreur d’estimation est la suivante :

La dynamique de I’erreur d’estimation est la suivante :

1 0O o0
e'(t)=<—2 ~1 O>é(t) (3.23)
4 4 1

Les résultats de simulation sont donnés par la figure suivante :

Les courbes montrent bien que les estimées convergent vers les états du systéme au
bout d’un temps négligeable grace a 1’observateur de Luenberger. L’erreur
d’estimation tend d’une mani¢re asymptotique vers zéro, ce qui illustre la
performance et la bonne convergence de I’observateur utilisé.

1

erreurs
o
T

g

0.2 - S .
/

0.4 / -

0.6 / -

0.8/ -

Figure 3.2 — La convergence des erreurs e; .
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3.3. Observabilité des systéemes non linéaires

Pour les systémes non linéaires, le probléme de 1’observation se complique dans la
mesure ou, contrairement au cas linéaire, 1’observabilité dans ce cas dépend de
I’entrée appliquée et des conditions initiales [9]. De ce fait, la notion d’observabilité
pour les systemes non linéaires est décrite par plusieurs définitions.

Considérons le systeme :

{)’( = fx + g(x)u(t) (3.24)

y(t) = h(x)
Avec x(ty) =x, ouU:

x(t) € R™,u(t) € R™et y(t) € RP représente respectivement le vecteur d’état, vecteur
d’entrée et le vecteur de sortie du systéme dynamique. f et h représentent deux fonctions non
linéaires de R™.

Définition 3.3 (indistinguabilité)

Une paire de deux états initiaux (x,!,x02) € R™ X R™ tel que x,® # x,2 est dit
indistinguable dans [’espace d’état X si,vt > 0 et vu € U telle que les trajectoires des
sorties y(t, xo%, u(t)) et y(t,xo% u(t)) issues respectivement de x,® et x,2, restent
toujours dans X tout au long de la durée [0t] vérifiant
y(t, xot, u(®))=y(t, x%u(t)). Par la suite nous disons la paire (x,!,x%) est
distinguable.

Définition 3.4 (Observabilité)

Le systeme (3.24) est observable s’il n’admet aucune paire indistinguable. L une des
complexités de [’étude de [’observabilité d’un systeme non linéaire est que cette
propriété dépend du domaine d’étude consideéré. A titre d’exemple, considérons le
systeme suivant :

x(t) = u(t) x(t) EN (3.25)
y(t) = sinx(t) (3.26)

Il est clair que la paire (x,x + 2km) est indistinguable et donc le systéme n’est pas
observable. Par contre si on considere I’intervalle D = [—%21], alors le systeme est

observable pour x € D. Ceci nous améne a définir ’observabilité locale dite
“’observabilité faible’’.

Définition 3.5 (Observabilite faible)

Le systeme (3.24) est localement ou faiblement observable, s’il existe un voisinage D
Pour tout x tel que pour tout voisinage D de x qui est contenu dans D, il n’existe
aucun état indistinguable de x en D o les trajectoires évoluent a I'intérieur de D.

Définition 3.6 (Observabilité au sens du rang)
Considérons le systeme (3.24). La paire (f,h) est observable en x, € D c R si la

condition de rang ci-dessous est satisfaite
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Rang{dh dLsh dL*¢h ..dL" Y} =n (3.27)

I faut noter aussi que 1’observabilité dépend souvent de 1’entrée, parce que certaines
entrées u ne permettent pas de discerner tous les couples d’état initiaux distincts, cela
est le cas du systeme non linéaire décrit par le modeéle non linéaire (3.24).

Remarque 3.3

La conception d’observateurs pour des systemes linéaires bénéficie d 'une abondante
littérature avec une variété de méthodes puissantes. Ces observateurs sont
caractérisés par leur simplicité, stabilité et facilité de mise en ceuvre. A partir d’un
choix judicieux des gains d’observateurs, il est possible d’établir une erreur
d’estimation qui converge asymptotiquement vers zéro ce qui permet de corriger et de
commander le systéeme rapidement comme c’est le cas pour [’observateur de
Luenberger.

A noter que les observateurs linéaires se basent sur un modéle linéaire qui ne refléte
pas le comportement réel du systéeme, alors que la plupart des systemes réels sont des
systéemes non linéaires. Par ailleurs, si un modeéle non linéaire est considéré, il est
spécifique et de ce fait toutes ces procédures d’estimation sont toutes liées a la
structure du modele utilisé. De plus, la notion d’observabilité dépend de I’entrée du
systéme et n’est pas définie de facon globale mais elle est singuliére et propre au
modele non linéaire utilisé. Il est difficile a priori, étant donné les travaux actuels, de
trouver une théorie générale sur 1’estimation de 1’état non linéaire. L’extension directe
des méthodes développées dans le contexte des modeles linéaires au cas des modéles
non linéaires est délicate. Cependant, ces techniques sont parfois difficiles a appliquer
a cause des contraintes imposées.

3.4. Observateurs et observabilité des systemes hybrides :

La nature hybride est exprimée par une certaine dépendance a des phénomenes
discrets correspondant a des états, des dynamiques ou des commandes discretes.
Intuitivement, I’état du systeme hybride peut étre décrit par deux composantes
complémentaires couplées : une composante discrete o(t), décrivant les dynamiques
rapides, et une composante continue x(t) décrivant les dynamiques continues du
systeme.

De ce fait, la composante discrete du systeme controle la composante continue qui,
rétroactivement, détermine, a chaque instant, I’ensemble des transitions possibles dans
le systeme. L’ensemble résultant constitue ce que 1’on appelle 1’automate (ou le
systeme) hybride.

Le probléme d’estimation représente un autre domaine d’intérét pour la commande
des systémes hybrides et commutés, ce probleme a recu un grand intérét et plusieurs
investigations ont été faites ces derniéres décennies. Une étude approfondie de cette
question sort du cadre de ce travail, néanmoins nous allons exploiter une technique
simple d’estimation des états d’un systeme PWA, qui une fois associée a I'approche
de commande presentée auparavant permet de surmonter le probléme d’implantation
des capteurs. Des définitions et des résultats précis d’observabilité et de conception
d’observateurs hybrides peuvent étre trouvés dans [9] [20] [75]. Parmi les premiéres
propositions concretes pour la conception d’observateur hybride asymptotique se
trouve dans [2] et [9]. Dans [2], la synthése d’observateur hybride a été formulée sous forme
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LMI lorsque le mode actif est connu. Une extension de la méthode au cas général lorsque le
mode actif est inconnu, est présentée dans [9]. Une autre approche générale d’estimation des
¢tats qui est applicable aux systémes PWA, est considérée dans [29] ou un test d’observabilité
efficace est proposé au prix d’un certain effort de calcul. Une méthode d’estimation partielle
des états a été aussi nécessaire pour achever la commande a retour de sortie dans [70].
L'objectif d'un observateur hybride consiste en une construction capable de fournir
une évaluation du mode en cours d’évolution G(t) € Q donc une identification du
mode actif et une estimation du vecteur d’état X(t). Pour cela 1’observateur hybride
doit comporter deux parties : un observateur discret et un observateur continu comme
indiqué sur la figure ci aprés. A partir de la connaissance des données entrée-sortie
continues disponibles, une évaluation de I’indice du mode actif (I’état discret) G(t) est
calculée. Cette information sera utilisée par I'observateur (linéaire) par morceaux pour
construire 1’évaluation X(t) du vecteur d’état continu X.

U Systeme D:fnami que Y
Hybride >
(x(t),0(1))

(%(H,0(D)
Observateur hvbride

T ———————— T i
] Observateur de 2 '
" Ny . = >
: —t I’ état continu :
i ™ i
i i
i i
] ]
' :
i #  Observateur de qi 5
'Lyl I'état discret >

]

:

:

]

]

Fig.3.3 : structure d’un observateur hybride.

Contrairement a I'observabilité des systemes classiques ou le concept a une
caractérisation claire et simple, ce concept est associé a plusieurs notions pour les
systemes hybrides et commutés. En effet, pour les systéemes hybrides, selon que la
séquence de modes peut ou ne peut étre observé et selon son utilisation dans la
reconstruction de I'état continu ainsi que la nature déterministe ou stochastique du
probleme, on peut trouver plusieurs définitions et caractérisations de I'observabilité
des systemes hybrides.

A noter qu'avant toute synthése d’observateur, on doit d'abord se demander si sa
conception est possible. La notion d’observabilité et certaines propriétés des entrées
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appliquées au systeme fournissent des conditions nécessaires a la synthése d’un
observateur.

Remarque 3.4

En général, les résultats de synthése d'observateurs hybrides se catégorisent
essentiellement selon que le mode actif est connu ou non. La méthode d'estimation se
simplifie énormément lorsque le mode actif est connu puisque I'évolution du mode de
I'observateur le suit a condition qu'il y a une synchronisation. D'autre part, si le mode
actif doit étre estimé, on ne peut montrer la convergence de I'erreur d'estimation de
I'état continu, celle-ci sera erronée s'il y a possibilité que la reconnaissance du mode
actif est mal estimée. Néanmoins, on peut prouver qu'elle restera bornée (Juloski et
al., 2002; Pettersson, 2005b).

3.4.1 Observateur de I'état discret :

Souvent, on associe la reconnaissance du mode actif a I'identification des instants de
commutations, généralement en supposant un temps de séjour minimum entre
commutations successives et une caractérisation simple des surfaces de commutation.
Cette approche est la base de plusieurs travaux concernant l'observabilité des
systemes hybrides (Vidal et al., 2002) et ( Balluchi et al., 2002). Un résultat bien
établit pour les systemes discrets peut étre trouver dans (Birouche et al., 2006) en se
basant sur la définition de la matrice commune étendue d’observabilité d’ordre k
définit ci-dessous, alors que beaucoup de travaux se sont enchainés jusqu'a
maintenant avec méme une genéralisation au cas des systémes non autonomes.

Cy C, v Cp
CiA, C,A, v CnAp

Gy = : : . :
CAK™ ALK L CuARST?

3.4.2 Observateur de I'état continu :
L'observation de la partie continue repose généralement sur I'idée de Luenberger et
son extension aux systémes a commutations pour synthétiser un observateur linéaire
par morceaux.

{)/Z = Al)? + bi + Li(S - §)

s=Cxsist)=i€q.
Ou Xe € R™ est le vecteur des états estimés, L; sont les gains du multi-observateur.

Pour chaque pair (o,0) € QxQ, les dynamiques de I’erreur d’estimation sont données
par :

- X

>
Il
>

Qu’on peut exprimer par : X =x%x—%= (A — LiC)x

£=(A;—LC)x si 6(t) =o(t) =i € Q.
{fz = (A= LiC)X +9(0) si o) =jet () =1#]j.
Avec
9(t) = ((Aj — A7) = Li(Cj — G ) x(9) + (b — b))
Ou 9(t) représente la différence des dynamiques lorsque le mode estimé est différent du
vrai mode active.
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L'objectif de la synthése de l'observateur continu consiste a assurer la stabilité de
I'erreur d'estimation et a calculer les gains L;. Cette derniere opération peut se faire on-line
ou offline selon de la possibilité de détection en temps réel.

Dans le cas d'estimation on-line, il y aura toujours un retard entre la détection de l'instant de
commutation et I'identification effective du mode actif. Cet asynchronisme qui se matérialise
par la présence du terme 9(t) empéche d'assurer la convergence asymptotique de I'erreur.
Néanmoins, on pourrait calculer les gains Li pour que I'erreur soit entrée-état stable (I1SS) voir
[Jiang et al 1999 et Daafous 2005].

3.4.3 Commande a base d'observateur des systéemes affines par morceaux
(PWA)

La majorité des résultants de stabilisation des systemes commutés et en particulier
ceux des systémes affines par morceaux PWA sont bases sur I’idée de retour d’états
ou une compléte connaissance de 1’état du systéme est nécessaire. Cependant en
pratique, la totalité des états du systéme n’est généralement pas disponible, c’est le
cas des exemples de convertisseurs d’énergie auxquels nous nous intéressons. En effet
pour ces circuits, les tensions aux bornes des capacités ne sont pas toujours
accessibles aux mesures ce qui nécessite leurs estimations.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser un multi-estimateur simple basé sur 1’extension
de I’observateur de Luenberger. Cependant, en associant le multi-observateur a
I’approche de commande présentée, le mode discret actif est déterminé par la méthode
de contréle des commutations. Par exemple dans le cas des convertisseurs, si un
signal de controle approprié est utilisé pour sé¢lectionner le mode de 1’observateur a
partir de celui du circuit, alors le mode actif convenable est & chaque instant
disponible sans aucun retard temporel. De ce fait, lorsqu’on considére que les
systémes commutés sans sauts, la synthése de 1’observateur se réduit donc au calcul
des gains du multi-observateur qui assurent la convergence des erreurs [99].

Les dynamiques continues du pseudo- observateur de Luenberger sont données par:

§ = Cl)? .
Ou Re € R", est le vecteur des états estimés et L; sont les gains du multi-observateur.
Si on associe a chaque erreur individuelle une région de I’espace Q; de fagon que ces

derniéres recouvrent tout 1’espace R™. Alors, les dynamiques de I’erreur d’estimation
sont données par :

>
I
>
I
>

(3.29)
Qu’on peut exprimer par :

).'2 =X%X—X= (ai - LiCi)i, pour )?ES_).I (330)
Avec 0; = {X € R*|x'q;X = 0}.
Noter bien que ces erreurs d’estimation sont aussi gouvernées par un systéme
commuté ; par conséquent, il n’est pas suffisant de stabiliser chaque mode d’erreur a
part. Similairement a ce qui a été fait dans la stabilisation, nous allons utiliser une
pseudo-fonction de Lyapunov commune en faisant une partition de 1’espace des

erreurs.
En utilisant la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V(%) = x'px avec p=p' > 0. (3.31)
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Pour X€Q;, la dérivée temporelle le long de la trajectoire du iéme mode d’erreur est
donnée par:
Vi(®) = %*(ajp + pa; — C{Lip — PLiC)X. (3.32)

La précision de I’estimation des états dans (3.28) est confirmée par la convergence
des erreurs correspondantes en (3.29), cette convergence est a son tour, établit par la
stabilité a I’origine du systéme commuté en (3.30).

Le théoreme suivant résume les conditions de stabilité au sens de Lyapunov pour
le systeme commute en (3.30).

Théoreme 3.1 [100]:

S'il existe des matrices symétriques q;, une matrice symétrique définie positive p,
des vecteurs W; et des scalaires positifs v, fii, 8; telle que pour tout iel, la BMI
suivante:

1) 5> 0.
2) aip + pa; + ;q; + yI, — CiW! —Ww;C; < 0.

3) X1'6;q; = 0.

Est faisable, alors toutes les erreurs du systeme (3.30) convergent
asymptotiquement vers zéro et les gains du multi-observateur sont donnés par: L; =
5—1
p~ W, m

Ce théoreme affirme indirectement que les états estimés en (3.28) représentent une
bonne estimation des états de notre systéme, et donc peuvent étre utilisé dans la
commande a retour d’états du systéme.

Une démonstration complete de ce théoreme peut étre trouvée dans [100]
Application en Electronique de Puissance

L’utilisation des convertisseurs DC/DC a commutations présente beaucoup
d’avantages par rapport a celle de leurs homologues linéaires tels que :
e Le fonctionnement a haute fréquence de commutation qui permet de
réduire le volume de D’inductance nécessaire et éventuellement du
transformateur employe.

e [Is peuvent abaisser ou augmenter la tension d’entrée en inversant leurs
polarités.

e IIs peuvent fonctionner pour une large gamme de tension d’entrée.
e Etévidement un meilleur rendement.

Sans toutefois oublier la présence d’harmoniques indésirables en entrée et en sortie
comme effet des commutations ce qui complique énormément la technique de
commande associée. Les topologies usuelles les plus utilisées de convertisseurs
DC/DC a commutations (qui peuvent étre isolés ou non) auxquelles nous avons
appliqué notre approche de commande et d’observation sont les suivantes :
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Fig. 3.4 Topologies usuelles de convertisseurs & commutations, Boost en a), Buck-Boost en b),
Buck en c) et le convertisseur multicellulaire en d).

Il n’est pas difficile de mener I’opération de la modélisation de tous ces circuits et
obtenir finalement les modéles de systemes affines par morceaux (PWA) objet de
notre travail. En effet, la modélisation directe permet d’écrire explicitement les
équations de ces circuits a topologies variables sous la forme de systémes multi-
affines (& commutations) et béneficier ainsi de I’utilisation des outils puissants
développés pour ces derniers et notamment 1’approche présentée au chapitre 2.

Convertisseurs multicellulaires :

L’inconvénient majeur des convertisseurs a un seul commutateur ou interrupteur
est que ce dernier (typiqguement un MOSFET) doit étre capable de bloquer une haute
tension (de I’ordre du double de la tension d’entrée) et particulierement, lorsqu’il est
alimenté par un courant alternatif redressé. En effet, les convertisseurs a un seul
commutateur ne représentent pas la bonne solution pour les convertisseurs de
puissance aussi parce que le commutateur doit étre traversé par un fort courant. Pour
se faire, d’autres topologies a plus d’un commutateur peuvent étre utilisées. Le
convertisseur multicellulaire (figure ci-dessous) en fonctionnement hacheur donc pour
lequel une puissance (courant & tension) de sortie est bien précisée en est un bon

exemple. 01 P2 oK
OO0 O eerrenirinnnenne
L
E —_: VC1 L — Vc2 —— Vc(k—1) ——
C: C Ck-1) o |
) - [ T — o R
(1-p1) (1-1p2) (1I-pw)
|

Fig. 3.5 Topologie du Convertisseur multicellulaire
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En notant par V,; la tension aux bornes de la capacité C;, Vi=1,(k-1). Le systéme est
constitué de 2k commutateurs fonctionnant par paires; pour chaque paire j, une
commande p; est appliquée a I’interrupteur en haut de la cellule j et son complément

5] a celui en bas de la méme cellule.

Toujours en se placant dans de conditions idealisées i.e. intérrupteurs parfaits,
source et composants aussi parfaits et la convention p].:l lorsque I’interrupteur j (du

haut de la cellule j) est fermé et p;=0 lorsqu’il est ouvert.

Ils existent plusieurs fagons de mener [’opération de modélisation des
convertisseurs multicellulaires, néanmoins le modéle instantané suivant permet
d’obtenir directement le modele d’états et sert de référence pour expliquer le
fonctionnement du convertisseur.

: R, | E 1 ok .
(i, = — i+ 7P+ X Ve (e — p)) I

. i . | Va
VCi:lc_Lj(pi_pj“) ; j=1lk—1let x= c
y=(10...0)x Vetk-1)

Le modéle peut étre mis directement sous la forme de systeme a commutations :

x = a(p)x + b(p), avec

/ _E P2-P1 Pk—Pk—1\
L L L paE i
P1
P1-P2 L
a(p) = —91 0 . 0 b(p) = 0 x = V?l = p52
Prorpi -0 0 Vek-1) Pk
Ck-1 0

Commande des convertisseurs multicellulaires:

Afin de sécuriser le fonctionnement du convertisseur i.e. pas de surtensions aux
niveaux des interrupteur et réduire les harmoniques en sortie, un bon conditionnement
du convertisseur multicellulaire est nécessaire, il requiert donc un niveau de tension
stable pour chacune des capacités flottantes. Cela dépend évidement des éléments du
systeme et des valeurs de tension et du courant désirées en sortie.

Commande en boucle ouverte :

Plusieurs techniques de commande ont été employées pour la stabilisation des
tensions intermédiaires des convertisseurs multicellulaires. Les plus classiques sont
des stratégies a boucle ouverte qui consistent a réaliser un équilibrage « naturel » par
MLI (Modulation en Largeur d’Impulsion) pour un rapport cyclique fixé et décalé de
2n/k sur chaque cellule, cette technique a I’inconvénient de nécessiter un long temps
d’équilibrage et un probléme avec les convertisseurs a nombre de cellules paire. Une
amélioration du temps d’équilibrage a été obtenue par 1’adjonction carrément de
circuits d’équilibrage utilisant un filtre RLC série en paralléle avec la charge afin
d’amplifier les harmoniques permettant 1’“equilibrage naturel des tensions. Toutefois,
I’équilibrage en boucle ouverte présente des réponses trés oscillatoires et n’a aucune
garantie de robustesse. Néanmoins, en plus de sa simplicité, il a I’avantage de ne pas
avoir besoin des tensions intermediaires ce qui évite la complication des observateurs.
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Commande en boucle fermée :

Pour des raisons de robustesse et d’assurance de rapidité d’équilibrage, les
techniques de commande des convertisseurs multicellulaires les plus avancées ont été
appliquées en boucle fermée. En conséquence, une nécessité de disposer de toutes les
tensions intermédiaires pour achever 1’opération de commande a retour ce qui rend le
développement de multi-observateur indispensable pour I’estimation de ces dernieres.
En plus des méthodes de régulation classique, une multitude d’approches et
techniques avancées ont été développées pour commander les convertisseurs
multicellulaires a base des modeles instantanés, moyens ou linéarisés. Pour en citer
seulement les plus connues, la méthode stabilisante du Supélec est basée sur le
modele Bonds Graph et la formulation PCH est trés intéressante, simple et demande
moins d’efforts de calcul. La méthode la plus intéressante du point de vue dynamique
d’équilibrage et utilisation du mod¢le instantané, est celle de la commande par mode
glissant. Les approches a commande prédictive ou optimale sont moins simples et
demandent plus de calcul pour la mise en ceuvre.

Approche Pratique de commande a base d’observateur commuté:

Nous avons présentéé dans le chapitre précédent une approche pratique complete
de commande par commutations pour les systtmes commutés PWA de facon
générale. L’approche a bien prouvé son éfficacité sur le plan commande, nous allons
I'associer au multi-éstimateur précédent afin de commander les convertisseurs
multicellulaires.

Exemple 5.2 : convertisseur multicellulaire (k=2) [99]

P1 P2
o/c 'S g & =

|

y&%

Fig. 3.6. Circuit Simplifié électrique du convertisseur & deux cellules

_ R p2-p1

p1E ;
_ L L _(=). . _ (1L _ (P1
a(p) = P1C—PZ 0 b(p) = < (1)' >’ X= (VC>'p - (pz)

E=1500V, R=109Q, L=0.001H, and C,=C,=0.00004F.
Selected reference: iL,=60A, V,=E/2=750V.

L'application de l'approche est parfaitement adaptée au contrble et observation des
convertisseurs multicellulaires (a plus de deux modes). Contrairement aux systémes
bimodaux, elle présente de trés bonnes performances de robustesse vis-a-vis des
fluctuations de la source et de la charge pour les circuits multicellulaires.

Les résultats de simulation représentés dans la figure 3.7 montrent bien que
I’approche de commande permet de stabiliser la tension flottante VC et le courant IL
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au point desiré avec une grande précision. La méme figure ci-dessous confirme aussi
la bonne qualité du multi-estimateur ou une convergence rapide des erreurs
d’estimation est observée. D’autre part, nous avons représenté dans la figure 3.8 les
trajectoires du systeme (VC, IL) obtenues en boucle fermée d’abord pour I’approche
de commande seule c.a.d. sans I’utilisation de 1’observateur fig 3.8-a puis celle du
convertisseur lorsque la stabilisation est basée sur les états estimes fig 3.8-b ; et enfin
I’habilité du multi-estimateur de piloter le systeme méme dans le pire cas ou celui-ci
démarre de condition initiale différente de celle du convertisseur fig 3.8-c.

T 9 T T
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Fig. 3.7. Courant d’inductance et son estimé en (a), tensions VC et son estimé en (b) pour des
conditions initiales nulles.
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Fig. 3.8 : Trajectoire de la sortie du convertisseur bicellulaire sans 1’utilisation d’observateur (a),
stabilisation a base du multi-estimateur lorsque les deux systémes partent de la méme condition initiale
nulle en (b) et en (c) lorsque le convertisseur part de zéro alors que 1’observateur part du point désiré
(60 750).
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Exemple 5.2 : convertisseur multicellulaire (k=3) [99]

a/c oG o—C
L
E — \'A — _
C: C g
0o s o R

Fig. 3.9. Circuit Simplifié électrique du convertisseur the multicellulaire.

(_5 PPy p3_pz\‘ .
LooL L ik iL Py

P1-P L

a(p) = 1C12 0 0 ,b(p) = 0 , X = <V1>,p: (pz)

\M 0 0 0 VZ p 3
Cz

R=20Q, E=90V, L=0.075H, and C;=C»=0.001F.
Le point de fonctionnement sélectionné est donné par : iLo=2A, V10=E/3, V20=2E/3.

VC2

vcl 200 L

Fig. 3.10 : Sorties du convertisseur multicellulaire commandé a base du multi-estimateur pour les
mémes conditions initiales nulles (test en boucle fermée).
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Fig. 3.11 : Trajectoire de la sortie du convertisseur multicellulaire commandé a base du multi-estimateur

lorsque les deux systémes partent de conditions initiales différentes

Ce circuit posséde 8 modes (23 = 8 ) de fonctionnement, a chaque combinaison des
P1
commutateurs (Pz> correspond une configuration du circuit i.e. un mode de
P3
fonctionnement. De tres bons résultats de simulation sont présentés ci-dessus ou les
figures suivantes représentent un ensemble d’exécutions de 1’algorithme de régulation
a partir de différentes conditions initiales. Les performances du multi-estimateur sont
réaffirmées pour les systemes PWA a plus de deux modes. En effet, les résultats de
simulation pour les convertisseurs multicellulaires, sont impeccables pour le test en
boucle ouverte/ fermée du multi-estimateur si les deux systemes partent de la méme
condition initiale. Cependant, la situation est un peu différente pour le test en boucle
ouverte du pire cas i.e. lorsque le systetme et 1’observateur ne démarrent pas des
mémes conditions initiales, une erreur d’estimation constante persiste elle est surtout
réduite en boucle fermée voir (figure 3.11).

En pratique, l'utilit¢ du multi-estimateur est d’éviter les mesures difficiles (ou
impossibles) et son role principal est de fournir ces informations a la boucle de retour,
si on veut que le multi-estimateur développé soit irréprochable méme pour le pire cas,
un procédé de réinitialisation (RESET) simultanée des deux systeme peut étre prévu .
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Conclusion générale

Conclusion générale

En général, les systemes dynamiques hybrides. Et leurs problémes de commande et
d'observabilité sont difficiles et la plupart des approches de la commande exacte des
systemes nécessitent la disponibilité d'un modele mathématique. L'objectif principal de
ce travail est de mettre en évidence les idées principales concernant la commande et
I'observabilité des systémes Hybride (SDH).

Dans la premiére partie de ce travail, nous avons essayeé de faire une démarche
progressive pour la représentation des systemes dynamiques en rappelant les notions de
base pour les systémes dynamiques continus et leurs extensions aux systémes hybrides
Le choix d’exemples ¢lémentaires dans la démarche conduit certainement a une meil-
leure compréhension du phénomene hybride.

Dans la deuxiéme partie du travail, nous avons parlé des systémes dynamiques a
commutation et leur différent type ainsi la modeélisation de ces systémes, et ensuite nous
avons passé a I’étude de stabilité et la stabilisation en utilisant des approches mathéma-
tiques complexe et des simulations sur les (SDC) en a vu que la stabilité de ces sous-
systémes n'a pas de relation directe avec la stabilité générale des systemes a commuta-
tion

Dans la derniere partie du travail, nous avons parlé de I'observabilité des sys-
temes dynamique hybride, spécialement sur lI'observabilité des systemes a commutation
et on a présenté I'idée et la maniere d’appliquer une Commande a base d'observateur des
systemes affines par morceaux (PWA) sur un systéeme dynamique a commutation avec
I'exemple du Convertisseurs multicellulaires

Enfin, j'espere que nous n'avons présenter notre introduction sur la commande et
I'observabilité des systemes dynamique hybride (SDH) et les systémes a commutations
(SDC) d'une fagon compréhensive et efficace, En ce qui concerne les sujets futurs je
souhaite de compléter notre travail sur ce domaine et méme avec la possibilité de voir
dans la recherche des autres techniques de stabilité et d'observabilité parce ce que c'est
un domaine tres intéressant et essentiel dans l'automatique.
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Résumé : Ce mémoire de Master présente une introduction aux systemes dynamiques hybrides.
Puisque le domaine des SDH est trés vaste et englobe plusieurs applications multidisciplinaires, les
recherches et les études les concernant peuvent étre menées de plusieurs points de vu. Ce travail vise
essentiellement & vulgariser ce domaine trés important et qui sort du programme de graduation. En
effet, le formalisme hybride constitue un groupement de méthodologies d’études constructives des
principes de compréhension des systemes complexes. Ces méthodologies permettent d’étudier les
comportements de systemes simples et complexes de différents domaines. Puisque le point de vu
automatique est adopté pour la présentation générale de ces systémes hybrides, alors une attention
particuliere a été donnée a la recherche de représentation unifiée de modéles hybrides, au
dégagement de propriétés fondamentales telles que I’existence et 1’unicité de solution et a 1’extension
des concepts liés a I’analyse de la stabilité et la synthése de commande, c'est dans ce cadre de travail
gue notre étude est mené.

Apres avoir présenté ces systemes dynamiques hybrides en compilant une partie de la littérature et
des recherches qui s'y rapportent dans la premiére étape, dans la deuxiéme étape nous nous somme
intéressés a un cas important et fondamental, a savoir, les systtmes dynamiques a commutation.
Dans ce contexte, nous avons présenté certains exemples de modélisation, ainsi que quelques
techniques de stabilisation des systemes a commutations et en particulier les systemes affines par
morceaux (PWA).

Enfin, pour compléter les techniques de stabilisation a retour d'états, il est nécessaire de parler de
I'observabilité des SDH et celle des systemes a commutation. La synthése d'un observateur commuté
de Luenberger simple a été présentée en s'aidant de la simulation d'un exemple en électronique de
puissance.

Mots-clés : Modélisation hybride, commande stabilisante, stabilité, Systemes Dynamiques
Hybrides (SDH), Systemes Dynamiques a Commutation (SDC), cycle limite hybride, fonction de
Lyapunov, Observabilité, Observateur.

Abstract: This study presents an introduction to hybrid dynamical systems from automatic view
point, the fundamentals questions that will be addressed are hybrid modeling, stabilizing control
and observability. The aim is to make a good graduate level presentation without tackling all
these questions in depth. Proving some stabilizing concepts for switched systems and showing
their simulating results are of prior objective.

After presenting these hybrid dynamical systems by compiling part of the literature and related
research in the first step, in the second step we brought to light an important and fundamental
case, namely, the switching dynamic system where we present its modeling, as well as some
stabilizing techniques in addition to practical examples which show them.

Finally, to complete the state feedback stabilizing control techniques, some notions of
observability and hybrids observers are introduced. The design of simple switched observer
based Luenberger techniques is presented with simulating results of power electronic example.

keywords: Hybrid modeling, stabilizing control, stability, Hybrid Dynamic Systems (SDH),
Observability and Hybrid Observer.
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