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N vtertsins

EDF I’équation différentielle fractionnaire .
LP(Q) L’espace des fonctions f réelles sur (2 telle que f est mesurable.
c"(Q) L’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal & n continues sur €2 .

AC([a,b]) L’espace des fonctions absolument continues sur un intervalle [a, b] .

LA{f} Transformations de Laplace .

p.p Presque partout .

L7'{f}  La transformée de Laplace inverse.

If(x) Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouvill.
Df(z) Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
“Df(z)  Dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

HIn(t) Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard.

HeDh(t)  Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard .

P(X) Sous-ensembles tel que X un espace Banach (X, || - |]).
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Atvirer

In this memo , we have dealt with the study of solutions to a special type of fractional
differential equations by using the method of the upper and the lower solution, in addition
to study the positive solution to another type of equations was studied and the existence of
the solution by applying the fixed point theorem of Banach and Bohnenblust-Karlin .

key words :

Fractional differential equations - Upper and lower solution method - Fixed point theorem.

%M?Zé

Dans ce mémoire , nous avons traité I’étude des solutions d’un type particulier d’équations
différentielles fractionnaires en utilisant la méthode de sous et sur de la solution,en plus
I’étudie de la solution positive & un autre type d’équations fractionnaire.

L’existence de la solution est établit en appliquant le théoréme du point fixe de Banach et
de Bohnenblust-Karlin.

mots clés :

Equations différentielles fractionnaires - Méthode de la solution supérieure et inférieure -

Théoréme de point fixe.
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INTRODUCTION.

QUand on a introduit la notion de dérivée , on s’est rendu compte qu’on peut appliquer
le concept de dérivée a fonction dérivée elle-méme et par la méme introduire la dérivée

seconde , puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration opératrice inverse de

n n

la dérivée peut éventuellement etre comme une dérivée d’ordre " moins un on peut
aussi se demander si ces dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire
.La théorie de dérivée fractionnaire ou bien d’ordre fractionnaire est aussi ancienne que le
7iéme

calcul classique tel que connu de nos jours .Ses origines remontent a la fin du 1 siecle

, 'époque ou Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développés les fondements
du calcul différentiel et intégral. En particulier ,Leibniz aintroduit le symbole dn? pour
désigner la dérivée n®™® d’une fonction f quand il a annoncé dans une lettre a Guillaume
I’Hopital datée du 30 7sleptembre 1695 avec I'hypothése implicite que n € N qui lui a

1
répondu : que signifie —= sin = —.
dz™ 2

Ce mémoire se décompose en trois chapitres

Le premier chapitre est la notion générale du calcule fractionnaire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la définition des sous et sur solution et les
théorémes de points fixe comme Banach et Karlin et d’appliquer cette méthode & une
certaine équation fractionnaire.

Le dernier chapitre représente ’étude des solutions positives a une certaine équation

fractionnaire par la méthode des sous et sur solution.



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

1.1 Définition et Propriété

1.1.1 Espaces fonctionnels

On rappelle quelques définitions d’analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans les

définitions des intégrales et dérivées fractionnaires.

I) Espaces des fonctions P-intégrales

Définition 1.1.1. [26] Soit Q = [a,b] (—o0 < a < b < +00) un intervalle fini ou
infini de R et 1 < p < oo. L’espace LP(Q2) est l’espace des fonctions (classes) f réelles

sur € telle que f est mesurable et

/ |f(x)]P dx < +o0,
Q

fllee = ( [isr d:c)’l’.

L’espace L>(Q)) est un espace de Banach muni de la norme :

munt de la norme

|flloo =nf{M >0:|f(z)| <M ppsurQ}.

II) Espaces des fonctions absolument continues
On désigne par C™(Q2),n € N(=0,1,...), 'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées

d’ordre inférieur ou égal & n continues sur €2, muni de la norme :



1.1. Définition et Propriété

n
o= 3 ma /On e
En particulier si n = 0, C%(Q2)l’espace des fonctions f continues sur € muni de la norme

Iflle = max|[f(x)].
Définition 1.1.2. On note par AC([a, b]) l’espace des fonctions absolument continues
sur un intervalle [a, b]; constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions

Lebesgue-sommables :
f € AC(la,b]) <= Jp € L'([a,b]) telle que f = c+ [ p(t)dt

Définition 1.1.3. On note par AC™(|a,b]),n € N* ; lespace des fonctions absolument
continues sur [a, b] constitué des fonctions f a valeurs dans R qui ont des dérivées
continues sur [a, b jusqu’a Uordre (n - 1) et telle que f™Y € AC([a,b]); c’est
dire :

AC™([a,b]) = {f : [a,b] — R: f® € C([a,b]),k=0...n—1, f*V € AC([a,d])}.
Remarque 1.1.1. En particulier AC*([a,b]) = AC([a,b]).

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.1. Une fonction f € AC"([a,b]),n € N* si et seulement si elle est repré-

sentée sous la forme

F@) = kg [ = O L OOt + 5 L0 @ — a,
a k=0




1.1. Définition et Propriété

1.1.2 Fonctions spéciales

Dans cette partie, nous introduisons les fonctions Gamma et Béta qui seront utilisées
ultérieurement. Ces fonctions jouent un réle fondamental dans la théorie du calcul fraction-

naire et ses applications.

I) La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler

I'(z) qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme

aux nombres complexe & parties réelles positives).

Définition 1.1.4. [?] Pour a € C tel que Re(a) > 0: La fonction Gamma I'(«) est

définie par lintégrale suivante :

avec T'(1) =1 et T'(0") = 400

Propriétés 1.1.1. Une propriété importante de la fonction Gamma T'(a) est la

relation de récurrence suivante
IMNa+1) =al(«a), Re(a) > 0. (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

+oo +o00
La+1) = /etto‘dt: [—ett“]gm+a/ettaldt
0 0
+o0o
= a/ettaldt
0
= ol'(a)

Il convient de noter que la propriété (1.2) nous permet d’établir que
MNa+1)=nlneN

En effet, on a T'(1) = 1 et donc



1.1. Définition et Propriété

['(n+ 1): nl'(n) =n(n —1) = n!

La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la la limite

nln®
T(a) = 1
(@)=l Ty asn

, Re(a) > 0.

II) La fonction Béta

Tout comme la fonction Gamma, la fonction Béta fait aussi partie des fonctions de

base du calcul fractionnaire. Cette fonction fournit un outil fondamental quand elle

est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.1.5. [?] La fonction Béta ou intégrale eulerienne de premiére espéce

est définie pour tous « et [3

par :

1

B(a, ) = /ta—lu —t)71dt, Re(a) > 0, Re(3) > 0

0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par [’équation suivante :

L(a)I'(8)

PO R

,Re(a) >0, Re(B) >0

Propriétés 1.1.2. La fonction Béta est symétrique i.e. :

(a)

(d)

(¢)

B(a, B) = B(B,a), Re(a) > 0, Re(5) >0
aB(a,8+1)=pB(a+1,05)

Bla+1,58) = %B(a,ﬁ)




1.1. Définition et Propriété

IIT) La fonction d’erreur complémentaire (erfc) :

V)

Définition 1.1.6. [10] La fonction d’erreur complémentaire est une fonction entiére,

définie comme :

erfe(z et dt,

)= =]

avec
erfe(—o0) =2,
erfe(0) =1,

er fe(+o00) = 0,

Proposition 1.1.1. [10] Les relations suivantes sont intéressantes ¢ mentionner

— erfe(—z) =2 —erfe(x).

o 242
— Oferfc (t)dt = N
0 1

— Oferfc(t)dt—ﬁ

Transformations de Laplace :

Définition 1.1.7. [15] La transformée de Laplace d’une fonction f(t) est définie par :

f(s) = LLF(), s} = / F(yetdt, t > 0

Définition 1.1.8. [8/ La transformée de Laplace inverse d’une fonction F(s) est
définie par :

c+100
J(t) = LHF(s). 1) = Qi e F(s)ds, c = Re(s) > co
YY)

Tel que ¢y se trouve dans le demi-plan droit de la convergence absolue de ["intégrale de

Laplace

V) Produit de convolution :

Le produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) est défini par :

(f*xg)t jft—:v x)dx
0



1.1. Définition et Propriété

VI) Propriété de la transformé de Laplace :
Si F(s) = L{f(t)},G(s) = L{g(t)}, a, B € R et n € N alors on a les propriétés

suivant :([18])
1) L{af(t) + Bg(t)} = aF(s) + SG(s)

2/ L{f(t) * g(t)} = F(s)G(s)

3/ Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n :

LU (@)} = " F(s) + 5 51 [f0(0)],_,

k=0 -
VII) Les transformées de Laplace de certaines fonctions importantes :

On a F(s) = L{f(t)}.

La fonction F'(s) est appelée la transformée de Laplace de f(t) .
r 1
ey = Nt

Oé—+1’ O(>—17S>0.
S

1
L{e"} = , s> a.

S—a

Cisin(at)y = — 2 |s| > |al.

52 +a?’
se=h
L{PE, g(at™)} = , 8% > |al.
—a

Sa

s* Pl
(SO‘ _ a)k+1’

VIII) Les transformées de Laplace inverses de certaines fonctions importantes :

LR 1B (at)} = s > |al.

La fonction f(t) est appelée la transformée de Laplace inverse de F(s).

L1 ! _ BT e >0
s+a)ef T = °
1 tozfl
-1 o —ax
£ {@+@a}‘rmf =0
L1 { ! } =t""'E,(at*),a > 0.
s¥ —a

R e e e G



1.1. Définition et Propriété

IX) La fonction Mittag-Leffler :

Alors que la fonction Gamma est une généralisation de la fonction factorielle, la

fonction Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction exponentielle, ce qui est

d’une grande importance pour le calcul fractionnaire.

Définition 1.1.9. (Fonction & un paramétre)./15/ La fonction Mittag-Leffler

introduite pour la premiere fois comme un parameétre fonction par la série :

00 k

P B Tk

Définition 1.1.10. (Fonction a deux parameétres) [15] La généralisation & deux

,a>0,aeR zeC.

parameétres est introduite par Agarwal :

o0 Sk
Ea = -1 a0 M 07 ; R: C.
8(2) ,;:()F(ak+ﬁ)ﬂa> B,aeR, 2z €

1l est appelé fonction a deux paramétres de type Mittag-Leffier.

Propriétés 1.1.3. [15] Certaines de ses propriétés intéressantes sont

o Fyi(z) =¢e%

o Fy(2?) = cosh(z).




1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

1.2 Dérivée et intégrale fractionnaire

Le but de cette partie est de définir des notions fondamentales sur les dérivées et les inté-
grales fractionnaires, en 1’occurence nous introduisons les deux plus importantes approches a

savoir celles de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi que quelques-unes de leurs propriétés.

1.2.1 Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

I) Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
[15] Soit f : [a,b] — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini.

Une primitive de f est donnée par :

If(z) = / f(t)dt.

Pour une primitive seconde on aura :

Pf(x) = / dt /t f(u)du.

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire

xT

rie) = [ =i

a

Plus généralement, I'intégration successive de la fonction f(z) s’écrit sous la forme

I"f(z) = /mdm]ldxg...x]_lf(xn)dxn

1

- =5 /(x — ™ f(t)dt,n € N.

suivante :

a

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation, l'intégrale
d’ordre non entier de la fonction f(x) peut étre définie en utilisant la fonction Gamma

['(n) = (n — 1)!donc, on peut définir I'intégration fractionnaire comme suit :



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

Définition 1.2.1. /7] Si f € Cla,b],Q = [a,b](—00 < a < b < 400),a € R les
intégrales fractionnaires a gauche et a droite de Riemann-Liouville I, f et X f

d’ordre acsont définies respectivement par :

1% f(x) = F(la) / - _fgzl_a) dt, (z > a), (1.3)
I f(z) = r(la) / ; _fg?l@ dt, (z < b), (1.4)

Lorsque o = n € N, les définitions (1.3) et (1.4) coincident avec les intégrales n-iéme

de la forme :

Iéi)f(x) = /dxl/dxg... / f(zp)dz,

_ —(n_11)! /(g; — (8t

a

- kg e

Théoréme 1.2.1. Soit a > 0,8 > 0 et f € LP(|a,b]),p > 1 L’intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville posséde la propriété suivant :
S L f(x) = I f (). (1.5)

Proposition 1.2.1. soit a > 0,n = [a] + 1l.on a :

I% (z — a)Pt = %(m — q)otB-1,
et

I'(s)
Jo (b= )1 = M7 (ph_ p)Bta-l
b ( ZL') F(ﬂ + Oé)( l‘) )
Exemple 1.2.1. Considérons la fonction f(x) = (x — a)?, Alors

10



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

I (z —a)~t + ﬁ fm (z — )27t — a)P~Ldt,

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)7, il s’ensuit que

dt = (z — a)dT; d’ou

a

o (r—a)ft = ﬁ / (x—a—(x—a)T)* a+ (x—a)T —a)’ x — a)dr,
- ﬁ / (z —a)*(x —a)’ (1 —7)* 77 hdr
x — q)tB-l ;
_ ! F(L; /(1 e ar,

En wutilisant la fonction béta on obtient :

@—a* ()

I'(a) I'(a+p)
I'(3)

Ia+ B)

I3 (x—a)’™t =

(x o a)a+671_

On voit bien que c’est une généralisation du cas ou o =1, on a

e PO (BoDNE-D,

G TCE L T
_ (ﬁ_l)r(ﬁ_l)(x—a)ﬂzl(:L‘—a)’B
CEEVERE) EA

grace a la relation bien connue (1.2)
De la méme maniére, on montre que
I'(8)
T (x — )P~ 1 = — 7 (ph — p)Bto—1
a+( ) F(ﬂ 4 Oé) ( )

Définition 1.2.2. Intégrales fractionnaireau au sens de Riemann-Liouville d’ordre o

d’une constante f(t) = c est donnée par :
C
—— _(t—a).
iy~ %
Proposition 1.2.2. Soient « et 8 deuz nombres complezes et f € C%([a,b)) :

Ep-eC = [oC =

d

(0) ZUEN)(E) = (L3 f)(), Re(a) > 1.

11



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

(4) lim ((I2)(2) = £(2), Re(@) > 0

(¢) I3(17f) = 127 f, (Re(a) > 0, Re(f) > 0)

ITI) Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville|[15]

Pour définir leurs dérivées, Riemann et Liouville adoptent une méthode simple, par

exemple la dérivée d’ordre un demi au sens de R-L d’une fonction f est donnée par :

Dif(a) = (Iif) (@)

x
c’est a dire la dérivée (ordinaire) de l'integrale fractionnaire d’ordre un demi.

Définition 1.2.3. soit @ > 0,n = [o] + 1, Les dérivées fractionnaires & gauche et
a droite de Riemann-Liouville D3, f et D" f d’ordre o sont définies respectivement

por
Defe) = () (s

= ﬁ <%)n/x(x_j;<%dt,x > a. (1.6)

et

_ ﬁ (-%)n/b%dt,x <b. (1.7)

En particulier, quand oo =n € N alors
Dy f(z) = Dy f(z) = f(),
et
Dy, f(z) = f™(x), Dy f(x) = (=1)"f"(x)
ot f")(z) est la dérivée ordinaire de f(x).

Remarque 1.2.1. les derivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville de la

fonction f en un point x est a caractére non local, elle dépend de toutes les valeurs de

12



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

x) dans ['intervale (a, x) , une condition suffisante pour que l'integrale fractionnaire
g

d’une fonction f existe est que f € AC™([a,b]).

Remarque 1.2.2. s: 0 < a < lalors,

T

D3 1) = Frm e [ (@ 0 0 o> ),
et
b
Dy f0) = o=z | =0 0 @ <)

T

Remarque 1.2.3. On voit bien que dans le cas ot

B =0, les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d’une constante ne

sont pas nulles en generale

a9 Dre=ra=g

Proposition 1.2.3. Soit « > 0 et n = [a] + 1, alors pour j =1,2,...... n, on a

D¢ c= (b—ax) @ (0 < a).

Y (x—a)* =Dy (b—a)*7 =0

Corollaire 1.2.1. 1) la relation D, f(x) = Oest vraie si et seulement si

n
@)= 3= e =),
J:
ouc; e R (j=1,2,...... n) sont des constantes arbitraires. Dans le cas parti-

culier, ot 0 < a < 1, la relation D2, f(x) = 0 est vraie ssi
f(x)=clx—a)*ceR

2) la relation Dy f(x) = 0 est vraie si et seulement si

n

f@) =30 ¢i(b— )™

7j=1
ouc; e R (j=1,2,...... n) sont des constantes arbitraires. Dans le cas parti-

culier, ot 0 < a < 1, la relation Dy f(x) = 0 est vraie ssi
flx)=clb—2)*tceR
3) dans le cas particulier ou a = 0, l’équation différentielle fractionnaire
D, f(t) = 0
admet la solution
f(t) = cit®™ b+ ot 2 3t 3+ 4 et

ouc; e R (i=1,2,...... n) etn=[a]+1

13



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

I11)

Proposition 1.2.4. Soit « > 0 et f € AC"[a,b] Alors

I8, DS f(t) = u(t) + et P+ cot® 2 st 3 + L 4 et "

Transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville :
[30] La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d’ordre o« > 0 est :

ey =10,

ou

F(s) = L{F 1)}

14



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

1.2.2 Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un réle im-
portant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo
(1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisée, car les problémes ap-
pliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans
la modélisation par I'approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des condi-
tions initiales des dérivées fractionnaires.

En utilisant une approche différente de celle de R-L, Caputo a définit la dérivée fraction-
naire a l'opposé de R-L en appliquant 'opérateur de la dérivation puis celui de I'intégrale
(R-L font Iinverse, ils intégrent puis ils dérivent). c’est a dire la dérivée d’ordre un demi par

exemple, au sens de Caputo sera donnée par :
DY f(a) = 14 f(2)
dx
Cependant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est toujours une généralisation de la

dn

:% st néeN.

dérivée ordinaire dans le sens® D"

Définition 1.2.4. oit a > 0 avec n = [a]+1, si f est une fonction telle que f € AC"([a,b]),
alors les dérivées fractionnaires (a gauche et a droite) d’ordre o de  fau sens de Caputo

existent sur [a, b et sont définies par

D3 fla) = ITD"f(x)

I S
. /( L0 ()

a

et

Dy f(x) = (=1)"I;7*D"f(x)
N Gt Y PR
i / (t — 2yt 0 1),

xT
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1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

En particulier quand 0 < a < 1 et f € AC([a,b]),

D fla) = I5°Df(x)

et

Dy f(x) = ~I°Df(x)

b
_ (_1) — )
= T !(t )= f (1) dt.

Remarque 1.2.4. Sia =n € N*, alors D", f(z) et Dy f(x)sont données par :
Dy f(x) = f(2), Dy f(z) = (=1)" ().
En particulier
DY, f(x) =° DY f(z) = ().

Remarque 1.2.5. a dérivée fractionnaire au sens de Caputo est aussi a caractére non

local.

Exemple 1.2.2. calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(x) =

(x —a)?, soita >0 tel quen—1<a<n et >0 alorsona

D=0 = g [le— 0 W

16



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

en effectuant le changement de variable t = a + s (z - a) on obtient

1

D) = por ey 0 [ e
_ '+ 1)Bn—a,8—n+ 1)(:15 _g)pa
(n—a)l'(B—n+1)
_ F(ﬁ + 1) (l‘ . a)ﬂ—a
C T(B—a+1) ’
De méme on trouve
Do) = )

En particulier on a
CDa+Cte _C Db_Cte =0
donc la dérwée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

[) Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens caputo :

Lemme 1.2.1. La Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de

caputo d’ordre a tel quen —1 < a <n,neN :
n—1

LLOD (1)} = s*F(s) — Y s>~ 1 fR)(0).
k=0

Démonstration :

LD )}y = L{D™ D f(0)]},

_ LD )}
- gn—a )
SF(s) = 32 571 f09(0)

_ k=0

- gn—o ’
n—1

= s%F(s) — Z s"h=L B (0)
k=0

17



1.2. Dérivée et intégrale fractionnaire

1.2.3 Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Rappelons quelques définitions et propriétés de I'intégration fractionnaire de Hadamard

et différenciation. Soit § = t% Et mettre
ACF(JR)={y:J > R: " ly(t) € AC(J,R)}

Définition 1.2.5. [20] L’intégrale fractionnaire d’Hadamard d’ordre r > 0 pour a la fonc-
tion h € L*([1,4+00),R) est définie comme

HIrh(t) = F(lr) j (logé)r_l @ds,

a condition que [’intégrale existe.

Définition 1.2.6. [20] La dérivée fractionnaire d’Hadamard d’ordre v > 0 appliqué a la
fonction h € L*([1,4+00),R) est défini comme

("Dih)(t) = 6" ("I R)(t),

oun—1<r<nmn=][r]+1, et|r] est la partie enticre de r.

1.2.4 Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de caputo-

Hadamard

Définition 1.2.7. [16] Pour une fonction donnée h € AC™([a,b],R), tel que 0 < a < b;

la dériwée fractionnaire de Caputo — Hadamard d’ordre r > 0 est défini comme suit

HeDry(t) =" D |y(s) - :223(1) 625&) (1o 2)? ()

ot Re(a) >0 et n = [Re(a)] + 1.

18



1.3. Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et Caputo

1.3 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et

Caputo

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur

I'intervalle [a, b| est décrite par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1. Soit « > 0,n = [a] + 1 Si f posséde n - 1 dérivées en a et si
D2, f, Dj- fexistent, alors

i n—1 £(n)(q
D fl) = Dy | o) - £ L e - ap|

et

°Dp f(x) = Dy |f(x) = 5 Loyt
=0 k!
En particulier, quand 0 < a < 1 les relations précédentes prennent les formes suivantes :

“Dgi f(z) = Dy [f(z) — f(a)].

et

“Dy f(x) = Dy [f(z) — f(b)].

Remarque 1.3.1. En utilisant les dérivées fractionnaires de R-L calculées précédement de

(x — a)* on trouve :

n—1 f(k)(&)
D2, f(x) = D% f(x) — ];0 m(w —a)f* (n=[a] +1)

et

n—1 (k)
Do) = Dy fw) - -

m(b —2)k (n = [a] +1).

En particulier, quand 0 < a <1 on a :

f(a)

“Dg, f(x) = Dy, f(x) — m(fﬁ —a) @
et
Cpg f(x) = DY f(x) - %(b -

Remarque 1.3.2. Si a € N* la dérivée de Caputo coincide avec celle de R-L dans les cas

suvants :
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1.3. Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et Caputo

(1) €Dz, f(x) = D2 f(a)sif(a) = ['(a) = ... = [ D(a) = 0(n = [a] + 1).

(2) “Dp f(2) = Dy f(2)sif(5) = F/(B) = ... = F () = 0(n = o] +1).

En particulier, quand 0 < o < 1 nous avons si f(a) =0
“Dg f(x) = Dy, f(x)
et
“Dyf(z) = Dy f(=)

si f(b) = 0.
Les théoréemes suivants expriment certaines propriétés de l'opérateur de dérivation de Ca-

puto.

Théoréme 1.3.2. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Caputo

existent. Alors pour tous A,y € R, D*(\f + ~vg) exziste, et 'on a
“D*(\f(z) +79(z)) = XD f(z) + 7 D(x).

Théoréme 1.3.3. [?] Soient o« > 0,n = [a] + 1 et f € C"[a,b] Alors les operateures
fractionnaires de Caputo ©D%.,© D& sont continues sur [a, b]; D%, € Cla,b] et “Dy €
Cla, b, de plus si o n'est pas entier alors © D%, et “ D¢ sont bornés de C™[a,b] dans C,|a, b]

et Cyla, b] respectivement. De plus on a :

1D, flle, < kallfllen

et

1°D5- flle, < kallfllen

ol

(b—a)"@
'n—a)(n—a+1)

ko =

Théoréme 1.3.4. Si o > 0, tel que n = [a] + 1 et si f € Cla,b], alors :

CD2 10, f(x) =C Dy I f(2) = f(z).
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1.3. Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et Caputo

En d’autre terme la dérivée fractionnaire de Caputo est toujours linverse gauche de

[intégrale fractionnaire.
preuve : soit f € Cla,b], et a > 0, et comme D*I?, f(a) =0, pour k =0,1,2,...,(n—1),
alors on a pour :

‘DI f(z) = DgIgf(x)
= flz).

En d’autre terme la dérivée fractionnaire de Caputo est toujours l'inverse gauche de

I'intégrale fractionnaire.

Théoréme 1.3.5. Soient o > 0, et n = [a] + 1 si f € ACY([a,b]), alors on a

n—1 f(n) a
D13 @) = fl) - 5 L e -

et

> (=1)"f™(b)

OOy I fle) = flo) - X

En particulier, si 0 < a <1 et f(x) € AC[a,b], alors on a :
‘Dl f(z) = f(z) — f(a),
et
“Dp I f(z) = f(z) — f(b).
preuve : On a par définition
CDo f(x) = 7D (2),
en appliquant a gauche les opérateurs d’integrationly,, I~ on trouve :
DI f(r) = IAID" ()

= ILD"f(x)
= LD f(x)

ol (g
= - ey
k=0 )
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1.4. Relation entre I'intégration de Caputo et Caputo-Hadamard

et

DR IE fx) = IEI'T°D"f(x)
= I} D"f(z)
= I} D f(x)
o (~1)Ff (D)

= f@) =)

k=0

(b— )~

1.4 Relation entre l'intégration de Caputo et Caputo-
Hadamard

Lemme 1.4.1. [16] soit y € AC}([a,b],R) ot C}([a,b],R) et a € C alors :

TI(MeDry)(t) = y(t) — :é) g Z?a) (log t) :

a
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CHAPITRE 2

‘—EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DANS
CERTAINS PROBLEMES FRACTIONNAIRES PAR LA
METHODE DES SOUS ET SUR SOLUTION

2.1 Préliminaries

Soit (C'(J,R), ||.||s) 'espace de Banach des fonctions continues y de J a R avec la norme

uniforme usuelle

[9lloe = sup |y(t)]
teJ

Par L'(J,R) nous dénotons I'espace Banach de toutes les fonctions intégrables de Lebesgue

y:J — R avec la norme

T
Iyl = / (D).
1

Indiquer par AC(J,R) l'espace des fonctions absolument continues de J en R.
Pour un espace Banach donné (X |.||), nous définissons les sous-ensembles suivants de
P(X) :

P,(X)={Y € P(X) : Y est fermée },
Py(X)={Y € P(X) : Y est borné },
P.,(X)={Y € P(X) : Y est compact },



2.1. Préliminaries

P.,(X)={Y € P(X):Y est convexe },
P (X)) = Pop(X) N Pop(X).

Définition 2.1.1. Une carte multivalorisée G : X — P(X) est dite convexe(fermé) évalué
si G(x) est convexe (fermé) pour tous x € X. Une carte multivalorisée G est délimitée sur

des ensembles délimités si G(B) = U,epG(x) est délimité en X pour tous B € Py(X)
(c-a-d.sup{sup{|y| : y € G(x)} existe }).
zeB

Définition 2.1.2. Une carte multivalorisée G : X — P(X) est appelée supérieure semi-
continue (s.s.c.) sur X si pour chaque xo € X, le set G(xg) est un nonempty sous-ensemble
fermé de X, et pour chaque ensemble ouvert N de X contenant G(xy), il existe un quartier
ouvert Ny de xo tel que G(Ny) C N. G est dit étre compléetement continu si G(B) est
relativement compact pour chaque B € Py(X) .

Définition 2.1.3. Laisser G : X — P(X) étre complétement continu sans vide. Alors G
est s.s.c si et seulement si G a un graphique fermé (c-a-d T, — Tu,Yn — Ys, Yn € G(xy)
implique y. € G(x.)). G a un point fize s’il y a x € X tel que x € G(x).

Nous dénotons par Fixz G ’ensemble de points fizes de 'opérateur multivalorisé G .

Définition 2.1.4. Une carte multivalorisée G : J — Py(R) est dite mesurable si pour

chaque y € R, la fonction :
t—d(y,Gt) =inf{ly — 2| : 2 € G(t)}

est mesurable.

Lemme 2.1.1. [25] Que G soit une carte multivalorisée entiérement continue avec des

valeurs compactes non vides, alors G est s.s.c. si et seulement si G a un graphique fermé.
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2.2. Quelques théorémes du point fixe

2.2  Quelques théorémes du point fixe

Dans cette section nous rappelons quelques théorémes célébres du point fixe

2.2.1 Théoréme du point fixe de Banach .

Ce théoréme connu aussi sous le nom de 'application contractante se trouve a la base de
la théorie du point fixe. Ce théoréme garantit 1’existence d’un point fixe unique pour toute

application contractante d’un espace métrique complet dans lui méme.

Définition 2.2.1. (Point fize) Soit T une application d’un ensemble X dans lui méme.

On appelle point fize tout point x € X tel que T'(z) = x.

Théoréme 2.2.1. /2] (Principe de contraction de Banach) Soit ( M, d) un espace
métrique complet et soit T' : M — M wune application contractante i.e qu’il existe 0 < k <
1 telle que d(T'(z),T(y)) < kd(z,y),Vz,y € M, alors T admet un unique point fize x* € M,
de plus pour tout x € M on a :lim T"(x) = z*et,

n—oo

n

AT (@).2%) < 1

d(z,T(x)).

Preuve :La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite {x, }nen définie induc-
tivement par x,.; = T'(x,) pour tout n € N converge vers z* = T'(z*). En ce qui concerne
I'unicité en effet, nous obtenons la contradiction suivante en supposant 1’existence de deux

points fixes distincts x] et 23 pour une contraction T
d(zy,x) = d(T(27), T (2%)) < kd(xf,x3) < d(xf, x7),c’est a dire,k > 1 d’ou la

contradiction.

2.2.2 Théoréme du point fixe de Bohnenblust-Karlin

[5] Que X soit un espace Banach et K € P (X), et supposons que lopérateur
G : K — Pue(K) est semi-continu supérieur et I'ensemble G(K) est relativement com-
pact en X . Alors G a un point fixe en K .

Rappelons quelques définitions et propriétés de 'intégration fractionnelle et de la différen-
d
ciation d’Hadamard.Que § = ta,et définir

ACP(JR)={y:J = R: 6" y(t) € AC(J,R)}.
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2.2. Quelques théorémes du point fixe

2.2.3 Théoréme de point fixe de Schauder

Théoréme 2.2.2. Que ) soit un sous-ensemble convexe non vide d’un espace normé. Que

N soit une cartographie continue de ) dans un sous-ensemble compact de €2, alors N a un

point fize en 2.
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2.3. Définition des sous et sur solution

2.3 Définition des sous et sur solution

on a le probléme suivant :
(1) feDry(t) € F(t,y(t)) ;pour t € J = [1.1],
a I’état limite
(2) L(y(1),y(T)) =0,
ouT > 1 ,7¢D" est le dérivé fractionné Caputo-Hadamard de l'ordre 0 < r < 1,F : Jx R —

P(R) est une carte multiévaluée, P(R) est la famille de tous les sous-ensembles non vides

de R; et L:R? — R est une fonction continue donnée.

Définition 2.3.1. Une fonction y € AC(J,R) est considérée comme une solution de (1)-
(2) s’il existe une fonction v € Spo, telle que T1D™y(t) = v(t) a.e. J et la condition limite

L(y(1), y(T)) = 0 est satisfaite.

Définition 2.3.2. On dit que le fonctionnement avec w € AC(J,R) est une solution
supérieure de (1) - (2) si L(w(1),w(T)) > 0 et il existe une fonction vy € Spo, telle que
Hepr(t) > vi(t) a.e. J.

De méme, on dit qu’une fonction u € AC(J,R) est une solution inférieure de (1) - (2) si
L(u(1),u(T)) <0, et il existe une fonction vy € Sro, telle que T¢D™u(t) < vy(t) a.e. J .
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2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

2.4 Reésultat d’Existence de solution par la méthode de

sous et sur solution

Théoréme 2.4.1. Supposons que les hypotheses suivantes s appliquent :

(H1) F:J xR = Pgo(R) est Carathéodory,

(H2) Il existe u,w € C(J,R), solutions inférieure et supérieure, respectivement pour le

probléme (1) - (2) tel que u < w,

(H3) La fonction L(.,.) est continue sur [u(1),w(1)] x [u(T"), w(T)], et non croissante en ce

qui concerne ses deux arquments,

(H4) Il existe | € L'(J,R") telle que
Hy(F(t,y), F(t,9)) < 1)y — ¥ ¥y, ¥ € R,

et d(0, F(t,0)) <I(t);a.e.t € J.

Alors le probleme (1) - (2) a au moins une solution y définie sur J de telle sorte que

u<y<w.

Preuve : Considérer le probléme modifié suivant

(3) HeDry(t) € F(t,7(y(t))) ;pour t € J,
(4) y(1) = 7(y(1)) — Ly(1),y(T)),

ou 7(y(t)) = max{u(t), min{y(t), w(t)}},
et y(t) = 7(y(t)).

Une solution & (3) - (4) est un point fixe de l'opérateur N : C(J,R) — P(C(J,R)) défini

par

ou
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2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

ve{veSh, ) v(t) > vi(t) sur Ay et v(t) < vy(t) sur Ay}

Skor(y) _{UGU(JR) v(t) € (L, (Ty)(),t € J},
Alz{tGJ-y() u(t) <w(t)}, Ay ={t € J:uft) <w(t) <y(t)}
Remarque 2.4.1. (1) Pour chacun y € C(J,R); l'ensemble g}w(y) est non vide. En
fait, (H1) implique qu’il existe vs € S},OT(y) ; donc nous définissons

U= V1XA; T U2X4; T UsXA;;
ot
Ay={te T ult) < y(t) < wt)}
Puis par décomposition,v € g},w(y)

(2)  Par définition de 7, il est clair que F(-,7y(-)) est une carte a multi-valeurs L' —

Carathodory avec des valeurs convezes compactes et il existe ¢ € L'(J,RT) tel que
I ry(®)llp < 61(0) pour chague y € R
(3)  depuis T(y(t)) = u(t) pour t € Ay, et 7(y(t)) = w(t) pour t € As puis de (H3),
Iéquation (4) implique que
(D] < Ju()] + | L(w(1), w(T))] < Ju(D)] + [L(y(1), y(T))] = [u(1)] sur Ay,
et
y(1) = w(l) = L{w(1), w(T)) <w(l) = L(y(1),y(T)) = w(l) sur A,.
1ls montrent que,
(D] < min{[u(1)], Jw(1)[}.

que
Ao,
[(r+1)

et considérer le sous-ensemble fermé et convexe de C(J,R),

R := min{lu(1)], [w(D)[} + 57— (log T)",
B={ycCUR):|ylw <R}

Nous montrerons que lopérateur N : B — P (B) satisfait a toutes les hypotheéses

du théoreme 2.2.2. La preuve sera donnée en 6 étapes.

Etape 1 : N (y) est convexe pour chaque y € B.
Laisser hi, he appartenir a N(y), alors il existe vy, vy € 5}707(2/) de sorte que pour chaque

t € J, nous avons, pour i = 1,2,
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2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

ha(t) = y(1) + ﬁ/t (log £>M Vi(s)%.

que 0 < d < 1. Alors, pour chaque t € .J, nous avons
t

(it (1= D)) =9(0) + s [ (togt ) (o) + (1= o)

Puisque Spor(y) est convexe (parce que F a des valeurs convexes), nous avons

ds
s

dhy + (1 — d)hy € N ().

Etape 2 : N Les ensembles délimités en ensembles délimités en B .

Pour chaque h € N(y) il existe v € §}OT(y) tels que
1 / AN ds
h(t) =y(1) + m/ (log E) 1/(3)?.
1
De (H1) a (H3), pour chaque ¢ € J nous avons
1 T 7\
ol < o+ g [ (055 ) s
1 T r—1
< min{|u(1)], |w(1)[} + ﬁ/ (log g) ’”f”ds
1
< minffu(D)] (D]} + 125 logTY

ainsi

12flc < R
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2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

Etape 3 : N cartes délimitées en ensembles équicontinus de B.

que ty,ty € J, t; < ty, que y € B et h € B.puis

)~ ki)l = |q55 [

VAN
|
— |+
=N |=
\_/h
1
VRS
—_
o
(0]
w [ S
~_
5
|
—
|
VRS
—_
o
(0]
w | St
~_
5
|
iR
| I
|Q.
N

— 0 comme t; — ta.

En conséquence des trois étapes ci-dessus, nous pouvons conclure de I’ Arzela-Ascoli théoréme

que N : C(J,R) — P(C(J,R)) est entiérement continu.

Etape 4 : N a un graphique fermé.
que Yn, — Ys, by € N(y,) €t h, — h,. nous devons montrer que h, € N(y.).h, € N(y,)

signifie qu’il existe v,, € 3}07@) de sorte que, pour chaque t € J,

bnlt) = 00 + 15 / (1og§>r_1 ()%,

Nous devons montrer qu’il existe v, € gll%T(y*) de sorte que, pour chaque t € J ,

() =) + 575 / (logg)’” )%,

Puisque F'(t,-) est supérieur semi-continu, alors pour chaque € > 0, il existe un nombre

naturel ng(e) tel que, pour chaque n > ng nous avons
vn(t) € F(t, Tyn(t)) C F(t,y«(t)) + €eB(0,1) pour t € J.
Puisque F'(-,-) a des valeurs compactes, il existe une suite v, () telle que

V() = v.(-) pour m — oo,

31



2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

et
v.(t) € F(t,7y.(t)) pour ¢ € J.
pour chaque w € F(t, 7y,(t)) on a
[V, () = v (8)] < v, (8) = w] + |w — v ().
alors
Vi () = vi(t) < d(vm,, (1), F(¢, Tys(1)).

Nous obtenons une relation analogue en intercalant les roles de v, et v, et il s’ensuit que

[V (8) = va(8)] < Ha(F (8, Tyn (1)), F(E, 7y(1))) < 1)y = Yslloo-

pour
1 / AU ds
s =10 < s [ (1085) o) = 0
1 T
Fy (o) 1)dsln, = vl
1
donc

T

1
|, — Palloo < m (logT)T/l(s)dsHynm — Yulloo — 0 ssi m — oo.
1

Par conséquent, Lemma 2.1.1 implique que N est supérieur semi-continu
Etape 5 : Chaque solution y de (3) - (4) satisfait
u(t) < y(t) < w(t) pour tout t € J.
Laissez y étre une solution de (3) - (4) : Nous prouvons que
u(t) < y(t) pour tout t € J.
Supposons que non. Alors il existe t1, ¢y avec t; < to tel que u(t;) = y(t1) et
u(t) > y(t) pour tout t € (t1,ts).

Compte tenu de la définition de 7, on a
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2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

Hepry(t) € F(t,u(t)) pour tout t € (t1,1s).
Il existe donc v € Spor(y) avec v(t) > v1(t) a.e. on (t1;t2) de sorte que
Hepry(t) = v(t) pour tout t € (t1,ts).

Une intégration sur (t1,¢], avec t € (¢;,t2) rendements

t

o0~ ot = s | (o) v

t1

Puisque u est une solution inférieure a (1) - (2) puis

Il ressort de y(t1) = u(ty) et v(t) > vi(t) que
u(t) < y(t) Vt € (t1,t2)

C’est une contradiction, puisque u(t) > y(t) pour tous t € (t1,t5) : Par conséquent

u(t) <y(t),vt € J.
De fagon analogue, nous pouvons prouver que

y(t) <w(t),Vt e J.
cela montre que

u(t) < y(t) <w(t),Vt e J

Par conséquent, le probléme (3)-(4) a une solution y satisfaisant v <y < w.

Etape 6 : Toute solution du probléme (3) - (4) est une solution de (1) - (2) .

Supposons que y est une solution du probléme (3) - (4). Alors, nous avons
Hepry(t) € F(t, m(y(t))) pour t € J,

et

Depuis, pour tous ¢t € J, nous avons
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2.4. Résultat d’Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

Alors,

Nous obtenons ainsi

et

Il suffit de prouver que

supposer que
y(1) = Ly(1),y(T)) < u(1).
Depuis L(u(1),u(T)) < 0 nous avons
y(1) <y(1) = L(u(1), u(T)).
Puisque L(-,-) n’augmente pas par rapport a ses deux arguments, alors nous obtenons
y(1) < y(1) — Lu(1),w(T)) < y(1) — L(y(1), y(T)) < (1) :

Par conséquent, nous obtenons y(1) < u(1l); ce qui est une contradiction. De méme, nous

pouvons prouver que

y(1) = L(y(1),y(T)) < w(1).

Par conséquent, y est une solution a (1) - (2). Ceci conclut que le probléme (1)-(2) a une

solution y satisfaisant u <y < w.
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CHAPITRE 3

RESULTAT D’EXISTENCE DES SOLUTION POSITIVES DE
CERTAINS PROBLEMES FRACTIONNAIRES

Ce chapitre concerne l'existence de solutions positives pour le probléme de valeur limite

suivant pour I’équation différentielle fractionnaire non linéaire.|31]

Dgiy(t) + f(t,yt) =0n—1<a<n,0<t<l, (3.1)

yD(0)=0,i=0,...,n—2,

Mk

y(1) = Z)\k/y(s)ds, (3.2)

ou f € C([0,1] x R,R;) est une fonction donnée n € Nyn > 2.0 < n, < 1, A\ > 0,
Vk=0,...,m.

Tout d’abord nous résolvons le probléme linéaire, puis nous construisons les solutions infé-
rieures et supérieures. Par Schauder théoréme de point fixe, nous établissons 'existence d’au
moins une solution positive pour le probléme de valeur limite (3.1)-(3.2) se situant entre ces

deux fonctions. Les résultats obtenus sont illustrés par un exemple

3.1 Existence de solutions positives

Lemme 3.1.1. Supposons que h € C(0.1) N L' (0.1) et n — 1 < a < n,n > 2. Ensuite la

solution au probleme de la valeur limite

DEy(t) + h(t) = 0,¢ € (0,1), (3.3)
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3.1. Existence de solutions positives

y(l) = zm:)\k/y(s)ds, Ak > 0. (3.4)

est donnée par

ou&=1—23" N >0 et :
1 |ttt Q=8 —(t—s)0<s<t<1

L) |11 — )1 0<t<s<1.

Hit.5) 1 t*l—s)*t—(t—9)*0<s<t<1
78 = 5/ 1N\
Pla+1) | o1 — gt o<t <s<1.

Preuve :Que y soit une solution au probléme de la valeur limite fractionnelle (3.3)-(3.4).

Par (3)de Corollaire 1.2.1, il céde

1
YO =ttt ot s / Jhis)ds  (35)
0

En tenant compte des conditions (3.4), nous obtenons

CQZC3...:Cn:0,

et puis

qui implique
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3.1. Existence de solutions positives

QIH

1 / ol “
61:51“(04) (/(13) h(s Z)\k e — )& s)

0 k=0

\

La solution du probléme (3.3)-(3.4) est donc la suivante :

:_Fl / a 1h
ta—l

1 . Lo )
+§F(a) [/(1 —5)* h(s)ds — o kzzo Ak O/(Uk - 5) h(S)dS]

0

Enfin, certains calculs donnent

y(t) = —ﬁ / (t — )" 'h(s)ds

-1 éékwﬁ ! -
i Er A b ) 0/ (1= )" Mh(s)ds
- %?(m—s)%(s)@
- ﬁ/t@“ N1 = 8)" " = (t = 5)*)h(s)ds
: ﬁ/lt“ s
* §F§a+1) ki:%)"“ 7177?(1 =) (e — 5)*)h(s)ds
T gpgi 1 ;Ak/ln?(l $)*"h(s)d
- Jouomons S

La preuve est remplie.

Lemme 3.1.2. Les fonctions G et H sont continues non négatives et satisfont
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3.1. Existence de solutions positives

1 e
0<Gt,s)< — ,0<H(t,s) < ——— ,0<t,s<1.
(1) € oy O H(t8) € gy - 0 ts <
Maintenant, nous définissons le concept de solutions supérieures et inférieures pour le pro-

bleme de la valeur limite fractionnelle (3.1)-(3.2).

Définition 3.1.1. Une fonction B € C[0,1] est appelée solution inférieure du probléme de

la valeur limite fractionnaire (3.1)-(3.2), si
=D, B(t) < f(t, (1)), t € (0,1),
BY0)<0,i=0,...,n—2,
m Mk
A1) < 30 A [ y(s)ds
k=0 0

Définition 3.1.2. Une fonction vy € C[0, 1] est appelée une solution supérieure du probléme

de valeur limite fractionnaire (3.1)-(3.2) , si
_D8+/7(t) 2 f(taf)/(t))ﬂt € (07 ]-)7
7D(0) > 0, 2'—0 on—2,
~(1) >Z)\kfy )ds, A\ > 0.

Définir Uopérateur F : C([0,1],R) — C([0,1],R) par

a—1 m

> )\ka Mk, ) f(s,y(s))ds,

5 k=0 0

= OflG(t, s)f(s,y(s))ds +

alors y est une solution du probléeme (3.1)-(3.2) si et seulement si y est un point fize de F.

Réglage

pt) = /1

_ —t 4 o 1 N $o— 1. m >\k: (_,r];:-f-l N @)
MNa+1) £ )
to N1 —t) et & 1 N
— YRy
T(a+1) +§F(a—|—1)zo Hh\a T a+1
ta_l
['(a+1)

alors la fonction
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3.1. Existence de solutions positives

Oé].m

Z )\ka e, s)f(s,p(s))ds,t € [0,1]

og}_.

g(t) = | G(t,5)f(s,p(s))ds +

est une solution positive au probléme suivant

—Dg.g(t) = f(t,p(t)),t € (0,1),
g0)=0,i=0,...,n—2,

g(1) = ékk ;fg(é’)ds

par conséquent

a1p(t) < g(t) <agp(t), 0 <t <1, (3.6)
a; = min {1,1232} f(t,p(t))} , Ay = Max {1 m[(a)ul( ft, p(t ))} (3.7)

Nous avons les résultats suivants :

Théoréme 3.1.1. Supposer que les conditions suivantes sont remplies
(H1) Il existe une fonction ¢ € LY([0,1],Ry) et une fonction continue v : R, — R, de
sorte que
fty) < e®)v(lyl),
pour tout t € [0,1] ety € R.

(H2) 1l existe une constante p > 0 telle que

v(p) (F(la) + T Zm) Iiller < p (33)

(H3) f(t,p(t)) # 0, pour t € [0,1] et il existe une constante u,0 < p < 1 telle que pour

tousk,0 < k < 1, nous avons
EFF(tu) < f(t ku),u € Ry, (3.9)

Alors le probleme (3.1)-(3.2) a au moins une solution positive y € C0, 1] satisfaisant

Bt) <y(t) < (1), t €0, 1].
Ou [ et v sont respectivement les solutions inférieures et supérieures au probléme

(3.1)-(3.2) définie comme suit :
B(t) = krg(t),~(t) = kag(t), (3.10)
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3.1. Existence de solutions positives

k1 = min(1,7)ks, ks = max(1, R)ky, (3.11)

r=min(f(t,y(t)),t € [0,1], |yl < p),

R = max(f(t, y(t))’t S [O’ 1]7 H?/H < p)>

(1 O T
ks =min [ —,a; ™" ) ks =max [ —,ay " | . (3.12)
a2 (431

preuve : Prouvons que F est un opérateur totalement continu.

quey € B, ={y € C[0,1] : ||y|| < p}, nous avons

1

Fyt) < gy [ (=97 Gsiu(s))ds

ey Zm/ — ) (s, y(s))ds.

grace a la condition (H1) nous obtenons

Fu) < 000) (0 + st

compte tenu de (3.8) elle produit

S ) [0 - st

1 1 m
17l < 606) (1 + s o k) s <o

ainsi F est uniformément limité sur B, et F(B,) C B,.

que t1,ty € [0, 1], 81 < to, puis

—> —5)* 1 f(s,y(s))ds
Pyt~ Py < B O/(l " s y(s)d

+ F(a>t (t2_8)a 1f<57y(8>)d5
G f”;%x / H e )1 (s, y(s))d
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3.1. Existence de solutions positives

Par I’aide de la condition (H1) nous obtenons

[Fy(t2) — Fy(t)| < ¢(p)llellr

e T e e T N e
( M) 7 T Tla) | &a+D)

el =07 () &
: (@) Qe

Yl (tz = 0)* "

- I(a)

qui tend & 0 comme ¢y — t1. Donc F(B,) est équicontinu. Par Arzela-Ascoli Théoréme nous

concluons que F est complétement continu. En appliquant Schauder point fixe théoréme

2.2.2 il s’ensuit que F a un point fixe y € B,. Faisons remarquer que la solution y satisfait

rp(t) < y(t) < Rp(t),Vt € (0,1).

(3.13)

Maintenant, nous prouvons que 5(t) < y(t) < v(t),t € [0,1]. En combinant (3.6) et (3.10) ,

nous obtenons les estimations suivantes pour t € (0, 1)

B(t)

kia; < m < kras,

en outre (3.11) implique

k3a2 S 1,]{}4@1 2 1.

Soit t € (0,1), de (3.11),(3.14)-(3.16) nous obtenons
p(t)

M < kray < min(1,r)kgas <,
1
p(t) < = () > koa; = max(R, 1)ksa; > R,

Y(t) T kear T p(t)
donc

Bt) < rp(t),~(t) = Rp(t), vt € [0,1]
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3.1. Existence de solutions positives

A partir de (3.13) et (3.17), elle cede
B(t) < y(t) < y(t)pourtoutt € [0, 1]

Enfin, nous prouverons que f(t) = k1g(t),v(t) = kag(t) sont respectivement des solutions
inférieures et supérieures au probléme (3.1)-(3.2).

Gréace a (3.12), nous obtenons les estimations suivantes :

(1{33&1)“ Z ]{?3, 615(]64&2)” S k4 (318)

(klal)“ Z ]{71, et(kgag)“ S kg (319)

En utilisant (3.9), (3.14) et (3.19), nous obtenons pour tout ¢ € (0, 1)

s = 1 (0200) = (B9) s

p(t) p(t)
> (kra)" f(t,p(t) > kL f (L, p(t)),

et

f00) = af (2000 2 (fﬂ)”f@,v(m

p
200 30
> ko(koag) " f(t,7(t) > f(t, (1)),

par conséquent

{ —Dg.B(t) = ki f(t,p(t) < f(1,8(1)) T € (0,1),
—D(O]l+’}/<t) = ka(tvp(t)) > f(ta ’7(t)) te (07 1)7

et
m Mk
BD0)<0...Vi=0,....,n—2,81) <> A [y(s)ds,
k=0 0
m Mk
YD) >0...Vi=0,...,n—2,7(1) > > N [y(s)ds,
k=0 0

B(t) = kig(t) et v(t) = kaog(t) sont respectivement des solutions inférieures et supérieures

au probléme (3.1)-(3.2). La preuve du théoréme 3.1.1 est obtenue.
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3.1. Existence de solutions positives

Exemple 3.1.1. Considérer le probléme de la valeur limite fractionnelle (3.1)-(3.2) avec

a =25\ =025\ = 0.75,m = 0.5,1, = 0.25,

I'(a+ 1)yl

(1= + 1 3 A (h = )

1
t =14+t+—

que nous dénotons par (P), le

p(t) = 0.30009¢2 (1.019595 — ¢),
F(t,p(t)) =1+t +0.01¢5.

¢ ~ 0.97295 > 0.

Pour p = % et pour 0 < k < 1, il est facile de vérifier

ol

1 T 1
k%f(t,y) = k‘% + k‘%t + m (C:n+ )‘y’
-0+ 155 et — )

2

1 T 1
S 1+t—|—m (Ofn—i_ )‘yl
(1—®+%2%M%ﬂi—£ﬁ)
< f(t ky)
De plus
%
1 ['(a+1) 1
(1—1)+ ng_OAw;?(a — ai7)
< 2(1+0.0751886]y]2) = (t)(|y)),
donc

@(t) = 2,9(Jy|) = (14 0.0751886(y|2).
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3.1. Existence de solutions positives

St on choisit p = 2, ¢a donne

1 1 m
¥ (p) <F(a) e D) 3 Aknk) |z — p = —0.3008 < 0,

k=0

ainsi (3.3) est satisfait. Puisque f(t,p(t)) augmente dans t alors

in f(t,p(t)) = min (1 +¢+1072t7) = 1
tgég]f(,p( ) trerfég]( +t+ 1) =1,

t.p(t)) = 1+t+10"2t3) =201
trél[%f(m( ) Eéﬁ%‘ﬁ +1+ 1) :

par conséquent, f(t, p(t)) # 0. Puisque toutes les conditions du théoréme 3.1.1 sont remplies,
le probléeme de la valeur limite fractionnelle (P) a donc au moins une solution positive de

sorte que (t) < y(t) < (t),t € [0,1]. Trouvons les formes explicites des fonctions ¢,0 et
v. Par calcul, nous obtenons

a; =1,as = 2.01,7r = 1, R = 2.184174, k; = ks = 0.49751,
ky = 2.01, ks = 4.390189

g(t) = 0.36506t1° — 0.75225¢%5(0.4 + 0.11429¢ + 0.84263 x 10~3¢075),

B(t) = 0.181621¢1% — 0.374251¢25(0.11429¢ + 1.4746 x 10731075 4 0.4),

~v(t) = 1.602682t5 — 3.302519¢25(0.11429¢ + 1.4746 x 10375 4 0.4)
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Consettiniin

DAns ce mémoire , nous avons étudié la solution d’un certain type d’équations différen-
tielles fractionnaires en utilisant la méthode de sous et sur de la solution , en plus I'étude
de la solution positive a un autre type d’équations fractionnaire a établie.

L’existence de la solution est établit en appliquant le théoréme du point fixe de Banach et
de Bohnenblust-Karlin.

Pour les perspectives on essaye d’appliquer cette méthode & une classe élargie d’équations

fractionnaires.

45



BIBLIOGRAPHIE

[1]

2l

(6]

R. P. Agarwal, Formulation of Euler-Lagrange equations for fractional variational pro-

blems. J. Math. Anal. Appl. 272, 368-379 (2002).

R. P. Agarwal, Y. Zhou and Y. He : Existence of fractional neutral functional dixoerential

Equations, Comput.Math. Appl. 59 (3) (2010), 1095-1100.

D. Baleanu, G. C. Wu, S. D. Zeng, Chaos analysis and asymptotic stability of generalized
Caputo fractional differential equations, Chaos, Solitons and Fractals, 1-7 (2017).

M. Benchohra, Juan . J. Nieto, A. Ouahab, Existence results for functional integral

inclusions of Volterra type, Dynam. Systems Appl. 14 (2005), 57-69.

H. F. Bohnenblust, S. Karlin, On a theorem of Ville. Contribution on the theory of games,
in : Annals of Mathematics Studies, Vol. 24, Princeton University Press, Princeton, NJ,

1950, pp. 155-160.

D.Boucenna,A.Guezane-Lakoud,Juan J .Nieto , R.Khaldi,On a multipoint fractio-
nal boundary value problem with integral conditions,Journal of Nonlinear Functio-
nal.Analysis, Vol.2017(2017), Article ID 53,pp.1-13.

46



BIBLIOGRAPHIE

[7] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations. Sprin-
ger New York Dordrecht Heidelberg London (2010).

[8] Changpin Li and Fanhai Zeng. Numerical methods for fractional calculus, volume 24.
CRC Press, 2015.

[9] K. Diethelm, The Analysis of fractional differential equations. An applicationoriented
exposition using differential operators of Caputo type. Springer, Heidelberg, 2010.

[10] Eric Weisstein. 'Erfc.’From MathWorld A Wolfram Web Resource, 2020 (accessed Fe-
bruary 3, 2020). https ://mathworld.wolfram.com /Erfc.html.

[11] A. Frioui, A. Guezane-Lakoud, R. Khaldi, Fractional boundary value problems on the
half line. Opuscula Math. 37 (2017), no. 2, 265-280.

[12] A. Guezane-Lakoud, Initial value problem of fractional order. Cogent Math. 2 (2015).

[13] A. Guezane-Lakoud, R. Khaldi, On a boundary value problem at resonance on the half
line. J. Fract. Calc. Appl. 8 (2017), no. 1, 159-167.

[14] R. Hilfer, Applications of Fractional Calculus in Physics, World Scientific, Singapore,
2000.

[15] Ignor Podlubny and Kenneth V. Thimann (Eds.). Fractional Differential Equations : An
Introduction to Fractional Derivatives, Fractional Differential Equations, to Methods of

Their Solution and Some of Their Applications. Mathematics in science and engineering
198. Academic Press, 1st edition, 1999.

47



BIBLIOGRAPHIE

[16] F. Jarad, T. Abdeljawad, D. Baleanu, Caputo-type modification of the Hadamard frac-
tional derivatives, Adv. Diff. Equa., 142 (2012), pp. 1-12.

[17] Juan J. Nieto, R. Rodriguez-Lopez, Monotone method for first-order functional diffe-
rential equations, Comput. Math. Appl. 52 (2006), 471-484.

[18] Kai Diethelm (auth.). The Analysis of Fractional Differential Equations : An
Application-Oriented Exposition Using Differential Operators of Caputo Type. Lecture
Notes in Mathematics 2004. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1 edition, 2010.

[19] U. N. Katugampola, Existence and uniqueness results for a class of generalized fractio-
nal differential equations, Bull. Math. Anal. Appl., 6(4), (2014) pp. 1-15.

[20] A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, J. J. Trujillo, Theory and Applications of Fractional
Differential Equations, North-Holland Mathematics Studies, Vol. 204, Elsevier Science
B.V., Amsterdam, 2006.

[21] M. A. Krasnoselskii, Some problems of nonlinear analysis, Amer. Math. Soc. Transl.,
Vol. 10, pp. 345-409 (1958).

[22] R. Magin, Fractional calculus in bioengineering, Critical Reviews in Biomedical Engi-

neering, Vol. 32, 195-377 (2004).

[23] D. Matignon, Stability result on fractional differential equations with applications to
control processing, In IMACS. SMC Proc., Lille, France, pp. 963-968 (1996).

[24] K.B. Oldham, J. Spanier, The fractional calculus. Academic Press, New York (1974).

48



BIBLIOGRAPHIE

[25] Sh. Hu, N. Papageorgiou, Handbook of Multivalued Analysis, Volume I : Theory, Klu-
wer, Dordrecht, Boston, London, 1997.

[26] Podlubny, I : Fractional Differential Equations. Mathematics in Science and Enginee-
ring. Academic Press, San Diego (1999).

[27] K. R. Prasad , B. M. B. Krushna : Lower and upper solution for general twopoint
fractional orded boundary value problems. J. App. Eng. Math. V.5, N.1, 2015, 80-87.

[28] Rezapour, S., Samei, M.E. :On the existence of solutions for a multi-singular pointwise

deOned fractional q-integro-di§erential equation. Bound.Value Probl. 2020, 38 (2020).

[29] Y. A. Rossikhin, M. V. Shitikova : Application of fractional derivatives to the analysis

of damped vibrations of viscoelastic single mass system, Acta Mech, (1997).

[30] Saeed Kazem. Exact solution of some linear fractional differential equations by laplace

transform. International Journal of Nonlinear Science, 16(1) :3-11, 2013.

[31] S. Sun, Y. Zhao, Z. Han, M. Xu, Uniqueness of positive solutions for boundary value
problems of singular fractional differential equations. Inverse Probl. Sci. Eng. 20 (3),
299-309 (2012).

49



	Introduction.
	Rappel sur le calcul fractionnaire
	Définition et Propriété
	Espaces fonctionnels
	Fonctions spéciales

	Dérivée et intégrale fractionnaire
	Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
	Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de Caputo
	Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de Hadamard
	Dérivée et intégrale fractionnaire au sens de caputo-Hadamard

	Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et Caputo
	Relation entre l'intégration de Caputo et Caputo-Hadamard

	Existence et unicite de la solution dans certains problémes fractionnaires par la méthode des sous et sur solution 
	Préliminaries 
	 Quelques théorèmes du point fixe
	Théorème du point fixe de Banach .
	Théorème du point fixe de Bohnenblust-Karlin
	Théorème de point fixe de Schauder

	Définition des sous et sur solution
	Résultat d'Existence de solution par la méthode de sous et sur solution

	Résultat d'existence des solution Positives de certains problémes fractionnaires 
	Existence de solutions positives

	Bibliographie.

